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KAPITEL 4

Determinanten (6 Doppelstunden)

Ziel: Ordne einer Matrix A € M, (K) ein Element det(A) € K zu. Es soll zum Beispiel
gelten: det(A) # 0 & A invertierbar. Kann man in diesem Fall eine allgemeine Formel fiir
die Eintréige von A~ finden? Fiir n = 2 haben wir dies bereits in Kapitel 1, §5, gemacht:

-1
a b a b 1 d —b
det( L d}) = ad — bc, {c d} =~ 2d—be {—c a } falls ad — bc # 0.

Fiir beliebiges n > 2 bendtigen wir zunéchst einige Vorbereitungen iiber Permutationen.

4.1. Permutationen und die Leibniz-Formel

Sei X eine nicht-leere Menge. Eine bijektive Abbildung 7t: X — X heifst dann auch eine
Permutation von X. Sei

Sx :={m: X — X | 7 Permutation}.

Dann ist Sx eine Gruppe mit der Hintereinanderausfithrung “o” als Verkniipfung, genannt
die symmetrische Gruppe auf X. (Die Assoziativitit von o wird in Aufgabe 0.3 gezeigt.)
Das neutrale Element ist die identische Abbildung id, die jedes x € X auf sich abbildet. Das
Inverse von 7 € S ist die Umkehrabbildung 7t ': X — X.

BEISPIEL 4.1.1. Sei X eine endliche Menge mit |[X| = n € N. Dann ist auch Sx endlich
und es gilt |Sx| = n! (Fakultdt von n), siehe Kapitel 0, Lemma 5.17. Sei nun speziell X =
{1,2,...,n}. Dann schreiben wir kurz S,, := Sx; diese Gruppe heifst symmetrische Gruppe

vom Grad n. Die Elemente 7t € S,, schreiben wir in der Form

B 1 2 ... n-—1 n
=l 72 ... An=1 wm))"

Firn =1 gilt §; ={id}; fiir n = 2 gilt S, ={id, (; f)} Beispiele fiir n = 3:

12 3 12 3
= y [ — .
31 2 213

Also (1) =3, m(2) =1, n(3) =2 und o(1) = 2, ¢(2) = 1, 0(3) = 3. Damit erhalten wir

. 123 12 3 123
= , OoTm= , oo = .
2 31 321 13 2
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Wir sehen also hier o o 7t 2 o o, d.h., Sz ist nicht-abelsch.

Im Folgenden fassen wir S,, als eine Teilmenge von S,, ;7 auf: jede Permutation 7t € S,, kénnen
wir auch als eine Permutation 7t € S, betrachten, indem wir t(n + 1) := n + 1 setzen.
Wegen S; C S, fiir alle n > 3 folgt dann, dass S, nicht abelsch ist fiir alle n > 3.

Einige spezielle Permutationen in S,, fiir n > 2: i falls k =1,
Seien 1 < 1,j < m mit 1 # j. Dann definiere Ty € S;, durch t5(k) := ¢ 1 falls k =3,
k falls k #1,j.

D.h., Ty vertauscht die Ziffern 1 und j, lasst aber alle anderen Ziffern fest. Eine solche
Permutation heifst Transposition. Es gilt Ty o Ty = id und Ty = Ty; aukerdem Ty = Tj;.

SATZ 4.1.2. Jedes T € S,, lisst sich als Produkt von héchstens n—1 Transpositionen schreiben.

BEWEIS. Vollstdndige Induktion nach n. Ist n = 1, so ist m = id, also Produkt von
0 Transpositionen. Sei nun n > 2 und die Aussage bereits fiir alle Permutationen in S, 4
gezeigt. Ist t(n) = n, so kénnen wir 7t als Permutation in S,,_; auffassen und die Aussage
gilt nach Induktion. Sei nun k := 7t(n) < n mit T < k < n — 1. Betrachte die Transposition
Tin € Sy und setze ' := Tynom € Sy Dann gilt 70'(n) = (Tywom) () = Tn (11(N)) = Tyen (k) =
n, also ' € S,_;. Nach Induktion kénnen wir 7t’ als Produkt von n — 2 Transpositionen

schreiben, also ist 1 = Tgl o7t = Typ o W’ Produkt von hochstens n— 1 Transpositionen. [

Sei zum Beispiel n = 4 und T = é]l g ? 421 . Es gilt m(4) = 2, also betrachte v’ :=
Ty OTL = (; g ? j) = (; § 3) € S3. Es gilt '(3) = 1, also betrachte anschliefsend
1

1
2 .
1) =™ € S,. Damit folgt 1 = T4 0 T13 0 T13.

7.[//._ 07.[/_ 1 2 3 —
=Tsem =121 3)=\2

DEFINITION 4.1.3. Sei 7t € S,,. Dann heifst

N(m) :={(1,j) e Nx N |1 <i<j<nundn(i) >n(j)}

N@I e 7 das Signum von 7. Es gilt

die Menge der Fehlstdnde von 7t und sgn(m) := (—1)
also sgn(mt) = 1 falls 7t eine gerade Anzahl von Fehlstdnden hat, und sgn(7t) = —1 falls 7
eine ungerade Anzahl von Fehlstdnden hat; entsprechend nennen wir 7t auch eine gerade

Permutation bzw. eine ungerade Permutation. Seien
An:={meS,|sgn(n) =1} und Al ={me S, |sgn(n) =—1}.
Dann ist S, = A, UA/ (disjunkte Vereinigung). Es gilt stets N(id) = &, also id € A,,.
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Im obigen Beispiel n =4 ist N(7t) ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3), (2,4)} also sgn(n) = (—1)° =
—1, d.h., 7t ist eine ungerade Permutation. Auferdem gilt
segn(Tyy) = —1 flir T, € S, und n > 2.

Denn sei 1 <i<j<n;istj > 3,80 112(3) =j und 112(1) = 2, 112(2) = 1, 1712(1) = 1 fiir
1> 3, in jedem Fall also T12(1) < j = T12(j) und damit (i,j) € N(1;2). Dann bleibt nur noch
i=1,j = 2 iibrig, und hier gilt T12(1) =2 > 1 = 17,(2); also folgt N(7ty2) ={(1,2)}.

SATZ 4.1.4. Fiir alle t,0 € Sy, gilt sgn(mo o) = sgn(m)sgn(o) und sgn(mt") = sgn(m). Fiir
jede Transposition Ti; € Sy gilt sgn(Ty;) = —1. Lisst sich 7 als Produkt von v Transpositionen
schreiben (wobei 0 < v < n, sieche Satz 4.1.2), so gilt sgn(m) = (—1)".

BEWEIS. Wie in Kapitel 0, Satz 5.15 (Formel von Pascal) sei T(n,2) die Menge der
Teilmengen von {1, 2,...,n} mit genau 2 Elementen; es gilt also [T(n,2)| = (121) = %n(n— 1).
Ist S € T(n,2), so schreibe S ={i,j} mit i < j und setze 7(S) := {m(i), 7t(j)}. Weil 7 injektiv
ist, folgt 7t(S) € T(n,2); es gilt also entweder 7t(i) < 7t(j) oder 7t(i) > 7t(j). Dann definere

e () i { 1 falls (i) < (),
—1 falls (i) > 7(j).

Also gilt ex(S) = —1 genau dann, wenn (i,j) € N(7). Damit folgt sgn(7) = [ [scr(,) €x(S) =
+1. Nun betrachte die folgenden vier moéglichen Falle fiir S = {i,j} mit i < j:

Fall €6(S) €x(0(S)) €gon(S)
o(i) < o(j), m(o(i)) < m(a(j)) 1 1 1
o(i) < o(j), m(a(i)) > m(a(j)) 1 —1 —1
o(i) > o(j), m(o(i)) <m(o(j))  —T —1 1
o(i) > o(j), m(o(i)) > m(o(j)) T 1 —1
In allen vier Fallen gilt €,.5(S) = €4(S)ex(0(S)). Damit folgt

sgn(mo ) = T ero($) = ( [T e(®)( TT ealols)).
)

SET(n,2) SET(n,2) SET(n,2
Nun beachte: Weil o injektiv ist, folgt nicht nur o(S) € T(n,2) sondern auch, dass die
Abbildung T(n,2) — T(n,2), S — o(S), bjiektiv ist. (Die Umkehrabbildung ist gegeben
durch S = 07'(S).) Also folgt [Tserna) €x(0(S)) = [Tserma €x(S) = sgn(m) und damit
schlieflich sgn (7o o) = sgn(7)sgn(o). Damit erhalten wir auch 1 = sgn(id) = sgn(mom!) =
sgn(m)sgn(m"), also sgn(m') = sgn(7) (weil beide Werte gleich 41 sind).

Nun zu Transpositionen. Wir haben oben gesehen, dass sgn(ty;) = —1 gilt. Sei nun n > 3
und 1 <1< j < n. Dann rechnet man sofort nach: 011,07 = 115 und Ty30T10Ty; = Ty



4 LAAG2

Mit der gerade bewiesenen Regel fiir das Signum von Produkten von Permutationen folgt
sgn(Tyj) = sgn(Ti2)sgn(Ty)? = sgn(tz) = —1 und sgn(Ty) = sgn(m;)sgn(ti)* = sgn(tyy) =
—1. Damit erhalten wir auch sofort die Formel fiir das Produkt von r Transpositionen. [J

FOLGERUNG 4.1.5. Sein > 2. Dann gilt |S,| = 2|A.l, d.h., je eine Hilfte der Permutationen
in Sy ist gerade und die andere Hdlfte ist ungerade. Ist T € S, eine beliebige Permutation mit
sgn(t) = —1 (zum Beispiel eine Transposition), so ist A, — A], m— 7o T, eine bijektive
Abbildung, also S, = A, U{moT|me An}.

BEWEIS. Wie bereits bemerkt gilt S, = A, UA, und A,, N A/, = &; insbesondere also
ISnl = [An| + |AL]. Sel nun T € Sy, fest mit sgn(t) = —1. Fiir m € A,, gilt dann sgn(mo ) =
sgn(m)sgn(t) = —1, also erhalten wir eine Abbildung f: A, — A/, m — 7o 1. Umgekehrt:
Fiir 0 € A/ ist sgn(oco1") = sgn(o)sgn(t™') = sgn(o)sgn(t) = (—1)(—1) = 1, also erhalten
wir auch eine Abbildung g: A/, — A,, 0+ oot '. Offenbar ist fog = ida;, und gof =ida,,
also sind f, g bijektiv und g = f~'. Damit folgt |A,| = |AZ|und |S,| = |A.|+|AL = 2|A.l. O

DEFINITION 4.1.6 (Leibniz-Formel). Fiir A = [aj]1<ij<n € M (R) definieren wir

det(A Z SgN(70) A1p(1) A2(2) * * * Ann(n) € R “Determinante von A”.
TESH

Ist A =[a] € M;(R) mit a € R, so gilt det(A) = a. Ist n = 2, so ist S, = {id, T1,} und
an an
det( [ ] ) = ana + sgn(T12) Qi ,(1) A2, 2) = Q112 — A120)
az a

wie in Kapitel 1, §4, definiert. Im Allgemeinen erhalten wir einen Ausdruck mit n! Summan-
den Qiq(1) - - - Anr(n)- (Fiir grosse Werte von n ist diese Definition also praktisch unbrauchbar !)

LEMMA 4.1.7. Sei A = [ayli<ijen € Ma(R) eine untere Dreiecksmatriz, d.h., ay = 0 fiir
1 <i<j<n. Dann gilt det(A) = aj1az - - - Q. Inbesondere ist det(l,) = 1.

BEWEIS. Sei € S;, so, dass der entsprechende Summand sgn(7t) @j(1)Q2x(2) - - - Ana(n) i
der Formel fiir det(A) ungleich 0 ist. Dann ist ayqq # O fiir alle k, also muss gelten
(1) <1, n(2) < 2, ey n(n) < n.

Aus der ersten Bedingung folgt 7t(1) = 1, dann aus der zweiten 7t(2) = 2 und so weiter bis
m(n) = n. Damit liefert nur der Term fiir 7t = id einen Beitrag ungleich 0 zu det(A), also
gilt die genannte Formel. Angewandt auf A = [,, erhalten wir det(l,) = 1. 0J

LEMMA 4.1.8. Es gilt det(A) = det(AY™) fiir alle A € My(R). Damit gilt eine analoge

Aussage wie in Lemma 4.1.7 auch fiir obere Dreiecksmatrizen.
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BEWEIS. Sei A = [aijli<ij<n; dann ist A" = [aji]1<ij<n, also gilt

n
det(A") = Y sgn(m)aninan@2 - Gapnn = Y 5g0(70) | [ anpor-
k=T

TESH TESH
Sei T € S,, fest und setze 1:= 7t(k) fiir 1 < k < n. Mit k durchlauft auch 1 alle Ziffern von 1

bis n, nur in einer anderen Reihenfolge. Mit k := 7' (1) erhalten wir also

n n
H Ak = H Q101
k=1 1=1

und damit det(A™) = 3 ¢ sgn(7) a1 1(1)Q21(2) A1 (n)- Da Sy eine Gruppe ist, ist die
Abbildung S,, — Sy, 7T+ 7' bijektiv. Also kénnen wir in der letzteren Formel fiir det(A'r)
auch iiberall 71! durch 7t ersetzen und sehen damit det(A") = det(A). O

Die Aussagen in Folgerung 4.1.5 haben folgende Konsequenz fiir Determinanten.
LEMMA 4.1.9. Sei A € M. (R). Sind zwei Zeilen von A gleich, so gilt det(A) = 0.
BEWEIS. Sei A = [aj]i<ijen € Ma(R). Seien 1 < k < 1 < 1 so, dass die k-te und 1-te

Zeile von A gleich sind, also ai; = ay fir 1 < j < n. Betrachte nun die Transposition
T € Sn. Nach Folgerung 4.1.5 ist S, = A, U{mmo Ty | ™ € A,}. Damit erhalten wir

n
det(A) = Z sgn () H Qin(i) = Z SN (7T) Qi) A1) H Qin(i)
i1

TIGSn 7T65n 1<1<n,175k,1

= Z sgn(7r) Qien(k) Dr(1) H Qin(i)

7'[€An =1 1 élén,t#k,l
+ ) sen(mo Ta) G pron) Simoray, || Qirona)i -
A - ~ ~ dicnigl Y
TEAN —_sgn(m)=—1 =Qn(l) =Ain(k) isnizk, =0Qin(i)

Nach Voraussetzung ist Q1) = Qiz) Und Qi) = Qxn)- Also ist die zweite Summe gleich
Z (—1 )aln(L) Qyer(k) H Ain(i)y
TEAR 1<ig<n,i#k,l

d.h., genau gleich dem Negativen der ersten Summe. Also ist det(A) = 0. O

BEMERKUNG 4.1.10. In LAAG1, Aufgabe 8.6 wurde folgende geometrische Interpretation
der Determinante im Fall n = 2 behandelt. Gegeben seien zwei Punkte im R%:

ap b;
a=
az

e d —

GRZ mit (l],Clz,b],bz 20

Dann ist ‘det( )‘ der Flacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelo-

az 0z
gramms. Analog gilt eine solche Interpretation auch im R™. ???mehr Literaturhinweis
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4.2. Determinantenfunktionen

Sei R ein kommutativer Ring mit T und M,,(R) der Ring der n x n Matrizen mit Eintragen
in R. Eine Abbildung A: M, (R) — R heiflt Determinantenfunktion, wenn folgende beiden
Eigenschaften gelten:

(D1) A(A) ist linear in jeder Zeile von A € M, (R).
(D2) Es gilt A(A) =0 wenn zwei Zeilen von A gleich sind.

Genauer ist mit (D1) gemeint: Sei A = [aijli<ijen € Ma(R). Fiir festes 1 < k < n seien
s,t € R sowie ayy,...,0q4, € Rund ay),...,ay, € R gegeben mit ay = say; + tay; fiir
1 <j < n; dann gilt

ap  ap Ain apn  an Ain ap  ap Ain

_ / / / " " "

A< Ay Q2 Qxn ) = sA( A O Ay, ) + tA( Qi a4 ay,
| Qn1 Q2 Qnn | LQn1 Qn2 Qnn | | Qn1 Q2 Qnn |

wobei alle Zeilen aufser der k-ten in den beiden Matrizen auf der rechten Seiten gleich denen
von A auf der linken Seite sind. Als Spezialfall von (D1) halten wir fest:

(D1’) Entsteht die Matrix A’ € M,(R) aus A € My (R) durch Multiplikation einer Zeile
mit ¢ € R, so gilt A(A’) = cA(A).

Aus den obigen Regeln folgen sofort:

(D3) Sind alle Eintrége in einer Zeile von A gleich 0, so gilt A(A) = 0.

(D4) Seien 1 < k,1 < n, k#1, und ¢ € R. Entsteht A’ € M,,(R) dadurch, dass man das
c-Fache der k-ten Zeile von A zur l-ten Zeile addiert, so gilt A(A’) = A(A).

(D5) Entsteht A’ € My (R) durch Vertauschen von zwei Zeilen in A € M (R), so gilt
A(A") = —A(A).

Zu (D3): Ist T < k < n so, dass alle Eintrdge in der k-ten Zeilen von A gleich sind, dann
konnen wir die k-te Zeile mit ¢ = 0 multiplizieren, ohne dass sich A dndert. Also ergibt (D1’)
sofort A(A) = 0A(A) =0.

Zu (D4): Im Folgenden schreiben wir nur die Eintrége in den Zeilen k und 1 aus, alle anderen

Zeilen sind gleich denen in A selbst. Sei zuerst k < 1. Wegen

k1

A

ap + cayg

Qkn

Ain + COkn

)=

Qa1

ay

Qkn

Ain

) +ea(

(D1) ist A(A') gleich

Qa1

k1

Qkn

Qkn

Mit (D2) folgt nun, dass der zweite Summand gleich 0, also das Ergebnis gleich A(A) ist.
Das Argument ist vollig analog im Fall 1 < k.
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Zu (D5): Seien 1 < k < 1 < nso, dass A’ durch Vertauschen der Zeilen k und lin A entsteht.
Diese Operation erhélt man auch wie folgt (Beweis analog zu Aufgabe 6.4):

(i) Zuerst addiere das (—1)-Fache der k-ten Zeile zur l-ten Zeile.

(ii) Dann addiere die l-te Zeile zur k-ten Zeile.
(iii) Anschliefend addiere das (—1)-Fache der k-ten Zeile zur 1-ten Zeile.
(iv) Zum Schluss multipliziere die 1-te Zeile mit —1.

Am Ende sind genau die k-te und l-te Zeile in A vertauscht. Bei (i)—(iii) &ndert sich nach
(D4) der Wert von A nicht. Mit (D1’) im Schritt (iv) folgt also A(A’) = —A(A).

Die Regel (D5) lésst sich wie folgt verallgemeinern.

LEMMA 4.2.1. Sei A = [a;]i<ijen € Mn(R). Fiir m e S, setzen wir

Ar)y1 QA2 -+ Qg)n
21 QAx2)2 ... Qg2

AR | Gn21 Gni2) o | M..(R).
Arm)1 Armn)2 --+ Qrmn

Dann gilt A(A™) = sgn(m)A(A).

BEWEIS. Nach (D5) gilt die Aussage, wenn 7 = T;; € S, eine Transposition ist; aukerdem
gilt die Aussage natiirlich fiir 7t = id. Fiir den allgemeinen Fall bendtigen wir die Regel

(%) AT = (AT)° fiir alle t, o0 € S,..

Dazu seien Aj,...,A, € R™" die Zeilen von A und By,...,B, € R™*" die Zeilen von AT,
d.h., es gilt By = Ay fiir T < k < n. Dann sind By, ..., Bgm) die Zeilen von (A™)°.
Wegen By = Ax(ok) = A(moo)x) 8ilt also (k). Sei nun id # 7 € S,,. Nach Satz 4.1.2 gibt
es Transpositionen Tij,,...,Ti,j, € Sy mit 1 << nund m= 7155, o...0 T4 . Setzen wir

7= Ti,j, ©...0Ti, i, , € Sn und B := A™, so folgt mit (*) und (D5):
A(AT) = A(AT Tirir ) = A((A“’)Tm‘r) = A(B™r) = —A(B) = —A(A™).
Danach wenden wir ein analoges Argument auf A™ an; nach insgesamt r Schritten folgt
A(A™) = (—1)"A(A), wobei (—1)" = sgn(m), siche Satz 4.1.4. d
HAUPTSATZ 4.2.2. Die Abbildung det: M,,(R) — R in Definition 4.1.6 ist eine Determinan-
tenfunktion. Fir eine beliebige Determinantenfunktion A: M, (R) — R gilt
A(A) = det(A)A(L,) fiir alle A € M,,(R).

BEWEIS. Ist A = [aj]i<ij<n € M (R), so schreiben wir nun

A(A) =A(A4,...,An) und det(A) = det(Aq,...,An),
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wobei Aj,..., Ay € R™™ die Zeilen von A sind. Sei 1 < k < n fest und seien s,t € R sowie
Zeilenvektoren AJ, A € R™*™ gegeben mit Ay = sA] + tA{. Dann gilt

det(Aq,..., An) = Z sgn(70) H Qin(i) = Z sgn(77) Qyn(i H Qini)
i=1

TESn TESn T<i<n,izk

= Z 581 (70) (S At + T Qi) H Qin(i)

TTESH 1<i<n,i#k

= s(Z SN (7T) Ay H amm) + t(Z SEL(70) Qi H amm),

TESn I<i<n,izk TESn 1<i<mn, ik

—det(AT Ak 1AL AL 1erAn) —det(AT A 1A Ases 1enAn)
also ist det(Aq,..., A, ) linear in jeder Zeile Ay, d.h., es gilt (D1) fiir det. Da (D2) bereits in
Lemma 4.1.9 gezeigt wurde, ist damit det eine Determinantenfunktion. Sei nun umgekehrt
A: M, (R) — R eine beliebige Determinantenfunktion. Seien auferdem e, ..., e, € R™™ die
Einheits-Zeilenvektoren, d.h., e, hat Eintrag 1 an der Stelle k und 0 iiberall sonst. Damit ist

n
Ak:ak1e1 +akzez+...—|—aknen:Zakiei fir 1 gkgn
i=1
Durch wiederholte Anwendung von (D1) folgt

A(A) = A(A],Az, N An) = det (Z aii; €44 Az, N An> = Z amA(ei] y Az, ceny An)

ip=1 ip=1

n n n n
= E (lu]A(em E azi,€i,, Az, .. ')An> = § E ary, azi, Aley,, €y, Azye vty Ady)
=1 -1 P
n n n
=...= E E E amazb---amnA(ei],eiz,...,ein)
=1 i=1  in—1

= E Ay, Aoi, --~amnA(ei],eiz,...,ein).
1<it,izgeyin€n
Wegen (D2) ist A(ey,,ei,,...,e€,) =0 wenn zwei der Indizes i;,1z,...,1, gleich sind. Also
brauchen wir nur die Tupel (i,1z,...,1,) zu betrachten, bei denen alle Komponenten ver-

12 ..n

schieden sind; dies ist aber genau dann der Fall, wenn (i] b in) € S, eine Permutation ist.

Also kénnen wir den obigen Ausdruck auch schreiben als
A(A) = Z Q1) A2n(2) * * ann(n)A(eﬂU)) €r(2)y -y eﬂ(n])-
TESH
Nun ist aber die Matrix mit Zeilen ex(1), €x(2)y - . -y €xn) genau die Matrix I7; mit Lemma 4.2.1
folgt also A(eﬂ“), €r(2)y -y eﬂ(n)) = A(Ig) = Sgn(TE)A(In). 0
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BEMERKUNG 4.2.3. Sei R = K ein Korper und A € M, (K). Mit elementaren Zeilenumfor-
mungen (Gauk-Algorithmus) erhalten wir A — A’ wobei A’ € M, (K) in Zeilenstufenform
ist, mit r Stufen und Pivots T < j; < ... <j, < n. Da wir nun wissen, dass det eine Determi-
nantenfunktion ist, gelten die obigen Regeln (D1), (D1°), (D2), (D3), (D4), (D5). Aus diesen
folgt insbesondere, dass sich bei einer elementaren Zeilenumformung die Determinante einer
Matrix entweder gar nicht &ndert (siche (D4)), oder das Vorzeichen wechselt (siche (D5)),
oder mit einer Konstante ungleich 0 multipliziert wird (siche (D1’)). Damit folgt sofort:

(a) Es gibt ein 0 # ¢ € K mit det(A) = cdet(A’) (und dieses ¢ kann berechnet werden,
wenn man sich die Umformungen merkt, die fiir A — A’ nétig sind).

Nach Kapitel 3, §1, ist r = Rang(A), und A ist invertierbar genau dann, wenn r = n
gilt. In diesem Fall ist A’ = I, (siche Kapitel 1, §3), also det(A) = cdet(l,,) = ¢ # 0.
Ist dagegen r < n, so besteht die letzte Zeile in A’ nur aus Nullen; mit (D3) folgt, dass
det(A) = cdet(A’) = 0 gilt. Damit haben wir gezeigt:

(b) Es gilt det(A) = ¢ # 0, falls r =n; und det(A) =0, falls r < n. Insbesondere ist A

invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 gilt.

Die durch (a) und (b) gegebene Methode zur Berechnung von det(A) ist praktisch viel
effizienter als die Leibniz-Formel.

SATZ 4.2.4 (Cramersche Regel, 1750). Sei R = K ein Korper, b € K™ und A € M,,(K) inver-
tierbar. Dann ist det(A) #£ 0 und das lineare Gleichungssystem mit erweiterter Matriz [A|b]
hat genau eine Losung x € K™ (ndmlich x :== A~'b). Seien by,..., b, € K die Komponenten
von b. Fir1 <k <n seix, € K die k-te Komponente von x. Dann gilt

an ... Q-1 by A ... Qi
o — det(A)_1 det( a.21 e azyTH b.z (12’?(+] ee. Qo )
Anl ... Onk—1 bn Quipr ... Qnn
BEWEIS. Nach Bemerkung 4.2.3 gilt det(A) # 0. Seien nun Sy,...,S, € K" die Spalten
von A; wir schreiben dann auch det(A) = det(Sy,...,S,). Fir 1 <1< nsei e; € K" der i-te

Einheitsvektor. Dann gilt x = x;e; + ...+ x,e, und damit

b=Ax=A(x1e1 +...+xnen) = x1A€1 +... + xpAen = X151 + ... + x,.Sn.
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Nach Lemma 4.1.8 gelten die Regeln (D1), (D2) analog auch fiir Spalten. Damit folgt:

det(sbﬂ'yskfl)baskﬂa--->Sn) :det(S1, ceey Skfh ZXiShSkH) ceey Sn)

i=1

~\~

=0 wenn 1 # k, wegen (D2) =det(A)

- indet(Sh'--»Sk—hsivsk—H)-“)Sn) :Xkdet(sh°°°)Sk—1)skvsk+1>°°°)sn)-
i=1

Wegen det(A) # 0 ergibt dies x = det(A)~"det(S1,...,Sk_1,b,Sxs1y...,Sn). O

4.3. Produktregel und Laplace- Entwicklung

Mit Hilfe des Hauptsatzes 4.2.2 kénnen wir nun weitere Eigenschaften der Determinante
zeigen (ohne noch einmal explizit mit der Leibniz-Formel argumentieren zu miissen). Sei
wieder zunéchst R ein beliebiger kommutativer Ring mit 1.

SATZ 4.3.1 (Produktregel). Fir alle A,B € M,,(R) gilt det(AB) = det(A) det(B).

BEWEIS. Sei B € M, (R) fest. Dann definieren wir eine Abbildung A: M,,(R) — R durch
A(A) := det(AB) fiir alle A € M, (R). Wenn wir zeigen konnen, dass A eine Determinanten-
funktion ist, so folgt aus Hauptsatz 4.2.2 sofort

det(AB) = A(A) = det(A)A(L,) = det(A) det(1,,B) = det(A) det(B).
Sei nun A € M,,(R) und seien Ay,..., A, € R die Zeilen von A. Dann sind (nach Defini-
tion des Matrixproduktes) die Zeilen von AB gegeben durch A;B,..., A, B. Damit ist

A(A) = A(Aq, ..., An) = det(AB, ..., AB).
Gibt es 1 < k < 1 < n mit Ay = Ay, so gilt auch AyB = A;B und damit ist die rechte
Seite oben gleich 0 (weil det eine Determinantenfunktion ist). Also gilt (D2) fiir A. Nun zu
(D1). Sei 1 < k < n fest und seien s, t € R sowie Zeilenvektoren AJ, A{’ € R"*™ gegeben mit
Ay = sA] + tA!. Dann gilt auch AyB = (sA| + tA])B = sA;B + tA/B und damit
A(A) = det(AB,..., A 1B, sA;B + tA]B, Ay 1B,..., A;B)
=S det(A1B, e ,Ak,1B, A]LB, Ak+1B, e ,AnB)
+ tdet(AB,...,Ax 1B, A/B, Ay 1B,..., AB)

= SA(AH--wAkf]aA]/oAkJr])-' '>An) +tA(A1>°' -»AkthlgaAkH)-")An))

d.h., A ist in jeder Zeile linear. Damit gilt auch (D1) fiir A. O

SATZ 4.3.2. Sei 1 < d<n und A € M,,(R) eine untere Blockdreicksmatrixz der Form

B|O
A= ?‘T mit B € Mg(R), C & M,_q(R), D e RMdxd




LAAG2 11

Dann gilt det(A) = det(B) det(C). Fine analoge Aussage gilt auch fiir obere Blockdreiecks-

matrizen (mit Hilfe von Lemma 4.1.8).

BEWEIS. Zunéchst rechnen wir nach, dass folgendes gilt:

Blo] [B] o L |0
D|C| |D|Lu ofc|
Definieren wir nun A;: Mg(R) — R und A;: M,_4(R) — R durch

%‘%_) und AZ(C)::det< Ig g])

fiir alle B € M4(R) und alle C € M,_4(R). Nach Satz 4.3.1 ist det(A) = A;(B)A,(C), also
gentigt es zu zeigen, dass A;(B) = det(B) und A,(C) = det(C) gilt.

A =

Ai(B) = det<

Behauptung: A; ist eine Determinantenfunktion. Nun, schreiben wir eine Zeile von B als

Linearkomination von zwei Zeilenvektoren in R'*4, so ist auch die entsprechende Zeile von

B| O
D In—d

eine solche Linearkombination (weil der rechte obere d x (n — d) Block nur aus 0 besteht),
also gilt (D1). Analog: Sind zwei Zeilen von B gleich, so sind die entsprechenden Zeilen
auch in obiger Matrix gleich (wiederum weil der rechte obere d x (n — d) Block nur aus
0 besteht), also gilt (D2). Nach Hauptsatz 4.2.2 folgt also A;(B) = det(B)A;(14); und mit
Lemma 4.1.7 (Determinante einer unteren Dreiecksmatrix) folgt, dass A;(I4) = 1 gilt. Also

ist A1(B) = det(B). Vollig analog sieht man, dass auch A;(C) = det(C) gilt. O
Zum Beispiel ist

1T -1 2 3 1 -1} 2 3

0 4 —4 —4 0 4|4 —4
(o o 4 —s|)=(|o o= =)

0O 0 4 0 0O 0| 4 0

:detq(]) _”) -det([ _j _g}) —(1-4) - ((—4)-0— (—8)-4)) =4-32 = 128,

BEISPIEL 4.3.3. Seien x;,...,X, € R. Dann betrachte die Vandermonde-Matriz

T x1 X .0 X
T x x5 ... X!

V(X1yeooyXn) = || . i € M, (R).

2 n—1
T X, x2 ... X}
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In Kapitel 2, §3, haben wir gesehen, dass V(x1,...,x,) invertierbar ist, wenn R = K ein
Korper ist und die x; paarweise verschieden sind. Wir behaupten nun:
det(V(x1, e ,xn)) = H (x5 — x1)-
1<i<j<n

Dazu: Nach Lemma 4.1.8 konnen wir auch die tranponierte Matrix betrachten; wir wenden
nun geschickt elementare Zeilenumformungen auf V(xi,...,x,)" an, nidmlich: Ziehe zuerst
das x;-Fache der (n — 1)-Zeile von der n-ten Zeile ab, dann das x;-Fache der (n — 2)-ten
Zeile von der (n — 1)-ten Zeile und so fort. Mit (D4) erhalten wir

1 1 e 1
X1 X2 ‘e Xn
X3 x5 K
det (V(x1y...,xn)) = det(V(xq,...,x0)") = det( ] : )
D
X T L
[ 1 1 1 ]
X2—Xq .o Xn—Xq
0 X2—X1 cee Xn—Xq xa(xg—x1) o (X
:det< O] xa(x2—x1) ... Xn(xn—x1) > :det< 2 2 Voo " ] ),
: . n—2 o n—2 _
o g baa) o 2ea) ¥ el e )

wobei im letzten Schritt Satz 4.3.2 angewandt wurde. In der letzten Matrix (die nur noch n—1
Zeilen und Spalten hat) konnen wir den Faktor x, — x; aus der ersten Spalte herausziehen,
dann den Faktor x3 — x7 aus der zweiten Spalte und so fort bis zum Faktor x,, — x; in der
letzten Spalte. Mit Lemma 4.1.8 und (D1’) folgt also:

1 1 vee 1
X2 X3 Xn
det (V(x1y- 5 xa)) = (2 =) (6 =) -+ (% = 1) det ")
X;—Z XgL—Z XT‘rth

Die Matrix auf der rechten Seite ist nun eine (transponierte) Vandermonde-Matrix der Grofe
(n—1) x (n—1). Also folgt die Behauptung mit vollstandiger Induktion nach n (wobei der
Induktionsanfang n = 1 einfach durch det(V(x1)) = 1 gegeben ist).

Schliefslich kommen wir noch zu einer rekursiven Formel zur Berechnung von Determinanten.
Sei dazu 1 > 2 und A = [aijlicijen € Mn(R). Seien 1 < k,1 < n fest. Dann sei A¥ €
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M, _1(R) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die k-Zeile und l-te Spalte streicht, also

an ari— (G RER Qin
k ak—1,1 Ak—11-1  Ax—1,141 ag—1,
AR = * e M (R).
Ax+1,1 Ak4+1,1-1  Ak+1,141 Ax+1n
L Qni An,1—1 Qn,1+1 Qnn |

Wir definieren dann eine neue Matrix A = [axi)1<ki<n € M (R) durch
G = (=) det(A™)  fiir 1<k 1< n.

Diese Matrix A heift auch die Adjunkte zu A (englisch: “adjugate” oder “adjunct”) und
wird manchmal mit adj(A) bezeichnet. Der folgende Satz zeigt, dass man det(A) rekursiv
mit Hilfe der Eintrége der Adjunkten berechnen kann.

HAUPTSATZ 4.3.4 (Laplace-Entwicklung). Mit obigen Bezeichnungen gilt A -A = A - A =
det(A)L,, wobei A = adj(A) die Adjunkte zu A ist. Insbesondere erhdlt man damit:

det(A) = Z(—1 )y det(AM)

1=1
n

det(A) =) (1) ay det(A™)
k=1

(Entwicklung nach der k-ten Zeile),

(Entwicklung nach der 1-ten Spalte).

BEWEIS. Seien Aj,...,A, € R™™ die Zeilen von A. Fiir 1 <1< n sei e, € R"*™ der 1-te
Zeileneinheitsvektor; es gilt dann also A; = ZL] ape fir T <j <n. Fiir 1 <k, 1 <n sei
B¥ € M,,(R) die Matrix mit Zeilen Ay, ..., Ax_1, €1, Axsty...,An, also

aig ai— a a i+ Ain
ax—1,1 Ar—1,1-1 Ax—11 Q1,141 Ak—1n
Kkl
B* = 0 0 1 0 0 € M,(R)
Q41,1 Ar+1,1-1 Q411 Q41,141 Ak4+1,n
| an, an 11 Qnt An, 141 Qnn |
Wenden wir nacheinander die k — T Transpositionen Tx_jx, Tk—2k—1, .., T12 auf die Zeilen

von B¥ an, so wird einfach die k-te Zeile (die aus e; besteht) in die erste Zeile nach oben

versetzt. Wendet man anschliefsend die 1 — 1 Transpositionen Ty, Ti-21-1,...,T12 auf die
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Spalten an, so erhélt man am Ende die Matrix

1 0 e 0 0 e 0
a (€8 I I ¢ A A Qi+ ... Qg 110 0
k
Q11 k1] eve Qo101 Q4] -e. Q1| = | . Al € M, (R).
A1l W11 oo e AQrp11-1 Q1141 o oo Qkin
k
| On,l QAn,1 R An,1-1 An L se Qnn |

Mit den Regeln (D5) (sowie Lemma 4.1.8) und Satz 4. 3 2 folgt also
det(B¥) = (=11 (=1)""" det(An) = (=1 det(A¥) = ay..

Damit kénnen wir nun wie folgt argumentieren. Sei 1 < j < n und C € M,,(R) die Matrix
mit Zeilen Aj, ..., A1, Ay, Akgry ...y A Weidl det linear in der k-ten Zeile ist, gilt

det(C) = det(A1, e ,Akq,Aj,AkH, .o .,An)

= det(A1, ey Ay Z ajlel,Ak_Jr]) ey An)
1=1

- Zajldet(Ah°°°)Akf1>elaAk+1>°°')An)

n

= Z a; det Bkl = Z k“a] det Akl Z aﬂalk = ) ke
1=1

1=1
Ist j # k, so sind zwei Zeilen von C gleich, also det(C) = 0. Ist j =Xk, soist C=A. Also:

= det(A)  fallsj =k,

Z Cljl(llk e .

o 0 falls j # k,
d.h., es gilt A - A = det(A)L,. Insbesondere gilt damit die Formel zur Entwicklung nach der
k-ten Zeile. Durch Transponieren erhalten wir

A AT = (A A)T = (det(A)L,)" = det(A)L, = det(A")1,.

Ersetzen wir A durch A" und beachten ad] (Atr) = (adj(A))tr, so folgt A - A = det(A)L,,
und dies ergibt dann auch die Formel zur Entwicklung nach der k-ten Spalte von A. U

FOLGERUNG 4.3.5. Sei R = K ein Korper und A € M. (K) mit det(A) # 0, nach Bemer-
kung 4.2.3 ist A invertierbar. Dann gilt A~ = det(A) A und det(A") = det(A)™

BEWEIS. Setze B := det(A)'A. Nach Hauptsatz 4.3.4 gilt A-B = I,,, also B = A~". Mit
der Produktregel folgt 1 = det(AA™") = det(A) det(A™"), also det(A~") = det(A)". O
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Beispiel Entwicklung nach der 1. Spalte bzw. 3. Zeile:

213 oY 137 1 3]

det( 4]1 é g )zZ-det(_é g—>—4-det<_é 3_>+1-det<; g)
=2-(18—30)—4-(9—18)+1-(5—6) =11,

oder (3. Zeile) :1-det(_; §—>—6-det<_ﬁ g->+9'det<_421 ;>

—1-(5—6)—6-(10—12)+9-(4—4)=11.

In manchen Biichern wird die Formel aus der Laplace-Entwicklung als Definition der Deter-
minante benutzt. (Dann muss man am Ende zeigen, dass auch die Leibniz-Formel gilt.)

4.4. Der Satz von Cayley—Hamilton

Sei K ein Korper. Wir betrachten nun auch den Polynomring R = K[X] iiber K in der
Unbestimmten X. Die Elemente von R sind also (abstrakte) Polynome

f=a+a;+...+aX? mitd>0, a k.

Ist f # 0 und aq # 0, so heikt Grad(f) = d der Grad von f. Eine wichtige Regel: Sind
f, g € K[X] mit f # 0 und g # 0, so gilt auch fx* g # 0 und Grad(f*g) = Grad(f) 4+ Grad(g).
(Fiir all dies siehe Kapitel 3, §4.) Da R = K[X] ein kommutativer Ring mit 1 ist, konnen wir
auch Matrizen mit Eintragen in K[X] bilden und davon die Determinante; es gilt also

det(F) € K[X] fiir alle F e M,.(K[X]).
Zu einer gegebenen Matrix A = [a;]i<ijen € My (K) bilden wir nun
F:= A —XI, € M,(K[X]) und Xa = det(F) = det(A — XI,,) € K[X];

dann heifst xa das charakteristische Polynom von A.

1
11

X 1

BEISPIEL 4.4.1. Sei A =
(a) Sel 1 1-X

€ M;(K). Dann ist F=A — XI, = und

xa = det(A — XI,) = det(

X T X1 1ty
1 1_X]>_(X) =X —1-1=X2—X—1.

(b) Sei A € M,,(K) eine obere Dreiecksmatrix mit cy,...,c, € K auf der Diagonalen. Dann
ist F = A — XI,, eine obere Dreiecksmtarix mit ¢; — X, ..., c, — X auf der Diagonalen. Mit
Lemmas 4.1.7 und 4.1.8 folgt also

xa =det(A —XI,) = (c1 —X) * (e — X) *...% (cn — X).
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-1 0 1
(c)Sei K=Qund A= |3 0 —3| € M3(Q) die Matrix aus Kapitel 3, Beispiel 3.8, mit

1T 0 —1

Minimalpolynom iy = X % (X 4 2). Mit Entwicklung nach der 2. Spalte erhalten wir
—1-X 0 1

—1-X 1
XA = det( 3 =X =3 | = (=1)F(=X) det( )
1 0 —1-X boooex

(=X) % (=1 =X) % (=1 =X) = 1-1) = (=X) * (X2 4+2X) = —X? % (X + 2).

Das charakteristische Polynom ist also “fast” gleich dem Minimalpolynom. Nach Kapitel 1,
§4, hat die Matrix in (a) das Minimalpolynom iy = X? — X — 1; hier ist also sogar xa = [a.

LEMMA 4.4.2. Es gilt xa # 0 und Grad(xa) = n. Schreiben wir xa = ap+ X +...+ a X",
so gilt ay = (—1)™ und an_1 = (=1)""Spur(A), wobei Spur(A) := Y ay (Summe der
Diagonaleintrige) als die Spur von A bezeichnet wird.

BEWEIS. Sei F = [fijlicijen = A — X1y € My (K[X]) und xa = det(F) = }_ s sgn(m)f,
wobel fr = fiz1) % ... % fopm). Sel w e Sy mit f # 0, also firy) # 0 fiir alle i. Fiir i = (i)
ist fini) = ay — X, hat also Grad T; fiir i # 7(i) ist firi) = ay, hat also Grad 0. Damit ist
Grad(f,) < n. If 7t # id, so gibt es mindestens zwei Ziffern i # j mit 7t(i) # i und 7(j) # j,
also ist dann Grad(f;) < n—2. Fir m =1id ist fig = (a;; — X) * ... * (ap, — X). Damit folgt

Xa = (a;7 —X) * ... % (apn — X) + Terme mit Grad < n— 2.

Sind irgendwelche cq,...,c, € K gegeben und multipliziert man (c; — X) x...* (¢, — X) aus,
so erhiilt man (—X)™+ (—X)™'(c; +...+ ¢y )+ Terme vom Grad < n—2 (einfacher Beweis
mit vollstdndiger Induktion nach n). O

LEMMA 4.4.3. Sei A € K. Dann gilt xa(A) = det(A — AlL,) € K. Insbesondere ist det(A) =
Xa(0) der konstante Term von Xa.

BEWEIS. Wie im obigen Beweis schreibe xa = det(F) = 3 ¢ sgn(m)f,. Da Einsetzen
ein Homomorphismus ist, folgt xa(A) = 3_ s sgn(70)f-(A) und fr(A) = f1x)(A) - - - Fria(my (A).
Ist 1 = m(i), so ist fix) = @i — X also fir)(A) = ay — A; ist 1 # 7(i), so ist figi) = Ain
also fini) (A) = Qingyy. Damit ist 3} ¢ sgn(7m)fr(A) = det(B), wobei B = [byli<ijen € Mu(K)
gegeben ist durch by = ay falls i #j, und by = a3 — A, d.h., B=A —Al,. O

LEMMA 4.4.4. Sind A, B € M,,(K) dhnlich (d.h., es gibt eine invertiebare Matriz T € M,,(K)
mit B =T TAT), so gilt xo = X8, also auch det(A) = det(B) und Spur(A) = Spur(B).
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BeEwEIS. Es gilt T'(A — XI,)T = T'AT' — XT'T = B — XI, und damit xg =
det(T_](A — XIn)T) = det(T")xa det(T) = det(T'"T)xa = det(I.)xa = xa. Die Aussa-
gen zu det(A) und Spur(A) folgen dann aus Lemmas 4.4.2 und 4.4.4. O

FOLGERUNG 4.4.5. Sei A € K. Genau dann ist A ein Eigenwert von A, wenn Xa(A) = 0 gilt.
Damit haben also xa und das Minimalpolynom in die gleichen Nullstellen in K (ndmlich
genau die Eigenwerte von A ).

Damit haben wir eine neue Methode, um Eigenwerte von A zu bestimmen!

BEWEIS. Es gelten die Aquivalenzen: A ist ein Eigenwert von A
& es gibt ein 0, # v € K" (Spaltenvektor) mit Av = Av
& das lineare Gleichungssystem (A — Al )x = 0,, hat eine Losung 0, # x € K"
& die Matrix A — Al ist nicht invertierbar & det(A — AlLy) =0,
wobei die letzte Aquivalenz nach Bemerkung 4.2.3 gilt. Schlieflich zur Erinnerung: A ist ein

Eigenwert von A genau dann, wenn fia(A) = 0 gilt (siehe Kapitel 1, §4). OJ

HAUuPTSATZ 4.4.6 (Cayley—Hamilton, 1853/58; allgemeiner Beweis Frobenius 1878). Fiir
A € M, (K) gilt stets Xa(A) = Onxn; damit folgt insbesondere Grad(pa) < n.

In Kapitel 1, §5, haben wir dies fiir 2 x 2 Matrizen nachgerechnet; fiir A = {2 1(31] gilt

d—X

und damit xa(A) = A? — Spur(A)A + det(A)Il, = 0,,,. Fiir den allgemeinen Fall braucht
man also einen “Trick”.

XA :det([azx b D =X*—(a+b)X+ ad —bc = X* — Spur(A)X + det(A)

BEWEIS. Sei F = [fijlicijen = A — XIn € My (K[X]) und xa = det(F). Mit Laplace-

Entwicklung gilt dann F - adj(F) = det(F)I,; mit adj(F) = [fy] € M, (K[X]) also:
L. = . , xa  fallsi=j,
fusxfu=Y fuxfy=(F-adj(F). = )
Y fyet= 3 sy = (P, {O e,

(Fir die erste Gleichheit haben wir nur die Reihenfolge der Faktoren ﬂj und fy; getauscht.)
Dies sind Gleichungen zwischen Polynomen in K[X]. Wir setzen A ein und erhalten

L. (A) fallsi=j,
D_fulAfa(A) = { "o falls 1 74
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Fir 1 <1i< nseie € K" der i-te Einheits-Spaltenvektor. Fiir festes 1 <j < n gilt dann

n n n

xa(Ale; =3 (Y f(A)alA) Je= Y 3 fy(AMfalAe:

i=1  1=1 i=1 1=l
A

~
=0nxn fallsi#]j

Betrachten wir die letzte Summe. Fir i = List fiy = ay — X also fyi(A)ey = ayey — Aey. Fiir
i 75 1 ist fﬂ = ag also fu(A)ei = ay1€4. Damit erhalten wir

n

Z fu(A)e; = (aye, — Ae) + Z ape; = (Z Cluei> —Ae =0,
i=1

i=1 1<i<n il
(weil Aey genau die l-te Spalte von A ist). Also ist xa(A)e; = 0, fiir T < j < n. Damit sind
alle Spalten von xa(A) gleich 0y, also xA(A) = Onxn. O

Wir werden spéter (im Kapitel iiber Normalformen von Matrizen) noch einen vollig anderen
Beweis des obigen Satzes sehen.

BEISPIEL 4.4.7. Sein > 1 und f = ap + a1 X +...+ a, X" € K[X] beliebig mit a, = 1. Dann
ist die zugehorige (Frobenius-) Begleitmatriz definiert als

00 ... 0 —a
10 ... 0 —Qay
Ap=10 1 ... 0 —ax | e My (K).
_0 0 ... 1 —Cln_1_
Ist {e1,...,e,} die Basis der Einheits-Spaltenvektoren in K", so gilt also
(x) Aren=—(aoer +ares+...+ an_1en) und Arei=ey g firl <i<n—1.
Behauptung: fa, =f und xa = (—1)"f ==£fa.

D.h., jedes Polynom mit héchstem Koeffizienten 1 ist Minimalpolynom einer Matrix!
BEWEIS. Zuerst bestimmen wir fia. Aus () folgt Are; = e, AZe; = A¢(Arer) = Arep =
e3, A2 = Af(Ale)) = Are; = ey, usw., d.h., Ale; = ey fiir 1 <i<n—1. Sei nun
fia, =bo +b1X 4 ... +bg 1 XT 4+ X4 mit d > 1.
Wire d < n, so erhielten wir
On = fin, (Af)er = boer +brAre; +... +bg 1A e + Ade,
=boe; +bie; + ...+ bgreq + eqr,
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Widerspruch dazu, dass (eq, ez,...,eq.1) linear unabhéngig sind. Also ist d > n.
Jetzt geniigt es zu zeigen, dass f(Af) = Onxn gilt. Dazu miissen wir zeigen, dass f(A¢)e; =0
gilt fiir 1 <i<n. Fliri=1ist
f(Af)er = aplner + a1Arer + ...+ an 1A} e + Ale
=ape; +aje;+ ...+ ay1en + Aren, =0, (siche (x)).
Fir2<i<niste = Afﬂeh und damit
f(Ar)er = F(A)AT ey = (FXT)(Af)er = (X7 '1)(Af)er = Af'f(A)er = Oy
Also ist fia = f. Andererseits folgt aus dem Satz von Cayley—Hamilton auch xa,(A¢) = Onxn.

Wegen Grad(xa,) = n = Grad(fia,) folgt nun xa, = cfia, mit 0 # ¢ € K. Da der héchste
Koeffizient von fia, gleich T und derjenige von xa, gleich (—1)™ ist, folgt ¢ = (—1)™ O

Es ist eine gute Ubung, direkt det(A¢ — XI,,) mit Hilfe von geschickten Zeilen- und Spalten-
umformungen zu berechnen (so wie im Fall der Determinante der Vandermonde-Matrix).



