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Aufgabe 1. (V) Seien V1, V, Vektorrdume iiber einem Korper K. Weiterhin gegeben seien lineare
Abbildungen ¢1: Vi — Vi und po: Vo — Vs.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢: Vi x Vo — V1 ®@ Vi, (v,w) — ¢1(v) ® pa(w), bilinear ist.
Aufgrund der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts gibt es also eine lineare Abbildung

o: Vi@ Vo= Vi®Vamit (v ®@w) = p1(v) @ @a(w) fiir alle v € V; und w € Va.

(b) Sein =dimV; < co und m = dimV, < oco. Sei By = {v1,...,v,} eine Basis von V; und
By = {wy, ..., wy,} eine Basis von V5. Nach Vorlesung ist also
B:={v®ow;|[1<i<n1<j<m}

eine Basis von V; ® V;. Bestimmen Sie Mp($), wobei die Basisvektoren in B wie folgt
angeordnet seien:

V1 Q@ Wi,y...,01 Q@ Wiy, V2 Q W1y, V2 Q Wiy .oy Up @ Wiy...,Vp & Wy,

Wie sieht die darstellende Matrix aus, wenn die Basisvektoren in B wie folgt angeordnet

werden?
V1 Q@ Wiy, Up @ V1,01 QWoy...,Vp @V2y... ;U1 Q@ Wy ooy Up @ Uy
(c) Mit den Bezeichnungen in (b) sei Ay = Mp,(p1) € M, (K) und Ay = Mp,(p2) € Mp,(K).
Zeigen Sie:

Spur(Mp(¢)) = Spur(A4;)Spur(Az) und det(Mp(p)) = det(Ar)™ det(Az)™.

Aufgabe 2. (Z) Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit dim V' < oo. Sei A ein affiner
Raum iiber K mit zugehorigem Vektorraum V. Seien Uy, Us affine Unterrdume von A, und Uy, Us
die zugehorigen Teilrdume von V.

(a) Seien Py € Uy und P, € Us. Zeigen Sie: Uy Ny # & < ZTP; e Uy + Us.

(b) Zeigen Sie: Ist Uy NUs # &, so ist auch Uy NUs ein affiner Unterraum (mit zugehorigem
Teilraum U; NUs < V) und es gilt dim (U NUs) = dimUy + dim Uy — dim(Uy + Us).

(c) Zeigen Sie: Ist V = U; @ Us, so gilt |Uy NUz| = 1.



Aufgabe 3. (Bonus S, 5 Punkte) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Sei m € R beliebig und
m m m? —m

m—1 3m—1 m?>—-m

A, =

m m 0

m 3m—1 0

_ o = O

(a) Berechnen Sie die Determinante von A,,.
(b) Sei R Kérper. Fiir welche m € R ist A, invertierbar?
(c) Sei R = Z. Fiir welche m € R ist A,, invertierbar?

Aufgabe 4. (Bonus S, 11 Punkte ) Sei V= M3(R) und sei §: V x V — R, B(A, B) =Spur(AB).

Zeigen Sie, dass (3 eine symmetrische Bilinearform ist.

Finden Sie ein Oy # v € V mit S(v,v) = 0.

Zeigen Sie, dass (3 nicht-ausgeartet ist. Ist 8 positiv-definit?

Zeigen Sie, dass V eine Orthogonalbasis besitzt, und bestimmen Sie eine. Gibt es auch eine
Othonormalbasis von V7
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Aufgabe 5. (Bonus S, 7 Punkte) Gegeben sei die Matrix

4 4 11 11
3 12 42 42
A=15 19 g7 _ga| SM®)

-1 7 20 17
Sei ¢: R* — R* die lineare Abbildung mit (p(v) = Av fiir alle v € R%.

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von ¢ und zeigen Sie, dass ¢ eine Jordan
Normalform besitzt.

(b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von ¢.

(c) Bestimmen Sie Gesamtzahl der Blocke in der Jordan-Normalform von ¢ (ohne die genaue
Jordan-Normalform zu berechnen).

(d) Bestimmen Sie die Jordan Normalform J von ¢.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben aufler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.
Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 17. Juli in den Ubungsgruppen.
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