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Aufgabe 1. (V) Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit dim V' < co. Sei ¢: V' — V eine
nilpotente lineare Abbildung. Sei d > 1 minimal mit ¢? = 0. Dann ist also ¢?~! # 0 und es gibt
ein 0 # v € V mit 9! (v) # 0. Zeigen Sie, dass v ein maximaler Vektor beziiglich ¢ ist.

Bemerkung: Fiir allgemeine lineare Abbildungen ist es erheblich schwieriger, einen maximalen Vek-
tor zu finden; dazu siehe etwa Lemma 6 in Bongartz’ Artikel https://arxiv.org/abs/1410.1683.

Aufgabe 2. (V) Sei K = Q und

[0 -1 -1 -1 0
2 -2 -1 -1 -1
A=|2 4 3 3 1|eMQ).
0 -2 -2 -2 0
2 4 3 3 1

Sei V = Q° und ¢: V — V die lineare Abbildung mit p(v) = Awv fiir v € V. Sie rechnen sofort
nach, dass A? = 0 gilt; also ist ¢ nilpotent. In dieser Aufgabe soll die Jordan-Normalform von ¢

bestimmt werden sowie eine Basis B von V' so, dass Mp(p) in Jordan-Normalform ist.

(a) Berechnen Sie die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert 0. Was kénnen Sie nun, zusam-

men mit der Information, dass A? = 0 gilt, iiber die Jordan-Normalform von ¢ aussagen?
(Wieviele Jordan-Blocke welcher Grosse gibt es?)
(b) Bestimmen Sie einen maximalen Vektor 0 # v € V bzgl. ¢ (siehe Aufgabe 1). Was ist

dim U, ?

(c) Bestimmen Sie eine Basis B’ fiir einen p-invarianten Teilraum W < V mit V = U, & W.
(Siehe Beweis von Satz 2.9 fiir die Bestimmung von W.)

(d) Sei ¢ := p|w: W — W. Bestimmen Sie die Matrix A" = Mp/(¢'). Dann ist ¢’ auch nilpo-
tent (siehe Folgerung 2.10). Wenden Sie nun das ganze vorherige Verfahren auf ¢': W — W
an und bestimmen Sie eine Basis B” von W, so dass Mpr(¢') in Jordan-Normalform ist.

(e) Kombinieren Sie B” mit einer Basis von U,, um eine Basis B von V zu erhalten, so dass
Mp(p) in Jordan-Normalform ist.

Aufgabe 3. (S, 4 Punkte) Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U < V ein Teilraum.

(a) Sei n :=dimV < oo und d = dimU < n. Sei {vy,..
wir zu einer Basis B = {vy,..
{vgy1 + U, ..., v, + U} eine Basis von V/U ist.

<5 Udy Ud+1; -

.,vq} eine Basis von U; diese kénnen

..,Up} von V erginzen. Zeigen Sie, dass dann

(b) Zeigen Sie: Ist dim(V/U) < oo, so gibt es einen Teilraum W < V mit dim W = dim(V/U)

und V = U @ W. (Hinweis: Sei m = dim W; wihle Vektoren wy, ..
{wi +U,...,wy + U} eine Basis von V/U ist.)

., W € V so, dass



Aufgabe 4. (V) Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und V* = Hom(V, K) der Dualraum.
Seien Uy, Uy <V Teilrdume. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Es gilt {Oy}° =V* und V° = {0y~ }.

(b) Ist Uy C Uy, so gilt Us C Uy.

(c) Es gilt (U1 +Us)° =Uy NU3.

(d) Es gilt (U1 NU2)° 2 Uy +Us.

(e) Ist dim V' < oo, so gilt (U NUz)° = U7 + Us.

Aufgabe 5. (S, 4 Punkte) Sei K ein Korper. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Sei U < V
ein Teilraum. Sei 7 : V' — V/U der kanonische Homomorphismus und #*: (V/U)* — V* die
transponierte Abbildung.

(a) Zeigen Sie, dass 7* injektiv ist. (Hinweis: Satz 2.11.)

(b) Sei A € V*. Zeigen Sie: Gilt A(u) = 0 fiir alle v € U, so gibt es ein A € (V/U)* mit
A(@) = A(v) fiir alle v € V (wobei = v + U € V/U).

(c) SchlieBen Sie nun, dass Bild(7*) = U® gilt. Folgern Sie, dass (V/U)* = U°.

Aufgabe 6. (Z) Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Beweisen Sie folgende Aussagen.
(a) Sind U, W <V Teilrdume, so gilt
(U+W)/U=W/(UNW).

(Hinweis: Betrachten Sie die Einschrinkung des kanonischen Homomorphimus 7: V' — V/U
auf W; bestimmen Sie Kern und Bild dieser Einschrankung.)
(b) Sind U < W <V Teilrdume, so ist W/U < V/U ein Teilraum und es gilt

(V/U)/(W/U) = V/W.

Bemerkung: Diese Aussagen werden oft als 2. und 3. Isomorphiesatz bezeichnet; siehe zum Bei-
spiel https://en.wikipedia.org/wiki/Isomorphism theorems. In dieser Terminologie wird der
Homomorphiesatz als 1. Isomorphiesatz bezeichnet.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben auler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.
Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 10. Juli in den Ubungsgruppen.
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