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Vorab eine allgemeine Anmerkung zu Normalformen. Sei A € M,,(K) eine beliebige Matrix. Dann
betrachten wie die lineare Abbildung ¢: K™ — K", v — Av. Die Matrix A ist also die darstellende

Matrix von ¢ beziiglich der Basis der Einheitsvektoren {ej,...,e,} von K™. Nach dem Satz iiber
die Frobenius-Normalform gibt es eine Basis B = {vy,...,v,} von K™, so dass
Ay 0

: Ar |
A= Mp(p) = ) € Mu(K)
0
gilt, wobei die f; normierte Polynome sind mit f, | fr—1 | ...|f1 und f; das Minimalpolynom von A
ist. Sei T' € M,,(K) die Basiswechselmatrix zwischen B und der Basis {e1, ..., e,}, d.h., die Spalten
von T bestehen genau aus den Spaltenvektoren vq,...,v, € K™ Dann gilt also A" = Mpg(p) =

T—YAT, d.h., A ist dhnlich zur obigen Matrix A’ und wir bezeichnen A’ auch als die
Frobenius-Normalform von A. (Analog sprechen wir von der Jordan-Normalform einer Matrix
A € M, (K) fiir den Fall, dass das charakteristische Polynom von A zerfallend ist.)

Aufgabe 1. (V) Sei K = Fy der Kérper mit 2 Elementen.

(a) Sei A € M3(K) eine invertierbare Matrix. Bestimmen Sie alle Moglichkeiten fiir die Frobenius-
Normalform von A. (Hinweis: Es gibt 6 solche Moglichkeiten.)
(b) Wieviele invertierbare Matrizen A € M3(K) gibt es insgesamt?

Aufgabe 2. (S, 5 Punkte) Sei K ein beliebiger Korper. Fiir ein normiertes Polynom 0 # f € K[X]
mit Grad n > 1 sei Ay € M,(K) die Begleitmatrix von f.

(a) Zeigen Sie, dass Ay und A}r dhnliche Matrizen sind. (Hinweis: Was ist das Minimalpolynom
von A}r? Benutzen Sie dann die Aquivalenzen in Beispiel 2.13, angewandt auf die lineare
Abbildung ¢: K" — K", v A}rv.)

(b) Sei A € M,(K) eine beliebige Matrix. Zeigen Sie, dass A und A" &hnlich sind. (Hinweis:
Benutzen Sie die Frobenius-Normalform von A, siehe oben.)

Aufgabe 3. (V) Sei K = Qund ¢: Q7 — Q7 eine lineare Abbildung mit ¢® = 0 und dim Kern(p) =
3. Welche Moglichkeiten gibt es fiir das Minimalpolynom und die Jordan-Normalform von ¢?



Aufgabe 4. (S, 4 Punkte) Gegeben sei die Matrix
1 3(-1+41i) 2
A=10 141 1+1i | € M3(C).
—i 3(=141i) 142
Sei : C? — C3? die lineare Abbildung mit ¢(v) = Av fiir v € C3. Zeigen Sie, dass ¢ zerfallend ist.
Bestimmen Sie das Minimalpolynom und die Jordan-Normalform von ¢.

Aufgabe 5. (V) Sei K ein Korper. Gegeben seien Matrizen A; € M, (K) fir 1 < i < r. Sei
n:=ny+...+n, und A € M,(K) die Blockdiagonalmatrix mit Diagonalblécken gegeben durch

Ay, ... A, also
Aq 0

A
A= z' € M,(K).
0

Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom von A das kgV der Minimalpolynome von Aq,..., A, ist.

Aufgabe 6. (Z) Sei A € M,(C). Zeigen Sie: A nilpotent <=  Spur(A4¢) =0 fiir 1 < d < n.

Hinweis: Benutzen Sie, dass jedes nicht-konstante Polynom in C[X] zerfallend ist. Also ist x4 =
(=1)™(X — A)™ -+ (X — A\)™ mit paarweise verschiedenen \; € C und n; > 1. Zeigen Sie dann
Spur(A?) = Y"1 n;A¢ und erinnern Sie sich schliefilich an die Vandermonde-Matrix.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben aufler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.
Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 3. Juli in den Ubungsgruppen.
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