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Aufgabe 1. (S, 7 Punkte) Gegeben sei A € R™*". Nach Aufgabe 5 von Blatt 15 aus LAAGI1
ist die Moore—Penrose—Inverse B € R™" ™ zu A eine Pseudo-Inverse von A so, dass AB und
BA symmetrisch sind. Dort wurde auch gezeigt, dass B, falls existent, durch diese Eigenschaften
eindeutig bestimmt ist.

Hier geben wir eine Methode zur Berechnung der Moore—Penrose—Inversen zu A.

Sei U := SR(A) C R™ der Spaltenraum von A. Seien ey, ..., e, € R™ die Spalten der Einheitsma-
trix I,,. Nach Satz 3.11 gibt es zu j € {1,...,m} genau ein b; € U mit

lej — bjll = min{[je; —u|| | u € U}.

Betrachte dann das lineare Gleichungssystem mit erweiterter Matrix [A|b;]; dies ist 16sbar wegen
bj € U = SR(A). Nach Satz 3.13 gibt es eine eindeutige Losung mit minimaler Norm, die wir mit

a;r € R™ bezeichnen. Sei dann AT € R™ ™ die Matrix mit Spalten a,...,a;,.

(a) Bestimmen Sie AT fir A := [1 1 1] € R'3. Zeigen Sie, dass AT die Moore-Penrose-
Inverse zu A ist.
(b) Bestimmen Sie BT fiir

Zeigen Sie, dass B* die Moore—Penrose—Inverse zu B ist.
(c) Sei m < n und Rang(A) = m. Zeigen Sie: Es ist AA"™ invertierbar und die Matrix

At = AT (AAT) T

ist die Moore—Penrose—Inverse zu A.

Aufgabe 2. (V) Sei (V, ) ein Euklidischer Raum der Dimension n.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge O(V, ) der orthogonalen linearen Abbildungen ¢: V' — V mit
der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe bildet.
(b) Zeigen Sie ohne (a) zu verwenden, dass

O(n) :={A e M,(R) | A" - A=1,}
mit dem {iiblichen Matrixprodukt als Verknpfung eine Gruppe bildet.

Aufgabe 3. (V) Wir betrachten V' = R? als Euklidischen Raum mit dem Standard-Skalarprodukt.
Sei A € M»(R). Zeigen Sie, dass A € O(2) genau dann, wenn

_ |cos(a) —sin(a) oder _
A= sin(a)  cos(a) d A sin(a) — cos(«)

cos(a)  sin(a)

gilt, wobei o € R, 0 < o < 2.
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Aufgabe 4. (S, 5 Punkte) Gegeben sei die symmetrische Matrix A= |—-1 2 1| € M3(R).
1 1 2
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A sowie Basen der zugehorigen Eigenrdume.
(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis fiir jeden Eigenraum.
(c) Bestimmen Sie T € O(3) so, dass T~ AT eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 5. (V) Sei (V, ) ein Euklidischer Raum mit Norm ||—|| = \/8(—, —).

Fir0#r eV sei
Br,v)
B(r,r)

or: V=2V, vi—ov-2
die Spiegelung an r. Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) Es ist ¢, ist eine orthogonale lineare Abbildung mit ¢, o ¢, = idy und ¢, (r) = —r.

(b) Fiir 0 # X € R gilt @y = ¢r.

(c) Seien u,v € V mit ||u|| = ||v]| und u # v. Es gibt 0 # r € V mit ¢, (u) = v und ¢, (v) = u.

(d) Es gibt eine Basis B von V so, dass Mp(¢,) eine Diagonalmatrix ist mit genau einer —1
und sonst nur +1 auf der Diagonalen.

Nach dem Satz von Cartan-Dieudonné ldsst sich jedes Element von O(V,j) als Produkt von
hochstens n = dim V' Spiegelungen schreiben.

Aufgabe 6. (Z)
(a) Sei (V,B) ein Euklidischer Raum mit Norm ||—|| = y/8(—, —). Zeigen Sie, dass
[lw + o[ + [Ju — o[> = 2(||ul* + [Jv][*)

fiir alle u, v € V gilt.
(b) Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung

N:V = Rsp, v+ N(v),

die folgende Bedingungen erfiillt.

(i) Esist N(v) = 0 genau dann, wenn v = 0.
(ii) Fiir A € R und v € V gilt N(A\v) = |A\|N(v).
(ii) Fiir u, v € V gilt N(u+v) < N(u) + N(v).
Sei N eine Norm auf V' so, dass

N(u+v)* 4+ N(u—v)* = 2(N(u)* + N(v)?)
fiir alle u, v € V gilt. Zeigen Sie, dass
B:VXV SR, (00) — %(N(u—i—v)z ~ N(u—)?),
ein Skalarprodukt auf V' definiert und, dass N(v) = \/B(v,v) fiir alle v € V' gilt.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben auler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 29. Mai in den Ubungsgruppen.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Cartan%E2%80%93Dieudonn%C3%A9_theorem

