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Aufgabe 1. (S, 6 Punkte) Für n ∈ N sei V = Pn(R) der Vektorraum der Polynomfunktionen von

Grad höchstens n. Es ist B = {p0, p1, . . . , pn} mit pi(x) = xi für alle x ∈ R eine Basis von V .

Sei β : V × V → R die symmetrische Bilinearform gegeben durch

β(f, g) :=

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx für f, g ∈ V .

In der Vorlesung wurde bemerkt, dass β(f, f) > 0 für alle 0 6= f ∈ V .

Durch Anwendung der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung auf die Basis B erhalten wir die Ortho-

gonalbasis B′ = {l0, l1, . . . , ln} von V .

(a) Berechnen Sie l0, l1, l2 und l3.

(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von P2(R).

Die Legendre-Polynome Li := li(1)−1li haben in Analysis und Physik viele wichtige Anwendungen.

Siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Legendre-Polynom.

Aufgabe 2. (S, 4 Punkte) Sei B = {v1, v2, v3} eine Basis von V = R3. Sei t ∈ R und βt : V ×V → R
die symmetrische Bilinearform mit Gram-Matrix

MB(βt) =

t t 0

t 2 t

0 t 2

 .
(a) Bestimmen Sie alle t ∈ R, so dass βt positiv-definit ist.

(b) Sei t = −2. Bestimmen Sie für β−2 die Parameter p, q wie im Trägheitssatz von Sylvester.

Aufgabe 3. (V) Sei (V, β) ein Euklidischer Raum mit Norm ||v|| =
√
β(v, v) für v ∈ V .

Gegeben seien u, v ∈ V mit ||u|| = 3, ||u+ v|| = 4 und ||u− v|| = 6. Bestimmen Sie ||v||.

Aufgabe 4. (V) Sei V = R2 und β : V × V → R das Standard-Skalarprodukt. Gegeben sei ein

Dreieck mit Kantenlängen a, b, c. Sei d die Länge der Verbindung vom Mittelpunkt der Kante mit

Länge c zum gegenüberliegenden Eckpunkt.

Zeigen Sie die Apollonios–Identität a2 + b2 = 1
2c

2 + 2d2.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
https://de.wikipedia.org/wiki/Legendre-Polynom
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Aufgabe 5. (V)

(a) Sei (V, β) ein Euklidischer Raum. Sei λ : V → R linear. Zeigen Sie, dass es genau ein u ∈ V
gibt mit λ(v) = β(u, v) für alle v ∈ V .

(b) Sei V = P2(R) der Vektorraum der Polynomfunktionen von Grad höchstens 2. Es ist V ein

Euklidischer Raum mit Skalarprodukt

β(f, g) :=

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx für alle f, g ∈ V .

Bestimmen Sie g ∈ V so, dass f(1) = β(g, f) für alle f ∈ V .

Die Verallgemeinerung von Aufgabenteil (a) auf unendlichdimensionale Räume ist als

Rieszscher Darstellungssatz einer der zentralen Sätze der Funktionalanalysis.

Aufgabe 6. (V) In dieser Aufgabe wird ein Beispiel zur Methode der kleinsten Quadrate behandelt

(siehe Beispiel 3.12). Gegeben seien folgende Messwerte (ti, yi) für i = 1, 2, 3, 4:

i 1 2 3 4

ti 0 1 2 3

yi 1 3 4 4

Bestimmen Sie a, b ∈ R so, dass die Gerade mit Gleichung y = at+b möglichst nahe an den Punkten

(ti, yi) für i = 1, 2, 3, 4 vorbeiläuft, d.h., der Fehler

F (a, b) =
4∑

i=1

(
yi − (ati + b)

)2
wird minimal.

Hinweis: Wie in Beispiel 3.12 betrachten Sie die lineare Abbildung ϕ : R2 → R4 mit

ϕ
([a
b

])
=


at1 + b

at2 + b

at3 + b

at4 + b

 .
Bestimmen Sie eine Orthogonalbasis des Teilraums U = ϕ(R2) ⊆ R4; wenden Sie dann Satz 3.11

an, um die gewünschten a, b zu finden. (Mit Folgerung 2.6 ist es nicht nötig, U⊥ zu berechnen.)

Aufgabe 7. (Z) Sei (V, β) ein Euklidischer Raum mit Norm ||v|| =
√
β(v, v) für v ∈ V . Sei

B = {v1, . . . , vn} eine Orthonormalbasis von V . Gegeben seien w1, . . . , wn ∈ V mit

||vi − wi|| <
1√
n

für 1 ≤ i ≤ n. Zeigen Sie, dass {w1, . . . , wn} eine Basis von V ist.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum

Vorrechnen in den Gruppenübungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben außer Konkurrenz.

Sie werden in den Übungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 22. Mai in den Übungsgruppen.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Darstellungssatz_von_Fr%C3%A9chet-Riesz

