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Aufgabe 1. (S, 4 Punkte) Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Sei f: V x V. — K
eine Bilinearform (nicht unbedingt symmetrisch). Es seien Vektoren vy, ...,v, € V gegeben mit
B(vi,v;) # Ok fiir 1 < i < nund B(v;,v;) = 0k fiir 1 < ¢ < j < n. Zeigen Sie, dass die Folge
v1,..., U, linear unabhéngig ist.

Aufgabe 2. (S, 6 Punkte)
(a) Sei K = Q und V = K3. Sei B = {ey, e2,e3} die Standardbasis der Einheitsvektoren von

2 =2 0
Vound 5: V x V — K die Bilinearform mit Mp(f) = |—-2 1 -2
0 -2 0

Bestimmen Sie eine Orthogonalbasis von V.
(b) Sei K = Fy und V = K*. Sei B = {ey1,e3,e3,e4} die Standardbasis der Einheitsvektoren
0 001
. s . 0 010
von V und §: V x V — K die Bilinearform mit Mp(3) = 010 ol
1 0 0O
Berechnen Sie (v, v) fiir v € V beliebig. Gibt es auch hier eine Orthogonalbasis?

Aufgabe 3. (V) Sei V = P3(R) der Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < 3. Sei
B:V xV — R die symmetrische Bilinearform gegeben durch

1
B(f.g) = /0 f@)g(e)de  fir fge V.

Sei U = (f)gr mit f(x) = 622 fiir alle x € R. Bestimmen Sie eine Basis von U+,

Aufgabe 4. (V) Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit dim V' < co. Sei : V x V — K
eine Bilinearform und U < V ein Teilraum.

(a) Zeigen Sie: Es gilt dim U+ > dimV — dim U (auch wenn § nicht nicht-ausgeartet ist).
(b) Zeigen Sie: Ist 3 nicht-ausgeartet, so gilt (U+)+ = U.
(c) Geben Sie ein Beispiel an mit 3 nicht-ausgeartet und {0} # U = U~.

Aufgabe 5. (V) Sei K ein Koérper und A € K™*". Wie in LAAG1 haben wir dann die Teilrdume
N(A) ={z € K" | Az = 0,,} € K" und SR(A4) = {Az | z € K"} C K™ (Spaltenraum von A).
Analog ist SR(AY) = {A%y | y € K™} C K" der Spaltenraum von A". Sei : K" x K™ — K die
Standard-Bilinearform. Zeigen Sie: N (A) = SR(A™)Y und N(A)+ = SR(A™).

Hinweis: Wenn Sie zuerst dim N(A) = dim SR(A")" zeigen, so miissen Sie danach nur noch eine
der Inklusionen “C” oder “2” beweisen.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben auler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 15. Mai in den Ubungsgruppen.
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