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Kapitel 1

Gruppen

Wir bezeichnen mit |.S'| die Méchtigkeit einer Menge .S, mit A U B die Vereinigung zweier disjunkten
Teilmengen A C S und B C S und mit Diag(ay, ..., a,) eine n X n-Diagonalmatrix mit Eintragen
ai,...,a, auf der Diagonale.

Definition 1.1. Eine Gruppe ist eine nicht-leere Menge G zusammen mit einer Abbildung
GXG—G, (ab)raxb,

genannt Verkniipfung oder Multiplikation, mit folgenden Eigenschaften:
e Die Verkniipfung * ist assoziativ, d. h. a % (b % ¢) = (a % b) * c fiir alle a, b, c € G.
e Es gibt ein neutrales Element 1 € Gmita * 15 =15 * a=afirallea € G.

e Zujedem a € G gibt es ein inverses Element a™' € Gmitaxa™' =a ! xa= 1.

Wir werden sowohl endliche als auch unendliche Gruppen betrachten. Falls klar, schreiben wir
einfach 1 statt 1; und ab statt a * b.

Definition 1.2. Eine Gruppe heilit abelsch, falls ab = ba fiir alle a, b € G.

Definition 1.3. Die Menge S der bijektiven Abbildungen z : {1,...,n} — {1,...,n} bildet zusam-
men mit der iiblichen Verkniipfung o eine Gruppe namens symmetrische Gruppe (vom Grad n). Die
Elemente von S, heien Permutationen. Die Gruppe S, ist endlich, genauer gesagt

IS,|=nl=n-(n—-1)-...-2-1.

Falls (i) = j; firi = 1, ..., n, schreiben wir

(1 2 ... n)
r=1|. .
J1 J2 - n
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Beispiel 1.4. Gegeben 7,0 € S; definiert durch

(123 (1 3
T=\213) 27U 2)°
(123 (1 23
=\23 1) °"=\3 1 2)

Insbesondere ist S5 (so wie jede symmetrische Gruppe S, mit n > 2) keine abelsche Gruppe.

[SSIN \S)

dann gilt

Beispiel 1.5. Im Allgemeinen bildet die Menge M,,(K) der n X n-Matrizen mit Koeffizienten aus
einem Korper K, zusammen mit der iiblichen Matrizenmultiplikation, keine Gruppe, denn nicht alle
Matrizen sind invertierbar. Wir betrachten die Menge GL, (K) der reguldren Matrizen A € M, (K),
also mit det(A) # 0. Dies ist ndmlich eine Gruppe, namens allgemeine lineare Gruppe, deren
neutrales Element die n X n-Einheitsmatrix 1, = Diag(1, ..., 1) ist. Der Korper K besitzt unendlich
viele Elemente genau dann, wenn GL,(K) eine unendliche Gruppe ist.

Definition 1.6. Eine Abbildung ¢ : G — G’ zwischen Gruppen (G, %), (G', ») heiBt Homomorphis-
mus, falls p(a * b) = @(a) « p(b) fiir alle a, b € G. Ein Homomorphismus, der bijektiv ist, hei3t
Isomorphismus. Die Gruppen heien dann isomorph, in Zeichen G = G’.

1.1 Untergruppen
Definition 1.7. Fiir beliebige Teilmengen .S, S5, ..., S, € G einer Gruppe G setzen wir

SISQ"'S,. = {gng"'grlgl (S Sl’g2 (S S2,...,gr ES,.} Q G.

Enthilt S; nur ein Element g, so schreiben wir Sy - S;_1gS8;,; --- S, statt Sy - S;_1{g}S;4q - S,
Auflerdem definieren wir fiir S C G

St:={gllges}ca.

Definition 1.8. Eine Teilmenge H C G heilit Untergruppe, in Zeichen H < G, falls die folgenden
Eigenschaften gelten: 1, € H, HH C H und H~' C H. Die Untergruppe H bildet eine Gruppe
zusammen mit der Einschrinkung der Verkniipfung * von G.

Definition 1.9. Es sei H < G eine Untergruppe. Die Teilmengen der Form gH und Hg mitg € G
heiBBen linke bzw. rechte Nebenklassen von H.

Bemerkung 1.10. Es seien .S C G eine Teilmenge und H < G eine Untergruppe. Dannist SH = H
genau dann, wenn S C H. Insbesondere ist gH = H genau dann, wenn g € H.
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Beispiel 1.11. Eine Untergruppe von GL,,(K) heil3t Matrizengruppe. Die Matrizengruppen
SL,(K) :={Ae€GL,(K)| det(4)=1},
0,K):={AeGL,(K)|A'A=1},

wobei A' die zu A transponierte Matrix bezeichnet, heien spezielle lineare Gruppe bzw. orthogonale
Gruppe.

Definition 1.12. Es sei G eine Gruppe und §' C G eine Teilmenge. Dann heif3t

($y:= () H
SCH<G

die von S erzeugte Untergruppe von G.

Die Teilmenge (.S) is tatsdchlich eine Untergruppe von G. Falls S = @4, dann (S') = {1}. Fiir
S # 0 gilt
(Sy={x;*...%xx,|r>1x; GSoderxi_1 €S}

Insbesondere, falls .S = {g} nur ein Element enthélt, dann gilt
(g) :=({gh)={g"Ime z},

wobei g" = g * ... * g (m-mal) fir m > 0, g° := 15 und g" := (g~1)™™ fiir m < 0. Mit dieser
Regel gilt g™ « g" = g"*" fiir alle m,n € Z.

Definition 1.13. Fiir g € G heifit Ord(g) = |(g)| die Ordnung von g. Ist G = (g) fiirein g € G, so
hei3t G zyklisch. Insbesondere ist dann G abelsch.

Satz 1.14 (Satz von Lagrange). Ist G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe, so gilt
|H| | |G| (in Worten: |H | teilt |G|). Insbesondere Ord(g) | |G| fiir alle g € G.

Beweis. Zwei Nebenklassen g H und g’ H sind entweder gleich oder disjunkt und jede Nebenklasse
enthilt genau | H | Elemente. O

Definition 1.15. Eine Untergruppe H < G heiit Normalteiler, falls ghg™' € H fiir alle g € G und
h € H (iquivalent: gHg~! = H). In Zeichen: H < G. Die Schreibweise H <1 G bedeutet H < G
und H # G.

Definition 1.16. Der Kernel eines Homomorphismus ¢ : G — G’ ist der Normalteiler
Ker(p) :={g € G|og) =15 }.

Wenn H < G gilt, ist jede linke Nebenklasse g H gleich der rechten Nebenklasse H g. Folglich
kann man die Faktorgruppe bilden, die aus den Nebenklassen besteht:

G/H :={gH|geG}
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Die induzierte Verkniipfung (g, H)(g, H) = g,8, H sowie der kanonische Homomorphismus
¢:G—>G/H, g~ gH
sind dann wohldefiniert. Bemerke: Ker(¢p) = H.

Satz 1.17 (Homomorphiesatz). Sind G, G, zwei Gruppen und ¢ : G, — G, ein Homomorphismus,
dann ist der Quotient G [ Ker (@) isomorph zum Bild p(G,) C G,. ]

Definition 1.18. Es seien H < G und N < G eine Untergruppe bzw. ein Normalteiler von G. Das
Komplexprodukt (oder einfach Produkt) von H und N ist HN = {hn|he€ H,n€ N } CG.

Satz 1.19 (Erster Isomorphiesatz). Es seien H < G und N < G. Dann ist HN eine Untergruppe
von Gundes gilt N A HN und HNN < H. Ubrigens

H/(HNN)= HN/N. O

Definition 1.20. Eine nicht-triviale Gruppe G heiit einfach, wenn {1} und G die einzigen Normal-
teiler von G sind.

Einfache Gruppen sind die elementaren Bausteine der Gruppentheorie. Endliche einfache Grup-
pen wurden im 20. Jahrhundert klassifiziert. Eine Liste davon kann man auf en.wikipedia.org/
wiki/List_of_finite_simple_groups finden. Die Liste besteht aus 18 Familien und 26 soge-
nannten sporadischen Gruppen.

Beispiel 1.21. Zyklische Gruppen G :=Z, = Z/pZ der Primordnung p sind einfache Gruppen.
Eine solche Gruppe besitzt nimlich keine anderen Untergruppen aufler {1} und G. Alle abelschen(!)
einfachen Gruppen haben diese Gestalt (siche Aufgabe 1.47).

Definition 1.22. Der Kommutator zweier Elemente g und & einer Gruppe G ist das Element
[g.h] := ghg~'h~!. Die Untergruppe K(G), die von allen Kommutatoren erzeugt wird, heiBt
Kommutatorgruppe und wird oft auch mit [G, G], G’ oder GV bezeichnet:

K(G) :=(lg.hllg. h€G).

Bemerke: Das Produkt zweier Kommutatoren muss kein Kommutator sein. Die Kommutator-
gruppe ist immer ein guter Kandidat, um zu sehen, ob eine Gruppe einfach ist oder nicht, denn es
gilt immer K(G) < G (siehe Aufgabe 1.48).

Beispiel 1.23. Die fiinf Mathieu-Gruppen M, M,, M5,, M3, M, sind sporadische Gruppen und
wurden zwischen 1861 und 1873 vom franzdsischen Mathematiker Emile Léonard Mathieu gefunden.
Die Mathieu-Gruppe M, ist die Untergruppe von S;; erzeugt von

(12345678 9 10 11
T=\2345678910 11 1)

(123 4 56 7 89 10 11
=1 27106 411 39 5 8)°

Es gilt Ord(z) = 11 und Ord(c) = 4. Was ist |[M;;|?


en.wikipedia.org/wiki/List_of_finite_simple_groups
en.wikipedia.org/wiki/List_of_finite_simple_groups
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Beispiel 1.24. Die vier Janko-Gruppen J;,J,,J3,]J4 sind sporadische Gruppen und wurden zwischen
1965 und 1976 vom kroatischen Mathematiker Zvonimir Janko gefunden. Es sei K = [F;; der Korper
mit 11 Elementen. Die Janko-Gruppe J; ist die Untergruppe von GL,(K) erzeugt von

-2 1 1 3 1 3 3 0 10 0 0 0 O
1 1 3 1 3 3 =2 o o1 0 0 0 O
1 3 1 3 3 =21 0 00 -1 0 0 O
A=|3 1 3 3 =2 1 1y, B:=={0 00 O 1 0 O
1 3 3 -2 1 1 3 0 00 0 0 -1 0
33 -2 1 1 3 1 0 00 0 0 0 -1
3 -21 1 3 1 3 -1 00 0 O O O

Es gilt Ord(A) = 2 und Ord(B) = 7. Was ist |J;|?

1.2 Gruppenoperationen

Definition 1.25. Es seien G eine Gruppe und X eine nicht-leere Menge. Wir sagen, dass G links
auf X operiert oder dass X eine linke G-Menge ist, wenn es eine Abbildung

u:GXX->X, (gx)—g-x

gibt mit folgenden Eigenschaften:
e l; -x=xfirallex € X,
o (gxh)y-x=g-(h-x)firalleg,he Gund x € X.

Fiir eine rechte G-Menge schreibt man x - g statt g - x undes gilt x - (g * h) =(x - g) - h.

Beispiel 1.26. Die Gruppe G = S, operiert auf der Menge X = {1, ...,n} durch
(m,i)> (i), meqG,ieX.
Definition 1.27. Der Kern der Operation y ist die Untergruppe
Ker(u) :={geG|g-x=xfirallex € X }.

Dies ist immer ein Normalteiler von G. Die Operation u heilit treu, falls Ker(u) = {1}.
Beispiel 1.28. Es sei K ein Korper. Jede Matrizengruppe G < GL,,(K) operiert auf der Menge
V = K" der Spaltenvektoren durch Multiplikation:

(A,v) » Av.

Diese Operation ist treu: Falls Av = v fiir alle v € V, dann ist A gleich der Einheitsmatrix 1,,.
Es sei nun P(V') der projektive Raum von V', d. h. die Menge der 1-dimensionalen Teilriume
von V. Fir v € V \ {0} bezeichnen wir mit [v] den von v erzeugten Teilraum. Ist A € G und



10 KAPITEL I. GRUPPEN

v € V \ {0}, soist auch Av # 0. Ubrigens gilt A(cv) = cAv fiir alle ¢ € K. Also operiert G
auf P(V) durch
GXPWV)—-PWV), (AI[v])~ [Av].

Lemma 1.29. Serze K* = K \ {0}. Der Kern der Operation einer Matrizengruppe G < GL,(K)
auf P(V') ist die Untergruppe
{AeG|A=al,,ae K*}.

Beweis. Falls A = al,, dann [Av] = [av] = [v], also operiert A trivial auf P(V'). Umgekehrt sei
A € G, sodass A trivial auf P(V) operiert. Es sei {e;, e,, ..., ¢, } die Standardbasis von V. Dann ist
Ae; gleich der i-te Spalte von A. Aus [Ae;] = [¢;] fiir 1 <i < nfolgtes, dassesay,...,a, € K gibt
mit Ae; = a,e; fiir | <i < n,d.h. A=Diag(a,,...,a,). Ubrigens gilt Folgendes fiir alle i # j:

[ei + ej] — [A(ei + ej)] = [aiei + ajej]’

spriches gibta € K mita(e; +e;) = a;e;+a;e;. Dae; und e; linear unabhingig ist, muss a = g; = a;,

d.h. A =al,. Aus det(A) # 0 folgt a # 0. ]

Bezeichnung 1.30. Fiir festes x € X heift O, := {g - x|g € G} die Bahn von x unter der
Operation von G. Dies ist eine Teilmenge von X.

Bezeichnung 1.31. Weiterhin heifit Staby(x) = G, = { g € G| g - x = x } der Stabilisator von x.
Dies ist eine Untergruppe von G.

Satz 1.32 (Bahnensatz). Die folgende Abbildung ist wohldefiniert und bijektiv:
U, 0, - G/G,, g-x— gG,.

Insbesondere ist |G| < o, so folgt |0, | < oo und |O,| =|G/G,| =|G|/|G,]. O

Fiir x, y € X sind O,, O, entweder gleich oder disjunkt. Also ist X disjunkte Vereinigung von
Bahnen.

Definition 1.33. Eine Gruppenoperation von G auf X heil3t transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt,
d. h., fiir alle x und y € X gibtes stetseing € G mit g - x = y.

Beispiel 1.34. Die Gruppe G = S, operiert auf der Menge X = {1,...,n}. Diese Operation ist
transitiv, denn zum Beispiel X = ;. Es gilt ndmlich (1 i) - 1 =i fiir jedes i € X,i > 1.

Beispiel 1.35. Es sei K ein Korper. Die Gruppe G = GL, (K) operiert auf der Menge V' = K" der
Spaltenvektoren mit Koeffizienten aus K. Der Nullvektor 0 € V' bildet eine Bahn Oy = {0}, denn
AQ = 0 fiir alle A € G. Dann betrachten wir den Spaltenvektor

e, =(1,0,...,0)".
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Der Vektor Ae, ist die erste Spalte von der Matrix A. Da jeder Spaltenvektor v # 0 zu einer Basis
von V' ergédnzt werden kann, gibtes A € GL,(K) mit Ae; = v. Also ist V' die disjunkte Vereinigung
von zwei Bahnen

V=0,00,,

und die Operation ist nicht transitiv.

Beispiel 1.36. Falls G eine Gruppe ist, dann operiert G auf X = G durch Linksmultiplikation:
GXX->X, g-x:=gx*xx.

Diese Operation ist transitiv, denn O; = G, und treu, denn falls g * x = x fiir alle x € G, dann
insbesondere fiir x = 1, sprich g = g % 1 = 1. Also ist G isomorph zu einer Untergruppe von

Sy ={f: X — X|f bijektiv }.

Dies ist die Idee vom Beweis des Satzes von Cayley (Satz 1.39): Ist |G| = n < o0, so ist G isomorph
zu einer Untergruppe von S = S,,.

Beispiel 1.37. Jede Gruppe G operiert auf X = G auch durch Konjugation:

GXX->X, g-x :=gxg_1.

Es gilt O; = {1}, also ist diese Operation niemals transitiv sobald G # {1}. Der Kern von dieser
Operation heiB3t Zentrum von G und wird mit Z(G) bezeichnet. Es gilt

7Z(G)={geG|gx=xgfirallex € G}.

Die Bahnen von dieser Operation heilen Konjugationsklassen und zwei Elemente g, h € G heillen
konjugiert, falls g, h zur selben Konjugationsklasse gehoren. Der Stabilisator G, von x € G heif3t
Zentralisator und ist gegeben durch

'=x}={geCG|gx=xg}.

{geGlgxg”
Beispiel 1.38. Es seien G eine Gruppe, H und K Untergruppen von G. Eine Teilmenge der Form
HgK ={hgk|lhe H, ke K}
mit g € G heilit Doppelnebenklasse. Die Gruppe H X K operiert auf der Menge X = G durch
(HxK)x X, (hk)-g:=hgk™"

Die Bahn von G ist genau die Doppelnebenklasse H g K. Aus dem Bahnensatz folgt: Die Gruppe G
ist Vereinigung disjunkter Doppelnebenklassen.
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1.3 Symmetrische Gruppen

Die symmetrische Gruppe S,, spielt eine sehr wichtige Rolle in der Gruppentheorie. Grund dafiir ist
wohl der néchste Satz.

Satz 1.39 (Satz von Cayley). Es sei G eine endliche Gruppe. Dann gibt es ein n € N, sodass G
isomorph zu einer Untergruppe von S, ist. O

Wir fiihren eine vereinfachte Schreibweise fiir Elemente von S, ein. Es sei o € S, und nehmen
wir an, dass es iy, ...,i; € {1,...,n} gibt, mit

O'(il) = iz, U(iz) = i3, cee s U(id_l) = id’ G(id) = il’

und dass o(j) = j fiir jedes j € {1,...,n} \ {i},...,i;}. Dann heiit o d-Zyklus (oder zyklische
Permutation oder einfach Zyklus) und wir schreiben

Ein d-Zyklus hat Ordnung d. Jeder 1-Zyklus ist gleich der Identitét id € S,. Ein 2-Zyklus o = (i j)
heifit Transposition: o vertauscht genau zwei Ziffern i, j und lésst alle anderen fest.

Beispiel 1.40. Gegeben o = (3 4 5) € S5 kénnen wir dquivalent schreiben

12345
0'=(345)=<1 5 4 s 3>.

Es gilt iibrigens 6> = (3 5 4) und &> = id.

Beispiel 1.41. Jedes z# € S, lésst sich als Produkt von disjunkten Zyklen schreiben. Zum Beispiel,

(123 456 7 89 10 11
°=\1 27106 4 11 3 9

) =(D2)37118)(4 105 6)(9).

Die 1-Zyklen (1), (2) und (9) konnen wir weglassen: ¢ = (37 11 8)(4 10 5 6).

Sind 6 und ¢’ disjunkte(!) Zyklen, so gilt 66’ = ¢’c. (Aber im Allgemeinen ist S, keine abelsche
Gruppe, siehe Beispiel 1.4.)

Lemma 1.42. Die Gruppe S, wird von Transpositionen erzeugt.

Beweis. Jede Permutation ldsst sich als Produkt von (disjunkten) Zyklen schreiben und jeder d-
Zyklus lasst sich als Produkt von d — 1 Transpositionen schreiben, denn es gilt

Daher ist jede Permutation gleich einem Produkt von Transpositionen. O
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Definition 1.43. Es sei z# € S,,. Ein Fehlstand in 7 ist ein Paar (i, j) miti,j € {1,...,n},i < j und
(i) > 7(j). Die Permutation r ist gerade falls es eine gerade Anzahl von Fehlstinden in 7 gibt,
sonst ist & ungerade. Das Signum (oder Vorzeichen)

sgn: S, — {1,-1}
ist die Funktion, der gerade Permutationen auf 1 und ungerade auf —1 abbildet.

Das Signum ist nach Aufgabe 1.52 ein Gruppenhomomorphismus. Jede Transposition ist unge-
rade. Aus (1.1) folgt dann: Fiir ein d-Zyklus o gilt sgn(c) = (=1)?"1.
Definition 1.44. Die Untergruppe der geraden Permutationen von S, heiBit alternierende Gruppe

(vom Grad n) und wird mit A, bezeichnet. Dies ist genau der Kern vom Signum.

Die Gruppe A, ist trivial. Die Gruppe A; = Z; hat Ordnung 3 und ist also zyklisch. Fiir n > 4
ist A, nicht abelsch, denn zum Beispiel

123)234)#234)(123).
Die Gruppe A, ist aber nicht einfach, weil
K(Ay) ={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} <A,
Satz 1.45. Fiir n > 5 ist A, eine einfache Gruppe.

Beweis. Essei N 4 A, ein Normalteiler mit N # {id}. Wir wollen zeigen, dass N = A, und wegen
Aufgabe 1.53 (wo die Hypothese n > 5 notwendig ist!) geniigt es zu zeigen, dass alle Elemente der
Form (i j)(k I) mit i, j, k, | paarweise verschieden zu N gehoren.
Da N # {id}, gibtes # € N mit x # id. Wir schreiben z als Produkt von disjunkten Zyklen
w =0 - 0, Falls alle Zyklen o; Transpositionen sind, dann muss m > 2 (und gerade) sein, denn
w € A, ist eine gerade Permutation. Es konnen also vier Fille vorkommen:
(I) = ist das Produkt von mindestens zwei Transpositionen: z = (a b)(c d) - ...
(II) 7z istein 3-Zyklus: 7 = (a b ¢).
(IIT) 7z ist das Produkt von mindestens zwei 3-Zyklen: z = (a bc)(d e f) - ...
(IV) mindestens ein o; hat Linge > 4: x =(abcd ...)- ...
Da N A, gilt ox o™l € N, also auch 7oz~ 16~! € N.
Im Fall (I) nehmen wir ¢ = (a b ¢). Dann ist zoz~! = (b a d) wegen Aufgabe 1.51, also

mon o' =(bad)ach)=(ac)bd) e N.
Im Fall (Il) nehmen wir ¢ = (a b d). Ahnlich gilt

zon ‘o™ =(bcd)adb)=(ab)cd) e N.
Im Fall (II) nehmen wir ¢ = (a b d). Ahnlich gilt

ror o' =(bce)Nadb)=(adceb)E N,



14 KAPITEL I. GRUPPEN

d. h., wir sind im Fall (IV).
Im Fall (IV) nehmen wir 6 = (a b ¢). Ahnlich gilt

mon 'o'=(bcd)acb)=(adb)EN,

d. h., wir sind im Fall (II).

Also haben wir gezeigt, dass es in jedem Fall paarweise verschiedene i, j, k,/ € {1,...,n} gibt,
sodass (i j)(k[) € N.
Sind nun i/, j',k’,I" € {1,...,n} beliebig paarweise verschieden, wollen wir ebenso zeigen,

dass (i’ j/)(kK' ") € N. Der Klarheit halber nehmen wir an, dass i’ = 1, = 2,k' = 3,I' = 4,
obwohl ein analoges Argument fiir beliebige i’, j/, k’, I’ gilt. Betrachte

(1 23 45 o n oot 23 A5
°F\i jk 15 on) CTYITNG 0 ks e ow)

Dann ist entweder 6 € A, oder ¢’ € A,,. Es gilt aber wegen Aufgabe 1.51
c(12)B3 4™ ' =6'(12)3 4’ = (i j)k ).

In beiden Fillen gilt also (1 2)(3 4) € N, was wir zeigen wollten. ]

1.4 Aufgaben

Aufgabe 1.46. Bestimme alle Untergruppen von Ss.

Losung. Die Gruppe S5 enthilt 6 Elemente, ndmlich id, (1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2), der
Ordnung 1,2,2,2,3 bzw. 3.

Es sei H < S; eine Untergruppe. Dann gilt | H| | |S;| = 6 nach dem Satz von Lagrange, also
|H| =1,2,3 oder 6.

Ist |H| = 1oder |H| =6,dann H = {id} oder H = S;. Ist |H| =2, dann H = {1, g}, wobei
g ein Element der Ordnung 2 ist. Es gibt drei Moglichkeiten: H = {id, (1 2)}, {id, (1 3)} oder
H = {id, (2 3)}.

SchlieBlich sei |H| = 3. Dann ist H = {1, g, g*} eine zyklische Gruppe, wobei g ein Element
der Ordnung 3 ist. Es git nur eine Moglichkeit, ndmlich H = {id, (1 2 3),(1 3 2)}. ]

Aufgabe 1.47. Es sei G eine abelsche Gruppe. Zeige:
(a) Fiirjedesd € Zsind {g?|g € G} und { g € G| g? =1} Untergruppen von G.
(b) Jede Untergruppe H < G ist ein Normalteiler.
(c) Falls G einfach ist, dann ist G eine zyklische Gruppe der Primordnung.

Losung. (a) Es gilt immer (g9)~! = (g~!)¢ fiir jedes g € G. Da G abelsch ist, gilt auch (glgz)d =
gf gg . Aus diesen zwei Bemerkungen folgt die Aussage tiber die zwei Untergruppen.
(b) Da G abelsch ist, gilt ghg™! = hgg™' = h € H fiirjedes h € H und g € G.
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(c) Es sei g € G mit g # 1. Nach (b) ist die Untergruppe (g) < G ein Normalteiler, also muss
(g) = G gelten, weil G einfach ist. Also ist G zyklisch. Es sei n = Ord(g) und nehmen wir an, dass
n nicht prim ist, also n = dm mit 1 < d,m < n. Die Untergruppe H = { h € G| h® = 1} ist nach
(a) und (b) ein Normalteiler mit H # {1}, weil g” € H (und g" # 1 wegen m < n = Ord(g)). Da
G einfach ist, muss H = G gelten, d. h. g¢ = 1, aber das widespricht d < n = Ord(g). O

Aufgabe 1.48. Es sei G eine Gruppe und H < G ein Normalteiler. Zeige:
(a) Es gilt K(G) Q G, wobei K(G) die Kommutatorgruppe von G ist.
(b) Genau dann ist G/ H abelsch, wenn K(G) C H.

Losung. (a) Fiir alle a, b, g € G gilt

gla,blg™ = gaba™'b7'g7! = (gag ") (gbg ™ (ga ' g™ H(gb7'g ™)
= (gag ") (gbg ")(gag ") (gbg™") ' = [gag™'. gbg™'] € K(G)

Es sei nun & € K(G) (Erinnerung: 4 muss selbst kein Kommutator sein). Da [a, b]~' = [b, a] kénnen
wir annehmen, dass es a, by, a,, b,, ..., a,,b. € G gibt mit h = [ay, b;][a,, by] -+ [a,, b,]. Dann

ghg™! = (glay, b1g™")(glay, bylg™") -+ (gla,. b,1g™") € K(G).

(b) Essei G - G/H,g — g der kanonische Isomorphismus. Nehmen wir an, dass G/ H
abelsch ist. Es seien a, b € G. Dann ab = ba, d. h. [a, b] = aba—'b~! = 1, also [a, b] € H und damit
K(G) C H, da K(G) von allen Elementen der Form [a, b] erzeugt wird.

Umgekehrt nehmen wir an, dass K(G) C H und seien @, b € G/H. Aus [a,b] = aba™'b™! €

K(G) C H folgt aba='b~! = 1 und damit @b = ba. O

Aufgabe 1.49. Es seien d,n € N, G eine zyklische Gruppe der Ordnung n, H = { g% | g € G } und
K={geG|g!=1}. Zeige: |H| =n/ggT(n,d)und |K| = ggT(n,d).

Lésung. Es seien a ein Erzeuger von G und m = ggT(n, d). Dann gibt es n’, d’ teilerfremd mit
n=mn' und d = md’. Bemerke: dn’ = md'n’ = d’'n. Wir definieren H' = {1,a%,a%?, ..., a" -4}
und K’ = {1,a",a*",...,a"=D""} Offensichtlich gilt |[H'| = n’ = n/m und |K'| = m. Wir
behaupten, dass H = H' und K = K’.

Die Inklusion H D H' ist klar. Nun sei 4 € H. Dann ist h = gd = ¢ fiir ein i € Z. Durch

Division mit Rest finden wir j, s mit 0 < j < n’ und i = j + n’s. Wir erhalten

. P . ' . ! . / :
h= atd — a(j+l’l s)d _ ajdadns — ajdad ns _ ajd(an)ds — a]d = H’,

also auch H C H' und damit H = H'.

Es sei k € K'. Dann gilt k = ¢’ mit0 < i < m, also k¢ = a"'? = (¢")'?" = 1 und damit k € K.
Dies zeigt K O K’'. Umgekehrt sei k € K. Schreibe k = a’ mit i € Z. Per Definition von K gilt
k? = a'? = 1, also Ord(a) = n|id. Es gibt dann s € Z mit imd’ = id = sn = smn’, d. h. id' = sn’.
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Das bedeutet, dass d’|sn’, aber d’ und n’ sind teilerfremd, also d’|s. Schreibe s = jd' mit j € Z.
Dann gilt i = jn’. Durch Division mit Rest finden wir /,f mit 0 </ < mund j = [ + mt. Wir erhalten

k=d = ajn’ — aln’amn’t — aln’(an)t — aln’ e K.
Dies zeigt K C K’ und damit K = K'. O

Aufgabe 1.50. Es seien H, K, N < G Untergruppen einer Gruppe G mit H < K und N < G.
Zeige: HN < KN.

Losung. Wihle h € H,k € K, m,n € N. Zu zeigen ist (km)hn(km)~! € HN.
Wir definieren i’ = khk™! und ' = h™'mh. Es gilt i’ € H, weil H < K, und n’ € N, weil
N < G). Ubrigens

(km)hn(km)™" = (khk™Y(k(h'mhynm™ "'k~ = B (kn/ nm™ k1)
Dan” =n'nm~' € N ist auch kn’’k~! € N (immer wegen N < G). O
Aufgabe 1.51. Zeige: Falls 0 = (i, i, ... iy) €S, ein d-Zyklus istund # € S,, dann
ron~! = (n(iy) n(is) ... x(iy)).

Bestimme damit die Anzahl der Konjugationsklassen in S,,.

Losung. Es sei o’ = (n(iy) #n(iy) ... n(iy)). Zu zeigen ist wozn(i) = ¢'(i) fir alle i € {1,...,n}.
Esseialsoi € {1,...,n} fest. Dax: {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv ist, gibtes j € {1,...,n}
mit z(j) = i. Wir unterscheiden nun zwei Fille: j € {i{,...,i;} oder j & {i,...,i;}. Im ersten

Fall ist j = i,, | < m < d, also gilt 6(j) = i, (wobei iy, = i) und 6'(x(j)) = 7(i ).
Dementsprechend gilt

ron~ (i) = zox™ (z(j)) = 76(j) = 2(i ) = ¢’ (7()) = 6’ (i)

wie gewiinscht. Im zweiten Fall ist z(j) & {z(i}), ..., 7(iy)}, also 6(j) = j und ¢'(z(j)) = z()).
Damit gilt auch in diesem Fall wie gewiinscht

ron~ (i) = mor~ (n())) = no(j) = 7(j) = ¢ (x(j)) = &' (D).

Nun behaupten wir, dass die Anzahl der Konjugationsklassen in S, gleich der Anzahl der
Partitionen von n, d. h. der Anzahl der Moglichkeiten die Zahl n als Summe n = )_, d, darzustellen
mit d; € N (ohne Bertiicksichtigung der Reihenfolge). Es sei 7 € S, beliebig. Dann lésst sich 7 als
Produkt von disjunkten Zyklen 7 = 6,0, - 6, schreiben, wobei 6; = (i ; ij5 ... ij4) furl <l <r.
Zu diesem Produkt konnen wir gegebenenfalls 1-Zyklen hinzufiigen, damit

{il,l’il,27'“9i1,d1} U {iz’],...,iz’dz} Uu...U {ir,l’ '“’ir»dr} == {1, ,n}
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gilt. Dann definieren wir die Permutation z, sodass

-1 O
T =|. . . . . ; .
ll’l 11’2 e ll,d' 12’1 e lz’dz e lr’l e lr’dr.
Damit gilt

r—1 r
mer Tl =(12 od)d + 1 di+dy) Qi+ ) dy).
i=1 i=1
Offensichtlich hdngt die Permutation auf der rechten Seite nur von der Partition n = 2;1 d; ab.
Also ist die Behauptung bewiesen. O

Aufgabe 1.52. Zeige, dass die folgende Formel fiir alle 7 € S, gilt:

sgn(r) = H M

1<i<j<n Joi
Folgere daraus, dass sgn: S, — {1, -1} ein Gruppenhomomorphismus ist.
Losung. Siehe de.wikipedia.org/wiki/Vorzeichen_(Permutation). O

Aufgabe 1.53. Zeige:
(a) Fiir n > 3 wird die Gruppe A,, von 3-Zyklen erzeugt. (Hinweis: Schreibe die Permutation
(1 2)(3 4) als Produkt von 3-Zyklen in A, und finde dann eine allgemeine Regel fiir A,.)
(b) Fiirn > 5 gilt
A, = (@ j)kD]|i,j,k,I paarweise verschieden ).

Losung. (a) Essei H < S, die von allen 3-Zyklen erzeugte Untergruppe. Zu zeigen ist H = A,,.

Das Signum von einem d-Zyklus ist (—1)4*1, also gilt H C A,,.

Nunsei 7 € A, beliebig. Dann ist 7 das Produkt von r (nicht notwendig disjunkten) Transpositio-
nent = o, -+ 0, mit r gerade, denn es gilt 1 = sgn(r) = H;zl sgn(o;) = (—1)". Angenommen, r > 2
(sonst 7 =id), seien 6y = (i j)und 6, = (k [). Setze I = {i, j, k,l}. Dai # j, gilt2 < |I| < 4.

Ist|I| =2,d. .h. {i,j} = {k, I}, so gilt 6; = 6, und damit T = o3 -+ 7,. Ist |I| = 3, so kdnnen
wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass j = /. Dann gilt 7 = (i j)(k j)o3 - 0, =
(i j k)og -+ o,. Ist schlieBlich |I| = 4, so gilt 7 = (i j)(k j)oy -0, = (k j )i k j)oz - 0,. Nun
konnen wir mit 7’ = o5 --- 6, per Induktion auf r argumentieren und damit zeigen, dass 7 ein Produkt
von 3-Zyklen ist. Damit gilt H 2 A,, also H = A, wie gewiinscht.

(b)Essein >5und K = ((i j)(k!)|i,j, k,I paarweise verschieden) < S,. Klar gilt K C A,.
Ist 0 = (i j k) ein 3-Zyklus, so gibtes /,m € {1,...,n}, sodass i, j, k, [, m paarweise verschieden
sind. Es gilt (i j k) = (i (j m)(j D(i m)(I m)(j k), also ist jeder 3-Zyklus in K. Nach (a) wird A,
von 3-Zyklen erzeugt. Dementsprechend gilt A, C K und damit A, = K. O

Aufgabe 1.54. Zeige: Fiir alle n > 1 gilt K(S,) = A,,.
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Losung. Fiir n = 1,2 konnen wir das einfach ausrechnen. Es sei nun n > 3. Fiiralle 6,7 € S, gilt
sgn([o, 7]) = sgn(ara_lf_l) = sgn(o) sgn(r) sgn(a_l) sgn('r_l) = sgn(a)2 sgn(r)2 =1-1=1,

also [0, 7] € A, und damit K(S,) € A,. Nach Aufgabe 1.53 wird A, aus 3-Zyklen erzeugt. Aber
jeder 3-Zyklus ist ein Kommutator, denn es gilt

(ij k)= kG HG R )) = Jjk) =[G k),0 )]
Dabher ist auch K(S,) 2 A, also K(S,) = A,,. O

Aufgabe 1.55. Es sei G eine Gruppe und Z(G) ihr Zentrum. Zeige:
(a) Esgilt Z(G) 2 G.
(b) Genau dann ist G abelsch, wenn G = Z(G).
(c) Falls G/ Z(G) zyklisch ist, dann ist G abelsch.

Losung. Aussage (a) folgt von der Tatsache, dass Z(G) der Kern von einer Gruppenoperation ist.
Aussage (b) ist trivial.

(c) Nehmen wir an, dass G # Z(G). Es sei g € G, sodass § = g Z(G) ein Erzeuger von G/ Z(G)
ist. Insbesondere g & Z(G), also gibt es h € G mit gh # hg. Da G/ Z(G) von g erzeugt wird, muss
h = g" fiir ein gewisses n € Z sein, also h = g"a fiir ein a € Z(G). Aber dann ist

+

gh=gg"a=g""a=g"ga=g"ag = hg,

was ein Widerspruch zu gh # hg ist. Wir schliefen, dass G = Z(G), d. h., G ist abelsch. ]

Aufgabe 1.56. Die Gruppe G operiere auf der Menge X # #. Fiir | < k < | X| heif3it die Operation
k-fach transitiv, wenn es zu beliebigen, paarweise verschiedenen Elementen x,, ..., x, € X und
beliebigen, paarweise verschiedenen Elementen y,, ..., y, € X stets ein g € G gibt mit g - x; = y;
fir 1 <i<k.Zeige:

(a) Der Stabilisator G, von x € X operiert auf X \ {x}.

(b) Angenommen, die Operation von G auf X ist transitiv, ist sie k-fach transitiv fiir k > 2 genau

dann, wenn fiir ein x € X der Stabilisator G, noch (k — 1)-transitiv auf X \ {x} operiert.
(c) Die Gruppe S, operiert n-fach transitiv auf {1, ..., n}.
(d) Fiir n > 3 operiert A, auf {1, ...,n} noch (n — 2)-fach transitiv.

Losung. (a)Esseig € G, und y € X \ x. Da G, eine Untergruppe ist, gilt auch g=! € G, . Es kann
nicht sein, dass g-y = x, sonst wire y = (g7 !lg)-y =g - (g-y) =g - x=x.Alsog-y € X\ {x},
d. h., G, operiert auf X \ {x}.

(b) Nehmen wir zunichst an, dass G k-fach transitiv auf X operiert mit k > 2. Es sei x € X
beliebig. Es seien x, ..., x,_; € X \ {x} paarweise verschieden und y;,...,y,_; € X \ {x} auch
paarweise verschieden. Dann sind x4, ..., x,_;, x paarweise verschieden, genauso wie yy, ..., yy_1, X.
Da die Operation k-fach transitiv ist, gibtesg € Gmitg - x; = y; fiir | <i<k—-1lund g-x = x,
sprich g € G,.. Das bedeutet: G, operiert (k — 1)-fach transitiv auf X \ {x}.
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Umgekehrt nehmen wir an, dass G, noch (k — 1)-fach transitiv auf X \ {x}. Es seien x;, ..., x; €
X paarweise verschieden und yy, ..., ¥, € X paarweise verschieden. Wir wollen g € G finden mit
g - x; = y;. Nach Voraussetzung ist die Operation von G transitiv auf X, also gibtes g, g, € G mit
g - X, =xund g, - y, = x. Definiere x| = g; - x; und y} = g, - y; fiir 1 <i < k — 1. Wie oben
konnen wir argumentieren, dass x, ... ,x;c_l € X \ x paarweise verschieden sind, genauso wie
y’l, ,y;c_l € X \ x. Dann finden wir h € G, mit & - xlf = y: fiir ] <i<k-—1.Setze g = gz_lhgl.
Dann gilt wie gewiinscht g - x; =gz_1 ~(h- (g x) =gz_1 ~(h-x)) = gz_1 -y =y firl <i<k-1
undg-x, =g - (h-(g -x))=g"' - (h-x)=g;" - x=y.

(c) Wir wissen, dass fiir jedes n > 1 die Gruppe S,, transitiv auf X = {1, ..., n} operiert. Klar
operiert S, 2-fach transitiv auf {1,2}. Nun sei x = n > 3 und G = S,,. Per Induktion auf » operiert
G, = S,_; noch (n — 1)-fach transitiv auf X \ {x} = {1,...,n — 1}. Nach (b) operiert dann G = S,
n-fach transitiv auf X = {1, ...,n}.

(d)Esseien x4, ...,x,_, € {1, ...,n} paarweise verschieden und y,, ..., y,_, € {1,...,n} auch.
Dann gibt es noch x,,_y,x,,y,_1, ¥, € {1, ...,n},sodass x{, ..., x, und y{, ..., y, jeweils paarweise
verschieden sind. Nach (b) gibtes 7 € S, mit 7 - x; = y; fiir 1 <i < n. Dann ist entweder 7 € A,
oder 7’ = (y,_; y,)m € A,. Daauch z’ - x; = y, fiir 1 <i < n— 2, ist die Operation von A, auf
{1,...,n} noch (n — 2)-transitiv. L]

Bemerkung 1.57. Mehrfache Transitivitit ist eine sehr starke Bedingung. Es gilt der Satz: Die
einzigen 4-fach transitiven Gruppen sind S, (n > 4), A, (n > 6) und vier weitere Gruppen, von
denen die kleinste die in Beispiel 1.23 erwihnte Mathieu-Gruppe M, ist (sieche en.wikipedia.
org/wiki/Mathieu_group).

Aufgabe 1.58. Bestimme das Zentrum von S, und das Zentrum von A,,.

Losung. Man kann einfach ausrechnen (zum Beispiel mit SymmetricGroup, AlternatingGroup
und Centre in GAP), dass Z(S,) = S,, Z(A,) = A, = {id}, Z(S;3) = {id}, Z(A3) = A3, Z(S,) =
{id}, Z(A,) = {id}. Wir behaupten, dass Z(S,) = Z(A,) = {id} fiiralle n > 5.

Es sei also n > 5 fest. Es gilt Z(A,)) < A,, und wir wissen, dass A, einfach und nicht abelsch ist.
Dabher gilt Z(A,) = {id}.

Es sei nun 7 € Z(S,) beliebig. Dann 72 € Z(S,) N A, C Z(A,) = {id}, d. h. 72 = id.
Dementsprechend ist = das Produkt von r disjunkten Transpositionen. (Es gilt ndmlich: Ist 7 =
o, -+ 0, das Produkt von disjunkten Zyklen der Linge d, ..., d,, so gilt Ord(zr) = kgV(d,, ..., d,).)

Istr = 1,s0 gilt t = (i j). Wahle k € {1,...,n} \ {i,j} und setze ¢ = (j k). Dann gilt
ot =(kj)#(Jjk)=r10,alsor & Z(S,), Widerspruch. Ist r > 1, so gilt 7 = (i j)(k [)o3 - 0,.
Setze 0 = (j k). Dann gilt 67 = (i k [ j)os -0, # (i j | k)o3 - 6, = 70, also wieder T & Z(S,),
Widerspruch. Dementsprechend ist » = 0, d. h. 7 = id, und damit Z(S,)) = {id}. ]


en.wikipedia.org/wiki/Mathieu_group
en.wikipedia.org/wiki/Mathieu_group
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Kapitel 2

Schreier—Sims-Algorithmus

Der Schreier—Sims-Algorithmus ist ein nach dem 6sterreichischen Mathematiker Otto Schreier
und dem amerikanischen Mathematiker Charles Sims genannter Algorithmus zur Bestimmung der
Ordnung einer endlichen Permutationsgruppe, sprich einer Untergruppe G < S,,.

2.1 Bahnenalgorithmen

Es seien G eine Gruppe und X eine nicht-leere Menge, auf der G operiert. Zuerst beschreiben wir
einen Algorithmus, der die Bahn O, von einem vorgegebenem Element x € X bestimmt.

Bemerkung 2.1. In GAP kann man eine Gruppenoperation durch eine GAP-Funktion acts be-
schreiben, die ein Element x von X und ein Element g von G annimmt und ein Element acts(x,g)
von X rausgibt. Als in anderen Computeralgebrasystemen wie SAGE werden rechte statt linke Grup-
penoperationen bevorzugt. Die Standardoperation von S, auf {1, ..., n} heiit OnPoints. Alternativ
kann man OnPoints(x,g) mit x~g abkiirzen.

gap> g:= (2.,4,5)(3,6):;
gap> x:= 4;;

gap> x"g;

5

gap> OnPoints(1,g);

1

Algorithmus 2.2 (Allgemeiner Bahnenalgorithmus). Input: ein endliches Erzeugendensystem S
einer Gruppe G, ein Element x einer G-Menge X . Output: die Bahn O = O, von x unter G.

Es ist keine gute Idee, zu versuchen, zuerst die komplette Menge G zu bestimmen. Die Gruppe G
kann némlich riesig im Vergleich zur Bahn O, sein. Zum Beispiel: G = S, und O, = {1, ... ,n}.

Beschreibung. Wir beschreiben den Algorithmus als GAP-Funktion:

21
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bahn:= function (S,x, acts)
O:= [x]; # Initialisierung
i:= 1;
while i <= Length(O) do # Schleife
y:= O[i];

for g in S do

yl:= acts(y,g);
if not yl in O then

Add(O,yl);
fi;
od;
i:= i+1;
od;
return O;

end

Nach Konstruktion gehoren ndmlich alle Elemente in O zur Bahn O,.. Umgekehrt gilt nach
Konstruktion g - y € O fiir jedes y € O und g € S. Wegen G = (.S) folgt g - O C O fiir alle g € G,
also ist O Vereinigung von Bahnen. Die Schleife bricht ab, weil nach jeder Runde i erhoht wird und
irgendwann groBer als |O| wird. O

Bemerkung 2.3. In modernen Programmiersprachen wie GAP kann man den Code ein bisschen
besser organisieren:

bahn:= function(S,x, acts)
O:= [x]; # Initialisierung
for y in O do # Schleife

for g in S do
yl:= acts(y,g);
if not yl in O then
Add(O,yl);
fi;
od;
od;
return O;
end ;

Man braucht ndmlich nicht den extra Index i und die Abfrage i < |O|, sondern die Schleife lduft
durch iiber O, welches im Verlauf der Rechnung gréer wird. Man stelle sich O als Liste vor, die
rechts weiter aufgefiillt wird, und y ist ein Index, der ganz links in der List anfiangt und dann Schritt
fiir Schritt nach rechts geht.

Wir bendétigen noch eine Ergénzung zum allgemeinen Bahnenalgorithmus (Algorithmus 2.2).
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Essei O, = {xy,...,x,} mit x; = x. Dann m6chten wir auch noch Elemente ¢, ...,f, € G mit
ti-x=x;firl <i<m@mitt; =1).

Algorithmus 2.4 (Erginzter Bahnenalgorithmus). Input: ein endliches Erzeugendensystem .S einer
Gruppe G, ein Element x einer G-Menge X. Output: das Paar (O, T), wobei O die Bahn O, =
{x{,...,x,,} von x unter G ist und T eine Liste von Elementen T' = [¢,, ..., ¢, ] mitx; = ¢, - x.

Beschreibung. Der GAP-Befehl fiir das neutrale Element einer Gruppe G heifit One (G) (siehe [4,
§31.10-2]).

bahn2:= function(S,x, acts)
O:= [x]; # Initialisierung
T:= [One(Group(S))];
i:= 1;
while i <= Length(O) do # Schleife
y:= O[1];

for g in S do
yl:= acts(y,g);
if not yl in O then
Add(O,yl);
Add(T,T[i]xg); # einziger Unterschied

fi;
od;
i:= 1+1;
od;
return [O,T];
end;
Wir miissen T [1i] *g statt g*T [i] schreiben, denn GAP-Gruppen operieren rechts. O
Bemerkung 2.5. Es sei O, = {x,...,x,,} die Bahn (mit x; = x) und G, der Stabilisator von x
(Bezeichnung 1.31). Es seien wie oben ¢, ... ,#,, € Gmitt; = 1 und x; = ¢, - x. Aus dem Bahnensatz

(Satz 1.32) folgt

G/G, = Uizlwmt,.Gx.

Die Teilmenge T' = {¢{, ... ,t,,} ist also ein Vertretersystem der Nebenklassen von G nach G,.

2.2 Schreiers Untergruppenlemma

Es sei G eine beliebige Gruppe, S C G eine Teilmenge mit G = (S), H < G eine beliebige
Untergruppe und T' C G ein Nebenklassenvertretersystem von H in G, d. h.

G= UteTtH'
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Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen dass 1 € T'. Wir definieren die
Abbildung 7 : G — T (genannt Schnitt), indem wir 7(g) gleich demjenigen eindeutigen Element
t € T mit gH = tH setzen. Also gilt

(g)H = gH

firalleg € G.Dal €T, gilt t(h) = 1 fiir jedes h € H.
Lemma 2.6. Jedes Element der Form t(g)~'g mit g € G liegt in H.

Beweis. Es gilt namlich

t(g) 'gH = 7(g) '(gH) = ©(g) ' (z(e)H) = (r(g) ' z(g))H = H. O

Satz 2.7 (Schreiers Untergruppenlemma). Mit obigen Bezeichungen und angenommen, dass s~ € S
fiir jedes s € S, gilt
H=(t(st)!st|seS,teT).

Beweis. Die Inklusion H D (7(st)"'st|s € S, t € T') folgt unmittelbar von Lemma 2.6.
Es sei nun 7 € H ein beliebiges Element. Wegen der Annahme koénnen wir sy, ...,s, € §
finden mit 2 = sy, -+ 5;. Fiir 0 < i < k setze

ti=T(Sipq o Sy

Insbesondere ¢, = (s --- s;) = v(h) = 1 und ¢, = 7(1) = 1. Damit erhalten wir

h= (5 s 1) saty) - (17 55t 2.1)
Nun bemerken wir, dass

(sit)H = 5;(t;H) = 5,(v(s;41 - S )H) = 5;(5;41 -+ 5. H)
= 85;Sip1 e S = 708,854 - s)H =1, H.
Per Definition von 7 gilt also 7(s;#;) = t;_; fiir 1 <i < k. Damit kénnen wir (2.1) umschreiben:
h= (z(s1t) " s ) (T (5012) " s5ty) = (T(sit ) ™ st

Wir sehen also, dass 4 das Produkt von Elementen der Form 7(st) " 'st mit s € Sund ¢t € T ist. [

Folgerung 2.8. Ist G endlich erzeugt und H < G eine Untergruppe des endlichen Index, so ist
auch H endlich erzeugt.

Beweis. Falls T ein Nebenklassenvertreter von H ist, ist |T'| gleich dem Index von H in G, also
endlich. Falls G = (.S) mit S einer endlichen Teilmenge, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass s~! € S fiir jedes s € S: Falls nicht, dann fiigen wir s~! in S hinzu (die Michtigkeit von .S
bleibt endlich). Bei Schreiers Untergruppenlemma (Satz 2.7) wird H von der endlichen Teilmenge
{z(st)y"'st|s € S, t €T} erzeugt. O]
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Bemerkung 2.9. Folgerung 2.8 ist nicht trivial, denn es gibt endliche erzeugte Gruppen G mit
einer Untergruppen H, die nicht endlich erzeugt ist. Zum Beispiel kann man Folgendes zeigen: Die
Kommutatorgruppe H = K(G) der freien Gruppe G {liber zwei Elemente (siehe Definition 3.1) ist
nicht endlich erzeugt.

2.3 Schreier-Sims-Algorithmus

Algorithmus 2.10 (Schreier—Sims). Input: ein endliches Erzeugendensystem .S einer Permutations-
gruppe G = (S) C S,,. Output: die Ordnung von G.

Beschreibung. 1. Schritt: Finde x € {1,...,n} mitg - x # x firein g € S. (Ist g - x = x fiir alle
g€ Sundallex € {1,...,n}, so g =1id fiir alle g € S und damit G = {id}.)

2. Schritt: Benutze Algorithmus 2.4, um die Bahn O, C {1, ..., n} zu bestimmen sowie Elemente
ooty €Gmitm=10,|,0, ={t; - x|1<i<m}undt, =id. Setze T := {t,...,t,}. Dann
ist es leicht zu sehen, dass T' ein Nebenklassenvertretersystem des Stabilisators H = G, in G ist.

3. Schritt: In diesem Schritt werden durch Schreiers Untergruppenlemma (Satz 2.7) Erzeuger
des Stabilisators H = G, gefunden. Wir benutzen die GAP-Funktion First (siehe [4, §21.20-22]).

R =1[];
for s in S do
for t in T do
y:= x"(txs);
r:= First(T, t —> x"t =y);
Add(R, txsxr”r—1);
od;
od;

Es gilt ndmlich z(st) = r, denn per Konstruktion » € T und st - x = r - x, also rlst e G, d h
rG, = stG,. (Immer wegen Rechts-/Linksoperationen schreiben wir t*s*r~-1 statt r~-1%s*t).

4. Schritt: Fahre fort mit Rekursion, wende analoges Verfahren auf die Untergruppe H = G, an.
Wegen |G| = |O,| - |G, | und |O,| > 1,da g - x # x, muss |G| < |G| sein. Die Schleife bricht also
ab. O

Beispiel 2.11. Wir konnen nun die Méachtigkeit der in Beispiel 1.23 definierten Mathieu-Gruppe
M,, < S, berechnen: |M;,| = 7920.

Beispiel 2.12. Um die Michtigkeit der in Beispiel 1.24 definierten Janko-Gruppe J; = (A, B) <
GL,(F;;) zu bestimmen, miissen wir sie zuerst in eine geschickte Permutationsgruppe umwandeln.
Klar operiert J; auf dem Vektorraum V' = [F171 und auf dem projektiven Raum P(V'), aber diese
Mengen sind viel zu groB, denn sie haben 117 & 20 000 000 bzw. (117 —1)/10 ~ 2 000 000 Elemente.

Die Gruppe J; operiert aber auch auf jede Bahn O, C P(V') von p € P(V) unter J;. Die Idee ist
also ein p zu suchen, damit die Bahn O, moglichst klein ist. Falls p = [v] mit v € V' ein Eigenvektor
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von C € J;, dann (C) C Staby (p), also Ord(C) | |Staby (p)|. Je groBer Ord(C) ist, desto groBer ist
|StabJ1 (p)|, also desto kleiner ist |@,| wegen des Bahnensatzes (Satz 1.32).

Zum Beispiel, das Produkt C = BABAB hat Ordnung 11 und einen 1-dimensionalen Eigen-
raum p = [v] zum Eigenwert 1. Ubrigens |0,| = 1540. Da O, eine Basis von V' = [F171 enthalt,
gibt es einen injektiven Homomorphismus ¢ : J; = S;549. Nachdem wir die Bilder ¢(A) und ¢(B)
bestimmt haben, konnen wir den Schreier—Sims-Algorithmus anwenden: Wir finden |J; | = 175560.

2.4 Membership-Test

Algorithmus 2.13 (Membership-Test). Input: .S ein endliches Erzeugendensystem einer Permutati-
onsgruppe G = (S) C S,, ein Element g € S,,. Output: True falls g € G, sonst False.

Beschreibung. 1. Schritt. Es sei x € {1,...,n} wie im 1. Schritt von Algorithmus 2.10. Berechne
das Paar (O,, T') mit Algorithmus 2.4. Falls g - x € O,, soist g € G, also ist die Antwort False. Es
seinung-x €O, undt €T mitg-x =1-x.Dann t~'g - x = x. Das bedeutet, dass g € G genau
dann, wennt~'g € G..

2. Schritt. Wende Rekursion auf G, an, um tlg € G, zu testen. (Mit dem Schritt 3. aus
Algorithmus 2.10 erhalten wir ein endliches Erzeugendensystem von G,. O

Bemerkung 2.14. Das vom Schreier—Sims-Algorithmus produzierte Erzeugendensystem von G,
enthilt viele tiberfliissige Elemente. Um einen optimalen Algorithmus zu erhalten, sollte man dieses
Problem niher studieren (siche dazu [1, §1.14]).

2.5 Aufgaben

Aufgabe 2.15. Mache dich mit dem Computeralgebrasystem GAP vertraut (dies ist frei verfiigbar un-
ter www . gap-system. org). Einen guten Einstieg liefert das Tutorial unter www. gap-system. org/
Manuals/doc/tut/chap0.html. Dort wird insbesondere Kapitel 5 zu Gruppen fiir uns interessant
sein.
(a) Leseinwww.gap-system.org/Doc/Examples/rubik.html wie man Rubiks Zauberwurfel
mit GAP untersuchen kann.
(b) Essei G < S,, gegeben durch endlich viele erzeugende Elemente. Schreibe ein Programm,
welches testet, ob die Operation von G auf {1, ..., n} transitiv bzw. k-fach transitiv fiir k > 1
ist (siehe Aufgabe 1.56). Teste mit deinem Programm die Mathieu-Gruppe M ;.


www.gap-system.org
www.gap-system.org/Manuals/doc/tut/chap0.html
www.gap-system.org/Manuals/doc/tut/chap0.html
www.gap-system.org/Doc/Examples/rubik.html

Kapitel 3

Priasentationen

AuBer Permutationen und Matrizen gibt es noch mindestens eine weitere allgemeine Methode, um
Gruppen zu konstruieren.

3.1 Freie Gruppen

Definition 3.1. Es sei F eine Gruppe und S C F ein Erzeugendensystem fiir F. Dann heifit F
freie Gruppe auf S, wenn es zu jeder Gruppe G und jeder Abbildung f: S — G stets einen
Gruppenhomomorphismus ¢ : F — G gibt mit ¢|¢ = f.

Da F = (§) ist dann ¢ eindeutig bestimmt.
Beispiel 3.2. Die triviale Gruppe F = {1} ist eine freie Gruppe auf .S = @.

Beispiel 3.3. Die Gruppe F = (Z,+) ist eine freie Gruppe auf .S = {1}. Es gilt nimlich Z = (1)
und fiir jede beliebige Gruppe G und Abbildung f : S — G mit f(1) = g € G konnen wir den
Homomorphismus ¢ : F — G, m — g" definieren, der die Bedingung ¢|¢ = f erfiillt.

Satz 3.4 (Hauptsatz). Fiir jede beliebige Menge S gibt es eine Gruppe F mit S C F, sodass F frei
auf S ist. Die Gruppe F ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit. Es sei auch F/ D S eine freie Gruppe auf S. Ist
f 1S — F’ die Inklusion, dann gibt es einen Homomorphismus ¢ : F — F' mit ¢|¢ = f, weil F
frei ist. Analog: Ist g : .S — F die Inklusion, dann gibt es einen Homomorphismus y : F/ — F
mit y|g = g, weil F’ frei ist. Fiir alle s € S gilt

wop(s) =yof(s) =w(s)=s.
Dann ist wog = idg, denn F wird von S erzeugt. Analog ist oy = idp, also F = F’.

27
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Jetzt wollen wir die Existenz beweisen. Ist S = fJ, so konnen wir die triviale Gruppe F = {1}
nehmen (siehe Beispiel 3.2). Nehmen wir nun .S # @ an. Es seien .S eine Menge, die gleichméichtig
zu S ist und

S>S, s—35

eine Bijektion. Wir definieren auch 5 = s. Es seien A = S U .S, Xo={()} und
X,={(xp,....x,)|x; €A}

fiir n > 1. Wir setzen W = |, X, die Menge aller Worter endlicher Linge in A = S U S.

Wir sagen, dass ein Wort w = (wyq, ..., w,) € W reduziert ist, wenn w; | # w; fiir alle i gilt.
(Das leere Wort () wird auch als reduziert bezeichnet.) Es sei W,y = { w € W | w ist reduziert }
die Teilmenge aller reduzierten Worter. Wir identifizieren A mit den Wortern (x) mit einer Buchstabe
x€ A.Dann S C AC W,,.

Wir definieren folgende Multiplikation auf W, 4. Es seienu = (u, ... ,u,)undv = (v, ..., v,,) €
W,.q- Dann setzen wir

U= Uy, ...,Uy_pyUpyqs...,0y) € Wiy,

sUp—ps

wobei r > 0 dadurch bestimmt ist, dass u, = 0y,u,_; = 0y, ..., u,_,.; = D, und u,_, # 0,,,. Wir
haben dann folgende Regel:

Wy ooosty) o (U oo, U0y) = Wy, ooy uy_y) o (Ug, ..., 0,), fallsu, = 0. 3.1

Wir behaupten: Damit wird (W4, ¢) eine Gruppe. Offenbar ist () das neutrale Element. Ist

w = (Wy,...,w,) € Wy, sosetze w = (w,,...,w;) € Wy Dann wew = wew = (),
also ist w0 das inverse Element zu w. Es bleibt noch zu zeigen, dass e assoziativ ist. Es seien also
u=Up,...,u),0=(0g,...,0,),w=(Wp,...,w,) € Wy

Behauptung 3.5. (uev)ew =ue(vew).

Beweis der Behauptung per Induktion auf m. Ist m = 0, so v = () und die Aussage gilt. Es sei nun
m =1, also v = (x) mit x € A. Wir unterscheiden vier Fille, je nachdem ob u; = X oder u; # X und
w; = X oder w; # x. Zum Beispiel (die anderen drei Fille konnen analog bewiesen werden), ist

u, #xund w; = X,dannistu e v = (U, ..., 4, x)und v e w = (W,, ..., w,). Mit (3.1) folgt
Wev)yew=(uy,...,u;,x)e (W, ..., w,) = Wy, ..., u) s (Wy, ..., w,) =ue(ew).
Es sei schlieBlich m > 1. Definiere v = (vy, ..., v,,_;) und V" = (v,,), damit v = v/ « ”". Wir

wenden dann Induktion auf ¢/ und den Fall m = 1 auf ¢’ an und erhalten

Wev)ew=@we@W e ew=(ust)et)ew=wev)e (@ ew)

=ue @ (@ ew))=ue (Vo) ow)=ueew),

was zu zeigen war. O



3.2. DEFINITION UND BEISPIELE 29

Zum Schluss beweisen wir, dass W, frei auf S ist. Es sei (G, -) eine beliebige Gruppe und
f: S — G eine Abbildung. Wir kdnnen f auf A fortsetzen durch f(5) = f(s)~! fiir alle s € S.
Wir definieren dann ¢ : W,y — G durch ¢(()) = 15 und

w=wW,...,w,) € Wy ow) = f(w)-...- f(w, €G.

Wir behaupten, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Es seien u = (uy, ... ,u,) und v = (vy, ..., 0,,) €
I/Vred mlt un == Dl,un_l == l_)z, ,un_r+1 = ljr und un_r 75 ﬁr+1. Dann f(un) = f(ljl) = f(U])_l,

f(un—l) = f(U2)_l’ ’f(un—r+1) = f(Ur)_l, also

o) - @)= fuy) oo fUpy) - fUp_yi) - oon s fy) - fOD oo f(0) f0pg1) - oo s [(Uy)
=fu) oo fu,_)  fOp) oo f0p) =@y, ..ty Upp gy o, Uy) = @0 D),

was wir zeigen wollten. O

Folgerung 3.6. Jede Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe einer freien Gruppe nach einem
Normalteiler.

Beweis. Gegeben eine beliebige Gruppe G, sei S C G ein Erzeugendensystem und f : .S — G die
Inklusion. Beim Satz 3.4 existiert eine freie Gruppe F auf .S, also gibt es einen Homomorphismus
@: F — Gmitg|g = f. Insbesondere ist s = f(s) = ¢@(s) fiir jedes s € .S. Das impliziert, dass ¢
surjektiv ist. Es folgt also vom Homomorphiesatz (Satz 1.17), dass G = F / Ker(g). O

3.2 Definition und Beispiele

Definition 3.7. Es sei G eine Gruppe und R C G eine Teilmenge. Dann heif3t

(Ry= () H

RCHSLG

das Normalteilerzeugnis von R oder der von R erzeugte Normalteiler von G. Dies ist der kleinste
Normalteiler von G, der R enthilt.

Definition 3.8. Es seien S ein Erzeugendensystem einer Gruppe G, F die freie Gruppe auf S,
@ : F — G der surjektive Homomorphismus wie oben und N = Ker(¢) (also G = F/N). Falls
R C F eine Teilmenge ist mit N = {(R)), so schreibt man

G=(S|R)

und man nennt diese eine Prdsentation fiir G. Die Elemente von S heilen Erzeuger und die Elemente
von R heien (definierende) Relationen.
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Firr € Ristr € N, also ¢(r) = 1 in G. Man sagt: ,,Worter in R werden gleich 1 in G.
Umgekehrt kann man diese Idee auch dazu benutzen, um Gruppen zu konstruieren. Es seien
S eine Menge ist, F die freie Gruppe auf .S und R C F eine Teilmenge. Dann definieren wir die
Gruppe
(SIR)=F/N,

wobei N = ((R)) der von R erzeugte Normalteiler ist.
Damit bekommt man zwei grundlegende Aufgabenstellungen.
(1) Gegeben eine Gruppe G mit Erzeugendensystem .S, sei F die freie Gruppe auf .S. Finde
moglichst geschickte Teilmenge R C F, sodass G = (S| R).
(2) Gegeben eine Menge .S und eine Teilmenge R C F der freien Gruppe F auf S, sei N = {R)).
Konstruiere G = F/N. (Zum Beispiel, entscheide ob |G| = oo oder |G| < .)
Zur zweiten Aufgabenstellung gibt es einen wichtigen Satz von Novikov (1955), Booke (1958)
und Britton (1963): Es existiert eine endliche Menge .S und eine endliche Teilmenge R C F der
freien Gruppe F auf S, sodass das Wortproblem in (.S | R ) unentscheidbar ist, d. h., es gibt keinen
Algorithmus, der in endlich vielen Schritten entscheidet, ob ein gegebenes Wort in F gleich 1 in
(8| R) wird oder nicht (siche [7, Chapter 12]).

Lemma 3.9 (Relationenlemma). Es seien F die freie Gruppe auf dem Erzeugendensystem S einer
Gruppe G, ¢ : F — G ein surjektiver Homomorphismus wie oben (mit @|¢ = id) und R C F eine
Teilmenge mit @(r) = 1 fiir alle r € R. Dann ist G isomorph zu einer Faktorgruppe von (.S | R ).
Insbesondere

|G| < [(STR)

Beweis. Es seien M = Ker(p) und N = {R)) (also (S| R) = F/N). Nach Voraussetzung ist
R C M, alsoauch N C M. Definierey : F/N — F/M durch f N — f M. Dies ist wohldefiniert,
denn N C M. Klar ist y ein surjektiver Homomorphismus. Aus dem Homomorphiesatz (Satz 1.17)
folgt dann

G~F/M =~ (F/N)/Ker(y) = (S| R)/Ker(y). O

Beispiel 3.10 (Zyklische Gruppen). Betrachte die zyklische Gruppe G = (g) der Ordnung n > 1.
Es sei F die freie Gruppe auf .S = {x}, mit x = g (wir verwenden zwei verschiedene Symbole, um
nicht durcheinander zu kommen), und ¢ : F — G der Homomorphismus wie oben mit @(x) = g. Es
sei R = {x"} C F.Da p(x") = p(x)" = g" = 1, sind die Voraussetzungen des Relationenlemmas
(Lemma 3.9) erfiillt. Damit ist G isomorph zu einer Faktorgruppe von H = (x| x" ) = F /{R)). Um
zu zeigen, dass eigentlich G = H gilt, miissen wir noch zeigen, dass | H| < n. Dazu bemerken wir,
dass F = (x) per Definition, also muss H = (X) sein, wobei X die Nebenklasse x{ R)) ist. Wegen
x" € Rist X" = 1y, also Ord(x) < nund |H| < n.
Damit haben wir gezeigt, dass fiir jedes n > 1 die Gruppe

(x|x")

die zyklische Gruppe der Ordnung # ist.
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Beispiel 3.11 (Diedergruppen). Es seim > 3 und ¢,, = exp(2zi/m) = cos(2z/m)+isin(2z/m) € C.
Dannist E,, = {1,£,,.¢2,...,¢™ '} die Menge der m-ten Einheitswurzeln. Es seien

a: C—->C, zb 7Z
p:C-C, zv-{,z

die komplexe Konjugation (sprich die Spiegelung an der reellen Achse) bzw. die Drehung gegen
den Uhrzeigersinn um 27 /m. Beide « und f sind bijektiv. Bemerke, dass Cmfm =1¢, |2 =1, also
¢! = ¢,. Ubrigens gilt a(E,,) € E,, und B(E,) C E,, also konnen wir die Einschrinkungen
p=p E, (Rotation) und ¢ = «a| E, (Spiegelung) betrachten.

Die Gruppe D,,, die von p und o erzeugt wird, heilt Diedergruppe. Offensichtlich haben p und
o Ordnung m bzw. 2. Aullerdem gilt

foaofoa(z) = plnZ = CnlnZ

d. h. foaofoa = id, also opop = 1. Mit 6% = 1 folgt pc = op~'. Es sei nun ein (reduziertes,
endliches) Wort in den Buchstaben {p,c}. Jedes Mal, dass poc vorkommt, kénnen wir po mit
op~! tauschen. Das bedeutet, dass jedes g € D, ldsstsich als g = p" oder g = op”" mitn € Z
schreiben. Also besitzt D,, genau 2m Elemente, nimlich die m Rotationen 1, p, p? ..., p"~! und die
m Spiegelungen o, 6p, 6p?, ..., op" ! Damit haben wir sogar gezeigt, dass

z,

D,, = (p.c|p™ o2, cpop).
Es gibt auch eine andere gebriuchliche Prisentation der Diedergruppe, siehe Aufgabe 3.19.

Beispiel 3.12 (Dreiecksgruppen). Fiir /, m,n € N definiert man die Dreiecksgruppe
A(l,m,n) = (a,b,c| a*, b, c?, (ab)', (bc)™, (ca)" )
Man kann zeigen, dass |A(/, m,n)| < co genau dann, wenn

1 1 1
-+ —+->1
I m n

Beispiel 3.13 (Rationale Zahlen). Es sei G = (Q, +) die abelsche Gruppe der rationalen Zahlen.
(Wir benutzen die additive Schreibweise: g + A statt gh, —g statt g~ und ng statt g” fiir g, h € G,
n € Z.)Firn € Nsetze s, = 1/n! € Q. Dann wird G von S = { s, | n € N } erzeugt, denn jedes
g € Qldsst sich als g = a/bmita € Z und b € N schreiben und es gilt

g=a/b=a(b—1)!s,.

Es gilt die Relation ns, = s,_; (oder s” = s,_; in multiplikativer Schreibweise) fiir alle n > 1. Aus
Lemma 3.9 folgt, dass (Q, +) zu einer Faktorgruppe von

({x,IneN}|x =x,_ firallen>1)

isomorph ist. Man kann zeigen, dass (Q, +) sogar isomorph zu dieser Gruppe ist (siehe [6]).
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Beispiel 3.14 (Unlosbares Wortproblem). Definiere
G ={a,b,c,d,e|ac =ca, ad =da, bc = cb, bd = db, ce = eca, de = edb, cca = ccae).

Dann ist das Wortproblem in G unlosbar, d. h., es gibt keinen Algorithmus, der in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein gegebenes Wort in a, b, ¢, d, e in G gleich 1 wird oder nicht. Dies is
vermutlich das einfachste denkbare Beispiel (siche [2]).

3.3 Symmetrische Gruppen

Lemma 3.15. Fiiri=1,...,n—1setze s; = (i i + 1) € S,. Dann wird die symmetrische Gruppe
S, von den n — 1 Transpositionen sy, ..., S,_; erzeugt.

Beweis. Firn =2istS, = {id, s, } = (s;) wie gewiinscht. Es seiennunn > 2, G = (s, ...,5,_;) <
S,und H = (sy,...,5,_,) < S,. Nach Induktion ist H = S,_,, also |H| = (n — 1)!. Die Gruppe
G operiert transitiv auf {1,...,n},denns; -1 =(12)-1=2,5,-2=3,...,5,_ ;- (n—1)=n
Nach dem Bahnensatz (Satz 1.32) gilt |G| = n|Stabg(n)|, wobei Stab(n) der Stabilisator von n
ist. Aber H C Stabg(n), also (n — 1)! = |H| < |Stabg(n)|. Damit folgt |G| > n(n — 1)! = n!, also
G=S,. O

Satz 3.16 (Prisentation fiir die symmetrische Gruppe S,,). Fiir alle n > 2 gilt
S, = (xy,....X,; |xi2, (X;Xi111)° (x,.xj)zfalls li—jl>1).
Zum Beispiel, S3 2 (x, x; | x%, x%, (x1x2)3 ) (mit Aufgabe 3.19 ist es dann offensichtlich, dass
S; isomorph zur Diedergruppe Dy ist) und Sy = ( x;, x5, X3 | X7, X3, X3, (x;%)°, (x%3)%, (x1x3)% ).

Beweis. 1. Schritt: Nach Lemma 3.15 ist S, = (7}, ..., 7,_;), wobei 7; = (i i + 1). Klar gelten
77 =id und (7 7)) =id,denn 77, = i+ 1i+2) 1stem3 Zyklus. Fiir |i — j| > 1 sind s; und
s disjunkt, also T j = = 7;7; und damit (z;7; )2 id. Also sind alle Relationen erfiillt.
2. Schritt: Es seien F die freie Gruppe auf S={xy,...,x,_;} und

= {x7, (x;x;41), (x;x;)* falls i — j| > 1} C F.

Definiere ¢ : F — S, mit ¢(x;) = s; fiir 1 < i < n— 1. Nach dem ersten Schritt ist ¢(r) =
fiir jedes r € R. Nach dem Relationenlemma (Lemma 3.9) ist S, isomorph zu einer Untergruppe
von G, = (S| R). Es gelten folgende Relationen, wobei X; € G, = F /{R)) die Klasse von x; € F
ist:

X5 XXX =% %Xy, XX =%X falls |i—j| > 1.
Aus xl.2 € R folgt ndmlich )_Cl._l = X;. Aus (x;x;;1)° € R folgt X;%;, X%, 1%, %4, = 1, also
XXX = X\ %7%0 = X0 %,%,,. Falls |i — j| > 1 folgt schlieBlich aus (x;x;)* € R, dass
XX =1, also x,x, = x7!'x7! = x,%,.

ljlj ivj Jj i Jo



3.3. SYMMETRISCHE GRUPPEN 33

3. Schritt. Es seien nun F die freie Gruppe auf S = {yis---s¥,—1} und
R=1(% yyoyy Lty lyl yy -y “Tfalls li—j| > 1) € F
yi’ ylyl+1ylyl'+1yi yi+l’ ylyjy,' yj alls 1 J .

Definiere y : F — G, mit ¢(y;) = X, fiir 1 <i < n— 1. Nach dem zweiten Scrhitt ist y(r) = 1 fiir
jedes r € R. Nach dem Relationenlemma ist G, isomorph zu einer Untergruppe von G, = ( S | R).
Es gilt also

nl=1S,| <1G,| <|G,|.

Dementsprechend reicht es zu zeigen, dass
G, <n! (3.2)

Falls n = 2ist G, = (y | y% ) zyklisch der Ordnung 2 (siehe Beispiel 3.10), also gilt (3.2).

Wir schreiben G = G,, g; = , fiir die Klasse von y; € Fin G = F/{R) und H =
(g3, -..,8,_1) < G. Offensichtlich ist H & G,_;, also |[H| < (n — 1)! per Induktion. Wir miis-
sen also noch zeigen: |G/ H| < n, d. h., es gibt htchstens n Nebenklassen von H. Dazu definieren
wir

to=1,1, =8, 1) = 881> ---» L1 = &n-18n-2 " &1-

Es sei X = Ul”:_o1 t;H die Vereinigung der zu ¢; zugehorige Nebenklassen. Zu zeigen ist: G = X.

Behauptung 3.17. Fiirallei € {0,...,n—1}und j € {1,...,n—1}ist g;1; € X.

Beweis der Behauptung. Wir unterscheiden mehrere Fille:
(D) Fallsi=0,j>1:g;1p=¢g;, € H=1,H C X,denn j > 1.
(D) Fallsi=0,j=1:gitg =g, =t € t{H C X.
(I Fallsi > 0,j>i+1: gt = 8;&;8i—1 - &> wegen j > i+ 1 vertauscht g mit allen Faktoren,
alsog;t;, =t,g; € t,H C X.
(IV) Fallsi>0,j=i+1:gt, =818 8§ =141 €Et;H C X.
(V) Fallsi > 0,j =i:g;t; = 8,881 8 = 8&-1 & =1t;-1 €t,_1H C X wegen gl.2 =1.
(VD) Falls i > 0,j =i—1:g;t; = 8;_188-18i—2 " 81 = &&i-18i8i—2 " &1 = &i&i-18i-2 " &18& =
t,g; €t,H C X wegen j > 1,alsoi > 2.
(VID) Falls i > 0,j < i—1:gt; = g;8 - 8;+18;8j—1 " & = 8i&i—1 " 8;&j+18;8j—1"" & =
8i8i—1"" 8j+188j+18j—1 """ &1 = 8i&i—1 """ 8&j+18;8j—1 *** 818+1 = 1;8j41 EL,H C X.
Damit sind alle Fille abgehandelt. O

Es sei nun g € G ein beliebiges Element. Aus G = (g;,...,&,_;) und g, = gi‘l folgt g =
gj, " &), fiir gewisse jj, ..., j, € {1,...,n— 1}. Setze i, = 0. Nach Behauptung 3.17 wissen wir,
dass gl € X, alsodassesi; € {0,...,n—1} und h; € H existieren mit g ti, = tilhl. Analog
gibtes iy, ..., i, €{0,...,n—1}und h,, ..., h, € H mit

gjktio = tilhl’ gjk—ltil = ti2h2’ o gjltik—l = tikhk'
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Damit gilt
§=8j, " 828 8i 1= &j gjk—zgjk—l(gjk ) tio)
=8j gjk—zgjk—l(tilhl) =8 gjk—z(gjk—ltil)hl
=8j gjk—z(tizhz)hl =8 (gjk—ztiz)hzhl
= ng "'(ti3h3)h2hl = ...
= tikhkhk—l oee hzhl (S tikH g X
Das zeigt G C X, also G = X. O

3.4 Aufgaben

Aufgabe 3.18. Es sei G eine Gruppe und R C G.
(i) Zeige: (R) = ({grg”'|g € G.r € R}).
(i) Es sei nun G frei auf {x, y} (x # y). Zeige: K(G) = ([x, y]). Gilt y>x* € {(R)?

Aufgabe 3.19. Zeige: Die in Beispiel 3.11 definierte Diedergruppe D,, ist isomorph zu
(s,t] s2, 12, (st)™ ).

Aufgabe 3.20. Zeige: A, = (x,y|x3, ¥, (xy)?).

Aufgabe 3.21. Fiir [, m,n € N heift D(I,m,n) = {x,y|x', y", (xy)" ) von-Dyck-Gruppe (oder
gewohnliche Dreiecksgruppe). Zeige:

(@) D(I,m,n) =2 D(m,l,n) = D(n,m,l).

(b) D(l, m, n) ist isomorph zu einer Untergruppe einer Dreiecksgruppe.

Bemerkung 3.22. Eine Gruppe heilit Hurwitz-Gruppe, falls sie isomorph zu einer Faktorgruppe
der von-Dyck-Gruppe D(2, 3, 7) ist. Hurwitz-Gruppen spielen eine wichtige Rolle in der Geometrie,
besonders in der Theorie der Riemannschen Flichen (siehe [3]).



Kapitel 4

BN-Paare

Definition 4.1. Es seien G eine Gruppe und B, N zwei Untergruppen von G. Wir sagen, dass B
und N ein BN-Paar (oder Tits-System) bilden, falls folgende Axiome gelten:

(BN1) Die Gruppe G wird von B und N erzeugt: G = (B, N).

(BN2) Esgilt H := BN N < N und es gibt S C N mit s> € H fiir alle s € S, sodass

W :=N/H=(sH|s€S). .1

(BN3) Esgilt sBs ¢ Bfiiralle s € S.

(BN4) Es gilt sBn C BsnBU BnBfiiralles € Sundn € N.
Die Untergruppe B heilit Borel-Untergruppe, H heilit Cartan-Untergruppe und W heil3t Weyl-
Gruppe. AuBlerdem sagen wir, dass das BN-Paar gesdittigt ist, falls gilt

(BN5) H =),y nBn™".

Bemerkung 4.2. Aus H < N folgt H = nHn™! C nBn™! fiir jedes n € N, also ist die Inklusion
H C(),en nBn~! immer wahr.

Bemerkung 4.3. Es bezeichne A™! = {a~! | a € A} fiir eine Teilmenge A C G. Aus (BN4) folgt
(sBn)~! C (BsnB)™' U (BnB)~! fiirjedes s € Sundn € N, d. h.
(BN4") Es gilt nBt C BntBU BnB fiirallet € Sundn € N.

Beispiel 4.4. Es seien G eine Gruppe und X eine Menge mit | X | > 3, sodass G 2-fach transitiv auf
X operiert. Wihle x € X und setze B = Stab(x). Es sei auch x’ € X mit x’ # x. Da G 2-fach
transitiv operiert gibt es s € G mit s - x = x’ und 5 - X’ = x. Es sei N = (s). Wir behaupten, dass B
und N ein BN-Paar mit |W'| = 2 bilden.
Um das zu zeigen, seien g € G beliebig und x”" = g - x. Ist x”/ = x, so ist g € Stab;(x) = B.
Ist x”" # x, dann gibtes h € Gmit h- x = x und A - x’ = x”, denn G operiert 2-fach transitiv.
Insbesondere h € Bundg-x = x"”" = h-x' = h-(s-x) = (hs) - x, also (hs)"'g € B, d. h.
g € hsB C BsB. Dies zeigt:
G = BUBsB, (4.2)

35
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denn B und BsB zwei Doppelnebenklassen sind, also notwendig disjunkt (siehe Beispiel 1.38).

Beide B und BsB sind Teilmengen von (B, N'). Voraussetzung (BN1) ist dementsprechend
erfiillt.

Ubrigens ist N eine zyklische und damit abelsche Gruppe, also ist jede Untergruppe von N ein
Normalteiler, insbesondere H = BN N < N. Wirsetzen .S = {s} C N. Aus s> - x =5 - (s - x) =
s-x" = x folgt s> € BN N C H.Die Gruppe W = N /H wird offensichtlich von s H erzeugt, also
ist Voraussetzung (BN2) ebenso erfiillt. Es gilt |[W| = 2, weil s € B.

Wire sBs C B, dann Bs C s~ B, also BsB C s~ !'B. Wegen (4.2) wire also G = BU s~!B,
d. h. |G/B| = 2. Da G transitiv auf X operiert, ist aber nach dem Bahnensatz (Satz 1.32) | X| =
|G/ Stabg;(x)| = |G/B|. Das widerspricht | X| > 3, also muss auch Voraussetzung (BN3) gelten.

SchlieBlich miissen wir Voraussetzung (BN4) nachweisen. Es sei n € N, also n = s’ fiir ein
i € Z.Isti gerade, son € (s*) C H C B und damit sBn = sB = snB C BsnB. Ist i ungerade,
so sn = st € (s?) € H C B und damit BsnB = B und BnB = BsB. Wegen (4.2) gilt also
sBn C G = BU BsB = BsnB U BnB, was zu zeigen war.

4.1 Allgemeine lineare Gruppen

Es sei K ein beliebiger Korper. Wir wollen hier ein BN-Paar fiir G = GL,,(K) konstruieren.

Definition 4.5. Eine Matrix A = (g;;) € M,(K) heiit obere Dreiecksmatrix falls a;; = 0 fiir alle
1 <i < j < n,d. h Ahatfolgende Gestalt:

% % *
* :

A=
*
0 *

Eine Matrix A € M,,(K) heiBt untere Dreiecksmatrix falls A" eine obere Dreiecksmatrix ist.

Definition 4.6. Eine Matrix A € M, (K) heil3t Monomialmatrix, wenn es in jeder Zeile und Spalte
von A genau einen Eintrag ungleich O gibt. Eine Matrix A € M, (K) heiit Permutations- oder
Vertauschungsmatrix, wenn in jeder Zeile und Spalte von A genau ein Eintrag gleich 1 gibt und alle
andere gleich 0 sind. Jede Permutationsmatrix Py = (p;;) entspricht einer Permutation ¢ € S, durch
folgende Regel: Genau dann ist pi; =1, wenn i = o(j) ist, sonst ist p;; = 0.

Bezeichnung 4.7. Wir fiihren folgende Bezeichnung ein:

B := {obere Dreiecksmatrizen in G},
B’ := {untere Dreiecksmatrizen in G},
N := {Monomialmatrizen in G},

V .= {Permutationsmatrizen in G'},

H := {Diagonalmatrizen in G'}.
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Weiterhin setzen wir U := { A = (a;;) € Bla; = lfirallel <i < n}. Also ist jede Matrix
A € U der Form

1 = *

A= ! :
*

0 1

Offensichtlich gilt H = BN N = B n B’. Ubrigens sind all diese Teilmengen Untergruppen
(Aufgabe 4.22).

Bezeichnung 4.8. Dariiber hinaus fiihren wir folgende Teilmengen ein, die ebenfalls Untergruppen
sind, wobel E;; = (ey,) die Matrix ist mit e;; = 1 fiir k = i und / = j, sonst ¢;; = 0.

Xi =X
X} =X
Y;

={A=(;)€eUla;;;; =0}.
Lemma 4.9. Die Untergruppe H ist ein Normalteiler von N und es gilt N/H = S,,.

Beweis. Nach Aufgabe 4.22 lisst sich jedes Element in N als DP_ schreiben, mit D € H und
P e V.Esgilt
P, Diag(ay, ..., a,)P;' = Diag(a,y ... Gy() 4.3)

und das Produkt von Diagonalmatrizen ist eine Diagonalmatrix, also H < N. Aus dem gleichen
Grund ist der folgende Homomorphismus surjektiv:

w:V oS N->N/H,

wobei V' < N die Inklusion ist. Aus Ker(y) = VN H = {1, } folgt, dass y sogar ein Isomorphismus
ist. Wir schlieen mit Aufgabe 4.22, dass N/H =V = §,. O

Satz 4.10. Es sei K ein beliebiger Korper. Dann bilden die Untergruppe B der oberen Dreiecksma-
trizen und die Untergruppe N der Monomialmatrizen in GL,(K) ein gesdttigtes BN-Paar, sodass
die zugehorige Weyl-Gruppe isomorph zu S,, ist.

Beweis. Nach dem GauB-Verfahren lésst sich jede invertierbare Matrix durch elementare Zeilen-
und Spaltenumformungen auf die Einheitsmatrix bringen. Elementare Umformungen entsprechen
Multiplikation von links oder rechts mit Elementarmatrizen der folgenden Gestalten:
Diagonalmatrizen Diag(1,...,1,7,1,...,1) € H C B.

Permutationsmatrizen P; ;) € V C N.

Elementarmatrizen R; j(c)EB miti < j.

Elementarmatrizen R;;(c) € B’ mit j < i, wobei B’ die Untergruppe der unteren Dreiecksma-
trizen ist.
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(Die Elementarmatrizen R; j(c) sind wie folgt definiert: Fiiri # j ist R; j(c) = (q; j) € M, (K) definiert
durch a,; = 1fiir | <i’ < n,a;; = cund a;;; = 0 fiir alle andere i', j’. Bemerke: R;;(c) € SL,(K).)
Damit ist G = (B, N, B’). Dazu sei

0 ! . 1 2 ... n
ny = =P €V, wobeioc = .

n n—1 ... 1

1 0
Dann gilt nal = ng und
* # * # * 0
. : : . *k .

hy % ho="nol, . =l - . )

0 * % 0 * * ok

also ist B" = nyBn C (B, N) und damit ist Voraussetzung (BN1) erfiillt.

Wir haben schon in Lemma 4.9 gezeigt,dass H S Nund W = N/H =S, . Firi=1,...,n—1
seien 7; = (i i + 1) und 5; = P, . Bemerke: si2 =1,. Setze § = {sy,...,5,_;}. Aus Lemma 3.15
folgt dann Voraussetzung (BN2).

Aus Aufgabe 4.23 folgt B= HU = H XY, und

s;Bs; = (s;Hs;)(s;X;8,)(8;Y;s;) = HXI'Y,

Wire s;Bs; C B, dann wire auch X C B, was aber nicht wahr ist. Also ist Voraussetzung (BN3)
ebenso erfiillt.

Jedes n € N ldsst sich als n = dp darstellen mitd € H und p € V, also ist Bn = Bdp = Bp.
Wegen (4.3) ist s;,d = d's; fiir ein d’ € H. Damit

s;Bn = s;Bp,
Bs;nB = Bs;dpB = Bd's,pB = Bs,pB,
BnB = BpB.

D. h.: Um Voraussetzung (BN4) nachzuweisen, konnen wir annehmen, dassn = p = P_ € V. Es gilt
s;Bn = (s;Hs;)(s;Y;s;)(s;X;n) = HY;s5,X;n C Bs; X;n. 4.4)

Wir miissen zwei Fille unterscheiden:
@ o7 <o+ 1),
D) o~ 1(G) > o~ + 1).
Im Fall (D) ist X ;-1(;) 5-1¢41) € B, also

s;Bn C Bs;X,n= Bs;n(n"'Xn) = BsinX ;1) 61341y € Bs;nB.
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Im Fall (Il) setze ' = s;n. Dann v’ = P, € V mit ¢’ = 7,6. Dann ¢'~'(i) = 67 '7,(i)) =

o li+1) <o) =07"7,(i+ 1) =6""'(i + 1). Aus Fall (I) folgt
s;Bn' C Bs;n' B = BnB.

Jede Matrix in X l’ ist von der Form

mit ¢ € K. Fiirt # 0 gilt
1 0 _ (1 /0 1\ (1 =r\(t O
t 1)-\o 1)\t oj\o 1/)\0o -t}

X' € {1,) UX;5,X;H C BU Bs;B.

Also ist

Offensichtlich ist Bn' = Bs,n C Bs;nB. Aus (4.4) und (4.5) folgt nun

s;Bn C Bs; X;n = B(s;X;s;)s;n = BXI.'n'

C B(BU Bs;B)n' = Bn' U Bs;Bn' C Bs;nU Bs;n’ B= Bs;nB U BnB.

Damit haben wir gezeigt, dass Voraussetzung (BN4) in beiden Féllen erfiillt ist.
SchlieBlich folgt aus Bemerkung 4.2 mit n = n, wie oben

Hc (\nBn' CBnngBny' =BnB =H,
neN

d. h., das BN-Paar ist gesittigt.

4.5)

O]

Bemerkung 4.11. Betrachte SL,(K). Es seien B = BN SL,(K) und N’ = N n SL,(K). Dann
bilden B’, N ein BN-Paar in SL,(K) und die zugehorige Weyl-Gruppe ist wieder isomorph zu S,

(sieche Aufgabe 4.25).
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4.2 Bruhat-Zerlegung

Es sei nun G eine Gruppe mit einem BN-Paar B, N < G und Weyl-Gruppe W = N /H, wobei
H =Bn N.Essei
N->N/H, ne—n

der kanonische Isomorphismus. Bemerke: Sind n,n, € N mit /iy = 71, so gelten n|B = n, B
und Bn; = Bn,, denn n;n; '€ H C B. Aus diesem Grund werden wir oft n mit 7 identifizieren.
Insbesondere werden wir ein s € .S als Element von W betrachten mit s> = 1. Unter dieser
Identifizierung ist (4.1) dquivalent zu W = (S). Wegen (BN3) ist s # 1 fiir alle s € .S, also
Ord(s) = 2.

Definition 4.12. Jedes w € W lisst sich als w = s, --- 5, mit 5; € S darstellen. Ein solcher
Ausdruck hei3t reduziert, wenn m minimal ist. In diesem Fall heifit Z(w) := m die Lédnge von w.

Bemerkung 4.13. Es gilt (1) = O und £(s) = 1 fiir jedes s € S. Ist w € W, w # 1, so gibt es

stets ein s € S mit £(sw) = £(w) — 1, denn sei w = s, --- 5, mit 5; € S und £(w) = m, dann

Slw = 81818y 8y = S 0 Sy

und die rechte Seite ist notwendig reduziert (sonst wire der Ausdruck fiir w auch nicht reduziert).
Analog: Ist w € W, w # 1, so gibt es stets ein ¢ € .S mit £(wt) = £(wt) — 1. Diese Eigenschaften
werden oft bei Induktionsargumenten verwendet. Mit dhnlichen Argumenten erhélt man folgende
Formel fiir beliebige s € S und w € W':

fw)—1<2(sw) < (w) + 1. (4.6)

Lemma 4.14. Gegeben J C S, setze W; = (J) < W, N; = z~'(W,) < N. Dann ist
P; := BN B eine Untergruppe von G. Insbesondere gilt

G =BNB= U BnB.
neN

Beweis. Istp € Py,sop = bnb’ mith,b’ € Bundn € N;.Dannp~! =b'~'n~'p~' € BN, B = P,,
also ist P; abgeschlossen unter Inversen.

Fiir jedes s; € J gilt wegen (BN4)
alsoist Ny P; C P;. Aus BP; = P, folgt dann

Damit ist P; abgeschlossen auch unter Multiplikation, d. h. P; < G.
Die letzte Aussage folgt unmittelbar aus dem Fall J = S. O
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Bezeichnung 4.15. Fir w € W setzen wir C(w) := BwB C G. Dies bedeutet, dass wirn € N
finden mit # = w und dass C(w) = BnB, wobei n mit 7 = w identifiziert wird.

Satz 4.16 (Bruhat-Zerlegung). Es sei G eine Gruppe mit BN-Paar und Weyl-Gruppe W. Dann ist
C(w) # C(W") fiir alle w, w' € W mit w # w' und es gilt

G= UweWC(w)'

Fiirs € S und w € W gilt £(sw) = £(w) + 1. Auflerdem gelten folgende Multiplikationsregeln

C(sw) falls (sw) = £(w) + 1,

cen = {C(sw)uC(w) falls ¢ (sw) = ¢(w) = 1.

Beweis. Aus Lemma 4.14 wissen wir bereits, dass G = Une ~ BnB. Wir miissen also noch zeigen,
dass die Vereinigung disjunkt ist, wenn » € N nur iiber Reprédsentanten von w € W lauft. Dazu
reicht folgende Behauptung.

Behauptung 4.17. Sind y,w € W mit C(y) = C(w), so y = w.

Beweis der Behauptung. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass Z(y) < £(w).
Wir fahren nach Induktion iiber Z(y) fort. Ist £(y) = 0,s0 y = 1 und C(y) = B = BnB mit i = w.
Aberdannn € BN N = H,alsow =n = 1.

Es sei nun y € W mit £(y) > 0. Nach Bemerkung 4.13 gibtes s € S und x € W mit y = sx
und Z(y) = £(x) + 1. Nach Voraussetzung gilt

sxB C BsxB = ByB =C(y) = C(w) = BwB.
Wegen (BN4) ist xB C s~ BwB = sBwB C BswB U BwB, also
BxB C BswBU BwB.
Doppelnebenklassen sind aber gleich oder disjunkt. Deshalb ist BxB = BswB oder BxB = BwB.
Nach Induktion muss x = sw oder x = w sein. Der zweite Fall ist jedoch nicht moglich, denn
Z(x)=72(y)— 1< f(w). Alsoist x = sw, d. h. y = sx = ssw = w. ]
Nun wollen wir die Multiplikationsregel beweisen. Bemerke: C(sw) = BswB C Bs{1}wB C
BsBwB = C(s)C(w). Ubrigens folgt aus (BN4), dass C(s)C(w) = B(sBw)B C B(BswB U
BwB)B = C(sw) U C(w). Deshalb gilt immer
C(sw) C C(s)C(w) C C(sw) U C(w). 4.7)

Behauptung 4.18. Ist £(sw) > £(w), so C(s)C(w) = C(sw).
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Beweis der Behauptung. Wegen (4.7) reicht es zu zeigen, dass C(s)C(w)NC(w) = @, was dquivalent
zu sBw N BwB = @ist. Ist Z(w) = 0, dann w = 1 und sBw N BwB = sBN B =@, denn s & B.

Es sei nun w € W mit £(w) > 0. Nach Bemerkung 4.13 gibtes t € S und y € W mit w = yt
und Z(w) = £(y) + 1. Dann ist Z(syt) = £ (sw) > £(w) = £(y) + 1, also £(sy) > £(y) wegen (4.6).
Per Induktion ist dann s By N ByB = @. Deshalb gilt mit (BN4), (BN4/) und wt = ytt = y

sByn BwBt C sByn (ByBU BwB) =sByn BwB C (BsyBU ByB)n BwB
=(CsynCw)u(Cy) nCw))

Ist C(sy)NC(w) # @, so sy = w nach Behauptung 4.17. Aber dann £(w) < £(sw) = £(ssy) = £(y).
Ist C(y) N C(w) # @, so y = w nach Behauptung 4.17. Aber dann £(y) = £(w). Dies wiederspricht
£(w) = £(y) + 1 in beiden Fillen. Dementsprechend ist sBy N Bw Bt = @, also

# = (sBy N BwBf)t = sBw n BwBr* = sBw N BwB,
was zu zeigen war. O
Behauptung 4.19. Ist Z(sw) < £(w), so C(s)C(w) = C(sw) U C(w).

Beweis der Behauptung. Wegen (4.7) reicht es zu zeigen, dass C(w) C C(s)C(w). Wegen (BN4)
ist sBs C Bs?BU BsB = BU BsB. Mit (BN3) folgt sBs N\ BsB # @, d. h. sBwn BsBsw # @, also

C(s)C(w)N C(s)C(sw) # .
Setze w' = sw. Aus £(sw') > £(w') folgt nach Behauptung 4.18
C(w) = C(sw') = C(s)C(W') = C(s)C(sw).

SchlieBlich ist C(s)C(w) N C(w) # @. Aber C(w) ist eine Doppelnebenklasse und C(s)C(w) =
U »ep BsbwB ist eine Vereinigung von Doppelnebenklassen, also C(w) € C(s)C(w). ]

Wire £ (sw) = ¢(w), dann hitten wir C(sw) = C(s)C(w) = C(sw) U C(w), d. h. entweder
C(sw) = C(w) (sprich sw = w nach Behauptung 4.17) oder C(w) = . Beide Fille sind nicht
moglich, also Z(sw) # ¢(w). Damit schlieBen wir den Bewesis. ]

Folgerung 4.20 (Austauschlemma). Es seien w € W mit £(w) = m, w = s, -+ 8, ein reduzierter
Ausdruck mit s; € S und s € S beliebig mit £ (sw) < £(w). Dann gibtes i € {1, ..., m}, sodass

SW =81 8i—15i41 """ S

Beweis. Wegen £(sw) < £(w) gilt C(s)C(w) = C(sw) U C(w) nach Bruhat-Zerlegung (Satz 4.16),
d. h. BsBwB = BswB U BwB und insbesondere s Bw N BwB # @. Folglich gibt es b;, by, b; € B
und # € N mit i1 = w, sodass sb n = bynbs, also

s = bynbsn~'b7! € BwBw™' B = C(w)C(w™). (4.8)
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Behauptung 4.21. Fiir alle y € W gilt

C(w)C(y) € U( U ca, ...Sily)>_

0<i<m \1<i;<...<i;<m

Beweis der Behauptung. Istm = 0,d. h. w = 1, so C(w)C(y) = C(y). Es sei nun m > 0. Nach
Bruhat-Zerlegung und Induktion gilt

Cw)C() = C(s))C(sy - 5,)CM € | < U C(s1>C(si2---s,-,y>>.

0<I<m \1<ip<...<ij<m

Aus (BN4) folgt C(SI)C(S,»2 s,-,y) c C(sls,-2 sl-[y) U C(s,-2 Si,Y)- Damit erhalten wir die ge-
wiinschte Formel. ]

1

Aus (4.8) folgt nach der Behauptung (mit y = w™!), dass s = xw™', wobei x = Siy S

1 <i; <..<iy £mund! < m. Per Definition ist £(x) < /. Dann 1 = £(s) = Cxw) >

Cw)y—¢x)=m—-7¢(x)>m—1,d. h.
m—1<I<m.

Es gibt also zwei Moglichkeiten: entweder / = m — 1 oder/ = m. Ist/ = m,sox = sy -+ 5, = W,
aber dann s = 1, was nicht moglich ist. Dementsprechend muss / = m — 1 sein, d. h. sw = x =
Sp 0 8;_18ip1 Sy fureini € {1,...,m}. t

4.3 Aufgaben

Aufgabe 4.22. In Bezug auf Bezeichnung 4.7 zeige:
(a) Die Menge U ist eine Untergruppe von B.
(b) Die Menge V' der Permutationsmatrizen ist eine Untergruppe von N und es gilt ' = S, .
(c) Esgelten B=HU =UHund N=HV =V H.

Losung. (a) Per Definition ist U C B, also miissen wir nur zeigen, dass U eine Gruppe ist. Es seien
A= (a;)und A’ = (al’.j) zwei Matrizen in U. Dann gilt a;; = a;j =0firj <iundg; =d), = 1.

Fiir j < i erhalten wir
n i—1

n
! / !
2wl = Xy + Y, andy; =0,

k=1 k=1 k=i

denn a;;, = 0 fiir k < i und aij =0 fiir k > i > j. Analog gilt

n i—1

n
r / ! /o
Za,-kaki = Zaikaki +a;a; + Z apa,; =1,

k=1 k=1 k=i+1
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also AA’ € U. Es bleibt zu zeigen, dass A~' € U. Wir definieren die Matrix A" = (al’.;) mit

0 j<i,

" o_ ..
aij - 1 o .] - l’
Jj—i r . .

r=1 Ei:lo<...<1,=j(—1) Q1,4 g, J >0

Offensichtlich gilt A” € U und wir behaupten, dass A” = A~!. Wir miissen also nur zeigen dass
Yo @) = 0 fiir j > i. Tatsichlich gilt (mit r = s + 1 und [} = myg, ..., [, = m))

n

j-1

/" _ 1 1 2

Z Qi dy; = 49, + Z ik Ay + a;;a;;
k=1 k=i+1

J—1 J—k
— 4! s
saitag+ D an ), Y D

k=i+1 s=1 k=my<...<m;=j

=1 j—k
=d +a;+ Z Z Z (-1%a;, a,, » - a
ij ij tmg = mgym; my_jmg

k=i+1 s=1 k=my<...<m;=j
j—i

_ " _ 1\

=4 + Z Z =D oty Ayty " A1yl
r=2 i=ly<...<l,=j

J—1
_ 1y _
=4 Z (=D Ao Gy " 41,41, 0.

r=1i=ly<...<l,=j

(b) Offensichtlich ist jede Permutationsmatrix eine Monomialmatrix, also ¥ C N. Die Menge V'
ist das Bild der (injektiven) Permutationsdarstellung S, — GL,(K), o = P_, also ist V' eine Gruppe
mit V' = S,.

(c) Es ist leicht zu sehen, dass HU C Bund UH C B.Essei A € (a;;) € B, also mit a;; =
0,i > j. Bemerke: det(A) = [] a;; # 0, also ist jedes g;; # 0. Setze D = Diag(a,, ..., a,,. Dann
gitDe HLC=AD"'€UundC'=D'"A€U,also A=CDe€UHund A= DC’ € HU.
Dies zeigt BC UH und B C HU und damit B=UH und B= HU.

Ein analoges Argument gilt fiir N = HV =V H. U

Aufgabe 4.23. In Bezug auf Bezeichnung 4.8 zeige:
(a) EsgeltenU = X,;Y; =Y, X;und X;nY;, = (1,}.
(b) Es gelten s, X;s7' = X/ und s,Y;s7' = Y.

(c) Esgilt P,X,; Pl = X,y o)

Losung. (a) Klar gilt X; C U und Y; C U, also auch X;Y; C U. Umgekehrt sei A = (q;;) € U.
Definiere die Matrix A’ = 1, + a;;, E; ;,; € X;. Dann gilt ()™ =1, — a;;,E;;,; und es ist
leicht zu sehen, dass A” = (A’)"!A € Y,. Damit A = A’A” € X,Y,, also U = X,Y,.

it



4.3. AUFGABEN 45

Ein analoges Argument zeigt U = Y, X,. SchlieBlich ist die Gleichung X; nY; = {1,,} trivial.

(b) Sind zy, ..., z,, die Zeilen der Matrix A, so sind z(, ... , Z4(, die Zeilen der Matrix P, A.
Sind sy, ..., s, die Spalten der Matrix A, so sind s,-1(y, ..., S5-1(, die Spalten der Matrix AP,.
Deshalb gilt P, A = (a,);) = (Ag(i)5-1(o(j)) = A’ Py» WObel A’ = (a;)5(j))-

Die Aussagen (c) und (d) folgen unmittelbar aus (b), denn s; = sl.‘l. ]

Aufgabe 4.24. Zeige, dass B und V' auch ein BN-Paar fiir GL,(K) bilden, aber nicht gesttigt.

Aufgabe 4.25. Es sei G eine Gruppe und gegeben seien Untergruppen B, N C G, die ein BN-Paar
bilden. Es sei Z C G ein Normalteiler mit Z C B. (Zum Beispiel ist Z = () 2€G gBg~! stets

ein solcher Normalteiler — warum?). Es sei G = G/ Z. Zeige: Die Untergruppen B = B/Z und
N = N/Z bilden ein BN-Paar in G und die kanonische Abbildung N — N induziert einen
Isomorphismus von W = N /H auf die Weyl-Gruppe von G. Damit folgt, dass auch

PGL,(K) = GL,, ,(K)/ Z(GL,, ,(K))

eine Gruppe mit einem BN-Paar ist.

Aufgabe 4.26. Es sei G eine Gruppe und gegeben seien Untergruppen B, N C G, die ein BN-Paar
bilden. Es sei W die Weyl-Gruppe von G, mit Erzeugendensystem .S C W'.

(a) Esseien w € W und s € S mit £(sw) < £(w). Zeige: s € BwBw™'B.

(b) Fiir eine beliebige Untergruppe U < G definieren wir den Normalisator von U in G

NgU)={geGlgUg' =U}.

Zeige: Ng(B) = B. (Hinweis: Es sei g € N (B) und schreibe g = bwb’ mit b, b’ € B und
we W.Wirew#1¢€ W, sowihle s € .S mit £(sw) < £(w) und wende dann (a) an.)
(c) Essei Z(G) das Zentrum von G. Zeige: Z(G) C B und damit dann auch Z(G) C [ 2€G gBg~l.

Losung. (a) Setze p = £(w). Dann ist £(sw) = p — 1, also gibt es s,, ... .8, € S mit sw =
85 -+ s, Wir setzen s; = s und schreiben w = s;s, -+ 5,. Dann gilt wl = S, e+ $p81. Wegen der
Multiplikationsregeln der Bruhat-Zerlegung gilt
Cu)Cw™) = Clsy +++5,15,)C (5,5, 51)
= C(s) = C(s,_)C(s,)C(s,)C(5,_1) = Cls1)
=C(sy) - C(sp_l)(C(l) U C(sp))C(sp_l) - C(sy)
=C(sy) - C(sp_z)(C(sp_l)C(sp_l) U C(sp_l)C(sp)C(sp_l))C(sp_z) - C(sy)
=C(sy) - C(sp_z)(C(l) UC(s,-) U C(sp_l)C(sp)C(sp_l))C(sp_z) = C(sy)
=C(HUC(s)UC(s)C(s)C(s) U ... UC(5y) - C(5,-1)C(5,)C(5,y) =+ C(sy).
Insbesondere gilt s € C(s) = C(s;) € C(w)C(w™') = BwBw™'B.

(b) Es gilt U € Ng(U) fiir jede Untergruppe U, also bleibt es zu zeigen, dass B 2 Ng(B).
Wegen (BN4) lisst sich jedes Element g = bwb’ mit b, b’ € B und w € W schreiben (d. h. g = bnb’
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mitn € Nundan=w € W).Ist g € Ng(B) so gilt gBg™! = B, sprich BwBw™'B = B. Wire
w # 1, dann finden wir s € S mit Z(sw) < £(w). Wegen (a) gilt s € B = C(1), aber das ist ein
Widerspruch zur Bruhat-Zerlegung, denn s € C(s) und C(1) und C(s) sind disjunkte Teilmengen.

(c) Es gilt Z(G) 2 Ng(U) fiir jede Untergruppe U, also Z(G) € N;(B) = B. Aus Z(G) 2 G
folgt Z(G) = g Z(G)g~' C gBg™! fiir jedes g € G. [

Aufgabe 4.27. Es sei G eine Gruppe und gegeben seien Untergruppen B, N C G, die ein BN-Paar
bilden. Es sei W die Weyl-Gruppe von G, mit Erzeugendensystem S C W. Zeige:

(a) Fiir s € S ist BU BsB eine Untergruppe von G.

(b) Esseiw € W, w # 1, sodass BU BwB eine Untergruppe ist. Dann muss w € .S gelten.
Es folgt also, dass das Erzeugendensystem .S fiir W eindeutig bestimmt ist: Es ist genau die Menge
aller w € W, w # 1, sodass B U BwB eine Untergruppe von G ist.

Losung. (a) Ist g € B, so ist selbstverstindlich g=! € B, denn B eine Untergruppe ist. Aus
s> € H folgt s™! = shmith € H C B.Ist g € C(s), so gibt es by, b, € B mit g = b;sb,, also
g =by1s7 T = by s(hb!) € C(s).

Es fehlt also zu zeigen, dass gg’ € B U C(s) fiir alle g, g’ € B U C(s). Wegen der Multiplikati-
onsregeln der Bruhat-Zerlegung gilt

C(s)C(s) =C(1)u C(s) = BU C(s).

Nun unterscheiden wir vier Fille, je nachdem g und g’ in B oder C(s) liegen. Wir erhalten

B, falls g € Bund g’ € B,
¢ € C(s), falls g € Bund g’ € C(s),
C(s), falls g € C(s) und g’ € B,

C(s)C(s) = BUC(s), fallsge C(s)und g’ € C(s),

also gg’ € B U C(s) in allen vier Fillen.

(b) Da w € C(w) und B U C(w) eine Untergruppe ist, gilt w~! € BU C(w). Es kann aber nicht
w~! € B sein, sonst C(w™!) = C(1), also w™! = 1, was w # 1 widerspricht. Dementsprechend gilt
wl e C(w),d. h. C(w™!) = C(w) und damit w = w!.

Damit B U C(w) eine Untergruppe ist, muss gelten

C(w)C(w) € BU C(w). 4.9)

Es sei w = s, -+ s, ein minimaler Ausdruck fiir . Wir nehmen mit m > 2. Setze w, = s -+ s

S . — = -l =
und 7, =w = =s,- 5. Bemerke: w,, =w=w"" =1,.

Firalle0 <i < p—1gilt C(s;s;4 =+ 5,) = C(s)C (5741 **+ 5,), also

p

Cw,) =C(sy - 5,) =C(s))C(sy -+ 5,) = ... = C(51)C(5) - C(s)).
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Damit erhalten wir
C(w,)C(1,) = C(s)) -~ C(s,_)C(s,)C(s, ... 51)
= C(s)) = C(s,_1)(C(s)_y ... s)) U C(s, -+ 51))
=Cw, )(C(t,_)uC(,))
= C(w,_)C(t, 1) U Cw,_)C(1,).
Per Induktion gilt also
C(w)C(w) = C(w,)C(t,,)
= C(Wy_)C(t 1) UC(w,,_C(t,,)
= C(Wy_2)C(t ) U C(W,,_2)C(t,_) U C(w,,_C(t,,)

m
= ... = Cwy)C(ty) U | J Cw,_)C(,).
p=1
Insbesondere gilt C(s;) = C(1)C(s;) = C(wy)C(t;) € C(w)C(w). Wegen (4.9) gilt also C(s;) C
BuUC(w) = C(1) U C(w), aber das widerspricht die Bruhat-Zerlegung, denn C(s;), C(1) und C(w)
sind disjunkt. O

4.4 Coxeter-Gruppen und Weyl-Gruppen

Definition 4.28. Es sei .S eine Menge und M = (m,); , s eine (womdglich unendliche) quadratische
Matrix mit Eintrdgen in Z U {0}, sodass m,, = 1 und my, = m,; > 2 fiir alle 5, € .S, s # t. Es sei
F die freie Gruppe auf S und R = { (st)"s | s, € S, m, < oo }. Dann heift

W(M) :=(S|R)
die Coxeter-Gruppe zur Matrix M .

Bezeichnen wir die Bilder der s € S in W (M) mit 5, so gilt also 5% = 1 und (57)"» = 1 fiir alle
s,t € S mit my, < oo. Insbesondere 57 = f5 wenn m, = 2.

Beispiel 4.29. Es sei M € M,_,(Z) die Matrix

1 3 2
31 3
M = 31 - .
w3
2 3 1

Wegen Satz 3.16 ist die zu M zugehorige Coxeter-Gruppe isomorph zu S, . Dieses Ergebnis ist auch
ein Spezialfall von Satz 4.38 angewandt auf G = GL,(K).

Diedergruppen (Beispiel 3.11) und Dreiecksgruppen (Beispiel 3.12) sind auch Coxeter-Gruppen,
denen wir schon begegnet sind.
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Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen BN-Paaren und Coxeter-Gruppen untersuchen.
Nach dem Hauptsatz (Satz 4.38) ist die Weyl-Gruppe W einer Gruppe mit BN-Paar stets eine
Coxeter-Gruppe. Was wir aber eigentlich brauchen ist nicht das BN-Paar, sondern nur, dass das
Austauschlemma (Folgerung 4.20) gilt.

Zunichst seien W eine beliebige Gruppe und S ein Erzeugendensystem fiir W mit Ord(s) = 2
fiir alle s € S. Wegen s = s~! ist dann wieder jedes w € W darstellbar als w = s - 5, mit s; € S.
Ist m minimal, so heiflt der Ausdruck wieder reduziert und #(w) = m Linge von w. Wir nehmen
jetzt an, dass die Aussage des Austauschlemmas gilt.

Annahme 4.30. Es seien w € W, w = s, -+ s, ein reduzierter Ausdruck mit s; € S und s € S ein
beliebiges Element mit ¢ (sw) < ¢(w). Dann gibt es i € {1, ..., p} mit Sw = sy -+ 5;_1S;;1 =+ S

Lemma 4.31. Unter Annahme 4.30 seien w € W und w = s --- s, ein beliebiger Ausdruck mit
s; € S, nicht notwendig reduziert. Dann gibt es 1 < iy < ... <i, < m, sodass w = s; - Si, ein
reduzierter Ausdruck ist, d. h. p = ¢(w).

Beweis per Induktion auf m. Essei p = £(w). Ist m = 0 oder m = 1, so ist der Ausdruck w = 0 bzw.
w = 51 schon reduziert und die Aussage gilt. Es seinun m > 1. Ist w = s, --- s, bereits reduziert,
so ist nichts zu zeigen, denn p = m. Es sei also p < m. Dann gibteseini € {1,...,m — 1}, sodass
Siyq = 8, reduziert, aber s;s; ¢ - 5, nicht reduziertist. Nach Annahme 4.30 gibtes j € {i+1,...,m}
ML §;S;4 1+ Sy = Sipp =0 Sj_18j41 *** Sy AlsO ist

w = Sl eoe Sm = Sl ese Si—lsi+l .o Sj—lsj+l e sm‘
Der Ausdruck auf der rechten Seite hat m —2 Faktoren. Die Behauptung folgt dann per Induktion. [

Bemerkung 4.32. Es seien s, € .S mit s # ¢ und m = Ord(st) < co. Angenommen, m,, = m,
dann ist die Untergruppe W, = (s,t) < W isomorph zur Diedergruppe D,, der Ordnung 2m nach
Aufgabe 3.19. Die 2m Elemente von W, sind wie folgt gegeben:

1, s, st, sts, ..., sts--- (m — 1 Faktoren),
t, ts, tst, ..., tst--- (m — 1 Faktoren), A,
wobei
A, = ststs .- =tstst--- (jeweils m Faktoren).

Die Gleichheit zwischen den zwei Ausdriicken fiir A, folgt aus 1 = (s7)”. Alle obigen Ausdriicke
sind reduziert.

Definition 4.33. Ein Monoid ist eine Menge M zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung ,
sodass ein neutrales Element e € M exisitiert.

Satz 4.34 (Matsumoto, Tits). Unter Annahme 4.30 seien M ein Monoid und f : S — M eine
Abbildung, sodass fiir alle s,t € S mit s # t und my, = Ord(st) < oo gilt

F() = f@) % f(s)*...= f(t) * f(s)* f(t) * ... (jeweils my Faktoren). (4.10)
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Dann lisst sich [ zu einer Abbildung f : W — M fortsetzen, sodass

Fw) = f(s)) * ... % f(s,), 4.11)
Jalls w = sy -+ s, ein reduzierter Ausdruck mit s; € S’ ist.

Beweis. Gegeben w € W und ein reduzierter Ausdruck w = s -5, mit s; € 5, definieren

wir f (w) genau wie in (4.11). Das Ziel ist es nun zu zeigen, dass f wohledefiniert ist, d. h., falls
w =1, - 1, ein anderer reduzierter Ausdruck mit 7; € S ist, dann gilt in M

F(51) % ot f(5,) = fU) % oo % [(1). 4.12)

Das zeigen wir per Induktion auf p = #(w). Offensichtlich gibt es keine Ambiguitit, wenn p = 0
oder p = 1, denn es muss f(l) = eund f(s) = f(s) fiir s € S sein. Es sei nun p > 1.

Es gilt Z(tyw) = £(¢, - 1,) = p—1 < p. Nach Annahme 4.30 angewandt auf w gibt es
ie{l,...,ptmittjw =5y 5;_y5;4y 5y d. h

-1
w = tl Syt 81841 sp = tlsl e Sy Sig] SP’
Behauptung 4.35. Ist i # p, so gilt (4.12).

Beweis der Behauptung. Falls i # p, dann sind ws, = #;s5) - §;_1 S =+ Sp_) = §) = S,_| ZWel
reduzierte Ausdriicke fiir ws, (mit p — 1 Faktoren). Nach Induktion gilt

S = f(s) % oo fls_) % ook f(550) % .0 % f(sp_l) = f(s)) * ... * f(sp_l).

Andererseits sind 7;w = sy« 8;_1S;4 *** S, = 1, -+ 1, zwei reduzierte Ausdriicke fiir #;w (mit p — 1
Faktoren). Nach Induktion gilt

SO xoox f(s;_) % f(s00) % .0 % f(sp) = f(ty) * ... f(tp).

Damit erhalten wir

() o fs,) = (F(sp) # o fsp ) * f(5))
=(f() = fQs1) % sk flsmy) % ook flsiq) oo f(sp,p)) % f(s))
= f@) s (f(s) % oo flsm) % o fsp) % oo f(spp) * f(s,))
= f(t) % f(t) % ... % £(1,). O
Wir kdnnen also annehmen, dass i = p. Also f;w =5 -1, = 51 -+ 5, 1. Damitw =15 =+ 5, 4
und nach Induktion
f@y) oo f2)=f(s)) % ... % f(s, ).

Es gilt £(s;w) = £(sy ++- s,-1) = p— 1 < p. Nach Annahme 4.30 ist s, w gleich dem Produkt
1ysy +-- s,_; mit einem Faktor weniger. Nach den gleichen Argumenten wie in Behauptung 4.35 muss
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dies wieder der letzte Faktor sein. Also syw = s5 +++ s, =1;5) - 5,_». Damit w = 5,75, --- 5,_, und
nach Induktion

S(sy) * ...o% f(sp) = f(t;) % f(sy) * ... % f(sp_z).

Es gilt £(tyw) = £(t, - 1,) = p—1 < p. Nach Annahme 4.30 ist t;w gleich dem Pro-
dukt s,7;s; -+ s,_, mit einem Faktor weniger. Nach den gleichen Argumenten wie in Behaup-
tung 4.35 muss dies wieder der letzte Faktor sein. Also 1jw = t, -1, = st;5) -+ 5,_3. Damit
w = tyst;s - s,_3 und nach Induktion

Sty) % .. % f(tp)=f(s1) w® f(t)) % f(59) * ... *f(sp_3).

Nach p — 1 Schritten werden alle Faktoren s,, ..., s » verschwinden. Tauschen wir nun die Rollen

von s und 7 und wenden genau die gleichen Argumente wieder an, so erhalten wir
w=tlsltlsltl oo =S1t1S1t1S1 oee (413)
und

J(sp) koo f(s,) = fls)) x f(t) * f(sp)- ...,
J@) *ox f(,) = f@)* f(s)* f(t)- ...,

jeweils mit p Faktoren. Aus (4.13) folgt (s,¢;)’ = 1, also p > mg, = Ord(s,t;). Andererseits sind
die Ausdriicke in (4.13) reduziert, also p < m ; wegen Bemerkung 4.32. SchlieBlich muss p = m, ;
sein, also folgt (4.12) aus Voraussetzung (4.10). ]

Folgerung 4.36. Unter Annahme 4.30 seien F die freie Gruppe auf S und
R:={s’|seS}u{(st)y" |s,t€S,s#t,m,=0rd(st) <co}CF.
Dannist W = (S| R).

Beweis. Bssei F := (S| R) = F/{R)). Nach dem Relationenlemma (Lemma 3.9) gibt es einen
surjektiven Homomorphismus ¢ : F — W mit ¢(5) = s fiir alle s € S.
Die Gruppe F ist insbesondere ein Monoid. Wegen (s¢)™ € R gilt (57)™s = 1 und damit

5t§ .- =15t (jeweils mg, Faktoren).

D. h., die Abbildung f : S — F definiert durch s — 5 erfiillt die Voraussetzungen von Satz 4.34.
Also gibt es eine Fortsetzung f : W — F mit f(w) = 5, - §,,, wenn w = s --- s,, ein reduzierter
Ausdruck mit s; € S ist.

Behauptung 4.37. Die Abbildung f ist ein Homomorphismus.
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Beweis der Behauptung. Wir miissen zeigen, dass f (yw) = f ») f (w) fiir alle y,w € W. Per
Induktion nach #(y) geniigt es eigentlich zu zeigen, dass f(sw) = 5f(w) firalle s € S und w € W.

Angenommen £ (sw) > £(w), sei w = s, -+ 5, ein reduzierter Ausdruck mit s; € S. Dann ist
ssp -+ 5,, ebenfalls reduziert, also

fsw) = f(ssy - 5,,) =55 5, = 5f(s1 - 5,,) = 5 (w).

Angenommen £ (sw) < £(w), setze w' = sw, sodass w = sw'. Dann ist Z(sw’) > £(w'), also
f(sw') = 5f(w') nach obiger Rechnung. Aus s2 € R folgt 52 = 1, also f(sw) = 5f(w). O

Damit sind ¢ und f jeweils Homomorphismen mit @o f = idy, und f o@ = id. Das bedeutet,
dass W =~ F. O

Satz 4.38 (Hauptsatz). Es seien G eine Gruppe mit BN-Paar und W die zugehorige Weyl-Gruppe
mit Erzeugendensystem S. Es seimy, € Z U {0} die Ordnung von st € W fiir s,t € S. Dann ist
W isomorph zur Coxeter-Gruppe W (M), wobei M = (my,), ,c-

Beweis. Die Weyl-Gruppe einer Gruppe mit BN-Paar erfiillt Annahme 4.30 wegen des Austauschlem-
mas (Folgerung 4.20). Die Behauptung des Satzes ist also eine Konsequenz von Folgerung 4.36. [J

4.5 Aufgaben

Aufgabe 4.39. (Diese Aufgabe enthilt eine weitere Anwendung des Lemmas von Matsumoto-Tits.)
Es sei W eine Gruppe, S C W eine Teilmenge mit W = (.S) und Ord(s) = 2 fiir alle s € S.
Es gelte die Austauschbedingung fur (W, .S). Es sei M die Potenzmenge von W . Wir definieren
eine Verkniipfung *: M X M — M durch A « B={ab|a € A,b € B} fir A, B € M. Diese
ist offenbar assoziativ, und die Menge {1} ist neutrales Element beziiglich . Betrachte nun die
Abbildung
fi8S->M, s {1,s}.

(a) Zeige: Die Voraussetzungen des Satzes von Matsumoto—Tits sind erfiillt. Also ldsst sich f zu
einer Abbildung f : W — M fortsetzen.

(b) Fiir y, w € W schreiben wir y < w, wenn y € f (w) gilt. Zeige: y < w impliziert £(y) < £(w).

(c) Zeige, dass < eine partielle Ordnung auf W ist, die sogenannte Bruhat—Chevalley-Ordnung.

(d) Bestimme alle y, w € W = S; mit y < w.

(e) Finde Elemente y,w € W = S, mit £(y) < £(w) und y % w.
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