9. Ubung zur Algebra
Prof. M. Geck, Dr. L. Iancu, WiSe 2023/2024

Aufgabe 1. (V) Welche der folgenden Aussagen ist wahr oder falsch? (Geben Sie eine kurze
Begriindung oder ein Gegenbeispiel):

(i) Ist R ein kommutativer Ring mit |R| = oo, so ist auch |[R*| = oco. (Hier bezeichnet wie
iiblich R* die Gruppe der Einheiten.)
(ii) Q[X] ist ein Korper.
(iii) Sind R und S Ringe mit R = S, so ist jeder Ring-Homomorphismus ¢: R — S ein Isomor-
phismus.
(iv) Jeder kommutative Ring ist ein Teilring eines Korpers.
(v) Ist : R — S ein Ring-Homomorphismus und I < R ein Ideal, so ist auch ¢(I) ein Ideal.
(vi) Ist K ein Korper, R # {0} ein kommutativer Ring und ¢: K — R ein surjektiver Ring-
Homomorphismus, so ist R ein Korper.
(vii) Das Polynom X3 + 2X + 4 is irreduzibel in F5[X].
(viii) 2 ist irreduzibel in Z[i].
(ix) 3 ist irreduzibel in Z[i].
(x) Fiir alle n € Z ist das Polynom X? + 7X3 + 7n irreduzibel in Z[X].
(xi) 1+14v2 € Z[iv2]*.
(xii) 5 — 2iv/2 ist irreduzibel in Z[iv/2].

Aufgabe 2. (V) Finden Sie eine Faktorisierung in irreduzible Polynome fiir die folgenden Poly-
nome. Begriinden Sie Thre Antwort.

(a) in Z[X] : 2X3 —5X2 —4X + 10, X3 —7X?%+3X +3, 2X7 + 11X3 — 33X + 22,
X4 17X + 23, XP 4 X34 X2+ X +1, X0-5X°4+6X*-3X34+15X2-17X —3.

(b) in Q[X] : X*+10X%—50X2+20, X7—-9X3 2X°+3X%4+ X341
(c) in RIX]: X3 —7X?%+3X +3, X441, XT-9X3, X4+ X34+ X?24HX 41

Aufgabe 3. (V) Fiir eine Primzahl p sei F,, := Z/pZ der Kérper mit p Elementen. Sei F,[X] der
Polynomring tiber F),.

(a) Zeigen Sie: Es gibt genau 2p(p — 1) normierte, irreduzible Polynome f € F,[X] vom Grad 2.
(b) Fiir p = 2, 3, bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome in [F,[X] vom Grad < 4.

Bemerkung: Wir werden spater in der Vorlesung zeigen, dass es zu jedem n > 1 mindestens ein
irreduzibles Polynom f € F,[X] mit Grad(f) = n gibt. (Dies ist nicht selbstversténdlich!)
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Aufgabe 4. (Schriftlich, 9=34-3+43 Punkte)
(a) Sei R faktoriell und K Quotientenkorper von R. Sei 0 # f € R[X] normiert mit Grad(f) > 1.
Zeigen Sie: Ist a € K eine Nullstelle von f, so folgt o € R.

(b) Seien nun R =7, K = Qund 0 # f = a, X" 4+ -+ + a1 X + a9 € Z[X]. Zeigen Sie: Ist
a=7 € Qmita,beZ b#0 (gekiirzter Bruch) eine Nullstelle von f, so gilt a | ap und b | ay,.

(c) Sein € N. Zeigen Sie dass es unendlich viele normierte irreduzible Polynome in Z[X] vom Grad
n gibt.

Aufgabe 5. (Schriftlich, 6=3+43 Punkte) Fiir n > 1 sei ®,, € Z[X] das n-te Kreisteilungspolynom
mit Grad(®,,) = ¢(n), wie in Satz 12.12 der Vorlesung.

(a) Zeigen Sie: Ist n > 1 ungerade, so gilt ®9, = @, (—X).
Zum Beispiel: &3 = X2+ X +1 und &6 = X2 — X + 1 = &3(—X).

(b) Finden Sie eine explizite Formel fiir ®,, fiir den Fall, dass n eine Potenz von 2 ist.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Am 18./19. Dezember, vor den [“Ibungsgruppen.



