5. Ubung zur Algebra
Prof. M. Geck, Dr. L. Iancu, WiSe 2023/2024

Aufgabe 1. Sei G = SLy(F3), wobei F3 = Z/3Z Koérper mit 3 Elementen ist.
(a) Zeigen Sie |G| = 24. (Benutzen Sie die Formel fiir |GL,,(K)| in Beispiel 8.6(b) der Vorlesung.)
(b) Wie viele Elemente der Ordnung 2 gibt esin G 7 Ist G = Sy ?

Aufgabe 2. Wir betrachten die abelsche Gruppe (Q,+). Sei G = (Q/Z, +).

(a) Finden Sie ein Vertretersystem der Nebenklassen von Z in Q.

(b) Zeigen Sie dass jedes Element in G endliche Ordnung hat.

(c) Zeigen sie dass es fiir jedes n € N genau eine Untergruppe H,, der Ordnung n gibt und dass
H,, zyklisch ist. AuBlerdem ist G' = (J,,cry Hn-

Aufgabe 3. (Schriftlich, 6 Punkte) Sei H die folgende Teilmenge von C :

H={zeC| |z|=1} (alle komplexen Zahlen mit Absolutbetrag 1).
(a) Zeigen Sie dass (H, ) eine Untergruppe von (C*,-) ist (wobei C* = C\ {0}).
(b) Zeigen Sie dass (R/Z, +) = (H,-).
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Hinwets. Man konnte z.B. folgende Abbildung betrachten : R — C*, =z e

Aufgabe 4. (Schriftlich, 9 Punkte) Sei G eine Gruppe und Aut(G) die Menge aller bijektiven
Gruppenhomomorphismen a: G — G (auch Automorphismen genannt).

(a) Zeigen Sie, dass Aut(G) eine Gruppe ist, mit der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen

als Verkntipfung.

(b) Fiir festes g € G definieren wir eine Abbildung v,: G — G durch 7, (z) = gzg~! fiir alle z € G.
Zeigen Sie, dass v, € Aut(G) gilt.

(c) Zeigen Sie: Die Abbildung v: G — Aut(G), g — 74, ist ein Gruppen-Homomorphismus mit
Kern(y) = Z(G). Sei Inn(G) = {v4 | g € G}. Zeigen Sie: Inn(G) < Aut(G). Die Automorphismen
in Inn(G) heiBen “innere Automorphismen”.

Aufgabe 5. (a) Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass wenn G endlich
ist so ist auch ¢(G) endlich und |p(G)| teilt |G].

(b) Sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass wenn H endlich ist so ist auch
©(@G) endlich und |p(G)] teilt |H|.

(c) Seien G, H Gruppen, dann gibt es immer den trivialen Homomorphismus ¢: G — H definiert
durch ¢(g) = 15, Vg € G.

Fiir jeden der folgenden Falle, geben Sie ein Beispiel eines nicht trivialen Homomorphismus an oder

begriinden Sie dass keiner existiert :

(1) ¢: Z/18Z — Z/12Z (13) @: ZJ12Z — Z/5Z (t31) p: Z/mZ — Z/nZ

() @: Z)27 X ZJAZ — Z./]27 X Z./5Z (v) p: Qs — Z/AZ (vi) ¢: Dg — Ss
(vii) @: Sq4— S (viii) ¢: Z/37 — Z (ix) p:Z — Ss () ¢: ZXZ — 2Z.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Am 13./14. November, vor den Ubungsgruppen.
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