12. ["Jbung zur Algebra
Prof. M. Geck, Dr. L. Iancu, WiSe 2023/2024

Aufgabe 1. (V) Bestimmen Sie Zerfallungskorper L O Q (jeweils als Teilkorper von C) der
folgenden Polynome f € Q[X], sowie die Kérpergrade [L : QJ:

x3-1, x3-3  Xx6-8  X*4+5X2+6, X°—1.

Hinweis : Fir das letzte Polynom, bestimmen Sie zuerst cos(27/5) und sin(27/5).

Aufgabe 2. (Schriftlich, 8=2+42+2+2 Punkte)  Sei o = 2cos(27/9) € R.

(a) Zeigen Sie, dass « algebraisch iiber Q ist. Schreiben Sie dazu o = (g —I—Cg_l, wobei (g = e2™/9 € C

eine primitive neunte Einheitswurzel ist.

(b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f = pu, € Q[X] von « iiber Q. Schreiben Sie dazu
a=Co+(y ! wie in (a), berechnen Sie damit a?, o2, ..., und versuchen Sie, eine Linearkombination

zwischen diesen Potenzen zu finden.

(c) Zeigen Sie (z.B. mit einer Kurvendiskussion), dass f drei verschiedene reelle Nullstellen hat.
Zeigen Sie, dass = 2cos(47/9) und v = 2 cos(87/9) die beiden weiteren Nullstellen sind.

(d) Nach (c) ist L = Q(«, 5,7) C R ein Zerfallungskorper von f. Bestimmen Sie [L : Q).

Aufgabe 3. (V) Sei p = 3 und f := X2 + 1 € F3[X]. Dann ist f irreduzibel (keine Nullstelle
in F3). Nach Vorlesung ist K := F3[X]/(f) ein endlicher Kérper mit |K| =32 =9. Seia = X € K;
dann lasst sich jedes Element x € K eindeutig schreiben als x = ag 4+ a1« mit ag, a; € Fs.

(a) Bestimmen Sie die Multiplikationstabelle fir K, d.h., fiir z = ap+a1a € K und y = bp+b1a € K
(mit a;,b; € F3), bestimmen Sie ¢y, ¢; € F3 mit x -y = co + cro.

(b) Bestimmen Sie ein Element v = ¢y + cia € K mit K* = (7).

Aufgabe 4. (Schriftlich, 11=2434-3+3 Punkte)

(a) Seip=2,n=3und f:= X>+ X + 1 € F5[X]. Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist.

Nach Vorlesung ist K = Fo[X]/(f) ein Korper mit |K| =23 = 8.

(b) Zeigen Sie, dass K* = (a) gilt, wobei a = X € K.

(c) Nach (b) gilt K = {0} U{a’|i = 0,1,...,7}. Bestimmen Sie die Additionstabelle von K.
D.h., fiir z = o' € K und y = o/ € K, finden Sie heraus, ob x + y = 0 gilt; wenn nicht, so finden
Siel € {0,1,...,7} mit z +y = ol.

(d) Finden Sie i € {0,1,2,...,7} mit (o +1)"! = a’.
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Aufgabe 5. (V) Sei f:= X3 +3X +4 € F5[X].
(a) Wir betrachten den Faktorring K = F5[X]/(f). Wieviele Elemente hat K ? Ist K ein Korper ?
Sei a := X € K; dann liisst sich jedes Element = € K eindeutig schreiben als x = ag + aja + aza?®

mit ag, a1, az € Fs.
(b) Schreiben Sie in dieser Form folgende Elemente :
at, b (2a+3)(Ba?+a+4), (da?+3)%

(c) Bestimmen Sie ag, a1, as € F5 mit (3 4+ 402)~! = ag + a1 + aza?.

Aufgabe 6. (Z) Sei p eine Primzahl und K ein endlicher Kérper mit |K| = p™, wobei n > 1. Ziel
dieser Aufgabe ist es, einen Uberblick iiber alle Teilkérper von K zu erhalten.

(a) Sei K’ C K ein Teilkorper. Dann haben wir Korpererweiterungen F,C K " C K. Schlieflen Sie
daraus, dass |K’| = p? mit d € N und d | n gilt. Zeigen Sie dann K’ = {z € K | 27" = z}.

(b) Umgekehrt: Sei d € N mit d | n. Zeigen Sie, dass dann p? —1 | p™ — 1 gilt. SchlieBen Sie daraus,
dass K’ = {z € K | 27" = 2} ein Teilkérper von K mit |K’| = p ist.

Damit ist also gezeigt: Ist d | n, so gibt es genau einen Teilkérper K/ C K mit |K'| = p? (nimlich
K' ={zeL| o = x}). Sonst gibt es keine weiteren Teilkérper von K.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Am 22./23. Januar, vor den Ubungsgruppen.



