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Dieses Skript zur Vorlesung Algebra (V4U2, 14-15 Wochen) ist geeignet sowohl fiir die
Bachelor- als auch die Lehramtsvariante; es handelt sich um eine etwas schlankere, leicht

modifizierte und umorganisierte Version des Textes:

M. GECK, Algebra: Gruppen, Ringe, Kéorper — Mit einer Einfihrung in die Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen. Edition Delkhofen, 2014. (Erhéiltlich z.B. im Stuvus-Kopierladle.)

In diesem Skript ist insbesondere das erste Kapitel eine ausfiihrlichere Einleitung, in der
an Definitionen und Beispiele erinnert wird, die vermutlich schon zumindest ansatzweise in
der Vorlesung Lineare Algebra I (oder Analysis I) eine Rolle spielten. Auferdem werden
hier bereits einige grundlegende Begriffe und Konstruktionen eingefiihrt, bevor sie in den

spateren drei Kapiteln zu Gruppen, Ringen und Koérpern vertieft werden.

Die “Galois-Theorie” wird in obigem Text behandelt (und auch dort bereits in einer gegeniiber
vielen Lehrbiichern vereinfachten Form), kommt aber hier nicht mehr vor. Alternativ ist
dieser Teil des Stoffes auch zum Beispiel gut geeignet fiir 4-5 Vortrége in einem Hauptseminar
in einem der folgenden Semester. Auch ohne Galois-Theorie werden wir trotzdem das Ziel
erreichen, den berithmten “Satz von Abel-Ruffini” von zeigen: Es gibt keine allgemeinen

Losungsformeln fiir Polynome vom Grad > 5.

Der obige Text enthélt ansonsten einige Ergdnzungskapitel, die weitere Algebra-Themen
behandeln und auch zum Selbststudium geeignet sind (z.B. eine Einfithrung in die Charak-
tertheorie endlicher Gruppen). Umgekehrt findet sich bis auf wenige Ausnahmen alles, was
in diesem Skript vorkommt, auch in obigem Text (manchmal mit alternativen Beweisen). Ei-
ne solche Ausnahme ist die Beschreibung des RSA-Verschliisselungs-Verfahrens in §77; eine
weitere der sogenannte Hauptsatz iiber symmetrische Polynome (siehe §77). Schlieflich wird

in einem Anhang die Existenz eines algebraischen Abschlusses eines Korpers diskutiert.

Im Durchschnitt werden pro Woche etwa 6 Seiten dieses Skriptes behandelt (am Anfang,
bei den Wiederholungen aus der Linearen Algebra, etwas mehr). Kommentare sehr will-

kommen! (Insbesondere Druckfehler, sonstige Unklarheiten, Verbesserungsvorschlige etc.)

Stuttgart, September 2023


https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/idsr/idsr1/geckmf
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Kapitel I: Grundlagen

In der Linearen Algebra haben Sie vermutlich bereits die Definitionen der grundlegenden
algebraischen Strukturen gesehen: Gruppen, Ringe, Korper und natiirlich Vektorrdume. In
diesem Einleitungskapitel beginnen wir mit einigen Erinnerungen, Beispielen und grundlegen-
den Konstruktionen. Alle Argumente werden hier etwas ausfiihrlicher als spéter ausgefiihrt,

weil sie tatsachlich wesentlich zum Verstandnis des weiteren Stoffes sind.

1. Algebraische Strukturen

Eine nicht-leere Menge G zusammen mit einer Verkniipfung *x: G x G — G heifst Gruppe,
wenn die Verkniipfung assoziativ ist (also a x (b xc) = (a *b) xc fiir alle a,b,c € G),
es ein neutrales Element gibt (also ein e € G mit axe = exa = a fiir alle a € G) und
jedes Element von G ein Inverses besitzt (es also zu jedem a € G ein a’ € G gibt mit
axa’ = a’xa = e). Wie bei Vektorrdumen zeigt man dann leicht, dass das neutrale Element
e eindeutig bestimmt ist, und dass das Inverse eines Elements ebenfalls eindeutig bestimmt
ist. Beachte: Fiir das Inverse eines Produktes gilt die Regel (axb)’ = b’xa’ fiir alle a,b € G.
(Denn: Setze ¢ := b’ % a’. Dann gilt bxc =bx (b’ xa’) = (bxb’)xa’ =exa’ = a’ und
damit (a*xb)*c=ax*(bxc)=ax*a’=e; analog sieht man cx (axb) =e.)

Beispiele von Gruppen:

e Sei n > 1. Die symmetrische Gruppe S, ist die Menge aller bijektiven Abbildungen
o:{1,...,n} — {1,...,n} (auch Permutationen genannt), zusammen mit der Hinterein-

anderausfithrung “o” als Verkniipfung. Das neutrale Element ist die identische Abbildung

id € S, (mit id(i) =1 fiir 1 <i < n) und das Inverse von o € S, die Umkehrabbildung o~".

Elemente von S,, schreiben wir in der Form o = 1 zZ o ...oom € S,.
o(1) o(2) ... o(n)
Sei etwan =3 und 0 = (%g) €S53, 1= (} gz) € S3; dann ist coT = ( ?) (denn (ooT)(1) =

12

23

o(t(1)) =0(1) =2, (007)(2) = 0(t(2)) = 0(3) =3, (0071)(3) = 0(T(3)) = 0(2) =1).
e Etwas allgemeiner: Sei X # & eine Menge und Sx die Menge aller bijektiven Abbildungen
0: X — X. Dann ist Sx eine Gruppe mit der Hintereinanderausfiihrung “o” von Abbildungen
als Verkniipfung. Das neutrale Element ist die identische Abbildung idx; das Inverse von ¢ €
Sx ist wiederum die Umkehrabbildung von o. Diese Gruppe heifst symmetrische Gruppe
auf X. Dann gilt also S, = Sx mit X ={1,...,n}.

e Sei K ein Korper und n > 1. Mit M,,(K) bezeichnen wir den Vektorraum aller n x
n-Matrizen mit Eintrdgen in K. Aus der Linearen Algebra ist bekannt: A € M, (K) ist
invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 gilt; aufserdem: Fiir A, B € M,,(K) gilt det(A-B) =
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det(A) det(B). Damit ist GL, (K) :={A € M (K) | det(A) # 0} eine Gruppe mit der tiblichen
Matrixmultiplikation als Verkniipfung; das neutrale Element ist die Einheitsmatrix I,,. Diese

Gruppe heifst die allgemeine lineare Gruppe.

Definition 1.1. Eine Gruppe G heikt abelsch (zu Ehren des Mathematikers H. N. Abel),
wenn die Multiplikation kommutativ ist, also ax b = b x a fiir alle a,b € G. In diesem Fall
wird die Verkniipfung auch oft als Addition a + b geschrieben, das neutrale Element mit 0

bezeichnet und das Inverse von a € G mit —a.

Beispiele: Die Gruppe der ganzen Zahlen Z, mit der iblichen Addition, ist abelsch. (Beziiglich
der Multiplikation ist Z keine Gruppe, weil nicht jedes Element ein Inverses besitzt.) Die

symmetrischen Gruppen S; und S, sind ebenfalls abelsch. Fiir n = 3 gilt:

(123 (V23 L o (123 Lagg (123
°=\213) " li32 °°t=\231) 777 \312)

Also ist S3 nicht abelsch; genauso sieht man, dass S, fiir n > 3 niemals abelsch ist. Fiir
n =1 ist GL1(K) ={(a) | 0 # a € K} abelsch; fir n > 2 ist GL,(K) nicht abelsch. (Finden

Sie selbst zwei invertierbare Matrizen, die nicht vertauschbar sind.)

Abelsche Gruppen sind bereits aus der Linearen Algebra vertraut: Ein Vektorraum V iiber
einem Korper K ist zundchst eine abelsche Gruppe (V,+), auf der zusétzlich eine “Gufere”
Verkniipfung K x V. — V (Multiplikation von Vektoren mit Skalaren aus einem Korper K)

definiert ist, so dass die bekannten Bedingungen gelten.

Ein Ring R ist eine abelsche Gruppe (R, +), auf der zusétzlich eine Multiplikation e: RxR —
R definiert ist, die assoziativ ist und so dass die Distributivregeln gelten: a e (b + ¢) =
aeb+aecund (a+b)ec=aec+bec fir alle a,b,c € R.

Aus diesen Regeln folgt zum Beispiel sofort: ae0=0ea=0 fiir alle a € R.

Wir bezeichnen R als kommutativen Ring, wenn die Multiplikation kommutativ ist, also

aeb =Dbea gilt fiir alle a,b € R.

Standard-Beispiele: R = Z ist ein kommutativer Ring, mit der iiblichen Addition und Multi-
plikation von ganzen Zahlen. Auferdem ist R = M,,(K) ein Ring mit der iiblichen Addition

und Multiplikation von Matrizen. Dieser Ring ist kommutativ genau dann, wenn n = 1.

Definition 1.2. Sei R ein Ring, der ein neutrales Element 1y beziiglich der Multiplikation

besitzt (kurz: R ist ein Ring mit 1). Ein Element a € R heifit Einheit, wenn a beziiglich der

Multiplikation ein Inverses besitzt, es also ein b € R gibt mit aeb = b e a = 1z. Dann heifst
R* :={a € R | a Einheit}

die Einheitengruppe von R. Zum Beispiel ist Tg € R*. Man sieht sofort, dass R* tatsdchlich

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation in R ist; das neutrale Element ist Tg.
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Beachte: Der Extremfall Tg = 0 ist in der Definition nicht ausgeschlossen. Aber aus 1g =0
folgt a =aelg=ae0 =0 fiir alle a € R; also R = R* ={0}.

Ein Kérper K ist damit ein kommutativer Ring mit 1 # 0, so dass K* = K\ {0} gilt. Dann
heifst K* auch die multiplikative Gruppe von K. Standard-Beispiele sind Q, R und C; fiir
jede Primzahl p gibt es auch einen Korper F, mit p Elementen (den Sie vielleicht schon in

der Linearen Algebra gesehen haben; ansonsten siehe §77).

Beispiele zu Einheitengruppen: Fiir R = Z ist Z* = {1, —1}. Fiir R = M,,(K) (mit K Koérper)
ist M, (K)* ={A € M,.(K) | A invertierbar} = GL,, (K).

Eine Methode, um neue algebraische Strukturen zu erhalten, besteht darin, Unterstrukturen

zu betrachten (analog zu Unterrdumen von Vektorrdumen).

Definition 1.3. (a) Sei (G, *) eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. Dann heifst U eine
Untergruppe von G (in Zeichen: U < G), wenn gilt:

1c e U, axbel und a’ e U fiir alle a,b € U.

(Hier ist a’ das Inverse von a.) Dann ist U zusammen mit der Einschrénkung der Verkniip-

fung auf G auch selbst eine Gruppe. Zum Beispiel sind {1g} und G immer Untergruppen.

(b) Sei (R, +, ®) ein Ring und S C R eine Teilmenge. Dann heifst S ein Teilring von R, wenn
S eine Untergruppe von R beziiglich der Addition + ist und auferdem a e b € S fiir alle
a,b € S gilt. Wiederum ist S selbst zusammen mit den Einschriankungen der Verkniipfung

auf R auch selbst ein Ring. Zum Beispiel sind {0} und R immer Teilringe.

Bemerkung 1.4. Sei {U;}ic; eine Familie von Untergruppen von G (mit beliebiger Index-
menge ). Dann ist auch ();; U; eine Untergruppe (wie Sie sofort nachpriifen), aber (J,c; Us
ist im Allgemeinen keine Untergruppe (siche Ubungen). Analoge Aussagen gelten fiir Durch-

schnitte von Teilringen.

Beispiel 1.5. Sei G = GL,(K) die allgemeine lineare Gruppe. Sei B,,(K) C G die Teilmen-
ge, die aus allen oberen Dreiecksmatrizen mit Eintragen ungleich Null auf der Diagonalen
besteht. Dann ist B, (K) eine Untergruppe. Denn erstens gilt I,, € B, (K). Sind aufserdem
A, B € B,(K), so folgt leicht aus der Definition des Matrixprodukts, dass auch A -B eine obe-
re Dreiecksmatrix ist; sind aufserdem ay, ..., a, die Diagonaleintrdge von A und by,..., b,
die Diagonaleintrage von B, so sind a;by,..., a,b, die Diagonaleintrige von A -B. Also sind
auch diese alle ungleich Null und damit A-B € B, (K). Schlieklich gilt det(A) = a;--- a, # 0,
also ist A invertierbar. Dann muss man sich noch {iberzeugen, dass A~" ebenfalls eine obere

Dreiecksmatrix ist, mit Diagonaleintragen a?l, ...ya;!. Also ist auch A~' € B, (K).
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Beispiel 1.6. Die Gauf8’schen Zahlen Z[i] := {(n+ mi | n,m € Z} C C bilden einen
Teilring des Korpers C (wobei wie iiblich i = v/=1 € C). Denn sind n + mi € Z[i] und
n’ +m'i € Z[i], so gilt

Mm+mi)+ ' +mi) =n+n')+ (m+m')ieZlil,

Mm+mi)- (M +m'i) = (M’ —mm’') + (nm’ +n'm)i € Z[l.
Daran sieht man sofort, dass die Teilring-Bedingungen gelten. Da C ein Kérper ist, ist Z[i]

ein kommutativer Ring. Die Zahl 1 ist das neutrale Element beziiglich der Multiplikation.

Behauptung: Zi* ={1,—1,1,—i}.

Dazu: Es ist klar, dass 1 und £i Einheiten sind. Sei umgekehrt 0 # n + mi € Z[i]*.
Dann gibt es also n’,m’ € Z mit 1 = (n + mi)(n’ + m’i). Anwenden von komplexer
Konjugation ergibt T = (n — mi)(n’ — m'/i), also ist auch n — mi € Z[i]* und damit

n?4+m? = (n4+mi)(n—mi) € Z[i]*. Also gibt esn”, m” € Z mit 1 = (M?+m?)(n"+m"i) =
(M24+m?)n”+(n?+m?)m”i; dann muss aber 1 = (n?4+m?)n” gelten, also n*+m? = +1. Dies
ist nur moglich fiir n =0, m = %1 oder fir n = £1, m = 0. — Wie man an diesem Beispiel

erahnt, kann es fiir beliebige Ringe durchaus schwierig sein, die Einheiten zu bestimmen.

Bemerkung 1.7. Sei R ein Ring und S C R ein Teilring. Besitzt R ein Eins-Element, so
muss S nicht unbedingt ein Eins-Element besitzen. Und selbst wenn dies der Fall ist, so

kénnen R und S verschiedene Eins-Elemente besitzen. Beispiele:

e Sei S := 27 = {alle geraden ganzen Zahlen} C R = Z. Dann ist S ein Teilring; dieser besitzt

aber kein Eins-Element.
e Sei S = {(g 8) | a € Q} € R=M;(Q). Dann ist S ein Teilring mit Eins-Element (3) g) # 15,

SchlieRlich: Ist 0 # s € S eine Einheit in R, so gibt es also ein Inverses s~ € R, aber es muss
nicht unbedingt s~' € S gelten. Beispiel: S=Z CR=0Q, 27" = % e Q\Z.

Ein weiteres allgemeines Konstruktionsprinzip sind direkte Produkte.

Definition 1.8. Seien (Gy,*;) und (Gj,*;) Gruppen. Wir betrachten das kartesische Pro-
dukt G := G; x G, ={(ay,a;2) | a1 € G1,a; € G,} und definieren eine Verkniipfung auf G
durch (aj, a;) % (by,by) := (a; *x1 by, az x; by) fiir alle a;,b; € Gy und ay, b, € G,. Dann
sieht man leicht, dass (G, %) auch eine Gruppe ist, die als direktes Produkt bezeichnet
wird. Das neutrale Element ist e := (e, e;) € G wobei e; das neutrale Element in G; und
e; € G, das neutrale Element in G, ist. Das Inverse von (aj,a;) € G ist gegeben durch
(ar,a2)” = (af,a}), wobei jeweils a/ € G; das Inverse zu a; in G; ist. Sind G; und G;
abelsch, so ist auch G abelsch.
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Analog definiert man auch das direkte Produkt von zwei Ringen (Ry, +1, ®;) und (Rz, +,, ;).
Man bildet das kartesische Produkt R := R; x R; und definiert Verkniipfungen

(ar,az) + (by,b2) :=(a; +1 by, a2 +2by) und (as,az) @ (by,by) := (a; &; by, a, e, by)

fiir alle a;, by € Ry und a,,b; € R;. Dann sieht man leicht, dass (R, +, ) wieder ein Ring ist.
Sind R; und R, kommutativ, so ist auch R kommutativ. Besitzen R; und R, Eins-Elemente
Tg, und Tg,, so ist Tx = (Tg,, Ig,) ein Eins-Element von R. In diesem Fall folgt dann auch
sofort, dass R* = R} x R} gilt.

Schliefslich erwédhnen wir, dass direkte Produkte nicht nur mit zwei Faktoren, sondern auch

mit endlich vielen Faktoren gebildet werden kénnen.

2. Faktorstrukturen

Sei M eine nicht-leere Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M (also eine reflexive,
symmetrische, transitive Relation). Fiir m € M bezeichne [m] := {m’ € M | m’ ~ m} die
Aquivalenzklasse von m. Sei M/~ die Menge der Aquivalenzklassen. Ist M nicht nur eine
Menge, sondern eine algebraische Struktur, und ist ~ mit dieser Struktur vertrdglich, so
besteht eine gute Chance, dass auch M/~ wieder eine (neue) algebraische Struktur ist. Dies

ist ein sehr vielseitiges und schlagkriftiges Konstruktionsprinzip.

Als erstes und bekanntes Beispiel behandeln wir die rationalen Zahlen, also Briiche 7- € Q mit
n, m € Z wobei m # 0. Ein Bruch wie % € Q kann auf verschiedene Weise dargestellt werden,
2 _4_ -0

etwa § = ¢ = —z. Der formal korrekte Hintergrund dieser verschiedenen Darstellungsweisen

ist letztlich eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 2.1. (Konstruktion von Q aus Z). Sei M := Z x (Z \ {0}), also die Menge aller
Paare (a,b) mit a,b € Z und b # 0. Wir definieren eine Relation ~ auf M wie folgt: Fiir
(a,b) € M und (c,d) € M sei (a,b) ~ (¢,d), wenn ad = bc. Diese Relation ist reflexiv,
denn es gilt (a,b) ~ (a,b) wegen ab = ba. Sie ist symmetrisch, denn aus (a,b) ~ (c,d)
folgt ad = bc und damit auch cb = da, also (c,d) ~ (a,b). Schlieklich ist ~ auch transitiv,
denn seien (a,b) ~ (¢,d) und (c,d) ~ (e,f); dann gilt ad = bc, ¢f = de und damit
daf = (ad)f = (bc)f = b(cf) = b(de) = dbe. Nun ist d # 0, also kann man d auf beiden
Seiten kiirzen. Also gilt auch af = be und (a,b) ~ (e, f).

Damit ist ~ eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von (a,b) € M bezeichnen wir
mit a/b; die Menge aller Aquivalenzklassen definieren wir als Q :={a/b | a,b € Z,b # 0}.

Wir wollen nun Verkniipfungen auf QQ definieren. Fiir (a,b) € M und (¢, d) € M setzen wir:

a/b + ¢/d:= (ad + be)/bd und a/b - ¢/d:= (ac)/(bd).
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(Beachte: Wegen b # 0 und d # 0 ist auch bd # 0.) Damit diese Operationen iiberhaupt
sinnvoll sind, muss zuerst gezeigt werden, dass sie wohl-definiert sind, d.h., nicht von der
Wahl der Représentanten (a,b) und (c, d) abhéngen. Konkret heifst das in diesem Fall: Seien
(a’;b’) € M und (¢/,d’) € M mit (a,b) ~ (a’,;b’) und (c,d) ~ (c’,d’); dann muss man
zeigen, dass auch (ad+bc,bd) ~ (a’d’+b’c’,b’d’) und (ac,bd) ~ (a’c’,b’d’) gilt, also bei
der Berechnung der Addition oder Multiplikation jeweils das gleiche Ergebnis herauskommt.
Diese einfache Rechnung sei als Ubung iiberlassen. Man rechnet dann insgesamt nach, dass Q
mit diesen Operationen ein kommutativer Ring mit 1 ist. Das neutrale Element beziiglich der
Addition ist die Aquivalenzklasse 0/1 € Q; das neutrale Element beziiglich der Multiplikation
ist 1/1 ={a/a |0 # a € Z}.

Weiterhin erhélt man: Ist a/b € Q und a/b # 0/1, so folgt a # 0 und b # 0; also ist auch
b/a € Q und a/b-b/a = 1/1. Folglich ist Q ein Korper, denn alle Elemente ungleich 0/1
in Q sind Einheiten. Schlieflich kénnen wir Z als eine Teilmenge von Q auffassen, indem
wir 1 € Z mit dem Bruch n/1 € Q identifizieren. Die Abbildung n +— n/1 ist injektiv,
denn n/1T = m/1 (fir n,m € Z) impliziert n = m nach Definition von ~. Mit dieser
Identifikation entsprechen dann auch die iibliche Addition n + m und Multiplikation nm
in Z den Operationen n/1 4+ m/1 und n/1-m/1.

Man sieht, dass im Detail viele Regeln verifiziert werden miissen, aber dies meistens Routine-

Aufgaben sind, nachdem einmal gezeigt ist, dass die Operationen “wohl-definiert” sind.

Beispiel 2.2. In einer Vorlesung (oder einem Lehrbuch) zur Analysis werden Sie vielleicht
die Konstruktion von R aus Q mit Hilfe von Cauchy-Folgen gesehen haben. Auch dies ist
ein Beispiel fiir obiges allgemeines Konstruktionsprinzip: Man erhilt R als Menge der Aqui-
valenzklassen von Cauchy-Folgen (a,)neny (mit a, € Q fiir alle n € N), wobei (a,)neny und
(bn)nen in Relation stehen, wenn (a, — by )nen eine Nullfolge ist. Genauso wie in obigem
Beispiel muss man dann zahlreiche Regeln im Detail nachweisen, um zu sehen, dass die
Menge der Aquivalenzklassen ein Kérper ist (also R), in dem jede Cauchy-Folge konvergiert.
SchlieRlich fassen wir Q als Teilmenge von R auf, indem wir x € Q mit der Aquivalenzklasse

der Folge (x,x,X,...) identifizieren.

Fiir das folgende Beispiel wiederholen wir einige Grundtatsachen zu ganzen Zahlen. Zunéchst
sei an die Bezeichnungen N ={1,2,3/...} und Ny = NU{0} erinnert. (In manchen Biichern
ist N=1{0,1,2,3,...}.) Seien m,n € Z. Wie iiblich schreiben wir m | n, wenn m ein Teiler
von M ist, es also ein k € Z mit n = km gibt. Wir setzen auferdem die Division mit Rest
als bekannt voraus. Sind also m € N und n € Z gegeben, so gibt es g, € Z mit n = qm-+r

und 0 < r < m; hierbei sind q, T eindeutig bestimmt. Zum Beispiel fiir m =5 und n = 17:
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Esgilt 1-5,2-5,3-5< 17 aber 4.5 > 17; dies ergibt 17 =3-542, also q = 3, r = 2; dann
ist =17 =(-3)-5—2=(-3)-5+(3—5)=(—4)-5+3,alsoq=—4,r=3.

Beispiel 2.3. (Die Ringe Z/mZ). Sei m € N fest. Wir definieren eine Relation ~ auf Z durch
a~b, wenn m|b—a (fiir a,b € Z). Man sieht leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.
Die Aquivalenzklasse von a € Z bezeichnen wir mit @ und die Menge aller Aquivalenzklassen

mit Z/mZ. Weitere Schreibweise: a=bmodm fallsm|b—a.

Durch Division mit Rest erhalten wir a = gqm + 1 mit q,r € Z und 0 < r < m. Also ist
a = rmod m und damit @ = . Es folgt Z/mZ = {0,71,...,m—1} und |Z/mZ| = m. Wir

wollen nun eine Addition und eine Multiplikation auf Z/mZ definieren. Fiir a,b € Z setze
a+b:=a+b und @ -b:=ab.

Wie iiblich miissen wir zuerst zeigen, dass dies wohl-definiert ist. Seien also a,b,a’,b’ € Z
mit @ =a’und b=0b’, dh., m|a’—aund m|b’—b. Dann ist auch (a’+b’') —(a+b) =
(a’— a)+ (b’ — b) ein Vielfaches von m; und ebenso a’b’ — ab = a’b’ — ab’+ ab’ — ab =
(a’—a)b’+a(b’—b). Also gilt a+b = a’+b’ und ab = a’b’, wie gewiinscht. Aufgrund der
obigen Definition ist klar, dass O neutrales Element beziiglich "+ und 1 neutrales Element
beziiglich ”-” ist. Jedes @ € Z/mZ hat ein Inverses beziiglich ”+”, ndmlich —a. Die weiteren
Ring-Axiome folgen sofort aus den entsprechenden Regeln in Z, zum Beispiel:
a-(b+c)=a-(b+c)=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=a-b+a-c.

Man rechnet insgesamt nach, dass Z/mZ ein kommutativer Ring mit T ist.

Fir m = 1ist Z/1Z = {0}. Fiir m = 2 ist Z/27Z = {0,1} mit 1+ 1 = 0. Fiir m = 3,4 sind
die Verkniipfungstabellen wie folgt gegeben:

+[0 T 2 012
0(0 12 000 -1 =
m=3 77120 57 2 (also 2+ =2)
21201 021
+10 123 10123
0(0123 0[0 000
m=4 1|1 230 110123 (kein Korper)
212301 210 202
313012 3|03 21

3'=2, 1'=%

————— —1

In7/52=1{0,1,2,3,4 gilt: T =1, 2 =

i

In §7? werden wir sehen, dass Z/mZ genau dann ein Korper ist, wenn m eine Primzahl ist.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir die obige Konstruktion von Z/mZ in einen

etwas allgemeineren Kontext versetzen.
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Definition 2.4. Sei (R, +, ) ein Ring. Eine Teilmenge I C R heifst ein Ideal in R (in Zeichen
[ < R), wenn I eine Untergruppe von (R,+) ist und fiir alle a € I, b € Rauch a-b € 1
und b - a € I gilt. Wir definieren eine Relation ~ auf R wie folgt. Seien a,b € R; dann ist
a~Db falls b— a € L. Dies ist eine Aquivalenzrelation. Dazu: Die Relation ist reflexiv, denn
a—a =0 € I; sie ist symmetrisch, weil mit b—a € I auch a—b = —(b— a) € I gilt; sie ist
transitiv, weil mit b—a € lundc—b € lauchc—a = (c—b)+ (b—a) € I gilt. (Jedesmal
benutzen wir, dass I eine Untergruppe beziiglich der Addition ist.) Die Aquivalenzklasse von

a € R bezeichnen wir mit @ und die Menge aller Aquivalenzklassen mit R/I. Es gilt:
a={beR|b—aell={beR|b—a=cfireincel}={a+c]|cel}

wir schreiben dies auch kurz als a+ I. Wir wollen nun eine Addition und eine Multiplikation
auf R/I definieren. Fiir a,b € R setze

A+b:=a+b und a-b:=a-b.

Wie zuvor miissen wir zuerst zeigen, dass dies wohl-definiert ist. Seien also a,b,a’,b’ € R
mitda=a’und b="b’, dh.,a’—a€lund b’—b € L. Dann ist auch (a’+b’)—(a+b) =
(a’—a)+ (b’—Db) € I, weil I eine Untergruppe von R beziiglich der Addition ist; und ebenso
a-b’'—a-b=da’-b'—a-b’+a-b’'—a-b=(a’—a)-b’+a-(b’—b) € I aufgrund der weiteren

Bedingung an I. Also gilt a+b = a’4+b’ und a-b = a’-b’, d.h., die Verkniipfungen sind
wohl-definiert. Sobald dies gezeigt ist, folgt wiederum sofort aus den Ring-Axiomen fiir R,
dass die Axiome auch fiir R/I gelten. Der Ring R/I heift Faktorring von R nach I. Ist R

kommutativ, so auch R/I; besitzt R ein Eins-Element 1g, so ist 1k ein Eins-Element in R/I.

Beispiel 2.5. Sei (R,+,:) ein kommutativer Ring. Wir setzen (a) :(={a-b|b € R} C R
fiir ein festes a € R. Dann sieht man sofort, dass (a) ein Ideal ist. Ideale dieser Form heifen
Hauptideale. Wir konnen also den Faktorring R/(a) fiir jedes a € R bilden.

Ist R=Zund m € N, so ist (m) = mZ die Menge aller n € Z mit m | n. Damit gilt
b—ae(m & m|b—a& a=bmodm fir alle a,b € Z. Also ist Z/mZ (wie in
Beispiel 2.3) das Gleiche wie Z/(m).

| Ab hier Woche 2]
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