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Auf diesem Blatt finden Sie Aufgaben, mit denen Sie noch einmal einige Techniken einiiben kénnen
oder die weitere (interessante) Beispiele und Eigenschaften von Gruppen behandeln. Diese Auf-
gaben sind zum Selbststudium gedacht, es werden auch keine Musterlosungen dazu erstellt.

Aufgabe 1. Finden Sie die Ordnungen der folgenden Gruppen :
(a) Die von 25 erzeugte Untergruppe in Z/30Z.
(b) Die von 30 erzeugte Untergruppe in Z/427Z.

(c) Die von i erzeugte Untergruppe in (C*, ).
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(d) Die von Rl erzeugte Untergruppe in (C*,-).

V2

(e) Die von 1 + i erzeugte Untergruppe in (C*,-).

Aufgabe 2. Finden Sie die Ordnungen der folgenden Faktorgruppen G/H wobei :
(a) G=17/6Z, H = (3); (b) G=7Z/A7 x ZJ12Z, H = (2) x (2) ;
(c) G=Z/AZ x Z/2Z, H = {(2, 1)); (d) G=17/3Z x Z)5Z, H = {0} x Z/5Z ;

(€) G =ZJAZ x S5, H = (2, (12)).

Aufgabe 3. Finden Sie die Ordnung des Elementes z in folgenden Faktorgruppen G/H :
(a) G=17/12Z, H={(4), x =5+ H; (b) G=7Z/60, H=(12), =26+ H ;
(c) G=Z/AZ xZ/8Z, H={((1,1)), == 3, 1)+H ;

(d) G=Z/6Z x Z/8Z, H = {(4,4)), x={((2,0))+H.

Aufgabe 4. Sei G eine Gruppe und g € G. Fiir welche Elemente g ist die Abbildung ¢,: G — G

ein Gruppenhomomorphismus ?

(a) py(r) = gz, Vo € G; (b) py(z) = gzg™!, Vx € G.

Aufgabe 5. Finden Sie das Zentrum Z(G) und die Kommutatorgruppe fiir :
(a)G:Dg; (b)G:Z/?)ZXSg, (C)G253XD8.

Aufgabe 6. Wir betrachten die Gruppe SLo(F5).

(a) Zeigen Sie, dass [SL2(F5)| = 120.

(b) Zeigen Sie, dass eine 2-Sylow-Untergruppe von SLg(F5) isomorph zu Qg ist.
(c) Benutzen Sie Teil (b) um zu zeigen dass SLy(F5) und Sy nicht isomorph sind.

[Hinweis zu (b) und (c) : Aufgabe 1 in Ubungsblatt 7.]
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Aufgabe 7. Sei G eine endliche Gruppe. Seien X,Y < G Untergruppen.

Wir setzen X -Y :={x-y |z € X,y € Y} CG. (Dies ist im Allgemeinen keine Untergruppe.) Sei
U:=XNY und X = 21UU...Ux,.U die Zerlegung von X in Linksnebenklassen nach U. Zeigen
Sie, dass jedes g € X - Y sich eindeutig schreiben lésst als g = ;y mit 1 <¢<rundy €Y.
X||Y]

Schlieflen Sie daraus: |X - Y| = Xy

Aufgabe 8. Sei G eine endliche Gruppe. Sei n = |G| und d ein Teiler von n. Zeigen Siei: Wenn
G genau eine Untergruppe H mit |H| = d besitzt, dann ist H sogar ein Normalteiler von G.

Aufgabe 9. Geben Sie ein Beispiel von zwei endlichen Gruppen G und H, die nicht isomorph
sind und so, dass fiir jede natiirliche Zahl d die Anzahl der Elemente der Ordnung d in G gleich
der Anzahl der Elemente der Ordnung d in H ist.

Aufgabe 10. Sei G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe und V' < G ein Normalteiler.
(a) Zeigen Sie: UV = {uv | u € U,v € V'} ist eine Untergruppe von G.

(b) Es gelte G = UV. Zeigen Sie: Die Abbildung ¢: U — G/V, u — uV, ist ein surjektiver
Homomorphismus mit Kern(p) = U N V. Insbesondere ist also U NV < U ein Normalteiler in U;
mit dem Homomorphiesatz folgt auerdem U/(UNV) = G/V.

Aufgabe 11. (a) Zeigen Sie, dass (R, +) und (Rxg,-) isomorphe Gruppen sind.

(b) Zeigen Sie, dass (R/Z,+) und (S, -) isomorphe Gruppen sind, wobei S := {z € C | |z| = 1} die
Kreisgruppe ist.

Aufgabe 12. Seien N, H Gruppen und ¢: H — Aut(N) ein Gruppenhomomorphismus.
(a) Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt G := N x H zu einer Gruppe wird, mit Verkniipfung

o, definiert durch

(n1, h1) oy (n2, ho) := (n1p(h1)(n2), hihs).
Die so konstruierte Gruppe heifit das semidirekte Produkt von N und H (mittels ¢). Es ist G das
direkte Produkt von N und H (wie in §1 der Vorlesung definiert), falls p(h) = idy fiir h € H gilt.
(b) Sei N = {(n,1y) |n € N} C G und H = {(1x,h) | h € H} C G. Zeigen Sie, dass H eine
Untergruppe (isomorph zu H) und N ein Normalteiler (isomorph zu N) ist; auflerdem gilt G=NH
und NN H = {1}



Aufgabe 13. (a) Finden Sie Aut(G), wobei G = Vy, S3, Z/nZ, Z, Q.
(b) Sei K ein Korper und n > 1. Zeigen Sie: Die Abbildung 7: GL, (K) — GL,(K), A~ (A")~1
ist ein Automorphismus (wobei A" die transponierte Matrix bezeichnet). Ist 7 € Inn(GL,,(K))?

[Hinweis: Ist G eine Gruppe und C' eine Konjugiertenklasse von G, so ist v(C) = C fiir alle v € Inn(G).]

Aufgabe 14. Dieses Beispiel spielt eine Rolle in der Geometrie und komplexen Analysis. Sei
G:=SLe(R)und H:={z=z+iy € C|z,y € R,y > 0} (die obere komplexe Halbebene). Zeigen
Sie, dass G auf ‘H operiert durch die Abbildung

a b az+b
s ([t Y )t

(Warum ist cz+d # 0 und %ig € H 7) Bestimmen Sie den Kern des zugehorigen Homomorphismus
m: G — Sy und zeigen Sie, dass die Operation transitiv ist, es also nur eine Bahn gibt. (Hinweis:
Bestimmen Sie die Bahn O, fiir ein geschickt gewéhltes z € H.)

Aufgabe 15. Hier ist noch ein anderer Beweis von Satz 6.5 der Vorlesung, der sogar etwas mehr
zeigt, namlich dass S, = ((i i+1) | 1 < i < n — 1) gilt. Benutzen Sie eine Induktion nach n und
gehen Sie wie folgt vor. Sei w € S, und k := 7(n). Ist k = n, soist 7 € S,—1. Sei nun k£ < n. Dann
setze 7' := 7o (k k+1) o (k41 k+2)o...0 (n—1n) € S, und betrachte 7(n).

Aufgabe 16. Fiir n > 1 seien die beiden folgenden Matrizen iiber C gegeben:

o C?S(ﬂ'/n) sin(m/n) und b 0 i
—sin(m/n) cos(m/n) i 0
Es gilt det(a) = det(b) = 1, also a,b € SLy(C).
(a) Zeigen Sie: a™ = b> = —I5 und ba = a~'b. SchlieBen Sie damit, dass Dic,, := (a,b) < SLa(C)
eine Untergruppe der Ordnung 4n ist. (Hier steht “Dic” fiir “dicyclic”.)
(b) Zeigen Sie: Dicy ist zyklisch und Dicy ist die Quaternionengruppe Qg in Beispiel 3.10 der

Vorlesung.

(c) Sei n = 3; also |Dicg| = 12. Zeigen Sie, dass Dics keine Diedergruppe ist und auch nicht
isomorph zu Ay ist.

(d) Zeigen Sie: Fiir n > 2 ist —I das einzige Element der Ordnung 2 in Dic,, und es gilt Z(Dic,) =
{xI>}; auBerdem ist Dic,/{£I2} eine Diedergruppe der Ordnung 2n.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 12 entweder eine

Diedergruppe oder isomorph zu einer der Gruppen A4 oder Dicg ist. Siehe auch
https://de.wikipedia.org/wiki/Liste kleiner Gruppen



