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Aufgabe 1. Berechnen Sie (ohne Taschenrechner!) das eindeutige r ∈ Z mit 0 ≤ r ≤ 6 und

r ≡ 682 mod 7. Analoge Frage für r ≡ 682 mod 13, wobei 0 ≤ r ≤ 12.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie Verknüpfungstabellen für die Addition und Multiplikation im Ring

R = Z/12Z (analog zu den Tabellen im Skript, Seite 7). Bestimmen Sie die Einheitengruppe R×.

Aufgabe 3. Sei Z/2Z = {0̄, 1̄} Körper mit 2 Elementen.

(a) Zeigen Sie, dass K :=
{( 0̄ 0̄

0̄ 0̄

)
,

(
1̄ 0̄

0̄ 1̄

)
,

(
0̄ 1̄

1̄ 1̄

)
,

(
1̄ 1̄

1̄ 0̄

)}
⊆ M2(Z/2Z) mit der

üblichen Addition und Multiplikation von Matrizen ein Körper mit 4 Elementen ist.

(b) Sei ω :=

(
0̄ 1̄

1̄ 1̄

)
∈ K. Zeigen Sie, dass K = {0, 1, ω, ω2} gilt (wobei 0 und 1 die neutralen Ele-

mente bzgl. Addition und Multiplikation inK bezeichnen). Bestimmen Sie die Verknüpfungstabellen

für die Addition und Multiplikation in K (ausgedrückt mit Hilfe von 0, 1, ω, ω2).

Aufgabe 4. (a) Sei Z[i] ⊆ C der Ring der Gauß’schen Zahlen. Bestimmen Sie alle Zerlegungen

2 = a · b wobei a, b ∈ Z[i]. Gleiche Frage für 6 und für 4− 2i.

(b) Zeigen Sie, dass R = {n+m
√

2 | n,m ∈ Z} ein Teilring von R ist und |R×| =∞ gilt. Bestimmen

Sie eine Zerlegung 1 = a · b wobei a, b ∈ R \ {±1}.

Aufgabe 5. Für n ≥ 1 sei Sn die symmetrische Gruppe auf {1, . . . , n}. Bestimmen Sie die

Anzahlen |{σ ∈ S4 | σ(3) = 3}| und |{σ ∈ S6 | σ(2) = 5}|. Können Sie daraus eine allgemeine

Regel für die Anzahl |{σ ∈ Sn | σ(i) = j}| raten wobei 1 ≤ i, j ≤ n fest gewählt sind?

Aufgabe 6. Sei G eine Gruppe und seien U, V Untergruppen von G. Zeigen Sie:

(a) U ∪ V ist eine Untergruppe ⇔ U ⊆ V oder V ⊆ U .

(b) U · V ist eine Untergruppe ⇔ U · V = V · U .

(c) Sei {Un | n ∈ N} eine Familie von Untergruppen von G. Gilt Un ⊆ Un+1 für alle n ∈ N, so ist⋃
n∈N Un eine Untergruppe von G.

(Hierbei seiA·B := {a·b | a ∈ A, b ∈ B} für beliebige TeilmengenA,B vonG. Wahrscheinlich haben

Sie eine ähnliche Aufgabe wie in (a) bereits in der Linearen Algebra behandelt, mit Teilräumen

eines Vektorraums anstelle von Untergruppen einer Gruppe.)
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