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Kapitel V: Determinanten und Determinantenfunktionen

Determinanten von Matrizen sind in einer einfithrenden Vorlesung zur Matrix-Theorie (oder
zur Linearen Algebra) meist ein etwas kniffliges Thema. Dies liegt einerseits daran, dass
die Definition von det(A) “vom Himmel zu fallen scheint”. (Es wird erst im Laufe der Zeit
klarer, warum die etwas kiinstlich aussehende Definition die einzig mogliche ist, damit det(A)
bestimmte Eigenschaften hat.) Andererseits ist es auch so, dass Beweise zu Aussagen iiber

Determinanten meist technisch anspruchsvoller sind als das, was man bis dahin gesehen hat.

21. Definition der Determinante

an a2

Vermutlich ist die Formel fiir 2 x 2-Matrizen bekannt: det([
az az

}) = ay1az2 — Ag20a;zy.

Vielleicht haben Sie auch die Regel von Sarrus fiir 3 x 3-Matrizen schon einmal gesehen:

an a2 asz
det( | a2 axp ax| ) = anjaxasz+ a;pa;az; 4+ a;3az as; —ag3azas; — apazzaz; — a1 ass.
asy; asz ass

Versuchen wir, ein allgemeines Muster in der obigen Formel zu finden. Die Terme, die auf-
summiert werden, haben alle die Form =*ay;, az,as;; wobei iy,1;,13 eine Umordnung der
Ziffern 1,2 3 ist. Eine solche Umordung ist nichts Anderes als eine bijektive Abbildung
o:{1,2,3} — {1,2,3}, wobei i1 = (1), i, = 0(2), i3 = 0(3). Es gibt genau 3! = 6 solche

bijektiven Abbildungen; das passt also genau zu den obigen 6 Summanden.

Fir n € N beliebig definieren wir nun S, als die Menge aller bijektiven Abbildungen
o:{1,...,n} — {1,...,n}. Die Elemente von S, heifen auch Permutationen. Nach Ka-
pitel I, Lemma 5.16, ist S, eine endliche Menge mit |S,| = n!. Der erste Ansatz fiir eine
allgemeine Definition von det(A) wére dann

det(A) = Z £ A1) Q26(2) *** Ano(n) wobei A = [aili<ij<n-
Uesn

Es ist nun nicht ganz leicht, die “richtige” allgemeine Formel fiir die Vorzeichen zu raten.
Dazu: Sei n € N und T, die Menge der 2-elementigen Teilmengen von {1,2,...,n}. Ist
X ={i,j} € T3, so setze o(X) :={o(i),0(j)} € T fiir 0 € S,,. Dann sei N(0) die Menge aller
X € 73, so dass o die Reihenfolge der beiden Ziffern in X vertauscht. D.h., ist X = {1, j} mit
1 <i<j<n, sogilt X € N(o) & o(i) > o(j). Wir bezeichnen N(o) als die Menge der
Fehlstdnde von o. Dann wird das Signum von o definiert als
sgn(c) = { +1 falls IN(0)| gerade ist,'
—1 falls IN(o)| ungerade ist.
Uberzeugen Sie sich davon, dass das so definierte Signum genau die obigen Vorzeichen in

den Formeln fiir 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen ergibt.
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Beispiel 21.1. (a) Ist id € S,, die identische Abbildung (also id(i) =1ifiri=1,...,n), so
gibt es offenbar keine Fehlsténde, also gilt N(id) = @ und sgn(id) = 1.

(b) Seien k,l € {1,...,n} fest mit k < 1. Dann definieren wir 1y € S, durch Ty (k) := 1,
T (1) := k und T (i) := 1 fiir alle i # k, L. Also vertauscht Ty, die beiden Ziffern k und 1,
und lasst alle anderen Ziffern fest. Eine solche Permutation heiftt auch Transposition. Es
gilt Ty 0 Ty = id, also Tgﬂ = Tyr. Behauptung: N(112) ={{1,2}} und sgn(ty;) =-—1.
[Denn: Sei {i,j} € T, mit i < j. Sei zuerst j > 3. Dann gilt T12(j) = j; auBerdem ist Ty, (i) =1 fur i > 3, und
T12(1) € {1,2} fur i = 1,2. In jedem Fall also t12(i) < j = 112(j), d.h., {i,j} &€ N(t12). Sei nhun j < 3. Dann
folgt i =1, j =2 und damit {i,j} = {1,2} € N(ty2). Also ist N(ty2) ={{1,2}} und sgn(ty2) = —1.]

Wir werden weiter unten sehen, dass sgn(ty) = —1 fiir beliebige 1 <k <1 < n gilt.
(Oder Ubung: Bestimmen Sie direkt N(t,1) und zeigen Sie, dass [N (1) =2(1—k — 1) + 1 gilt.)

Definition 21.2 (Leibniz—Formel). Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist die

Determinante einer Matrix A = [aij]i<ij<n € Mn(R) definiert als

det(A) = Z sgn(0) A1g(1) A20(2) * ** Ano(n) € R.

Beachte, dass diese Formel fiir grofte Werte von n praktisch vollig unbrauchbar ist (weil iiber
ISh| = n! Terme summiert wird). Immerhin kann man die Formel aber fiir Matrizen mit

bestimmten Eigenschaften auswerten. Beispiele:

Lemma 21.3. Sei A = [ajli<ijen € Ma(R) so, dass alle Eintrige in einer Zeile gleich O
sind. Dann ist det(A) = 0.

Beweis. Seik €{1,...,n}so, dass ai; = 0 fiir alle j gilt. Ist o € Sy, so ist also ays) = 0 und
damit der entsprechende Term sgn(o)ajg(1)A20(2) * * * Anom) i der Formel fiir det(A) ebenfalls
gleich 0. Also ist insgesamt det(A) = 0. O

Lemma 21.4. Sei A = [aijli<ijen € Mn(R) eine obere Dreiecksmatriz, d.h., ai = 0 fiir
1 <j<i<<n. Dann gilt det(A) = aj1a; - - - ann. Fine analoge Aussage gilt auch fiir untere

Dreiecksmatrizen. Inbesondere ist det(l,) = 1.

Beweis. Sei 0 € S, so, dass der entsprechende Term sgn(o)ajq(1)a2s(2) * * * Ano(n) i der Formel
fiir det(A) ungleich 0 ist. Dann ist aye) # O fiir alle k, also o(k) > k, d.h.,

on)=>n, om—1)>n-—1, ey o(1)>1.
Aus der ersten Bedingung folgt o(n) = n, dann aus der zweiten o(n — 1) = n — 1 und
so weiter bis o(1) = 1. Damit liefert nur der Term fiir ¢ = id einen Beitrag ungleich 0 zu
det(A), also gilt die genannte Formel. Angewandt auf A = I, erhalten wir det(I,,) = 1. Der

Beweis fiir untere Dreiecksmatrizen ist vollig analog. 0
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Um weitere Formeln zu zeigen, benotigen wir noch Aussagen iiber die Signum-Funktion.
Zunéchst bemerken wir, dass die Menge S,, eine Gruppe ist mit der Hintereinanderausfiihrung
“o0” als Verkniipfung, genannt die symmetrische Gruppe vom Grad n. (Die Assoziativitét
von o rechnen Sie sofort nach.) Das neutrale Element ist die identische Abbildung id; das
Inverse von 7 € S, ist die Umkehrabbildung 7v': {1,...,n} — {1,...,n}. Wir schreiben eine

Permutation 7t € S,, iiblicherweise einfach als Liste [7t(1) 7(2) ... m(n)].
Satz 21.5. Fiir alle m,0 € Sy, gilt sgn(mo o) = sgn(7) sgn(o) und sgn(m) = sgn(m').

Beweis. Sei X ={i,j} € T, wobei i < j. Es ergeben sich die folgenden vier méglichen Fille:

Fall X e N(o)? o(X) € N(m)? X e N(moo0)?
o(i) < a(j), m(o(i)) < m(o(j)) nein nein nein
o(i) < o(j), m(o(i)) > m(a(j)) nein ja ja
o(i) > o(j), m(o(i)) < m(o(j)) ja ja nein
o(i) > o(j), m(a(i)) > m(a(j)) ja nein ja

Sei X € T3 beliebig. Dann sieht man sofort mit obiger Tabelle:

X € N(mo o) &S X € N(o) oder o(X) € N(mr) (aber nicht beides).
Also ist N(rto o) = N(0) Ao (N(7)), wobei “A” die symmetrische Differenz von Mengen
bezeichnet. Sind X,Y zwei Teilmengen einer Menge, so gilt XAY = (XU Y)\ (XNY) und
IXAY = XUY = XNY = [X+[Y=2XNY|=I|X| 4 |Y| mod 2. Also folgt [N(7to 0)| =
IN(0)| + [o~"(N(7))| = IN(0)| + |[N(7)] mod 2 und damit sgn(7 o o) = sgn(7)sgn(o).

Zur Formel fiir sgn(m'): Mit o := 7t folgt sgn(id) = sgn(mom') = sgn(m)sgn(m~'). Wegen

sgn(id) = 1 und sgn(m) = %1 folgt daraus sgn(7') = sgn(id)sgn(m)~' = sgn(m). O

Folgerung 21.6 (Zeilen/Spalten-Symmetrie). Es gilt det(A) = det(A™) fir A € M, (R).

Beweis. Sei A = [a;]1<ij<n; dann ist A" = [aji]i<ij<n, also gilt

n
det(A") = sgn(0) ag(1)1 Ao(2 nn = sgn(o) Ao(k)k
> =) [T aww
k=1

o€SH 0ESH
Sei 0 € S,, fest und setze 1:= o(k) fiir 1 < k < n. Mit k durchlauft auch 1 alle Ziffern von 1

bis n, nur in einer anderen Reihenfolge. Mit k := 0~'(1) erhalten wir also

n n
H Qo(k)k = H Qo1 (1)
= =1

und damit det Atr Z Sgl’l a10-— NA26-12) ** * Ano—T(n)-
Uesn

SchlieBlich sieht man sofort, dass die Abbildung S, — S, o — o', bijektiv ist. Also
kénnen wir in der letzteren Formel fiir det(A") auch iiberall ' durch o ersetzen. Wegen
sgn(o~') = sgn(o) (siehe Satz 21.5) folgt dann det(A™) = det(A). O
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Folgerung 21.7. Sei 1 <k <l<n. Dann gilt sgn(ty) = —1.

Beweis. Schreibe {1,...,n}\ {k,1} = {j1,...,jn_2} und definiere w € S, durch 7(1) := Xk,

n(2) =1, m(i) == j;_, fiir i = 3,4, ...,n. Man priift sofort nach, dass dann ot 07"

= Tkl
gilt. Mit Satz 21.5 folgt daraus sgn (T ) = sgn(7m)sgn(T2)sgn(m') = sgn(7r)%sgn(t1,). Wegen

sgn(7) = +1 und sgn(t;;) = —1 (siehe Beispiel 21.1) gilt also auch sgn(ty) = —1. O

Satz 21.8. Jedes € S, ist ein Produkt von héchstens n— 1 Transpositionen.

T

Ist 7t ein Produkt von v Transpositionen, so gilt sgn(mt) = (—1)".

Anstelle eines formalen Beweises illustrieren wir an einem Beispiel ein Verfahren, wie man
die gewiinschte Produktdarstellung findet. (Wir iiberlassen es als Ubung, aus dieser beispiel-
haften Beschreibung einen formalen Beweis zu destillieren.)

Sei etwa 1 = [3 5 1 2 4] € S5. Wir gehen wie folgt vor: Suche die kleinste Ziffer i; mit
7(11) > 1;; in diesem Fall ist dies i; = 1, mit 7t(i;) = 3. Bilde die Transposition, die i; und
7t(1y) vertauscht, in diesem Fall also Ty3. Setze dann 711 :=T;30mt=[15324] € Ss.
Wiederhole das Verfahren mit 7t;: Die kleinste Ziffer i, mit 711(i,) > 1, ist i, = 2, mit
(1) = 5. Bilde dann die Transposition Ty5 und setze 7 :=T)s0m =[12354] € Ss.
Wiederhole das Verfahren mit 7t,: Die kleinste Ziffer i3 mit mp(i3) > i3 ist i3 = 4, mit
7, (13) = 5. Bilde dann die Transposition T45 und setze 73 ;= Tys 07 = [1234 5] € Ss.
Hier bricht also das Verfahren ab, mit 145 o0 Ty5 0 T13 0 T = id, oder anders ausgedriickt:

7T = T3 0T250Ty45. Mit Satz 21.5 und Folgerung 21.7 erhalten wir auch sgn(m) = (—1)% = —1.

Beachte, dass es auf die Reihenfolge der Faktoren ankommt: Zum Beispiel ist Ty 0 Ti #
Tim 0 Tt fiir k < 1 < m. (Wende beide Seiten auf k an; auf der linken Seite ist das Ergebnis 1,

auf der rechten m.) Mit anderen Worten: S,, ist eine nicht-abelsche Gruppe fiir n > 3.

| Ab hier Woche 2|
Sei nun K ein Kérper. Wir betrachten den Polynomring R = K[X] {iber K in der Unbe-

stimmten X. Da R = K[X] ein kommutativer Ring mit 1 ist, konnen wir auch Matrizen mit
Eintragen in K[X] bilden und davon die Determinante; es gilt also

det(F) e K[X]  fiiralle  Fe M, (KIX]).
Damit konnen wir die folgende zentrale Definition formulieren. (Dies ist motiviert durch Ka-
pitel III, Bemerkung 14.1: Um zu sehen, ob A € K ein Eigenwert von A € M, (K) ist, geht

man zur Matrix A — Al {iber und testet, ob diese invertierbar ist; ersetze nun A durch X.)

Definition 21.9. Sei A = [ajli<ij<n € My (K); dazu bilden wir
Fi=A—-XL, e My(KIX]) und  xa:=det(F) =det(A — XI,) € K[X].

Dann heifst xa das charakteristische Polynom von A.
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11

X 1

Beispiel 21.10. (a) Fir A = [ 1 1-X

:| € M,(K) ist A — XI, = [ :| € Mz(K[X])
X 1

1 1-X
Wir bemerken, dass hier xa gleich dem Minimalpolynom pa ist (siche Beispiel 27.2(b)).

-1 0 1
3 0 —3] € M3(Q). Mit der Regel von Sarrus erhalten wir
1 0 —1

unddamitXA:det([ ])z(—X)*(1—X)—1:X2—X—1.

(b) Sei K=Q und A =

—1-X 0 1
XA:det< 3 X -3 ):(—1—X)*(—X)*(—1—X)—1*(—X)*1
1 0 —-1-X
= X3 -2X2 =X+ X=-X*(X+2).
Andererseits rechnet man einfach nach, dass A? = —2A gilt; also ist das Minimalpolynom

gegeben durch uy = X * (X + 2). Hier ist also xa nur fast gleich ua.

(c) Ist A € M,,(K) eine obere Dreiecksmatrix mit cy,...,c, € K auf der Diagonalen, so ist
F = A — XI, eine obere Dreiecksmtarix mit ¢; — X, ..., c, — X auf der Diagonalen, also folgt
xa = det(A —XI,) = (1 — X) * (¢ — X) * ... % (cn, —X) (siche Lemma 21.4). Insbesondere
56 Ko = (—X)" = (—1)™X" und x;, = (1= X)" = (—1)"(X— )",

Den genauen Zusammenhang zwischen xa und pa werden wir spater aufkléren.

Lemma 21.11. Sei A € K. Dann gilt xa(A) = det(A — Al,) € K. Insbesondere ist det(A) =

Xa(0) der konstante Term von Xa.

Beweis. Sei F = [fijlicijen = A — X1y € My (K[X]) und xa = det(F) =} _ ¢ sgn(7m)f, wobei
fr = fiz() * ... % fm). Mit den Regeln zum Einsetzen von Elementen aus K in Polynome
in Kapitel II, §9, folgt xa(A) = 3 s sgn(m)fz(A) und f(A) = fiz1)(A) -+ Frny(A). Ist

i= 7'[(1)7 SO ist fiﬂ(i) = Qi — X also fw-[(l)(}\) = Qi — }\, ist i 7é 7'[(1), SO ist fiﬂ(i) = Qix(i)
also fin) (A) = Qingy). Damit ist )} o sgn(7m)fr(A) = det(B), wobei B = [byli<ijen € Mn(K)
gegeben ist durch by = ay falls i #j, und by = a3 — A, d.h., B=A —Al,. O

Satz 21.12. Es gilt xa # 0 und Grad(xa) = n. Schreiben wir xa = a X" + a1 X" +

ceot X+ ag, so gilt an = (=1)™ und an_y = (—1)"" Spur(A), wobei Spur(A):= Y I | ay

(Summe der Diagonaleintrige) als die Spur von A bezeichnet wird.

Beweis. Schreibe xa = det(F) = } . sgn(m)f, wie im obigen Beweis. Sei m € S, mit
fr # 0, also fiyq) # O fiir alle i. Fiir 1 = 7(i) ist fiyq) = ai — X, hat also Grad T1; fiir i # 7(i)
ist fir(i) = ayj, hat also Grad 0. Damit ist Grad(f;) < n. Falls 7t # id, so gibt es mindestens
zwei Ziffern i # j mit 7t(i) # 1 und n(j) # j, also ist dann Grad(f,) < n — 2. Fiir m = id ist
fia = (a7 — X) * ... % (ann — X). Damit folgt
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Xa = (a;7 —X) *...% (apn — X) + Terme mit Grad < n — 2.
Sind irgendwelche cq,...,cq € K gegeben und multipliziert man (c; —X) *...* (¢, — X) aus,
so erhiilt man (—X)™+ (—X)™'(c; +...+ cn)+ Terme vom Grad < n — 2 (einfacher Beweis

mit vollstandiger Induktion nach n). O

22. Determinantenfunktionen

Wir kommen nun zu einer weiteren fundamentalen Eigenschaft der Determinante. Sei wieder
n € N und R ein beliebiger kommutativer Ring mit 1. Ist 7t € S, und sgn(7) = 1, so heift
7 eine gerade Permutation; andernfalls eine ungerade Permutation. Seien

A, :={meS,|sgn(m) =1} und Al =={m eSS, |sgn(m) =—1}.
Dann ist S, = A, UA/ (disjunkte Vereinigung). Wegen sgn(id) =1 ist id € A,,.

Lemma 22.1. Sein > 2. Dann gilt |S,| = 2|A.l, d.h., je eine Hdlfte der Permutationen in
Sy sind gerade und die andere Hilfte sind ungerade. Ist T € S, eine beliebige Permutation
mit sgn(t) = —1 (zum Beispiel eine Transposition), so ist A, — Al , 0+ 07T, eine bijektive
Abbildung, also S, = A, U{mot|me An}.

Beweis. Sei T € S, fest mit sgn(t) = —1. Fiir t € A, gilt dann sgn(7to 1) = sgn(m)sgn(t) =
—1, also erhalten wir eine Abbildung f: A, — A/, m— mo 1. Umgekehrt: Fiir 0 € A/ ist
sgn(oo1') =sgn(o)sgn(t ') = sgn(o)sgn(t) = (—1)(—1) = 1, also erhalten wir auch eine
Abbildung g: A, — A,, 0+ oot ' Offenbar ist fo g = ida; und gof =ida,, also sind
f, g bijektiv und g = f~'. Damit folgt |A,| = |A/| und |S,| = |An| + |AL] = 2|A,]. d

Satz 22.2. Sei A € M,,(R). Sind zwei Zeilen von A gleich, so gilt det(A) = 0.

Beweis. Sei A = [ajli<ijen € Mn(R). Seien T < k < 1 < 1 so, dass die k-te und l-te Zeile
von A gleich sind, also ay; = ay; fiir 1 < j < n. Betrachte nun die Transposition Ty € S.
Nach Lemma 22.1 ist S, = A, UA/] mit A] ={mo 1y |m € A,}. Damit erhalten wir

det(A) = Z sgn(7) H Qin(i) Z sgn(70) An(k) Air(1) H Qin(i)

TESn i nESn T<i<mn, ikl
= z sgn akn ) (1) | | Ain(i)
neAn : T<i<n, ik,
+ 2 SEN(7T0 Tt) A (rome) (k) A rome) (1) | | Fimomen)(i) -
A ~ N 1<i<n,i#k,1 e
AN =—1 =Qyr(1) =Qp(k) iz =Qin(i)
Nach Voraussetzung ist axq1) = Qiz) Und Qi) = Axn)- Also ist die zweite Summe gleich
E (_])aln(l]akn(k) | | Qin(i),
nEAR T<i<n, ik,

d.h., genau gleich dem Negativen der ersten Summe. Also ist det(A) = 0. OJ
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Definition 22.3. Eine Abbildung A: M,,(R) — R heilt Determinantenfunktion, wenn
folgende beiden Eigenschaften gelten:

(D1) A(A) ist linear in jeder Zeile von A € M, (R).

(D2) Es gilt A(A) =0 wenn zwei Zeilen von A gleich sind.
Mit (D1) ist gemeint: Sei A = [a;] € M, (R). Sind ay,...,a, € R'™" die Zeilen von A (also
ax = lagr ... ] € R™™ fiir 1 < k < n), so schreiben wir auch A(A) = A(ay,...,a,). Ist
nun k € {1,...,n} und ay = sv+ tw mit s,t € K und v,w € R™*™, so gelte

A(A) = sA(ah...,ak,],v, ak+1>-">an) +tA(a1,...,ak,1,w, ak+1>-°°)an)-

Aus (D1) und (D2) folgt auch:

(D2’) Entsteht A’ € M, (R) durch Vertauschen von zwei Zeilen in A € M, (R), so gilt
A(A") = —A(A).
Denn: Seien aj,...,a, € R'™™ die Zeilen von A. Seien 1 < k < 1 < n so, dass A’ durch
Vertauschen von a, und a; in A entsteht. Dann betrachte
AQ1y.eey Qe 1y Qx F Ay Aty ey Q11y Qg + ALy Qpiy ey Q).
Wir interessieren uns nur fiir die k-te und l-te Zeile, schreiben obigen Ausdruck also kurz
als A...,ax+ ay...,ax + ai,...). Wegen (D2) ist dies gleich 0. Mit (D1) erhalten wir

O:A(...,ak+al,...,ak—kal,...)
=A(.. ..., +ay...)+AL.., Q... ac+ apy.. )

:A(...,ak,...,ak,...)+A(...,ak,...,a1,...)

:OWQ;II (D2) =A(A)
+A(...,a1,...,ak,...)—i—A(...,al,...,al,...).

~"

=A(A’) =0 we;gn (D2)

Also ist A(A) = —A(A'), d.h., es gilt (D2").
Satz 22.4. Die Abbildung det: M, (R) — R ist eine Determinantenfunktion.

Beweis. Sei A = [a;] € My(R). Sei 1 < k < n und ax = sv + tw mit s,t € R und

v,w € R"" mit Komponenten v, ...,v, € R bzw. wy,...,w, € R. Dann gilt
n
det(as,...,an) = Z sgn(7r) H Qin(i) = Z SEN(70) Qier(k) H Qi)
TTESH i=1 TIESH 1<i<n,i£k
= > sen(m)(svapo +twrg) [ @i
TIESK 1<ig<n,i#k
= S(Z Sgn(70)Vr(k) H ain(i)) + t(Z SE0(70) Wrx) H (lm(i));
TE€Sn 1<i<n,izk TESn 1<i<n,izk
:det(a1,...,ak:,v,akﬂ,...,an) :det(m,...,ak;r,w,akﬂ,...,an)

also gilt (D1) fiir det. Nach Satz 22.2 gilt auch (D2). O
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Satz 22.5 (Cramersche Regel, 1750). Sei R = K ein Kérper, b € K™ und A € M, (K) mit
det(A) # 0. Dann ist A invertierbar und das LGS mit erweiterter Matriz [A|b] € KM+

hat genau eine Losung x € K™ (ndmlich x :== A~'-b). Seien by,..., b, € K die Komponenten
von b. Fir1 <k < n sei xx € K die k-te Komponente von x. Dann gilt
an ... Q=1 by arpgr ... Qi
azr ... Ay x—1 bz A2 k+1 ... A2
xe = det(A) T det(Ay)  mit A= | Lo T e ML (K).
Ant ... A1 bn Ank+1 -+« Qnn
Beweis. Seien wy,...,w, € K" die Spalten von A; wir schreiben dann auch det(A) =
det(wq,...,wy). Nehmen wir zunéchst an, es gibt eine Losung x € K" des LGS; wegen

A -x = b ist dann b = x;wWq + ...+ x,wy,. Mit der Zeilen/Spalten-Symmetrie von det gelten
(D1) und (D2) analog auch fiir Spalten. Damit folgt:

det(Ay) = det(Wi, <oy Wity D1 XiWi, Wikl «.ny W)
N T
- indet(wh-°°)Wk—1awi>wk+1)--°)Wn) :Xkdet(wh'°°)Wk—1awk)wk+1,“°)wn)-
=1 =0 wenn i # k, wegen (D2) —det(A)

Wegen det(A) # 0 ergibt dies x; = det(A)~! det(Ay); insbesondere ist x eindeutig bestimmt.
Wenden wir dies auf den Fall b = 0, an, so hat das homogene LGS mit Matrix A nur die
triviale Losung. Nach Kapitel III, Satz 13.3, konnen wir nun schliefsen, dass A invertierbar
ist. Aber dann hat das LGS auch fiir b # 0, eine eindeutige Losung, nimlich x = A~' - b,

und die obige Rechnung liefert die gewtinschten Formeln fiir die Komponenten %, von x. [J

Die Cramersche Regel hat keine grofie praktische Bedeutung fiir das Losen von LGSen.
Denn um damit die Komponenten der Losung x € K™ zu bestimmen, miisste man n + 1
Determinanten berechnen; dies geht mit dem Gaufs—Verfahren viel effizienter. Aber die Regel

ist fiir manche theoretische Zwecke sehr niitzlich, zum Beispiel:

Beispiel 22.6. Sei A € M, (Z) und b € Z". Behauptung:

Ist det(A) = 1, so gibt es genau ein x € Z™ mit A-x = b.
Denn: Wir fassen A als Matrix in M, (Q) auf. Nach der Cramerschen Regel ist dann A inver-
tierbar und x = A~ - b; die Komponenten von x berechnen sich als x, = det(A)™" det(Ay)
fir k = 1,...,mn. Nach Voraussetzung ist det(A) = £1; da aukerdem alle Eintrage von A
und von b in Z sind, folgt mit der Leibniz-Formel det(Ay) € Z. Also ist auch x, € Z. O

Bemerkung 22.7. Gegeben seien zwei Punkte im R?:

a= [a‘] eER? und b= {b‘] €R’  mit aj,az by, by > 0.
ap bz
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Dann kann man sich iiberlegen, dass der Flacheninhalt des von a und b aufgespannten

aq

Parallelogramms durch den Absolutbetrag von det( [a E]]) gegeben ist (“geometrische In-
2

terpretation” der Determinante fiir n = 2). Allgemeiner sei n > 2 beliebig und seien Vektoren
Viy...,Vq € R™ gegeben, so dass das Tupel (vi,...,vq) linear unabhéngig ist. Dann heifst
P=Pvi,...,vq) ={s1vi+...+sqvalsi€eRmit 0 <s; <1 fir 1 <i<d}CR"

ein d-dimensionales Parallelotop (oder Parallelepiped). Wir bilden dann die Matrix Gp =
[gy] € M4(R) mit gy := (v, ;) fiir 1 < 1,j < d, wobei (, ): R" x R — R das Standard-
Skalarprodukt ist. Dann ist det(Gp) > 0 und vol(P) := \/m kann als Volumen von P
interpretiert werden; siehe zum Kapitel 5, §4, Abschnitt 7*, im Buch von Koecher.

Fir n = d = 2 und a,b € R? wie oben veranschaulicht man sich sofort, dass P(a,b) C R?

das von a und b aufgespannte Parallelogramm ist; aulerdem rechnet man in der Tat nach:

24al b b b
Gl = aj+a; a;b;t+ab; und det(Gprap)) = (arby — a,b)? = det( a; by )2.
ajbi+ab,  bi+b3 a; b

23. Die Produktregel

Sei A: M (R) — R eine Determinantenfunktion. Fiir T € S, definieren wir die Matrix

AT = (af)i<ij<n € Ma(R) wobei al = { 1 falls 1 = (j),

i 0 sonst.
Die Matrix A" heifst die zu T gehdrige Permutationsmatriz. Einige Beispiele fiir n = 3:
010 010 0 0 1
A[213]=[1 0 O], AB12 — !0 0 1] AB21 = [O 1 O].
0 01 100 100
(Hier wird jeweils T einfach durch die Liste [t(1) T(2) t(3)] bezeichnet; wir erhalten A" durch

Permutieren der Zeilen der Einheitsmatrix geméf 1.) Es gilt AT - e; = ey fiir 1 <i<n.
Lemma 23.1. Es gilt A(A™) = sgn(m)A(L,) fir alle T e S,.

Beweis. Die Aussage gilt natiirlich fiir 7w = id, da A'Y = I,. Sei nun 7 eine Transposition;
dann ist sgn(m) = —1. Vertauscht 7 die Ziffern i und j, so ist A™ die Elementarmatrix V;;.
Mit (D2’) folgt A(A™) = A(Vy) = —A(I,) = sgn(m)A(L,), also gilt die Formel. Fiir den
allgemeinen Fall benotigen wir die Regel

(%) AT = AT A° fiir alle m, o0 € §,,.

Dazu: Sei i € {1....,n} und j := o(i). Dann gilt A° - e; = ey) = ¢ und A™ - ej = ey). Es
folgt (A™-A%)-e; =A™ (A% €;) = ex(j) = e(noo)(i) = A™° (&), also gilt (x).

Sei nun id # 7 € S,,. Nach Satz 21.8 gibt es Transpositionen T1,...,T, € Sy mit 1 < r < n—1

und T = Ty 0...07T,. Setzen wir T = T, 0...07T, € S, so folgt mit (*x) und (D2’):
A(A™) = A(AT°™) = A(A™ - A™) = —A(A™).
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Danach wenden wir ein analoges Argument auf A™ an; nach insgesamt r Schritten folgt

A(A™) = (—=1)"A(I,), wobei (—1)" = sgn(7), siehe Satz 21.8. O

Satz 23.2 (Produktregel fiir Determinantenfunktionen). Seien A;B € My (R). Dann gilt
A(A - B) = det(A)A(B). Insbesondere gilt det(A - B) = det(A) det(B).

Beweis. Sei B € M, (R) fest. Dann definiere A’: M,(R) — R durch A’(A) := A(A-B) fiir alle
A € M,(R). Wir zeigen, dass (D1) und (D2) fiir A’ gelten. Seien dazu ay, ..., a, € R™*™ die
Zeilen von A. Dann sind (nach Definition des Matrixproduktes) die Zeilen von A-B gegeben
durch a;-B,...,a,-B. Gibt es 1 <1 <j <mnmit a; = qj, so gilt auch a;-B = a;-B und damit
A'(A) =A(a-B,...,a,-B) =0, weil (D2) fiir A gilt.

Nun zu (D1). Sei k € {1,...,n} und ax = sv + tw mit s,t € K und vyw € R™*™
Dann gilt ai-B = s(v-B) 4+ t(w-B), Da wir uns nur fiir die k-te Zeile interessieren, schrei-
ben wir kurz A’(A) = A(...,ax-B,...). Nun folgt A’(A) = A(...,s(v-B) + t(w-B),...) =
SA(...,v-By...) +tA(...,w-B,...), weil (D1) fiir A gilt. Damit gilt (D1) auch fiir A’.

Also ist A’ eine Determinantenfunktion. Seien nun ey, ..., e, € R"*" die Standard-Zeilenvek-
toren, d.h., e; hat Eintrag 1 an der Stelle k und 0 sonst. Damit ist
ay = axi1e] + ez + ...+ Qgnen = Z?:] agi€i fir 1 < k <n.

Durch wiederholte Anwendung von (D1) folgt
AI(A) = A/((l], a2y...yQn) = A/(Z a1, €44, A2y..., 0 ) = Z a]i1A/ €y, A2y .0y an)

i1=1 =1

n
_ . A/ _
- ari, €i, azi, €i,, A3y . Ay, a212 en y €y A3y .00y Qn

i1:1 lz 1 11 ]12 1
n n n
/
=...= E E E Qri, i, - - Ani A (€1, €050 €1,
=T i=1  in—]

Wegen (D2) ist A’(eh y €iyy e ey ein) = 0 wenn zwei der Indizes i;,1z,...,1, gleich sind. Al-

so brauchen wir nur die Tupel (iy,1,...,1,) zu betrachten, bei denen alle Komponenten

verschieden sind; dies ist aber genau dann der Fall, wenn [i; 1, ... i,] € S, gilt. Also folgt
= Z Aim(1)A2n(2) =" am(n)A'(enm» Cn(2)y -+ en(n))‘
TESn
Fir m € S, sei nun Q™ = ql]] M, (R) die Matrix mit Zeilen exy, €x(2),-. ., €nmn). Fiir
L,je{l,...,n}gilt qf =1 & j=mni) &i=m'(j. Also ist Q° = A™ ' und mit
Lemma 23.1 folgt A’(Q™) = A'(A™ N = sgn(ﬂq)A’(In) = sgn(m)A’(1,), wobei die letzte
Gleichheit nach Satz 21.5 gilt. Also ist A’(A) = det(A)A’(1,) = det(A)A(B). O

Folgerung 23.3 (Charakterisierung von det). Die Abbildung det: M (R) — R ist die ein-

deutige Determinantenfunktion mit Wert 1 auf der Einheitsmatriz.
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Beweis. Die Abbildung det: M,(R) — R ist eine Determinantenfunktion mit det(I,) = 1.
Sei umgekehrt A: M, (R) — R eine beliebige Determinantenfunktion mit A(I,) = 1. Nach
Satz 23.2 (mit B := [,,) folgt A(A) = A(A-1,) = det(A)A(L,) =det(A) fir A € M,,(R). O
| Ab hier Woche 3|

Satz 23.4. Sei 1 < d <n und A € M. (R) eine obere Blockdreiecksmatriz der Form

B|D
0|C

Dann gilt det(A) = det(B) det(C).

wobei B € Mg(R), Cé&M,_q4(R), DR,

Beweis. Zunéachst rechnet man sofort nach, dass folgendes gilt:
EP Ia| D B| 0 ]

0 olc] [0]La]’

Halte nun D € R4 fest: wir definieren A;: My q(R) — R und A;: My(R) — R durch

) und Ay(B) = det(llz IO ])

n—d

A =

I4 | D
C

fiir alle B € My(R) und alle C € M,_4(R). Nach Satz 23.2 ist det(A) = A;(C)A;,(B), also
gentigt es zu zeigen, dass A;(C) = det(C) und A,(B) = det(B) gilt.

A(C) == det(

Behauptung: A; ist eine Determinantenfunktion. Nun, schreiben wir eine Zeile von C als
Linearkomination von zwei Zeilenvektoren, so ist auch die entsprechende Zeile von

I4 D
0]C

eine solche Linearkombination (weil der linke untere (n — d) x d Block nur aus 0 besteht),
also gilt (D1) fiir A;. Analog: Sind zwei Zeilen von C gleich, so sind die entsprechenden Zeilen
auch in C gleich, also gilt auch (D2) fiir A;. Nach Satz 23.2 folgt A;(C) = A;(C - I,_q) =
det(C)Ay(I,,_q). Nun ist I, 4 eine obere Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen; also

gilt Ay(L_q) = det(L,_q) =1 (siche Lemma 21.4). Damit ist A;(C) = det(C). Véllig analog

sieht man, dass auch A;(B) = det(B) gilt. O
1T -1 2 3

Beispiel: det( 8 g :j :g ) :det({é —Jl]) -det([ _j _g}) =4-.32=128
0O 0] 4 0

Bemerkung 23.5. (a) Seien A; A’ € M, (R). Wir halten folgende Regeln fest:
e Entsteht A’ aus A durch Multiplikation einer Zeile mit ¢ € R, so det(A’) = cdet(A).
e Entsteht A’ durch Vertauschen von zwei Zeilen in A, so gilt det(A’) = —det(A).

e Entsteht A’ aus A, indem man ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile
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addiert, so gilt det(A’) = det(A).
Mit der Zeilen/Spalten-Symmetrie von det gelten analoge Regeln auch fiir Spalten.

Die erste Regel ist ein Spezialfall von (D1); die zweite Regel ist (D2’). Zur dritten Regel:
Seien 1 # j und ¢ € R so, dass A’ dadurch entsteht, dass man das c-Fache der j-ten Zeile
in A zur i-ten Zeile addiert. Dann ist A’ = Ijj(c) - A, wobei [jj(c) eine Elementarmatrix wie
in Kapitel III, Satz 12.4, ist. Mit der Produktregel folgt det(A’) = det(I;(c)) det(A); weil

Iij(c) eine Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen ist, gilt det(I;(c)) =T.

(b) Sei R = K ein Kérper und A € M, (K). Mit dem Gauf-Verfahren (also einer Folge von
elementaren Umformungen wie oben) erhalten wir A — A’ € M,,(K), wobei A’ in Stufenform
ist. Die obigen Formeln ergeben dann eine Konstante 0 # ¢ € K mit det(A) = cdet(A’);
Beachte: Gibt es < n Stufen, so ist det(A’) = 0; andernfalls ist A’ = I,, und det(A’) = 1.

Beispiel 23.6. Seien x;,...,X, € R. Dann betrachte die Vandermonde-Matriz
T x % ...x
T xp %X ... X}
V(Xh >Xn) = 1. . . . € Mn(R)
T xn X2 ... X!

In Kapitel III, Beispiel 13.6, haben wir gesehen, dass V(xq,...,X,) invertierbar ist, wenn

R = K ein Korper ist und die x; paarweise verschieden sind. Wir behaupten nun:

det(V(x1,..., %)) = H (% —xi).

1<i<j<n
Dazu wenden wir geschickt elementare Zeilenumformungen auf die transponierte Matrix

V(X1,y...,%,)" an: Ziehe zuerst das x;-Fache der (n — 1)-ten Zeile von der n-ten Zeile ab,

dann das xj-Fache der (n — 2)-ten Zeile von der (n — 1)-ten Zeile und so fort. Dann ist

F 1 T ... 1 7
X1 X2 cee Xn
X% X7,
det(V(x, ..., xn)) = det(V(x1, ..., %)) = det( : : )
X7 2 xg_z Xn
A
1] 1 1 ] X2—X Xn—X
0  xo—x Xn—X1 2 n
:det( 0] x2(x2=x1) oo Xn(xn—x1) ):det( Xz(xz: x1) X“(Xﬁ‘ x) ),
6 x}‘_z();z—xﬂ ...x“‘z(x‘n—x]) G amx) X )

wobei im letzten Schritt Satz 23.4 angewandt wurde. In der letzten Matrix (die nur noch n—1

Zeilen und Spalten hat) konnen wir den Faktor x, — x; aus der ersten Spalte herausziehen,
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dann den Faktor x3 — x7 aus der zweiten Spalte und so fort bis zum Faktor x,, — x; in der

letzten Spalte. Damit erhalten wir 1 1T ... 1
X2 X3 Xn
det(V(xl,...,xn)):(xz—x1)(X3—x1)---(xn—x1)det( : )
32 Xy L X2

Die Matrix auf der rechten Seite ist nun eine (transponierte) Vandermonde-Matrix der Grofse
(n—1) x (n—1). Also folgt die Behauptung mit vollsténdiger Induktion nach n (wobei der
Induktionsanfang n = 1 einfach durch det(V(x1)) = 1 gegeben ist).

24. Laplace-Entwicklung und der Satz von Cayley—Hamilton

Schliefslich kommen wir noch zu einer rekursiven Formel zur Berechnung von Determinanten.
Sei dazu n > 2 und A = [aijli<ijen € Min(R). Seien T < k,1 < n fest. Dann sei Akl €
M.,._1(R) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die k-Zeile und l-te Spalte streicht, also

ai aii—1 a4 Ain
Ar—1,1 «+» Q—11-1 Q1141 «++ Ok—1n
AK = € M._1(R).
k41,1 «« o Q111 Ak1141 o o0 Oipin
ani ... an,lf1 An 11 Qnn

Wir definieren dann eine neue Matrix A = [aa)1<i1ian € M (R) durch

G = (=1 T det(A™)  fir 1<k, 1< n.

Diese Matrix A heift auch die Adjunkte zu A (englisch: “adjugate” oder “adjunct”) und
wird manchmal mit adj(A) bezeichnet. Der folgende Satz zeigt, dass man det(A) rekursiv

mit Hilfe der Eintrége der Adjunkten berechnen kann.

Satz 24.1 (Laplace-Entwicklung). Mit obigen Bezeichnungen gilt A-A = A~ A = det(A)L,,
wobei A = adj(A) die Adjunkte zu A ist. Insbesondere erhdlt man damit:

n n

det(A) = Y (=1)*"'audet(A")  und  det(A) =) (—1)*"au det(AM)
1=1 k=1
(Entwicklung nach der k-ten Zeile) (Entwicklung nach der l-ten Spalte).

Beweis. Seien aj,...,a, € R™™ die Zeilen von A. Fiir 1 < 1 < 1 sei e € R™™ der 1-te
1<j<n Firl <k, 1< n sei

l
Zeilen-Standardvektor; es gilt dann also a; = Y " aje fir 1 <
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B¥ € M,,(R) die Matrix mit Zeilen aj,..., Qx_1, €1, Qxsly - -, An, also

il ... 11 41 A4 ... Qin
Ar—1,1 «+ o Q111 Ax—11 Q1141 -+« Qk—1n
BY=|[ 0 ... 0 1 0 ... 0 | eMq.(R).
Q1,1 v 0 Q11— Q10 Q1141 - -« Qipln
[ An1 .. Qnl Ant  Qnl4r -+ QApn |

Wenden wir nacheinander die k — T Transpositionen Tx_ix, Tk—2k—1,-..,T12 auf die Zeilen
von B an, so wird einfach die k-te Zeile (die aus e, besteht) in die erste Zeile nach oben
versetzt. Wendet man anschliefsend die 1 — 1 Transpositionen Ty, Ti-21-1,...,T12 auf die
Spalten an, so erhélt man am Ende die Matrix

[ 1 o ... O 0 ... 0 1]

a ag ... 111 A4 ... Qin
) ) ) 1 \ 0 0
: *
A1l Q1,1 v e Q111 Q1147 -o- Qi | = | . AN € M, (R).
Ar+1,0 Ak4+1,1 « 00 Qie1,1-1 Q41,141 -+« Akt1n )
*

| Qnt Qng ee. Gnicl Qnigl --- Onn
Mit den obigen Regeln zur Berechnung von Determinanten folgt

det(B¥) = (=D (—=1)" T det(Ap) = (=) det (AR = ay.
Damit kénnen wir nun wie folgt argumentieren. Sei 1 < j < n und C € M,,(R) die Matrix

mit Zeilen ay, ..., a1, Qj, k41, ..., an. Weil det linear in der k-ten Zeile ist, gilt
n

det(C) = det(a1, ey Ok1y Qjy Oy lyeney Qn) = det(a1, ceey ak_1,Z ajiely Qkg1y .« .oy An)

n n 1=1

Kl

= E ajdet(ar,...,ax 1y€1 Qiry. ey Qn) = E aj det(B*)
1= =1

= Z(—] )kﬂaﬂ det(Akl) = Z Clj[dlk = (A . A)jk-
1=1 1=1

Ist j # k, so sind zwei Zeilen von C gleich, also det(C) = 0. Ist j =k, so ist C = A. Also:
ia. 5 :{ det(A)  fallsj =Xk,
oo Lk 0 falls j # k,
d.h., es gilt A+ A = det(A)l,. Insbesondere gilt damit die Formel zur Entwicklung nach
der k-ten Zeile. — Nun beachte: Die Gleichheit A -adj(A) = det(A)l, gilt fiir alle Matrizen
A € M,(K), also auch fiir die Matrix A" und damit A" - adj(A%") = det(A")I,. Jetzt
beachte noch det(A™) = det(A) und adj(A™) = (ad] (A))tr. Transponieren wir die Gleichung
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A'T.adj(A") = det(A™)1,, so folgt also auch adj(A)-A = det(A)I,, und dies ergibt schlieRlich

die Formel zur Entwicklung nach der l-ten Spalte von A. U

Beispiel Entwicklung nach der 1. Spalte bzw. 3. Zeile:

213

det ‘ é ° >:2~det<:2 2:>—4.det(-]6 ;_)H.det( I3 )

—2.(18-30)—4-(9—18)+1-(5—6) =11,

oder (3. Zeile) =1-det<; ;)—6-det(_i §->+9-det< 21 )

1 (5—6)—6-(10—12)+9-(4—4) =11.

In manchen Biichern wird die Formel aus der Laplace-Entwicklung als Definition der Deter-

minante benutzt. (Dann muss man am Ende zeigen, dass auch die Leibniz-Formel gilt.)

Folgerung 24.2. Sei R = K ein Kdorper und A € M,,(K). Genau dann ist A invertrierbar,
wenn det(A) £ 0 gilt. Ist det(A) #0, so ist A~" = det(A) A und det(A™") = det(A)~".

Beweis. Sei A invertierbar. Mit der Produkregel folgt det(A)det(A™") = det(A - A7) =
det(I,) = 1 und damit det(A) # 0 und det(A~") = det(A)~". Sei nun det(A) # 0 und setze
B := det(A)'A. Nach Satz 24.1 gilt A-B =1,,, also B = A~". O

Sei weiterhin K ein Korper. Wie in §21 definieren wir fiir eine Matrix A € M, (K) das
charakteristische Polynom xa := det(A — XI,,) € K[X]. Wir haben bereits gesehen:
xa #0, Grad(xa) =n und der Leitkoeffizient von xa ist gleich (—1)™.

Mit den obigen Ergebnissen kénnen wir nun weitere Eigenschaften zeigen.

Lemma 24.3. Sind A,B € M, (K) dhnlich (d.h., es gibt T € M, (K) invertierbar mit B =
T1A-T), so gilt xa =xs, also auch det(A) = det(B) und Spur(A) = Spur(B).

Beweis. Es gilt T (A —XI,)-T=T"A.T—XT".T = B — XI,. Mit der Produktregel folgt:
XB = det(T“-(A—XIH)-T) = det(T") #xaxdet(T) = det(T"-T) xxa = det(I,)*Xa = Xa.
Nach Lemma 21.11 und Lemma 21.12 kommen Spur(A) und det(A) als Koeffizienten von xa

vor; eine analoge Aussage gilt auch fiir Spur(B) und det(B). Aus xa = xp folgt also insbe-
sondere det(A) = det(B) und Spur(A) = Spur(B). O

Die folgende Aussage liefert eine neue Charakterisierung von Eigenwerten: Die Eigenwerte

von A € M, (K) sind genau die Nullstellen von xa € K[X].

Lemma 24.4. Sei A € K. Dann gilt:
A Eigenwert von A & A — Al nicht invertierbar & xa(A) = det(A —AL,) =0.
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Beweis. Fiir die erste Aquivalenz siehe Kapitel I1I, Bemerkung 14.1. Nach Lemma 21.11 gilt
xa(A) = det(A — AL,). Die zweite Aquivalenz folgt also sofort aus Folgerung 24.2. O

Der folgende Satz ist eine beriihmte Aussage der Matrix-Theorie.

Satz 24.5 (Cayley—Hamilton 1853/58). Fiir eine Matrix A € My (K) gilt Xa(A) = Onxn;
insbesondere ist ua | xa (siehe Kapitel 111, Folgerung 15.4) und Grad(pa) < n

Fiir 2 x 2 Matrizen kann man dies direkt nachrechnen; fiir A = [Ccl z] € M, (K) gilt
a—X b ) 2
XA :det< 0 ) — X2 — (a+ d)X + ad — be = X2 — Spur(A)X + det(A).
Damit erhalten wir xa(A) = A? — (a +b)A + (ad — bc)l; = ... = 020.

Fiir den allgemeinen Fall braucht man einen ziemlich cleveren “Trick”.

Beweis. (Frobenius 1878) Sei F = [fijli<ijen = A — XL, € My (K[X]) und xa = det(F). Mit
Laplace-Entwicklung gilt dann F - adj(F) = det(F)I,; mit adj(F) = [ﬂj] € Mn(K[X]) also:

o - ¢ : xa  fallsi=j,
ZZ(du){ =)
1=1 = ) 0 falls 1 # 5.

(Fiir die erste Gleichheit haben wir nur die Reihenfolge der Faktoren f;; und fy getauscht.)
Xa(A) falls i = j,
Onxcn falls 1 #£ .

Fir 1 <i<nseie € K" der i-te Standard Basisvektor. Fiir festes 1 < j < n gilt dann

xa(A i(z fi5(A) - ful ) szu - (fu(A) - &)

i=1 i=1 1=1

Wir setzen A ein und erhalten: Z fi(A) - fu(A) = {

=Onxn falls 1 #]
:Zzﬂ A) - e)) :Zﬂj(A)' (qu(A)-ei).
1=1 i=1 = =
Betrachten wir die letzte Summe. Fiir i = list fy = ay — X also fy(A) - e; = aye; — A - ey.

Fir i 7£ 1 ist fﬂ = ay also fll(A) €y = ay1€4. Damit erhalten wir

Z fulA (auer — A -e) + Z age; = (i ailei) —A-e =0,
P

1<i<n,i#l
(weil A - e; genau die 1-te Spalte von A ist). Also ist xa(A) - ej = Oy fiir T <j < n. Damit
sind alle Spalten von xa(A) gleich 0,, also Xa(A) = Onxn. O

Beispiel 24.6. Sei K ein Korper, d € N und f € K[X] ein beliebiges normiertes Polynom
mit Grad(f) = d; also f = ag+ ;X + ...+ agX? € K[X] mit a; € K, wobei aqg = 1. Dann ist

die (Frobenius-)Begleitmatrixz zu f definiert als
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0 0 ... 0 —ap
10 ... 0 —a
Asi= 01 ... 0 —a € M4(K)
| 00 ... T —ag |
Sind ey, ..., eq die Vektoren der Standardbasis von K¢, so gilt also

(*) Af'ed:—((l()e]+(1]€2+...+Cld,1€d) und Af~ei:ei+1 fir 1 <1<d—1

Was ist das charakteristische Polynom xa, ? Es ist eine gute Ubungsaufgabe, direkt die
Determinante von A¢ — XIy € My(K[X]) zu berechnen (mit geschickten Zeilen- und Spalten-
umformungen, so #hnlich wie in Beispiel 23.6.) Das Ergebnis ist jedenfalls xa, = (—1)4f.

Etwas spéter in Beispiel 27.2(b) werden wir dies noch auf eine vollig andere Weise sehen.

25. Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Selbststudium)

In Kapitel II, Abschnitt 10, haben wir den Fundamentalsatz der Algebra formuliert:

Sein € N und 0 # f € C[X] ein Polynom mit Grad(f) = n. Dann zerfdllt f in Linearfaktoren
iber C, d.h., es gibt a,z1y...,zn ECmit a £ 0 und f = a(X—z1)*x (X—zz) *...%x (X—2z,).
Insbesondere hat jedes nicht-konstante Polynom f € C[X] eine Nullstelle in C.

Um diesen Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass jedes nicht-konstante f € C[X] eine
Nullstelle in C hat. Denn ist f(z) = 0 fiir ein z € C, so ist f = (X — z) % f; mit Grad(f;) =
Grad(f;) — 1 und wir konnen mit f; fortfahren. Weiterhin koénnen wir annehmen, dass f
normiert ist. (Denn die Nullstellen eines Polynoms dndern sich nicht, wenn wir das Polynom
normieren, also mit einer Konstante ungleich 0 multiplizieren).

Startpunkt fiir viele Beweise ist die folgende Aussage, die den Zwischenwertsatz der reellen

Analysis benutzt (der sicherlich in der Vorlesung Analysis 1 behandelt wurde).

Lemma 25.1. Sei f € R[X] nicht-konstant mit 2  Grad(f). Dann hat f eine Nullstelle in R.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f normiert ist. Sei f: R — R die durch f definierte

Polynomfunktion; diese ist stetig. Da Grad(f) ungerade (und f normiert) ist, gilt lir+n f(x) =
X—+00
+o0o und lim f(x) = —oo. Also gibt es auch a < b in R mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Nach

X——00
dem Zwischenwertsatz hat f auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] eine Nullstelle. O

Die Kunst besteht anschliefsend darin, allein aus obiger Aussage die Existenz von komple-

xen Nullstellen fiir beliebige nicht-konstante Polynome f € C[X] herzuleiten. Wir wollen
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hier einen Beweis geben, der nur mit Methoden der Linearen Algebra auskommt (also linea-
ren Abbildungen, Determinanten, Eigenwerten, etc.)!. Zuniichst einige allgemeine Aussagen,
die tiber beliebigen Korpern K gelten. Wir haben bisher Eigenwerte und Eigenvektoren fiir

Matrizen definiert. Das geht natiirlich auch etwas allgemeiner fiir Endomorphismen.

Bemerkung 25.2. Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber einem Korper K. Sei ¢ € End(V),
also @: V — V eine lineare Abbildung. Ein Vektor v € V heift Eigenvektor von ¢, wenn
v # Oy gilt und es ein A € K gibt mit @(v) = Av; in diesem Fall heifst A der zu v gehorige
FEigenwert. Sei nun 1 < dimV < co. Ist B eine Basis von V und A = Mg(@) € M, (K) die
darstellende Matrix von ¢ beziiglich B, so sieht man sofort mit Kapitel IV, Lemma 20.2,
dass x := Mg(v) € K" ein Eigenvektor von A ist mit Eigenwert A (und umgekehrt). Um die
Eigenwerte von ¢ zu bestimmen, wahlt man also eine Basis B von V, stellt A = Mg(@) €

M, (K) auf, und bestimmt schlieklich die Eigenwerte von A.

Lemma 25.3. Sei K ein Korper und n € N. Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent.

(a) Jedes nicht-konstante normierte f € K[X] mit Grad(f) = n hat eine Nullstelle in K.
(b) Jeder Endomorphismus @ € End(V), wobei V ein K-Vektorraum mit n = dim'V ist,
besitzt einen Eigenwert in K (d.h., es gibt ein Oy #v € V und A € K mit @(v) = Av).

Beweis. “(a) = (b)” Sei B eine Basis von V und A := Mg(@) € M,(K) die darstellende
Matrix von ¢. Sei xa € K[X] das charakteristische Polynom von A. Dann ist xa = (—1)"f
wobei f € K[X] normiert ist mit Grad(f) = n (siehe §24). Nach (a) hat f eine Nullstelle
A € K. Dann ist A ein Eigenwert von A, also auch von ¢ (siche Bemerkung 25.2).

“(b) = (a)” Sei f € K[X] nicht-konstant, normiert mit n := Grad(f). Sei A = A; € M,(K)
die zugehorige Begleitmatrix (siehe Beispiel 24.6); es gilt x4 = (—1)"f. Sei @a: K* — K" die
durch A definierte lineare Abbildung. Nach (b) hat @a einen Eigenwert, d.h., es gibt eine
Nullstelle von f = (—1)"xa in K. O

Wir beschreiben nun eine allgemeine Konstruktion, mit der man aus einer gegebenen Matrix

zwel neue Endomorphismen erhélt. (Dies ist der entscheidende Trick von Derksens Beweis.)

Beispiel 25.4. Sei K ein Korper und Sym, (K) := {S € M,,(K) | S" = S} die Menge aller

symmetrischen Matrizen. Dies ist ein Teilraum von M, (K) mit dim Sym,, (K) =n(n+1)/2

(Beweis Ubung oder selbst). Sei nun eine beliebige Matrix A € M,,(K) gegeben. Setze:
@1(S):=A-S+S-A% € M, (K) und @2(S):=A-S-A" € M, (K)

I Dies beruht auf dem Artikel: H. DERKSEN, The Fundamental Theorem of Algebra and Linear Algebra,
Amer. Math. Monthly 110, No. 7 (2003), 620-623.
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fir S € M, (K). Man sieht sofort, dass @7, @; linear sind. Mit den iiblichen Regeln fiir
das Transponieren von Matrizen sieht man auferdem sehr leicht, dass fiir S € Sym, (K)
auch die Matrizen @1(S) und @;(S) wieder symmetrisch sind. Also erhalten wir @4, @; €
End(Symn(K)). Weiterhin gilt @70 @2 = @, 0 @1, denn

(010 02)(S) = @1(A-S-AT) = A-(A-S-A") 4 (A-S-A") . A",

(@2091)(S) =@2(A-S+S-A")=A-(A-S+S-A")- A",

und die beiden rechten Seiten sind gleich.

Bemerkung 25.5. Sei V ein K-Vektorraum. Seien @1, @, € End(V) gegeben mit @0 @; =
@20 @1. Dann gilt @;(Kern(¢@1)) € Kern(g1) und @,(Bild(¢4)) C Bild(¢).

Dazu: Ist v € Kern(;), so ist @q(v) = Oy und damit ¢@(@2(v)) = @2(@1(v)) = Oy, also
auch @>(v) € Kern(@q). Ist w € Bild(¢g;), so ist w = ¢;(v) fiir ein v € V und damit

©2(w) = @2(@1(v)) = @1(92(v)) € Bild(g1).

Lemma 25.6. Seien A € M, (K) und @4, @, € End(Symn(K)) wie in Beispiel 25.4. Nehmen
wir an, es gibt einen gemeinsamen Eigenvektor fir @1 und @, in Sym,(K). Dann gibt es
eine Matriz Onxn # S € Sym, (K) und A, € K mit (A> —AA + ul,) - S = Opxn.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein Opxn # S € Sym, (K) und A, n € K mit @;(S) = AS
und @;(S) = uS. Dann gilt A-S+S- A" =AS und A -S - A" = uS. Multiplikation der
ersten Gleichung mit A von links ergibt A>-S+ A -S- A" =AA - S. Durch Einsetzen von
A-S-AY" = uS erhalten wir A2-S+uS =AA-S und damit (A2 —AA 4+ ul,)-S = Onxn. O

Betrachte nun folgende Aussage fir m € N, m > 2:

P(K. m) Jedes nicht-konstante, normierte f € K[X]
m):
’ mit m t Grad(f) hat eine Nullstelle in K.
Zum Beispiel ist Lemma 25.1 gerade die Aussage P(R, 2).

Lemma 25.7. Es gelte P(K,m) fir ein m € N, m > 2. Seien V ein K-Vektorraum und
©1, @2 € End(V) mit @10 @, = @20 @;. Ist mtdimV < oo, so gibt es einen gemeinsamen
Eigenvektor in' 'V fiir @1 und @,.

Beweis. Wir gehen mit vollstandiger Induktion nach dim V vor. Ist dim V = 1, so ist nichts zu
zeigen. (Jedes Oy # v € V ist gemeinsamer Eigenvektor von ¢ und @;.) Sei nun dimV > 1.
Ist m | dimV, so ist nichts zu zeigen. Sei also m { dimV. Da P(K,m) gilt, gibt es nach
Lemma 25.3 (“(a) = (b)”) einen Eigenwert A € K von ¢;. Setze ¢ := @1 —Aidy € End(V)
sowie U := Kern(¢) und W := Bild(¢). Beachte: Fiir i = 1, 2 gilt dann auch @o@; = @;0 @,
also jeweils @;(U) € U und ¢;(W) € W nach Bemerkung 25.5. Durch Einschrankung
erhalten wir also Endomorphismen @iy € End(U) und @;lw € End(W), die fir i = 1,2
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jeweils wieder vertauschbar sind. Nun gilt nach dem Kern-Bild-Dimensionssatz dimV =
dim U + dim W. Wegen m { dim V ist also m 1 dim U oder m { dim W. Sei Oy # v € V ein
zu A gehoriger Eigenvektor von ;. Dann ist @(v) = Oy, also v € U und damit dim U > 0.
Wegen dim V = dim U + dim W ist also stets dim W < dim V. Dies fiihrt zu den drei Fallen:

1) dimU =dimV, W ={0v}.

2) dimU < dimV, dimW < dim V und m ¢ dim U.

3) dimU < dimV, dimW < dimV und m { dim W.
Im Fall 1) ist Kern(¢@) = V, also @1 = Aidy. Da P(K,;m) gilt, gibt es nach Lemma 25.3
einen Eigenwert von @, in K. Sei Oy # w € V ein zugehoriger Eigenvektor von ;. Dann ist
automatisch auch @;(w) = Aw; also ist w ein gemeinsamer Eigenvektor von ¢ und ;.
Im Fall 2) kénnen wir Induktion auf @]y und @,y anwenden; es gibt also einen gemeinsamen
Eigenvektor von @4y und @;|y, und dieser ist natiirlich auch ein gemeinsamer Eigenvektor

von @7 und @;. Der Fall 3) geht analog mit @4y und @z|w. O

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir nun den ersten Fortschritt gegeniiber Lemma 25.1.
Zunéchst noch eine Bezeichnung: Ist g € C[X] beliebig, so sei g € C[X] das Polynom, das
entsteht, wenn man komplexe Konjugation auf alle Koeffizienten von g anwendet. Man sieht

sofort: g(z) = g(z) fiir alle z € C; aukerdem gy * g; = g; * g, fiir alle g1, g, € C[X].

Lemma 25.8. Sei f € C[X] nicht-konstant mit 2  Grad(f). Dann hat f eine Nullstelle in C.

Beweis. (Der folgende Beweis ist etwas anders als im Artikel von Derksen.) Wir kénnen
annehmen, dass f normiert ist. Sei n := Grad(f) > 1 und g := f*f € C[X] mit Grad(g) = 2n,
wobei n ungerade ist. Mit obigen Regeln folgt g =f*f=f*f =fx*f = g, also g € R[X].

Wir zeigen zuerst, dass g eine Nullstelle in C besitzt. Sei A = Ay € My, (R) die Begleitmatrix
von g. Wir bilden @4, @, € End(Symh(R)) wie in Beispiel 25.4. Nun ist dim Sym,, (R) =
2n(2n+1)/2 =n(2n+ 1) ungerade. Da die Aussage P(RR,2) gilt, gibt es nach Lemma 25.7
einen gemeinsamen Eigenvektor von @; und ¢; in Sym,,(R). Damit ist die Voraussetzung
von Lemma 25.6 erfiillt. Es gibt also eine Matrix Opxn # S € Sym,(R) und A,p € R mit
(A2 —AA 4+ ul,) - S = Opnxn. Mit der iiblichen Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
(Stichwort: quadratische Ergéinzung) gibt es z1,z; € C mit X2—AX+p = (X—2z1)*(X—2z;) €
C[X]. Dann gilt auch (A —2z11,): (A—2211)+S = Opxn, nun in M, (C). Ware det(A—z1,) #0
fir i = 1,2, so wiren A — z{I,, invertierbar fiir i = 1,2 und damit S = 0,xn, Widerspruch.
Also ist det(A — zI,,) = 0 fiir ein z € {z7,2,} und damit z ein Eigenwert von A, d.h., z € C

ist eine Nullstelle von g = (—1)™xa.

Nun ist 0 = g(z) = (f * f)(z) = f(z)f(z). Also folgt f(z) = 0 oder f(z) = 0; im letzteren Fall

ist auch f(z) = f(z) = 0. Also hat f auf jeden Fall eine Nullstelle in C. O
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Satz 25.9. Die Aussage P(C,29) gilt fiir alle d € N. Insbesondere folgt der Fundamentalsatz
der Algebra.

Beweis. Wir benutzen eine vollstindige Induktion nach d. Der Induktionsanfang d = 1 ist
genau die Aussage von Lemma 25.8. Sei nun d > 1 und nehmen wir an, dass P(C, 2¢) bereits
gezeigt sei. Sei f € C[X] nicht-konstant, normiert mit 24" ¥ n := Grad(f). Wir miissen
zeigen, dass f eine Nullstelle in C hat. Dazu: Es gilt n = 2°n mit 0 < e < dundn > 1
ungerade. Fiir e = 0 ist n = n ungerade, also wissen wir bereits nach Lemma 25.8, dass f
eine Nullstelle in C hat. Wir koénnen also T < e < d annehmen. Sei A = Ay € M,(C) die
Begleitmatrix zu f. Wir bilden @, @, € End(Symn((C)) wie in Beispiel 25.4. Nun ist
dim Sym, (C) =n(n+1)/2 =2 "Ta(2°n+1).

Wegen 1 < e < d ist also 2¢ { dim Sym,,(C). Da P(C,2¢) gilt, gibt es nach Lemma 25.7
einen gemeinsamen Eigenvektor von ¢ und ¢; in Sym, (C). Nach Lemma 25.6 gibt es eine
Matrix Opyxn # S € Sym, (C) und A, u € C mit (A? —AA + ul,,) - S = Onxn. Nach Kapitel II,
Bemerkung 10.3, gibt es z1, 2y € C mit X2—AX4u = (X—2z;)*(X—2z,) € C[X]. Wie im obigen
Beweis folgt, dass z; oder z, eine Nullstelle von f = (—1)"xa ist. Damit gilt P(C,2%+).

Zum Fundamentalsatz: Sei 0 # f € C[X] normiert, mit n := Grad(f) > 1. Dann gibt es ein
d € N mit 24 n. Da P(C,2%) gilt, hat also hat f eine Nullstelle in C. O

Wir halten noch die folgende Konsequenz fiir Polynome in R[X] fest: Man kann diese stets

in Faktoren vom Grad 1 oder 2 zerlegen.

Lemma 25.10. Sei f € R[X] nicht-konstant und normiert. Dann gibt es o, i € R mit
4B; > o (fir 1 <i<r)undy; €R (fiir 1 <j <s) mit 2r+s = Grad(f) und
f=(X24+ X+ B1)k...k (X2+ 00X+ Br)* (X—vy1)*...(X—7vs).

Beweis. Wir benutzen vollstdndige Induktion nach n = Grad(f) > 1. Ist n = 1, so ist nichts
zu zeigen. Sei nun n > 2. Nach Satz 25.9 gibt es eine Nullstelle A € C; es folgt f = (X—A)*g;
mit g; € C[X]. Ist A € R, so ist auch g; € R[X] und nach Induktion hat g; eine Faktorisierung
wie gewiinscht. Sei nun A € C\ R. Wegen f = f folgt 0 = f(A) = f(A) = f(A) = (A — A)gi(A).
Wegen A # A folgt g1(A) = 0 und damit g; = (X — A) * g, mit g, € C[X]. Insgesamt ergibt
dies f = f1 % go mit f; := (X —=A) * (X = A) = X* + aX + B, wobei &« = —(A +A) € R und
B = A\ € R. (Beachte: Weil f; = X? 4+ aX+ B € R[X] keine reelle Nullstelle hat, ist 4 > o?.)
Nun ist f; x g, = f = f = f; x g, = f; * g,. Mit Kiirzen von f; folgt g, = g, € R[X], und wir

konnen wieder Induktion auf g, anwenden. O
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| Ab hier Woche 4|
Kapitel VI: Normalformen von Matrizen

Am Ende des ersten Semesters haben wir das Normalformen-Problem fiir Matrizen iiber
einem Korper K formuliert: Ist A € M, (K) gegeben, so wird eine invertierbare Matrix T €
M, (K) gesucht, so dass A’ ;== T~"-A.T eine “méglichst einfache” Gestalt besitzt. Dort wurde
auch bereits der Spezialfall der “diagonalisierbaren” Matrizen behandelt. Nun ist allerdings

nicht jede Matrix diagonalisierbar; Beispiele fiir n = 2:

01 A 0 —1

Die erste Matrix hat 0 als einzigen Eigenwert, aber der Eigenraum ist 1-dimensional und A

] (K = Q oder R).

damit nicht diagonalisierbar; die zweite Matrix hat charakteristisches Polynom xa = X? +1,
also gibt es iiberhaupt keine Eigenwerte. (Zur Erinnerung: A ist diagonalisierbar genau dann,
wenn es eine Basis von K" gibt, die aus Eigenvektoren von A besteht.) Ziel dieses Kapitels ist
es, auch fiir derartige Fille eine Losung des Normalformen-Problems zu entwickeln. Dies zer-
fallt in zwei grofsere Teil-Probleme: Einerseits der Fall, in dem x4 in Linearfaktoren zerfallt,

und andererseits der allgemeine Fall (ohne irgendwelche Voraussetzungen an xa ).

26. Zerfallende Polynome und zerfallende Matrizen

Bevor wir zu Normalformen kommen, stellen wir noch einige weitere Aussagen zu Polynomen
bereit, die auch von allgemeinem Interesse sind. In Kapitel IV, §20, haben wir bereits den
Begriff eines zerfallenden Polynoms in K[X] definiert. Zur Erinnerung: Sei 0 # f € K[X] mit
d := Grad(f) > 0. Wir bezeichnen mit Z(f) :={A € K| f(A) = 0} die Menge der Nullstellen
von f. Dann heifst f ein zerfallendes Polynom, wenn es 0 # ¢ € K und zy,...,zq4 € K gibt
mit f =c¢(X —2z¢) *...% (X —zq). (Es gilt also Z(f) = {zy,...,z4}, aber die z; miissen hier

nicht verschieden sein; fiir d = 0 ist f = ¢ € K konstant und wird als zerfallend deklariert.)

Lemma 26.1. Sei 0 # f € K[X] und f = g+xh mit g,h € K[X]. Ist f zerfallend, so sind auch
g und h zerfallend.

Beweis. (Vollstédndige Induktion nach d := Grad(f) > 0.) Ist d = 0, so sind f, g, h konstant
und es ist nichts zu zeigen. Sei nun d > 1 und 0 # f € K[X] zerfallend mit d = Grad(f).
Schreibe f = ¢(X—z;)*...%x(X—zq) wie oben. Dann ist 0 = f(z;) = g(z1)h(z), also g(z1) =0
oder h(z;) = 0. Nehmen wir an, es sei g(z;) = 0. Nach dem Horner-Schema ist g = (X—z)*g;
mit einem g; € K[X]. Andererseits ist f = (X—z;)*f; mit f; := ¢(X—2z)*...%(X—2z4). In der
Gleichung (X—z;)*f; = f = gxh = (X—2z;)*g;*h kdnnen wir auf beiden Seiten einen Faktor
X — z; kiirzen und erhalten f; := g; * h. Nun ist f; zerfallend mit Grad(f;) = d — 1 (nach
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Definition), also folgt mit Induktion, dass g; und h zerfallend sind, also auch g = (X—z1)*gj.
Das Argument ist analog fiir den Fall h(z;) = 0. O

Lemma 26.2. Gegeben seien 0 # f € K[X] und 0 # g € K[X]. Ist Z(f) N Z(g) = @ und f
zerfallend, so gilt ggT(f, g) = 1.

Beweis. Sei h := ggT(f,g) und nehmen wir an, es sei Grad(h) > 1. Wegen h | f ist auch h
zerfallend (siehe Lemma 26.1). Sei A € K mit h(A) = 0. Wegen h | f ist dann auch f(A) =0,
und ebenso folgt g(A) = 0. Also ist A € Z(f) N Z(g), Widerspruch. d

Sei 0 # f € K[X] beliebig. Fiir A € K sei m¢(A) das grokte j € No mit (X —A) | f. Dann heifit
m¢(A) die Vielfachheit von A (als Nullstelle von f). Es gilt

A€ Z(f) & me(A) > 1 & X—A|f.
(Die erste Aquivalenz gilt nach Kapitel II, Bemerkung 9.10.) Ist A € Z(f), so gilt f =
(X —A)™N x g mit 0 # g € K[X] und g(A) # 0.

Sei nun 0 # f € K[X] zerfallend und Grad(f) > 1. Es gibt also 0 # ¢ € K und z;,...,z4 € K
mit f = ¢(X—z1)*...%(X—2zq), wobei d := Grad(f) > 1. Fassen wir gleiche Terme zusammen
und schreiben Z(f) = {A;,...,A;} mit v > 1 (wobei die A; paarweise verschieden sind), so
erhalten wir eine Darstellung f = c¢(X — A1)V % ... % (X — A,)" mit 1; € N fiir alle i.

Satz 26.3. Sei f = c(X—A))V *...x(X—A)" wie oben. Dann folgt automatisch 1; = m¢(A;)

fir 1 <1< r; d.h., die Ezponenten l; sind eindeutig bestimmt.

Beweis. Fiir jedes 1 ist (X—A;)Y | f, also l; < m¢(A;). Annahme, es gibt ein i mit 1; < m¢(A;).
Sei g € K[X] das Produkt von ¢ € K und allen Faktoren (X — A;)% mit j # i; dann ist
f=(X—A)% % g und g(A;) #0. Wegen (X — A))™ ™) | fist auch f = (X — A;)™ M) x h mit
einem h € K[X] und h(A;) # 0. In der Gleichung (X —Ay)% g = f = (X —A;)™?) x h kénnen
wir (X —A;)Y auf beiden Seiten kiirzen. Also ist g = (X — A)™ )l x h. Wegen 1; < me(Ay)
ist A; eine Nullstelle der rechten Seite und damit auch g(A;) = 0, Widerspruch. U

Der obige Satz ist ein spezieller Fall einer viel stirkeren Aussage, die den Hauptsatz der
elementaren Arithmetik fiir natiirliche Zahlen (siche Kapitel I, §3) auf Polynome in K[X]

verallgemeinert. Dies wird in der Algebra-Vorlesung weiterbehandelt.

Folgerung 26.4. Sei 0 # f € K[X] zerfallend und g € K[X] mit g | f. Schreiben wir f wie in
Satz 26.3, also f = c(X — A1) * ... % (X —A)Y, wobei 0 # ¢ € K und 1; € N fiir alle i, so
gilt g=c'(X =AY #...% (X =A)¥ mit 0 £ c’ € K und 0 < U <L fiir alle i,

Beweis. Da f zerfallend ist, ist auch g zerfallend; siehe Lemma 26.1. Eine Nullstelle von ¢

ist auch eine Nullstelle von f, also gilt Z(g) C Z(f). Daher kénnen wir schreiben g =
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/(X =A% % (X—A)Y mit 0 # ¢/ € Kund U > 0 fiir i = 1,...,7. Fiir jedes 1 ist

(X — A4 ein Teiler von g, also auch von f und damit 1/ < m¢(A;) = L. O

Wir unternehmen nun erste Schritt hin zu einer allgemeinen “Normalform” von Matrizen.
Als Spezialfélle erhalten wir teilweise neue Beweise fiir die Kriterien zur Diagonalisierbarkeit

von Matrizen, die wir bereits am Ende des 1. Semesters diskutiert haben.

Bemerkung 26.5. Seien A, A; € M, (K) dhnliche Matrizen; es gibt also eine invertierbare
Matrix T € My (K) mit A; := T-".A.T. Nach Lemma 24.3 gilt xa = xa,. Eine analoge
Aussage gilt auch fiir die Minimalpolynome. Dazu: Zunichst gilt A} = (T--A-T)! = T-.ALT
fiir alle i € Ny (siehe die Rechnung in Kapitel IV, Beispiel 20.8). Daraus folgt sofort f(A;) =
T1f(A)-T fiir alle f € K[X], d.h., f(A), f(A;) sind &hnlich fiir alle f € K[X]. Insbesondere
ist f(A1) = Onxn & f(A) = Onxn. Dies zeigt, dass pa = pa, gilt.

Lemma 26.6 (Zerlegungslemma). Sei A € M,(K) und 0 # f € K[X] nicht-konstant mit
f(A) = Onxn. Es gelte f = f1 % f; wobei 0 # f; € K[X] und ggT(f,f2) = 1. Dann gibt es
eine invertierbare Matrix T € My (K), so dass A’ := T-".A.T eine Blockdiagonalgestalt der
folgenden Form hat:

wobei n=1;+1,, A€ MII(K) und fl(Al) = Olixh'

Beweis. Wir betrachten die Teilrdume U; := N (fi(A)) ={veK"|fi(A) -v=0,.,} CK"fiir
i1 =1, 2. Sei B; eine Basis von U;. Wir werden nun zeigen, dass B := B;UB; eine Basis von K"
ist (wobei die Vereinigung disjunkt ist), und dass die Behauptung gilt mit der invertierbaren
Matrix T € M, (K), deren Spalten durch die Vektoren in B gegeben sind.

Wir teilen dies auf in 5 Schritte wie folgt.

1. Schritt: Sei 1 € {1,2} und g € K[X]; wir behaupten, dass g(A)-v € U; fiir alle v € U; gilt.
Dazu: Sei v € Uy, also fi(A) -v = 0,. Wir miissen zeigen, dass auch fi(A) - (g(A) -v) = 0,
gilt. Mit fi(A) - g(A) = (fi*x g)(A) = (g * fi)(A) = g(A) - fi(A) erhalten wir in der Tat
fi(A)- (g(A)-v) = (fi(A) - g(A))-v =(g(A) - fi(A)) - v =g(A) - (fi(A) - v) = g(A) - On = Oy.
2. Schritt: Wir behaupten, dass U; N U, = {0,} gilt. Insbesondere ist also By N B, = &.
Dazu: Nach dem Lemma von Bezout fiir Polynome (siche Kapitel III, Satz 15.2) gibt es
g1, 92 € K[X] mit 1 = ggT(fy,f;) = g * f1 + g1 * f,. Wir setzen A ein und erhalten I, =
g2(A) - f1(A) 4+ g1(A) - f2(A). Ist also v € Uy N Uy, d.h. fi(A)-v =0, firi=1,2, so folgt
v=1,-v=ga(A) - (fi(A)-v) + g1(A) - (f2(A) - v) = g2(A) - On + g1(A) - O = On.
Also ist Uy NU, ={0,}.
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3. Schritt: Wir behaupten, dass K" = U; + U, gilt.
Dazu: Sei v € K™ beliebig. Wir setzen wy := f;(A)-v € K™ und w; := f;(A)-v € K*. Dann ist
f1(A)-wy = f1(A) - (f2(A)-v) = (i (A) -2 (A)) v = (fi*f)(A) v =F(A) -V =Onxn-v =0y,
also wy € Uy. Analog sieht man f,(A) - w,; = 0y, also w; € U,. Wie im 2. Schritt schreibe
wieder 1 = g, x f; + g7 * f, mit gy, g, € K[X]. Dann folgt

v=1,-v=gA) - (fi(A)-v) + gi(A) - (f2(A) - v) = g2(A) - Wz + g1 (A) - wy.
Nach dem 1. Schritt gilt w; := gi(A) -w; € U; fiiri=1,2. Alsoist v=w; +u; € Uy + U,.

4. Schritt: Wir behaupten, dass B = B; U B, eine Basis von K" ist.

Dazu: Nach Kapitel IV, Satz 19.10, gilt dim(U;4+U;) = dim U; +dim U, —dim(U;NU;). Nach
dem 3. Schritt ist die linke Seite gleich n = dim K™; nach dem 2. Schritt ist die rechte Seite
gleich dim Uy + dim U, = |B4| + |B,| = |[B; U B, = |B|. Also folgt [B| = n. Nach Kapitel IV,
Satz 17.6, geniigt es nun noch zeigen, dass K* = (B)g gilt. Sei dazu v € K™ beliebig. Nach
dem 3. Schritt gibt es w; € U; mit v = uy+u,. Schreiben wir jeweils u; als Linearkombination

der Vektoren in Bj, so ist v insgesamt eine Linearkombination der Vektoren in B = By U B;.

5. Schritt: Sei T € M,,(K) die invertierbare Matrix mit Spalten gegeben durch die Vektoren
in B. Wie behaupten, dass dann A’ := T~'- A - T die gewiinschte Gestalt hat.

Dazu betrachte die lineare Abbildung @A : K™ — K™, x — A-x. Dann ist A die Matrix von @x
beziiglich der Standardbasis von K™. Nach Kapitel IV, Satz 20.6, ist A’ die Matrix von @
beziiglich der Basis B. Um die Gestalt von A’ zu bestimmen, miissen wir also @ auf ein
v € B anwenden und dann den Koordinatenvektor Mg(@a(v)) € K™ betrachten. Sei zuerst
v € By. Nach dem 1. Schritt ist A -v wieder in U; enthalten, also eine Linearkombination der
Vektoren in By; alle Komponenten von Mg(@a(v)) zu Basisvektoren in B; sind gleich 0. Eine

analoge Aussage gilt entsprechend auch fiir v € B;. Damit hat A’ eine Blockdiagonalgestalt:

wobei i =dimU;, n=1+1 und A; € My, (K).

Wir miissen noch zeigen, dass fi(A;) = Oy, x1, gilt. Nach Ubungen kénnen wir mit Blockdia-
gonalmatrizen “késtchenweise” rechnen. Wir erhalten

f] (A] ) ‘ Ol] Xlz fZ(A] ) ‘ Ol] Xlz
Ouxy, | fi(A2) f2(Az)
Sei e; € K" ein Standard-Basisvektor; dann ist f;(A’) - e; die j-te Spalte von f;(A’). Es

f](A/) = und fz(A/) =

012)(11

geniigt also zu zeigen, dass fi(A’)-¢; = 0, gilt fiir j = 1,...,1;, sowie f;(A')-¢; = Oy
fir j = Li+1,...,n. Nun beachte: Es gilt By = {T-¢; [ j = 1,...,1} € U; und daher
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(fi(A)T)-e; = f1(A):(T-¢5) = 0y fiir j = 1,...,1;. Nach Bemerkung 26.5 ist anderer-
seits f1(A) = T'-f1(A)-T, also folgt fi(A’)-e; = T_l-((ﬂ(A)-T)-ej) = T7'0, = 0, fiir
j=1,...,1;, wie gewlinscht. Vo6llig analog zeigt man auch f3(A;) = O, x1,. O

| Ab hier Woche 5|
Bemerkung 26.7. Ist im obigen Lemma f = pa (und sind fy, f, normiert), so behaupten

wir, dass auch f; = pa, fiir i = 1,2 gilt. Dazu: Wegen fi(Ai) = Oy, x1, gilt sicherlich pa, |
fiir i = 1,2. Wir miissen also nur noch zeigen, dass Grad(pa,) = Grad(f;) fir i = 1,2 gilt.
g (A1 ) ‘ Ol] x2

Olz)(l] g(AZ)
Wegen pa, | g folgt g(Ai) = 0y, fliri =1, 2; also g(A’) = Onxn und damit f = py = pas | g;

sieche Bemerkung 26.5 fiir die erste Gleichheit. Es folgt Grad(f) < Grad(g) = Grad(pa,) +
Grad(pa,) < Grad(fy) 4+ Grad(f,) = Grad(f), und damit Grad(pa,) = Grad(f;) firi =1, 2.

Sei g := Wa, *Ha, € K[X]. Mit “Késtchen-Rechnen” erhalten wir g(A’) =

CO — —

1011

1111
Beispiel 26.8. Sei K=TF, ={0,1} (mit 1+ 1=0) und A := (1) 8 1 } € M;5(IF,).
Man rechnet nach, dass pa = X3 * (X + 1) gilt. 010 ? 0

Also kénnen wir Lemma 26.6 anwenden, indem wir ua = f; * f, schreiben, mit f; = X® und
f; = X+ 1. Wie im obigen Beweis setze U; := N(fi(A)) fiir i = 1,2. Wir finden:

07 o7 1 01 [0
1| o] |o 1 |1

u1:N(A3):< ol,{1],10 > uzzN(A+I5):< 1, |1 >
0 0 1| 7F2 1 0] /F2
o] o] [1 o] |1

Ist T € M;5(IF,) die invertierbare Matrix, deren Spalten die obigen 5 Spaltenvektoren sind,

so erhalten wir eine Blockdiagonalgestalt:

111
T A _ | A mit Ay=[000], A,=|]9
0 |A; 101] 0 1)

wobei pa, = X3 und pa, = X+ 1 (wie man auch direkt nachpriifen kann).

Eine Matrix A € M, (K) heifst zerfallend wenn xa € K[X] ein zerfallendes Polynom ist.
Zur Erinnerung: Ist A € M, (K), so ist Z(ua) genau die Menge der Eigenwerte von A; sieche
Kapitel III, §14; nach Lemma 24.4 gilt auch Z(ua) = Z(xa)-

Ist A € K ein Eigenwert von A und n, > 1 die Vielfachheit von A als Nullstelle von xa, so
heifst n, die algebraische Vielfachheit von A.

Satz 26.9 (Hauptraumzerlegung). Sei A € M, (K) zerfallend, Z(ua) = {A1,..., A} und

XA = (1" (X =A™ %ok (X =A™, Ha = (X =A™ % ... (X—=A)™;
wegen Wa | Xa ist hier ng = my = 1 fur alle i. Dann gibt es eine invertierbare Matriz
T € Mn(K) so dass A’ :==T7' - A-T eine Blockdiagonalgestalt der folgenden Form hat:
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Ay 0 ... 0
, | 0 A . B B e
Al = wobei Ay € My, (K), n =1y + ...+ 1, und pa, = (X —A)™.
N ¢
0 ... 0 A,

Beweis. (Vollstandige Induktion nach r.) Ist v = 1, so gilt die Behauptung mit T = I, (es ist
nichts zu zeigen). Sei nun r > 1 und setze fy := (X—=A;)™, f3:= (X—=A2)™2*. .. % (X—A,)™.
Dann gilt up = f; * f,. Nach Lemma 26.2 ist ggT(f, ;) = 1. Also gibt es eine invertierbare
Matrix Ty € M, (K), so dass A := T, - A-T; eine Blockdiagonalgestalt wie in Lemma 26.6
hat, mit Diagonalblocken A; € M, (K), wobei n = 1; + 1, und fi(Ay) = Opxy, furi=T1,2.
(Hier ist 1; = dim U;, wobei U; = N(fi(A)).) Nach Bemerkung 26.7 gilt uz, = f; fiir i =1, 2.
Wir bestimmen nun Xz, fir i = 1,2. Mit Satz 23.4 und Lemma 24.3 erhalten wir
A —XIy, 0

0 |A;—XIL,)
Nun ist Z(xz,) = Z(uz,) = Z(fi) = M} und Z(xz,) = Z(ua,) = Z(f2) = Ay .. AL
Wegen xa = X, * Xi, und mit der Eindeutigkeit in Satz 26.3 folgt x5, = (=1)™ (X —Ay)™
und x5, = (—=1)"(X = A2)™ % ... % (X = A;)™; insbesondere ist l; = dim U; =n;.
Nach Induktion gibt es eine invertierbare Matrix T, € My, (K) so dass Aj =T, ! -Az - T, eine

XA = XA :det(

]) = det(A; — XI, ) * det(A, — XT,) = X4, * XA,

Blockdiagonalgestalt der folgenden Form hat:

A; 0 ... 0
/ O A3 e . .
Aj = wobel A; € My, (K), L =ny+ ...+ 1, und py, = (X —Ay)™.
o0 0
0 ... 0 A, -
. - I; | O
Setze nun T :=T;-T,, mit der Blockdiagonalmatrix T, := l (1; T € M, (K)
2
. . 9 T . . . PR, | [ 111 O
Mit “Késtchenrechnen” folgt, dass T, invertierbar ist, wobei T, = o T ;
aukerdem gilt (noch einmal “Késtchenrechnen”): - 2
_ o . Al O _
T*1.A.T:T2*].(T]*1.A.T1).T2:T2*1.A. 2:T2*1. = . )
0 |A;
[n]o Aol [wfo] [A] o Ao
o) lolA] [om] [ o|m A T [ olAr)
und die Matrix auf der rechten Seite hat die gewiinschte Blockdiagonalgestalt. U

Bemerkung 26.10. Sei A € M, (K) zerfallend und Z(pua) = {Ay,..., A ); firi = 1,...,7
seien Ny > m; > 1 wie oben. Zur Erinnerung: Nach Kapitel IV, Definition 20.9, heifst
EA(A) := NA—=MNIL,) = {x € K" | A-x = Ax} der zu A; gehérige Eigenraum und
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dim EA(A;) > 1 die geometrische Vielfachheit von A;. Dann gilt offenbar EA(A;) C U; :=
N ((A — Ailn)mi). Die Teilrdume U; werden auch als Hauptraume oder verallgemeinerte
Figenrdume bezeichnet. Im obigem Beweis haben wir dim U; = n; gezeigt, also folgt:

(a) Fiir jedes i gilt dim EA(A;) < n; = algebraische Vielfachheit von A;.
Nach Kapitel IV, Satz 20.13, ist A diagonalisierbar, wenn ) :_; dim Ex(A;) = n gilt. Da stets
n=n+...+mn, gilt, folgt also sofort mit (a):

(b) Ist dimEA(A;) = ny (“algebraische Vielfachheit = geometrische Vielfachheit”) fiir

alle 1, so ist A diagonalisierbar.

Schliefslich haben wir in Kapitel IV, Satz 20.15, gesehen, dass A diagonalisierbar ist, wenn
m; = 1 fir alle 1 gilt (d.h., pa ist einfach-zerfallend). Dies folgt ebenfalls aus Satz 26.9: Ist

namlich my =1, so ist pa, = X — Ay, also A = A, fiir alle 1.

Um das allgemeine Normalformen-Problem zu 16sen, miissen wir aufgrund der obigen Ergeb-
nisse noch die folgenden beiden Aufgabenstellungen behandeln:

e Finde eine Normalform fiir zerfallende Matrizen mit genau einem Eigenwert.

e Finde eine Normalform fiir allgemeine, nicht-zerfallende Matrizen.
Der gemeinsame Schliissel zur Losung dieser beiden Probleme folgt im néchsten Abschnitt.

27. Das lokale Minimalpolynom eines Vektors

Sei K ein Kérper und K[X] der Polynomring iiber K in der Unbestimmten X. In Kapitel III,
§14, haben wir das Minimalpolynom ps € K[X] einer Matrix A € M, (K) eingefiihrt. Wir

betrachten nun eine Verfeinerung dieses Polynoms.

Satz 27.1. Sei A € M, (K) und v € K*. Dann gibt es ein eindeutiges normiertes Polynom
0 # fo € K[X] kleinsten Grades mit fo(A) - v = 0y. Dieses Polynom wird auch mit pa, = fo
bezeichnet und heifit das lokale Minimalpolynom von v beziglich A. Es gilt uay | g fiir
alle g € K[X] mit g(A) - v = 0y; insbesondere ist pay | pa.

Beweis. Dies ist vollig analog zu Satz 14.5 und Folgerung 15.3 in Kapitel III. Ist v = 0,,,
so gilt die Aussage mit fy := 1. Sei nun v # 0, und setze v; ;== A'-v fiir i € Ny. Wegen
dim K™ = n ist das Tupel (v, V1,...,V,) linear abhéngig. Nach Kapitel IV, Lemma 17.5,

gibt es ein d € {1,...,n} mit vq4 € (vg,...,Vq_1)k; sei d minimal mit dieser Eigenschaft.
Dann ist das Tupel (vg,...,Vv4_1) linear unabhéngig und es gibt ay,...,aq 1 € K mit vq =
aoVo + ...+ Qg—1Vga-1. Setze nun fo = X4 — Cld,]Xd_] — .. Cl]X —Qp € K[X]

Dann ist fy normiert und
fo(A) V= (Ad— ad,1Ad_] I (l]A— aoIn) *V=V3—Qaq4—1Vg—1—...— Q1V1 —QpVy = On.
Sei nun g € K[X] beliebig mit g(A) - v = 0,. Teilen mit Rest ergibt g = q * fy + T mit
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q,r € K[X], wobei r = 0 oder r # 0 und Grad(r) < d gilt. Nehmen wir an, es sei r # 0. Dann
folgt g(A) = q(A) - fo(A) + r(A) und damit 0,, = g(A) -v = q(A) - fo(A) - v+T1(A)-v =
T(A) -v. Sei d’ = Grad(r) > T und v = by + 01X + ... + beX? mit b; € K. Dann ist
On =T1(A)-v=">bovog+b1vi+...+bgvg. Wegen v # 0 ist mindestens eines der b; ungleich 0
und damit das Tupel (vg, v1,...,Vvq/) linear abhéngig. Also muss d’ > d gelten, Widerspruch
zu d’ = Grad(r) < d. Also war die Annahme falsch, d.h., es ist r = 0 und damit f, | g. Ist
nun g # 0 und Grad(g) = d, so folgt g = cfy mit einem 0 # ¢ € K. Ist g aukerdem normiert,

so muss ¢ = 1 gelten; also ist fy eindeutig bestimmt. 0

Der obige Beweis zeigt, wie man pa , berechnet: Bilde so lange Produkte A-v, A2-v; A3.v, ...
bis man ein d > 1 findet, so dass A% -v € K" eine Linearkombination der vorherigen
Vektoren v, A - v,A? - v,..., A% . v ist; aus den Koeflizienten dieser Linearkombination
erhdlt man dann pa,. Dieses Verfahren ist voéllig analog zu dem fiir die Berechnung des
Minimalpolynoms wa, aber einfacher weil man nur Vektoren in K™ auf lineare Abhéngigkeit
testen muss, und nicht ganze Matrizen in M,,(K). (Dadurch haben die zu betrachtenden

linearen Gleichungssysteme viel weniger Unbekannte.)

10 1
01 O] € M;(K). Wir bestimmen pa, fir i =1,2,3 (wobei
101

Beispiel 27.2. (a) Sei A =

1
e; € K3 die Standard-Vektoren sind). Es gilt A -e; = [O] & (e1)x, A%-e; = 2e, also
1

ist Hae, = X? — 2. Weiterhin ist A - e, = e,, also HAe, = X — 1. Analog findet man auch
Hae, = X? — 2. Betrachte schlieflich noch v := e; + e;. Es gilt

1 2 2
A-v= [1] Z (Vx, A?-v= 1] € (VA V), A-v= [1 =A?.v+2A-v—2v,
1 0 2

also ist pa, = X3 —X?—2X+2 = (X—1) % (X* —2). In diesem Fall ist dies gleich pa. (Und
insbesondere konnen die Grade der lokalen Minimalpolynome durchaus verschieden sein.)
(b) Sei f = X"+ an X" "+ ...+ ;X + ap € KIX] und A € M,(K) die zugehorige
Begleitmatrix; siehe Beispiel 24.6. Ist {ej,..., e} die Standardbasis von K", so gilt A-e; =
ey fiir 1T < i < n— 1. Daraus folgt sofort Ale; = ey fiir 0 < 1 < n— 1. Also sind
e, Arery..., A?’1-e1 linear unabhéngig und damit Grad(pa,,) = n. Weiterhin gilt

Al-e = Af-(A?_1-e1) = Afe, =—Qqpe; —a1€3 —...— Qn_1€n

=—qpe; — jAe; —...— Cln_1A?7]°€1, d.h., f(Af)-e] =0,.

Also ist pa,e, = f. Wegen pa,e, | Ha, Ha, | Xa, und Grad(xa,) = Grad(f) = n folgt
schlielich pa, = Ha,e, = f und xa, = (—1)"f.
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Lemma 27.3. Sei A € M, (K) und v € K*. Wir setzen U, := (g(A)-v | g € K[X])x C K"
und d := Grad(ua,). Dann gilt U, = (A*-v|[1=0,1,...,d— T)x und dim U, = d.
Auferdem ist pay | pay fir alle w € U,,.

Beweis. Ist v = 0y, so ist pa, = 1 und U, = {0,}; also sind die Aussagen klar. Sei nun
v # 0 und d := Grad(pa,) > 1. Wie im obigen Beweis setze v; := Al - v fiir i € Ny. Sei
U = (vo,v1y...,va_1)x € K" Wegen v; € U, (fiir alle i € Ny) ist U C U,. Weil das Tupel

(Voy V1y+ ..y Va_1) linear unabhéngig ist, folgt auferdem dim U, > d = dim U.

Sei nun uw € U, beliebig, also u = g(A) - v mit g € K[X]. Teilen mit Rest ergibt g =
q * Ay + 7 mit q,r € K[X], wobei v = 0 oder r # 0 und Grad(r) < d gilt. Dann folgt
g(A) = q(A) - pay(A) +1(A); wegen pay(A)-v =0, alsou=g(A)-v=1(A)-v. Nun ist
T =bo+ b X+...+bg_1 X" mit b; € K. Also folgt u = bogv+b;(A-v)+...+bg (AT v) =
bovo + b1vi + ...+ bg_1vq_1 € U. Damit gilt auch U, C U, und folglich U, = U..

Schlieflich gilt wa,(A) - u = pa,(A) - (g(A) - v) = (Hay(A) - g(A)) - v = (Hay * g)(A) - v =
(g* 1ay)(A)-v=g(A)- (uay(A)-v) = g(A) - 0, = 0y, also folgt way | Hav. O

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass es zu jeder Matrix A € M,,(K) stets einen Vektor v € K"
gibt mit pa, = pa. Dies ist das Hauptergebnis iiber lokale Minimalpolynome und wird eines

der entscheidenden Hilfsmittel zur Losung des allgemeinen Normalformen-Problems sein.

Definition 27.4. Sei A € M,(K) und v € K". Dann heifst v ein mazximaler Vektor
(beziiglich A), wenn Grad(pa,) so grok wie moglich ist, also:

Grad(pa,y) = max{Grad(pa,) | v/ € KM}
Beachte: Wegen pa, | pa fiir alle v/ € K™ ist die Menge {Grad(pa,/) | v/ € K} nach oben
beschrankt (ndmlich durch Grad(pa)); also ist es klar, dass es stets maximale Vektoren gibt.

Auferdem: Gilt Grad(pa,) = Grad(pa), so ist v sicherlich ein maximaler Vektor.

Wir erinnern an die Definition der Begleitmatrix Ay € My(K) zu einem normierten Polynom
0 # f € K[X] mit d = Grad(f) > 1; siehe Beispiele 24.6 und 27.2(b). Es gilt py, = f und

Xa, = (—1)%f, was im Folgenden mehrfach verwendet wird.

Lemma 27.5 (Jacob, 1973). Sei A € M,,(K) und v € K™ ein mazimaler Vektor beziiglich A.
Dann gibt es eine invertierbare Matriz Ty € M, (K), so dass Ay := T1_] -A-Ty eine Blockgestalt
der folgenden Form hat:

A¢| O
0|A’
(Ist Grad(f) =mn, so gilt Ay = Ag, d.h., A ist dhnlich zu As.)

wobei f:=pa, € K[X], d:=Grad(f) > 1 und A’ € M,_4(K).

Al =
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Beweis. Setze vi ;== AU -y fiir i = 1,...,d. Dann ist U, = {v1,...,vg)x und dim U, = d;
siehe Lemma 27.3. Wir konnen vq,1,...,v, € K" finden, so dass {vq,...,Vq,Vai1,...,Vn}€ine
Basis von K™ ist. Sei e4: K™ — K die lineare Abbildung mit e4(vq) = 1 und eq(v;) = 0 fiir
alle 1 # d. Ist w € K™ beliebig und w = s;vy 4 ...+ s, v, mit s; € K| so ist also sq = e4(w).
Die geniale Idee des Beweises besteht in der folgenden Definition:
W:i={weK"|eq(A T -w)=0firj=1,...,d.

Wir werden nun zeigen, dass W ein Teilraum ist mit dimW = n — d. Ist {wy,...,wn_4}
eine Basis von W, so wird B :={vq,...,vq,W1,...,W;,_4} eine Basis von K" sein. Schlieflich
werden wir zeigen, dass die invertierbare Matrix Ty € M,,(K) mit Spalten gegeben durch die

Vektoren in B die gewlinschten Eigenschaften hat. Wir teilen dies auf in 6 Schritte wie folgt.
1. Schritt: Wir behaupten, dass A -w € W fiir alle w € W gilt.

Dazu: Die Aussage ist klar fiir w = 0,. Sei nun 0,, # w € W. Wir miissen zeigen, dass
ga(Al-w) = gg(AIT - (A-w)) =0 fiirj =1,...,d gilt. Fiir j < d ist dies klar, da w € W.
Sei nun j = d und d’ := Grad(pa,) = 1. Da v ein maximaler Vektor ist, gilt d’ < d. Nun
ist A4 w € U, wobei U, = (W, A -w,...,AY" 1. W)y; siche Lemma 27.3. Wir kénnen also
A%.w als Linearkombination der Vektoren A'-w fiir i =0,1,...,d’ — 1 schreiben. Wegen
d’ < dund egq(At-w) =0fiiri =0,1,...,d—1ist dann auch g4(A¢-w) =0, also A-w € W.

2. Schritt: Wir behaupten, dass W ein Teilraum von K™ ist mit dimW > n —d.

Dazu definiere @: K™ — K'*¢ durch @(w) = (ea(w), ea(A - W), ..., ea(AYT - w)). Weil eq
linear ist, folgt sofort, dass ¢ linear ist. Nun ist W = Kern(¢), also W ein Teilraum. Mit der
Kern-Bild-Dimensionsformel folgt aufserdem n = dim W + dim Bild(¢); wegen Bild(¢) C
K'*4 ist dim Bild(¢) < d, und damit dim W > n — d, wie behauptet.

3. Schritt: Wir behaupten, dass U, N W ={0,,} gilt.

Sei dazu w € U, N W, also w € W und w = s;v; + ... 4+ sqvq mit s; € K. Wegen w € W
ist eq(A)7T-w) = 0 fiir j = 1,...,d. Fiir j = 1 bedeutet dies sq = eq(w) = 0, also ist
W =38V +...+Sq1Vg1.- Nunist A-v; =vi . fiir 1 <i<d—1.Ist d > 1, so erhalten wir
AW =381V,+...+54_1vq und sq_; = £4(A-w) = 0. Danach betrachten wir A2-w, A3-w;, ...

und erhalten analog sq > =...=s; =0, d.h., es ist w = 0,, wie behauptet.

4. Schritt: Wir behaupten, dass dimW =n —d und K™ = U, + W gilt.

Dazu: Nach Kapitel IV, Satz 19.10, gilt dim U, + dim W = dim (U, + W) + dim(U, N W).
Wegen U,NW ={0,}, dim U, = d und dim W > n—d ist also dim(U,+W) > d+(n—d) =n.
Damit folgt K™ = U, + W und dimW =n —d.

5. Schritt: Sei {wq,...,w,_4} eine Basis von W. Behauptung: B :={vy,...,vg,Wi,...,Wn_q}
ist eine Basis von K™.

Dazu: Wegen |B| < n miissen wir nur noch zeigen, dass B ein Erzeugendensystem von K" ist.
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Sei v € K" beliebig. Wegen K™ = U, + W ist v=u+w mit u € U, und w € W. Schreiben
wir u als Linearkombination von vy,...,vq und w als Linearkombination von wy,..., wy_q4,

so ist ingesamt v € (B)x.

6. Schritt: Sei Ty € M,,(K) die invertierbare Matrix mit Spalten gegeben durch die Vektoren
in B. Wir behaupten, dass dann A; := T, 1. A - T die gewiinschte Gestalt hat.

Dazu betrachte die lineare Abbildung @a: K™ — K" x +— A - x. Dann ist A die Matrix
von @A beziiglich der Standardbasis von K". Nach Kapitel IV, Satz 20.1, ist A; die Matrix
von @a beziiglich der Basis B. Um die Gestalt von A; zu bestimmen, miissen wir also @
auf ein v € B anwenden und dann den Koordinatenvektor Mg(@a(v)) € K™ betrachten. Fiir
IT<i<d—Tist pa(vi) =A-vi =A-A7T.v=Al.v =v;;. Also ist Mg(@a(vi)) = eiy fiir

i=1,...,d—1, und das entspricht genau der gewiinschten Form. Fiir 1 = d ist @a(vq) =
A Vg = Ad *V=—QqQV1 — 4V —...— Qq—1Vq4, wobei Hay = Qo + (11X +...+ ad,1Xd_] + Xd.
Also sind die Komponenten von Mg(@a(vq)) gegeben durch —ay, —ay,...,—aq_1,0,...,0,

ebenfalls wie gewiinscht. Betrachte nun die Basisvektoren wj. Nach dem 1. Schritt ist A - w;
wieder in W enthalten, also eine Linearkombination von wy, ..., w,_4. Also sind die ersten d

Komponenten in Mg(@a(wj)) alle gleich 0, wie gewiinscht. O
| Ab hier Woche 6|

Folgerung 27.6. Sei A € M, (K) und v € K" ein mazimaler Vektor (beziglich A ). Dann
gilt way = Ha.

Beweis. Wegen i, | pa miissen wir nur zeigen, dass pay(A) = Onxn gilt, also pay(A)-v' =

O, fiir alle v/ € K. Seien U,, W C K" wie im obigen Beweis. Sei v/ € K" beliebig. Wegen
K'=U,+Wist v = u+w mit u € U, und w € W. Dann miissen wir zeigen, dass
Hav(A) - u = 0p und pay(A) - w = 0, gilt. Fir u € U, gilt dies nach Lemma 27.3. Fiir
w € W betrachten wir den Vektor v +w € K" und setzen f := pa 4w € K[X]. Dann gilt
O =F(A)-(v+w) =1f(A)-v+Tf(A)-w, also f(A) -w = —f(A) -v. Nach Schritt 1 im obigen
Beweis ist A - w’ € W fiir alle w’ € W. Daraus folgt A'-w’ € W fiir alle w’ € W und alle
i € Ny, also schliefslich auch g(A) -w’ € W fiir alle w’ € W und alle g € K[X]. Insbesondere
ist f(A) -w € W. Andererseits ist f(A) -v € U,. Also ist der Vektor f(A)-w = —f(A) - v
sowohl in W als auch in U, enthalten. Wegen U, " W = {0} muss damit f(A) -w = 0,
und f(A) - v = 0, gelten. Es folgt pa, | f. Da v ein maximaler Vektor ist, gilt andererseits
Grad(pa,) = Grad(payviw) = Grad(f). Also folgt f = pa,. Schlieklich erhalten wir damit
Hay(A) - w = f(A)-w = 0,, wie gewiinscht. O

Folgerung 27.7. Sei A € M,,(K) und f := pa. Gilt Grad(f) =n, so ist A dhnlich zu Ag.

Beweis. Sei v € K" ein maximaler Vektor (beziiglich A). Nach Folgerung 27.6 gilt pa, =
na = f und damit Grad(pa,) =n. Also folgt die Behauptung aus Lemma 27.5. O
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Bemerkung 27.8. Um einen maximalen Vektor beziiglich A € M,,(K) zu finden, kann man
wie folgt vorgehen: Betrachte die Menge S aller normierten Polynome 0 # f € K[X] mit f | pwa
und Grad(f) < Grad(ua). Bestimme dann die Teilraume U := N(f(A)) C K™ fiir f € S. Ist
v € Uy fiir ein f € S, so gilt pa, | f und damit pa, # pa. Nach Folgerung 27.6 muss es also
ein vo € K™ geben mit vy & (J;es Us; fiir ein solches vg gilt dann f(A) - vy # Oy, fiir alle f € S.
Andererseits ist pay, | Ha, also bleibt nur pa,, = pa ibrig.

Beachte allerdings: Es gilt zwar stets, dass |S| endlich ist?, aber im Allgemeinen kann es
sehr schwierig sein, die Menge S explizit zu bestimmen. In konkreten Beispielen beginnt
man mit (leicht zu bestimmenden) Teilmengen S C S und testet einfach fiir diverse v €
K™\ (UfeS’ U.f), ob bereits pua, = pa gilt. Falls dies noch nicht zum Ziel fiihrt, vergrofert

man die Teilmenge S’, testet weiter und so fort.

12 -2
Beispiel 27.9. Sei A = (]) } S € M;3(Q). Mit dem Verfahren in Kapitel III, §14,

berechnen wir pa = X3 — X = X * (X — 1) * (X + 1). Nach Folgerung 26.4 ist hier
S={L,X,X=T, X+ 1, X% (X=1), X% (X+1),(X=1)%(X+ 1)}

Nun beachte: Sind f, g € S mit f | g, so gilt offenbar Us C U,. Also geniigt es, die Polynome

inS'={X*(X—=1),X%x(X+1),(X—1)% (X+1)} CS zu betrachten. Wir erhalten:

204 2t
AA-L)=| 000, also Uamxn=4]s ’s,te@.

| —204 t

[0 40 s
A-(A+13) =020, also Uxa(x41) = Of |s,teQp.

020 t

222 s+t

A-T)sA+L)=| 000, abo  Uxaewy=1] |s,teqy.

Alle Vektoren, die nicht in der Vereinigung der obigen drei Teilraume liegen, sind also ma-
3
ximale Vektoren beziiglich A. Wir sehen damit zum Beispiel, dass v := [ } ] € Q3 ein

maximaler Vektor ist (was man dann auch direkt nachpriifen kann).

Es sei abschlieBend bemerkt, dass es tatsachlich einen e [ziehten Algorithmus zur Bestimmung eines maxi-
malen Vektors fur A € M, (K) gibt, bei dem man nicht die Kenntnis aller Teiler von pna bendtigt. Siehe:
K. BONGARTZ, A direct approach to the rational normal form (2014), https://arxiv.org/abs/1410.1683;
M. GECK, On Jacob’s construction of the rational canonical form of a matrix, Electron. J. Linear Algebra 36
(2020), 177-182; https://doi.org/10.13001/ela.2020.5055 (siehe dort §4).

2Fur |K| < oo ist dies Kklar. Ist K C C, so kann man wie folgt argumentieren: Fasse pa als Polynom in
CI[X] auf und bilde die Menge S’ aller normierten 0 # f € C[X] mit f | pa und Grad(f) < Grad(na). Da alle

nicht-konstanten Polynome in C[X] zerfallend sind, folgt sofort aus Folgerung 26.4, dass |S’| endlich ist. Nun
ist S die Menge aller f € S’, so dass alle Koe [ziehten von f bereits in K sind; also ist auch |S| endlich.


https://arxiv.org/abs/1410.1683
https://doi.org/10.13001/ela.2020.5055
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28. Die Frobenius—Normalform

In diesem Abschnitt stellen wir die Frobenius—Normalform einer Matrix A € M, (K) vor.
Im Gegensatz zu anderen Normalformen (zum Beispiel der spéter zu behandelnden Jordan—
Normalform) funktioniert diese iiber beliebigen Kérpern K. Der Beweis beruht auf den Aus-

sagen zu lokalen Minimalpolynomen und maximalen Vektoren aus dem letzten Abschnitt.

Wir beginnen mit einigen Beispielen zu Lemma 27.5 (Jacobs Lemma). Dazu ist es hilfreich,

die ersten Schritte des Beweises zu wiederholen und diese etwas anders zu formulieren.

Bemerkung 28.1. Sei A € M,,(K) und 0, # v € K" ein maximaler Vektor beziiglich A.
Sei d := Grad(pay) = 1 und {v1,..., vy} eine Basis von K™ wie im Beweis von Lemma 27.5,
wobei v; ;= A . v fir i = 1,...,d. Der entscheidende Schritt ist dann, den Teilraum
W= {w e K" | eq(AT-w) =0 fiir j = 1,..., d} zu bestimmen, wobei £4: K* — K linear ist
mit eq4(va) = 1 und eq(vi) = 0 fiir i # d. Uberlegen wir uns, wie man dies geschickt macht.
Sei Py € M, (K) die invertierbare Matrix mit Spalten vq,...,vn. Sei Z4 € K'*" die d-te Zeile
von Py': also Zy = e - P;'. Dann gilt:
W={weK'|C-w=04 wobei { Ce Kfixn die Matrix ist, deren Zeilen durch
Zys- AT e KX fiir j = 1,...,d gegeben sind.
Denn: Sei w € K™ und schreibe w = s1vi + ... + s,v, mit s; € K. Nach Definition ist
ea(w) = sq. Wegen Py - e; = v; fiir alle 1 folgt Py - w = s1€1 +...+ spen, also ist s4 die d-te
Komponente von Py' - w, und damit eq(w) = sq = eif - (P;'-w) = (e} - P;') - w = Zg - w.
Es folgt eq(A7' - w) = (Zg- A7) - wfiirj =1,...,d. Da (Zq - Ai7") - w die j-te Zeile von
C - w ist, gilt also in der Tat W ={w € K™ | C-w = 04}. d
SchlieRlich beachte: Um die Zeile Zy4 von Py ! zu bestimmen, muss man nicht komplett P,

invertieren. Da die Spalten von Py durch vy, ..., v, gegeben sind, ist Z, eindeutig bestimmt

durch die linearen Gleichungen Z4-vq =1 und Zg4 -v; =0, fiir i # d.

10 1
Beispiel 28.2. (a) SeiA = |01 0| € M;(K). In Beispiel 27.2(a) haben wir gesehen, dass
10 -1

fi=pa = (X—1) % (X?—2) gilt; sei d := Grad(f) = 3. Es gilt f = pa, fiir v = ey + ;. Setze
vi = ATy fiir 1 = 1,2, 3; dann ist U, = (v1,v2,v3)x = K3. Ist T} € M;3(K) die invertierbare
Matrix mit Spalten vy, v,,v3, so gilt A; = T1_] -A - Ty = A¢. (Hier ist also W ={03}.)

5-1—-1-13
. 2 0-1 —7

(b) Sei A = 4 2 3 14 € My (Q).
2-1-1 -6

Wie in Kapitel II, §14, bestimmen wir f := puy = X3 — X2 — X+ 1; sei d := Grad(f) = 3.

Sel nun vq := e;. Wir berechnen:
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—1 6
0 5 3
vi=A-e = 2 & (vi)o, vii=A-e; = 4 & (vi,v2)o.
—1 2
Also ist Grad(pae,) = 3 und damit pae, = pa, d.h., vi = e, ist ein maximaler Vektor.

(Wenn man durch Probieren nicht gleich einen solchen Vektor findet, so muss man wie
in Beispiel 27.9 vorgehen.) Wahlen wir auferdem vy := e3, so ist {vi,Vv2,Vv3,Vv4} eine Basis
von Q. Sei Py € My(Q) die invertierbare Matrix mit Spalten vi,v;,v3,v4. Wir gehen nun
wie in Bemerkung 28.1 vor. Sei Z3 € Q'** die dritte Zeile von Py ! Die Gleichungen Z3-v; =1
und Z3 - v; = 04 fiir 1 # 3 haben die eindeutige Losung Z3 = [1/4 0 0 —1/4]. Damit gilt

14 0 0 —1/4
W=weQ |C-w=0) mit C=]|3/4 00 —7/4]|¢cqQ*
1/4 1 1 3/4

(Die erste Zeile von C ist Z3, die zweite ist Z3 - A und die dritte ist Z3 - A? = (Z3-A) - A.)
Mit dem Gauf—Verfahren finden wir dimW =1 und W = (e; — e3)q. Ist Ty € M4(Q) die

invertierbare Matrix mit Spalten vi,v,,vs3, e; — e3, so ist

Afl| O
Ar=T" AT = Of 1 (also A’ = [1] € M;(Q) wie in Lemma 27.5).

Durch eine wiederholte Anwendung des Lemmas von Jacob gelangen wir zur Frobenius-

Normalform einer Matrix. Zunéchst noch einige niitzliche Bezeichnungen.

Bemerkung 28.3. Gegeben seien Matrizen A; € M, (K) fiir i =1,...,r, wobei n; > 1 fiir
alle 1; sei n := ny + ...+ n,. Wir bezeichnen dann mit R := R(A4,...,A;) € M,(K) die

Blockdiagonalmatrix mit Diagonalblécken Ag,...,A,, also
A; 0 ... 0
R=RA,...A)=| %M " " emx).
R
0 ... 0 A

Im Folgenden werden wir mehrfach die folgenden Regeln benutzen.

(a) Mit “Késtchenrechnen” folgt leicht R = R(Al, ..., Al) fiir alle i € Ny und dann auch
f(R) = R(f(Aq),...,f(A;)) fiir alle f € K[X].

Seien aufserdem A{ € M, (K) fiiri =1,...,rund R := R(A],..., A]) € M,(K). Seien A;, A{
dhnlich fiir i = 1,...,r. D.h., es gibt invertierbare Matrizen T, € My, (K) mit A! = Ti_] AT

fiir alle i. Wiederum mit “Kéastchenrechnen” folgt:
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(b) Die Matrix T := R(Ty,...,T,) € M, (K) ist invertierbar mit T-! = R(Tﬂ, cey T
auferdem gilt R” = T~'. R - T, also sind insgesamt R und R’ &hnlich.

Satz 28.4 (Frobenius, 1879). Sei A € M,,(K) beliebig. Dann gibt es eine invertierbare Matriz
T € M,,(K) und nicht-konstante, normierte Polynome fy,...,f, € K[X] (fir ein v > 1) mit
A=T" AT =R(Agyy ..o, Ay,), wobei fr = pa und fiq | fy firi=1,...,7—1.

Beweis. (Vollsténdige Induktion nach n.) Ist n =1 und A = [a1] € M;(K), so ist A = Ay
mit f:= X —a;; € K[X]. Sei nun n > 1. Sei f; := pa und d := Grad(pa) > 1. Sei v € K" ein
maximaler Vektor fiir A. Nach Folgerung 27.6 gilt dann f; = pa = pa,. Sei Ty € M, (K) eine
invertierbare Matrix wie in Lemma 27.5, und setze A; := Tf] ATy € M, (K). Ist d = n,
so gilt Ay = Ay, und wir sind fertig. Sei nun d < n. Dann hat A; eine Blockdiagonalgestalt

der folgenden Form: _
A =R(Ag,,A’) mit A’ e M, _4(K).

Nach Bemerkung 26.5 gilt pa, = pa = fi. Zusammen mit Bemerkung 28.3(a) folgt Onxn =
f1(A1) = R(f1(Ag, ), f1(A")), also ist f1(A’) = Om—a)x(n—a) und damit pa- | f;. Nach Induktion
gibt es eine invertierbare Matrix T, € My_q4(K), so dass A, :=T, VAT, € My_q(K) eine
Blockdiagonalgestalt der folgenden Form hat:
wobei die f; € K[X] normiert sind mit Grad(f;) > 1,
sowie f; = pwar und fyq |y firi=2,...,7r— 1 gilt.
Setze nun T, = R(Ig, T,) € My(K) und T := T4 - To. Wegen A, = Tf‘ - A - T; und mit
Bemerkung 28.3(b) hat dann

TTAT=T"A1TL=RIs ;) -R(A;,A) - R(Ig, To) = R(Ar,, Ay) = R(Ag,,y ..., Ay,

die gewiinschte Form. 0

Az — :R(Afz,. ..)Afr)

Bemerkung 28.5. In Kapitel IV, §20, hatten wir angekiindigt, dass jede Matrix A € M,,(K)
ahnlich ist zu einer Matrix mit hochstens 2n — 1 Eintrégen ungleich 0. Wir sehen nun, dass
die Blockdiagonalmatrix A in Satz 28.4 diese Eigenschaft hat. (Dies folgt sofort aus: Ist
f € K[X] ein normiertes Polynom vom Grad d > 1, so hat die Begleitmatrix A; € Mq4(K)
hochstens 2d — 1 Eintréage ungleich 0.)

Folgerung 28.6. Mit den Bezeichnungen in Satz 28.4 gilt xa = (—1)"f1%...%f, und Xa | -

Insbesondere ist xao genau dann zerfallend, wenn wa zerfallend ist.

Bewets. Nach Lemma 24.3 gilt xa = x4. Nun hat auch A — XI,, eine Blockdiagonalgestalt,

mit Diagonalblocken Ay, — XI4, wobei d; = Grad(f;) > 1 firi =1,...,r. Mit Satz 23.4 folgt
XA = det(A — XI,,) = det(Ag, — XIg,) * ...k det(As, — Xlg,) = XAe, * - ¥ XA, -

Nach Beispiel 24.6 gilt xa, = (—1)%f; fiir alle i, also xa = x5 = (—1)f1 *...*f,. Weiterhin

ist fi | f1 = pa fiir alle i. Also ist pj, ein Vielfaches von f; % ... % f. und damit xa | pj.
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Schliefslich: Ist xa zerfallend, so ist wegen pa | xa auch zerfallend. Ist umgekehrt pa zerfal-

lend, so auch p} und dann wegen xa | pj, auch xa. 0]

Beispiel 28.7. Eine Matrix A € M, (K) heikt nilpotent, wenn es ein m € N gibt mit
A™ = Opxn. Es gelten die folgenden Aquivalenzen:
A nilpotent & A =XimitdeN,d<n &S xa = (—1)X™,

Denn: Sei zuerst A nilpotent, also A™ = 0xn mit m € N. Dann ist pa | X™; also pa = X¢
mit einem d € N (sieche Folgerung 26.4). Hier ist d = Grad(pua) < n. Sei nun py = X¢ mit
d € N. Nach Folgerung 28.6 gibt es ein r > 1 mit xa | uiy = X%. Also ist auch xa eine
Potenz von X und damit xa = (—1)"X™. Sei schlieklich xao = (—1)"X". Mit dem Satz von
Cayley—Hamilton folgt A™ = (—1)"Xa(A) = Onxn, also ist A nilpotent. O

Ist A nilpotent, so haben die Polynome f; € K[X] in Satz 28.4 die Form f; = X% mit d; € N,
wobein>di>d,>...>2d, > Tundn=d;+...+d,. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.

Folgerung 28.8. Sei A € M, (K). Dann ist A dhnlich® zur transponierten Matriz A,

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass A und A" das gleiche Minimalpolynom haben. Denn:
Es gilt (A™)' = (ADY fiir alle i € Ny und damit auch f(A™) = f(A)" fiir alle f € K[X].
Insbesondere ist f(A) = Opyn & f(A™) = Opxn. Also folgt pas = Ha.

Sei nun T € M,(K) invertierbar und A == T'-A-T = R(A;,...,A,) wie in Satz 28.4,
mit A; := Ay, zu normierten Polynomen f; € K[X]. Sei n; := Grad(f;) > 1firi=1,...,1;
also Ai € My, (K). Wie wir gerade gesehen haben, ist pax = pa, fiir alle i, insbesondere
also Grad(}lA%r) = n;. Nach Folgerung 27.7 ist A" dhnlich zu A;. Es gibt also invertierbare
Ci € My, (K) mit C;] -Ai-Cy = Al". Dann ist C := R(Cy,...,C,;) € M, (K) invertierbar und
es gilt C'-A-C = A™; siehe Bemerkung 28.3. Es folgt A™ = P~"-A-Pmit P:=T-C-T". O

Bemerkung 28.9. Sei f = X"+ a, 1 X" +...+a; X+ ay € K[X]. Im obigen Beweis wurde
benutzt, dass Ay und A¥ dhnlich sind. -

) ) ) aq a as ... Qp— 1 ]

Man kann sogar eine invertierbare & 4 ...ang 1 0

Matrix Cy € M, (K) explizit angeben ) )
a; oo T

mit A¢- Cy = Co - AY, ndmlich: Co:= . € M, (K).
. (@ P 1 0 ... 0

(Beweis selbst oder Ubung; siehe auch anq 1 : :

§2.6, Exercise 5, im Buch von Petersen.) 1 0o ... 0

Beachte Cy = C¥. Damit kann man auch die Fuknote unten beweisen, siche Ubungen.

3Es gibt sogar eine invertierbare symmetrische Matrix T € M,,(K) mit T-' - A - T = A", siehe:
O. TAUSSKY AND H. ZASSENHAUS, On the similarity transformation between a matrix and its transpose,
Pacific J. Math. 9 (1959), 893-896.
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Satz 28.10. Gegeben seien A, A’ € Mn(K). Sei A dhnlich zu A = R(Aq,...,A,) und
A’ ihnlich zu A" = R(ALy ..oy AL, wobei Ay = Ay, und Aj = Afj/ mit nicht-konstanten,
normierten Polynomen fi, fj' € K[X] gelte, die jeweils die Bedingungen in Satz 28./ erfillen.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) A und A’ sind dhnlich.
(b) Rang(f(A)) = Rang(f(A’)) fir alle normierten O # f € K[X] mit f | xa oder f | xa-.

(c)r=1"und fy =1 firi=1,...,7.
(Beachte: Wie frither bemerkt, muss man in (b) nur endlich viele Polynome f testen.)

Beweis. Zunéchst einige Vorbetrachtungen. Seien R,R’ € M, (K) &hnliche Matrizen. Dann
gilt Rang(R) = Rang(R’); siehe Kapitel IV, Bemerkung 19.14. (Dies wird im Folgenden
mehrfach benutzt.) Ist f € K[X] beliebig, so sind f(R) und f(R’) ebenfalls dhnlich (siehe
Bemerkung 26.5); also gilt auch Rang(f(R)) = Rang(f(R’)). Es folgt

(1) Rang(f(A)) = Rang(f(A)) und Rang(f(A’)) = Rang(f(A’)) fiir alle f € K[X].
Sei schlieklich R = R(By,...,B;) € M,(K) eine Blockdiagonalmatrix wie in Bemerkung 28.3,
mit B; € M,,, (K) wobei n =n; + ...+ n,. Mit “Késtchenrechnen” folgt dann leicht:

(%) Rang(R) = Rang(B;) + ...+ Rang(B,).

Nun zum eigentlichen Beweis.

“(a) = (b)” Seien A, A’ dhnlich. Wie oben bemerkt sind f(A), f(A’) &hnlich fir f € K[X],
und dhnliche Matrizen haben den gleichen Rang. Also gilt (b) (sogar fiir alle f € K[X]).

“(b) = (c)” Zuerst zeigen wir f; = f. Dazu: Wegen f; = pa gilt f1(A) = Opxn. Nunist fq | xa,
also gilt Rang(f;(A’)) = Rang(f;(A)) = 0 nach Voraussetzung (b), d.h., f{(A’) = Opxn und
damit f{ = pa- | f;. Vollig analog sieht man auch f; | f], also schliefslich f; = f].

Wir setzen 1y := min{r,m’}. Sei nun 2 < k < 1o und bereits gezeigt, dass f; = f/ fiir

i=1,...,k—1 gilt. Betrachte dann f(A) und fi(A’). Wegen fy | xa gilt Voraussetzung (b)

fiir fy; mit (%) folgt Rang(fi(A)) = Rang(fy(A')). Da f; = f{ fir 1 < i < k—1 gilt,

stimmen die ersten k— 1 Diagonalblécke in A und A’ {iberein; also auch in fi(A) und fi(A’)

(siche Bemerkung 28.3(a)). Die weiteren Diagonalblocke sind in fi(A) alle gleich Null (weil
ma, = fi | fi fir i > k). Wir haben also folgende Situation:

fi(A) hat Diagonalblocke fi(Aq), ..., fr(Ax_1) sowie 1 — k + 1 weitere Null-Blocke;

fk(A/) hat Diagonalblb'cke fk(A] ), ey fk(Ak,1 ), fk(A{J, fk(A1/<+1 ), ey fk(ATl./)
Sei m; := Rang(f(A;)) fiir i=1,...,r, und m/ := Rang(f,(A])) firi =1,...,7". Dann gilt

Rang(fi(A)) =my+ ...+ my 7 und

Rang(fi(A')) =my + ...+ My +m +m; +...+m/);

siehe (%;). Wegen Rang(fi(A)) = Rang(fi(A’)) muss also my = mj_; = ... = 0 gelten,
d.h., die Diagonalblécke fi(Ay), fi(A{,;),... in A’ sind alle gleich Null. Insbesondere ist
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fi = tas | fi. Mit einem vollig analogen Argument zeigt man fy | fi.. Also gilt fi = f;.
Indem wir dieses Argument nacheinander fiir k = 1,2, ..., 1 ausfiihren, erhalten wir f,, = f|,
fir k =1,...,10. Da die Summe der Grade der fy gleich n ist, und ebenso die Summe der

Grade der f}, folgt dann auch ro =r=1".

“(c) = (a)” Nach (c) gilt A = A’. Da A, A sowie A’, A’ jeweils dhnlich sind, folgt also (a). [

Folgerung 28.11. Sei A € M. (K). Dann sind die Polynome fi,...,f, € K[X] in Satz 28./
eindeutig bestimmt und heifien die Invariantenteiler von A. Folglich heifit die Matriz A

in Satz 28.4 die Frobenius—Normalform (oder auch rationale Normalform) von A.
Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 28.10, angewandt mit A = A’. OJ

Es gibt mehrere Varianten fur die Beweise zur Frobenius—Normalform; siehe etwa §9.3 im Buch von Serre;
oder Kapitel 12, §7, im Buch von Artin; oder Chapter 6 im Buch von Blyth—-Robertson; oder den am Ende
von 827 zitierten Artikel von Bongartz. Jede dieser Varianten hat ihre Vor- und Nachteile, und in konkreten
Beispielen kann eine Variante e [ziehter sein als die andere. Der Zugang mittels Lemma 27.5 (Jacob) erscheint
als sehr elementar und elegant; fiir den Beweis von Satz 28.10 folgen wir dem Artikel von Bongartz.

Das obige Verfahren eignet sich gut zum Programmieren; siehe https://github.com/geckmf/NoFoMa fur

eine Implementierung in GAP. Probieren Sie es einfach mal aus (auch fur groRe Matrizen)!

| Ab hier Woche 7|
29. Die Jordan—Normalform einer zerfallenden Matrix

Eine Matrix A € M, (K) heist eine zerfallende Matrix, wenn das charakteristische Poly-
nom Xa € K[X] zerfallend ist. In Satz 26.9 haben wir bereits eine erste Anndherung an eine
Normalform fiir derartige Matrizen gezeigt. Die Jordan—Normalform stellt eine erhebliche
Verfeinerung dieser Aussage dar. Diese ist niitzlich in vielen Anwendungen, etwa zum Losen
linearer Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten (sieche Vorlesung Analy-
sis oder Kapitel 4, §8, im Buch von Artin).

Die Jordan—Normalform setzt sich aus den wie folgt definierten Jordan—Blocken zusam-

men: A1 0 ... 07
0O A 1 :
Jn(A) = Lo 0 € M, (K) wobei A € K.
O... 0 A 1
| 0 oo 0 A

(Dies ist also eine obere Dreiecksmatrix mit A auf der Diagonalen und 1 direkt iiber der

Diagonalen; alle anderen Eintrage sind 0.) Da ], (A) eine obere Dreiecksmatrix ist, folgt
Xjnn = det(Jn(A) — XI) = (A = X)* und Jn(A) ist zerfallend.

Beachte: Wegen xj,) = (A — X)™ ist A der einzige Eigenwert von J,(A). Andererseits hat
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Jn(A) — AL, Stufenform mit n — 1 Stufen, also ist Rang(]n(k) — ?\In) =n — 1. Damit ist die
geometrische Vielfachheit von A gleich 1. Es gilt also: ], (A) diagonalisierbar & n =1.

Wir behandeln nun zuerst den Fall einer nilpotenten Matrix — nach Beispiel 28.7 ist eine
derartige Matrix zerfallend und die Frobenius-Normalform nimmt eine besonders einfache

Form an. Bis auf Transponieren ist dies genau die Jordan—Normalform.

Bemerkung 29.1. Betrachte einen Jordan—Block J,(0) zum Eigenwert A = 0. Wegen
Xjn(0) = (—=1)"X™ ist J(0) nilpotent mit J,(0)™ = Onxn. Wir beobachten nun, dass J,(0)"
As gilt, wobei f = X™. (Die letzte Spalte von A; besteht fiir f = X™ nur aus Nullen.) Sei nun

R, € M, (K) die Matrix mit Spalten en,e,_1,...,e7; also
0001
01 001 0010
R]2:[1], Rz:z y Rg,I: 010 y R42: y
10 100 0100
1000

Dann sieht man sofort, dass Ry - J.(0) - Ry = Jo(0)*" = A¢ gilt. Beachte auch R, = R".
n g n

Satz 29.2 (Jordan—Normalform nilpotenter Matrizen). Sei A € M, (K) nilpotent; sei d > 1
minimal mit A% = Onxn; also pa = X4 Dann gibt es eine invertierbare Matriz P € M, (K)
sowie dyy...,dy EN (firr>1)mitn=d1+...+d,undd=d1>d, >...>d. > 1, so
dass P71 - AP =], 0. (A) i=R(J4, (0),...,]a,(0)) gilt.

Beweis. Sei A = R(At,,y...,As,) die Frobenius-Normalform von A. Sei d; := Grad(f;) fiir
alle i; wegen fi 1 | fifiri=1,...,r—listdannn=d;+...+d,und dy > dy > ... > d,.
Es gilt f; = ua = X4, also d; = d. Fiir i > 2 ist f; | f; = X¢; nach Folgerung 26.4 ist auch f;
eine Potenz von X, also f; = X%. Nach Bemerkung 29.1 ist jedes Ay, dhnlich zu Jq4,(0). Nach
Bemerkung 28.3(b) ist dann A insgesamt dhnlich zu jdh"_’dr(A). O

Folgerung 29.3. Sei A € M,.(K); es gelte pua = (X —A)¢ mit A € K, d > 1. Dann gibt es
eine invertierbare Matriz P € M, (K) sowie dq,...,d; €N (firr > 1) mitn=d;+...+d,
undd=dy >d;>...>2d, > 1, so dassP_]-A-P:]dh__.’dT( )i =R (]d1( ),...,]dr( ))

Beweis. Wegen (A —AL) = 0 ist Ag := A —AlL, nilpotent, mit uy, = X¢. Nach Satz 29.2
gibt es eine invertierbare Matrix P € M,,(K) mit T(Ao) =P 1 A-P=2R(Jg(0),...,]a.(0)),
wobein >d=d; >d, >...>d, > 1. Dannist P'-A.-P =P . (A; +AL,)-P =
P1-A-P+AL, = R(]Ch (0),..., ]dr(O)) + AL, = IR(]Ch (A), ..., ]dr(k)). O

Bemerkung 29.4. Ein Algorithmus zur Berechnung der Frobenius—Normalform einer belie-
bigen Matrix A € M, (K) wurde im letzten Abschnitt diskutiert, basierend auf dem Lemma
von Jacob. Fiir A nilpotent vereinfacht sich dieser Algorithmus erheblich.

Dazu beachte: Bei diesem Algorithmus ist es entscheidend, ein v € K™ zu finden mit pa, =
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wa; wie bereits bemerkt, ist dies im Allgemeinen nicht ganz einfach. Ist A nilpotent, so
kann man allerdings sehr leicht einen solchen Vektor finden. Sei nédmlich d > 1 minimal
mit A4 = 0,xn; dann ist pa = X¢ (siche Beispiel 28.7). Wegen A" # 0,4 gibt es ein
je{l,...,n} mit A% - e # 0. Nun ist pae, | ta = X9, also pae, = X4 mit 0 < d’ < d
(siehe Folgerung 26.4). Wegen A" - ej # Oy ist also pa e, = X4 = pa.

Beispiel 29.5. Sei K=F, ={0,1} (mit 1+1=0) und A := € Mg(IF,).

—_—_—. OO = —
[ S G G G N
—_——oco—o
——oco—=0
[ YRS G G G
—_— O O — -

Dann ist A? # Ogxe, A3 = Ogxe, also A nilpotent mit pa = X3.
Hier ist die 2. Spalte von A% ungleich Og (siche unten), also setzen wir v := e, € F$; dann
ist Ay = Ha = X3. Wir wenden die Prozedur aus dem Lemma von Jacob an (siehe letzter
Abschnitt). Setze v; := AV . v fiiri =1,2,3:

011

— ) — — —

11

11
, 00
Al = 00
11
11

07 0
0 1
0 o
0 ~o Vv = ol A%)
0 0
0. 0

O OCOOo
_—— O O —
—_——) O OO —

0

Wir sehen, dass vq,Vv,,v3 zusammen mit den Standard-Vektoren ey, es, €g eine Basis By von
IF$ bilden. Sei Py € Mg([F,) die invertierbare Matrix mit Spalten vi,V,,vs3, es, €5, €. Wie in
Bemerkung 28.1 miissen wir dann die dritte Zeile Z3 von Py ! berechnen, sowie Z3 - A und
Z3 - A?. Diese drei Zeilenvektoren bilden die Matrix C € F§X6, die hier wie folgt gegeben ist:

1010007
01T1110]
Mit dem Gaufi—Verfahren finden wir, dass die folgenden Vektoren eine Basis von W bilden:
07 [0 17
1 1 1
0 0 1
wr = 11> Wy = ol > W3 = 0
0 1 0
0] [0 1]
Sei P; € Mg(IF;) die invertierbare Matrix mit Spalten vs, v, vy, Wi, Wy, wz. Dann ist
01 0[00 07
001000 Ho o 101
Py Ag- Py = 0000000 75 mit A”={000].
! 000(10T1 0 | A 101
000000
[ 000|101
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(Hatten wir fiir P; die Reihenfolge vq,v,,v3, Wi, Wy, w3 genommen, so wére der erste Dia-
gonalblock nicht J3(0) sondern gleich Ays = J3(0)" gewesen; sieche Bemerkung 29.1.) Nun
miissen wir analog die Matrix A” behandeln; wir geben nur das Ergebnis an:
0110 110
0)] O
P;1-A".P,=[00/0]| = J2(0) mit P,=100 1}.
00]0 0 |1(0) 100

Damit erhalten wir schlieBlich die Jordan—Normalform von A:

J(A)=P1-A-P=R(J50),]2(0),]1(0))  mit  P:=P;-R(L,Py).

Indem wir Satz 26.9 (Hauptraumzerlegung) und Folgerung 29.3 kombinieren, erhalten wir:

Satz 29.6 (Jordan—Normalform, 1870). Sei A € M, (K) zerfallend. Dann gibt es eine in-

vertierbare Matriz T € M, (K), so dass A=T"-A-T eine Blockdiagonalgestalt hat mit

Jordan—Blicken J4(A) entlang der Diagonalen (fir diverse N € Z(pua) und d € N).

Insbesondere ist A eine obere Dreiecksmatriz, also A “trigonalisierbar”. Auflerdem gilt:

o [st A\ € Z(ua) und my = 1 die Vielfachheit von A als Nullstelle von ua, so gilt d < my
fiir jeden Jordan-Block Jq(A) in A, und es gibt mindestens einen Block Jmy (A) in A;

e Die Gesamtzahl der Jordan-Blicke zum Eigenwert A in A ist gleich der Dimension des

Eigenraums Ea(N).

Beweis. Sei Z(xa) = Z(pa) ={A1,..., A}, Fiir jedes i sei wie zuvor n; > 1 die Vielfachheit
von A; als Nullstelle von xa und m; > 1 die Vielfachheit von A; als Nullstelle von pa. Nach
Satz 26.9 gibt es eine invertierbare Matrix T; € M, (K) mit A’ := Tl_l AT =R(Aq, .. AL,
wobei A; € My, (K) und pa, = (X —A;)™ fiir alle i. Nach Folgerung 29.3 gibt es zu jedem i
eine invertierbare Matrix P; € My, (K) mit
PrACPi=TR 4 (A) wobel  mi=dy>dp>... > du,.
Sei T, := R(Py,...,P;) € Mn(K)I. Nach Bemerkung 28.3(b) ist T, invertierbar mit Tz_] =
R(Py', ..., Py 1), Sei T:=Ty - T,. Mit “Kiistchenrechnen” folgt
TTAT=T"(TT""AT) L) =T"-A" T, =R(P;-A;-Py,...,P; -A;-P,),

und die Matrix auf der rechten Seite ist eine Blockdiagonalmatrix der gewiinschten Form.
Zur Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert A: Es gilt dim EA(A) = n — Rang(A — Al,) =
n— Rang(/@\ — AlLy), und Rang(ﬂ — AL,) kann blockweise berechnet werden (siehe (k;) im
Beweis von Satz 28.10). Fiir d € N und pu € K ist schlieflich Rang(J4(pt) — Al4) gleich d
(falls p # A) bzw. gleich d — 1 (falls A = p). Also liefert ein Block J4(p) fiir A # p den
Beitrag d zum Rang von A, und ein Block Ja(A) den Beitrag d —1 zum Rang von A. Folglich
ist Rang(A — AlL,) gleich n— Anzahl der Jordan-Blocke zum Eigenwert A. O

Beispiel 29.7. Betrachte noch einmal die Matrix A € Mj5([F;) in Beispiel 26.8, mit uy =
X3 % (X 4 1). Wir haben dort gesehen, dass A dhnlich ist zu R(A;, A;), wobei
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11
Av=1[0 0 0 (mit wy =), Azz[(]) ?] (mit i, = X +1).
1 0 1

Die Normalform von A; muss einen Block J3(0) enthalten, also ist A; dhnlich zu J3(0).
Folglich ist die Jordan—Normalform von A gegegen durch R(]g(O), J1(1),J: (1 ))

Beispiel 29.8. Gegeben sei eine Matrix A € M;o(C) mit xo = (X —3)” * (X 4+ 1)° und
Ha = (X—3)% (X4 1)%. Welches sind die Moglichkeiten fiir die Jordan-Normalform von A ?
Nun, es gibt zwei Eigenwerte Ay =3 und A; = —1 (mit n; =7, my =5 und n, =3, m, = 2).
Nach Satz 26.9 ist also A &hnlich zu A’ = R(A, A;) wobei A; € M5(C), A; € M3(C), mit
wa, = (X —3)° und pa, = (X + 1)% In der Normalform von Aj muss es einen Block J5(3)
geben. Wegen A; € M (C) gibt es also 2 Moglichkeiten: Entweder ein weiterer Block J,(3),
oder zwei weitere Blocke J1(3),]1(3). Analog: In der Normalform von A; muss es einen Block
Jo(—1) geben. Wegen A, € M3(C) gibt es nur eine Moglichkeit: ein weiterer Block J;(—T).

Insgesamt gibt es also genau 2 Mdglichkeiten fiir die Jordan—Normalform von A:
R(]S(g))12(3)>]2(_”>]2(_])) oder :R(IS(:%))]1(3)>]1(3))]2(_1))]2(_1))

Satz 29.9. Sei A € M, (K) zerfallend. Dann g¢ibt es eine diagonalisierbare Matriz D €
M. (K) und eine nilpotente Matriz N € M, (K) mit A=D+N und D-N =N-D.

Beweis. Wir benétigen hier nicht die volle Jordan—Normalform, sondern nur die Hauptraum-
zerlegung. Sei T € M, (K) eine invertierbare Matrix wie in Satz 26.9; es gilt also A’ =
T7-A-T = R(A1,...,A,), wobei A; € My, (K) und pa, = (X — A))™ fiir alle 1. Sei
N; = A —Ail, € M, (K); wegen pa, = (X—A)™ ist dann Ni™ = Oy, xn,, also N nilpotent.

Wir setzen: D’ :=R(MIy,,..., A Ln,) € M (K)  und N’ :=R(Ny,...,N;) € M, (K).

Wegen Ay = AL, +N; firi = 1,...,r folgt dann A’ = D’+N’. Nun gilt offenbar (AL, )-N; =
Ni- (AL, fiir alle i. Mit “Kéastchenrechnen” folgt daher auch D’-N’ = N’-D’. Wir setzen nun
D := T-D’T~" und N := T-N’.T. Dann ist D &hnlich zu D’, also diagonalisierbar. Mit
m = max{my,..., my} gilt N* = Oy, xn, flir alle i, also folgt mit “Késtchenrechnen” auch
N’™ = Opxn, und schlieflich N™ = (T-N’.T~1)™ = T.N/™.T~" = 0,.xn; also ist N nilpotent.
Weiterhin gilt A = T-A' T =T(D’+N’). T =T.D’"T '+ T-N".T"=D+N, und D-N =
(T-D’TH(T-N"T") = T(D’"N).T' = T-(N’.D’).-T! = (T-.N.T")«(T-D".T") = N-D.

Also erfiillen D, N die gewiinschten Bedingungen. 0J
1 3 4 4
-5 —11 —16 —14

Beispiel 29.10. Sei A = € My(R), mit pa = (X + 1)% % (X2 —2).

1 2 2 3
2 5 9 6
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Also ist A zerfallend, mit Eigenwerten A; = —1, A; = V2 und A3 = —+/2. In der Jordan—
Normalform muss es Blocke J,(—1) und J;(£v/2) geben; also ist die Jordan Normalform
gegeben durch -1 1l o 0
0—-1] 0 0

My (R).
0 0 \/z 0 S 4( )
0 0| 0|—v2

Gehen wir die Prozedur im Beweis von Satz 29.9 durch, so erhalten wir die Zerlegung A =

A =

D + N mit 11 2 2 2 2 2 2
—1 —7 =12 =10 4 —4 —4 —4

D=1 6 1 1 2 md - N=1 1 5 5 4]
1 4 8 5 T 1 1 1

wobei up = (X 4+ 1) * (X2 — 2) und N? = 04,4. (Beweis selbst oder Ubung.) Es ist hier
bemerkenswert, dass wieder D, N € M4(Q) gilt, obwohl es Eigenwerte in R \ Q gibt!

Bemerkung 29.11. In Folgerung 29.9 kann man sogar zeigen, dass D und N eindeutig
bestimmt sind. Die Zerlegung A = D + N heifst Jordan—Chevalley—Zerlegung von A;
siehe zum Beispiel Kapitel 8, §5, im Buch von Koecher fiir weitere Details, oder auch den
etwas ausfiithrlicheren Artikel (mit historischen Bemerkungen):

D. Couty, J. ESTERLE, R. ZAROUF,

Décomposition effective de Jordan—Chevalley, Gazette Math. 129 (2011), 29-49.
In diesem Artikel wird auferdem gezeigt, dass man D, N auf eine vollig andere Weise als im

Beweis von Satz 29.9 bestimmen kann, sogar ohne die Eigenwerte von A zu kennen!

SchlieBlich sei noch bemerkt, dass es auch mehrere Varianten fir den Beweis von Satz 29.2 zur Normalform
von nilpotenten Matrizen gibt; siehe zum Beispiel:

Kapitel 9, §5* im Buch von Koecher; oder §8.D im Buch von Axler;
oder die folgenden Artikel (alphabetisch geordnet):

K. BONGARTZ, A direct approach to the rational normal form (2014), online verfligbar
auf https://arxiv.org/abs/1410.1683. (Theorem 2 am Ende des Artikels.)

A. STORJOHANN, An O(n3) algorithm for the Frobenius normal form, ISSAC 1998;
online verfiugbar auf https://doi.org/10.1145/281508.281570.

M. WILDON, A short proof of the existence of Jordan normal form; online verflgbar
auf http://www.ma.rhul.ac.uk/~uvah099/Maths/JINFfinal . pdf;

Es wére daher ein interessantes Thema fir eine Bachelor-Arbeit, die E [ziehz der Algorithmen, die sich aus
den verschiedenen mdoglichen Zugéngen zur Frobenius— oder Jordan—-Normalfall ergeben, systematisch zu
testen und zu untersuchen, inklusive konkreter Implementierungen in GAP oder einem anderen Computer-

Algebra-System, etwa dem neu entstehenden OSCAR; siehe https://oscar.computeralgebra.de/.
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Kapitel VII: Bilinearformen

In Kapitel IV, §18, haben wir das Standard—Skalarprodukt (, ): R™ x R® — R betrachtet,
mit (x,Yy) = X1Y1 + ... + XnYn, wobei Xq,...,x, € R die Komponenten des Spaltenvektors
x € R" sind und yi,...,yn € R die Komponenten des Spaltenvektors y € R™. Wir konnten
damit auch die Norm ||x|| eines Vektors x € R™ definieren und haben ein paar interessante
Anwendungen gesehen (etwa die Gaufsche Methode der kleinsten Quadrate). Eine analoge
Definition von (, ): K® x K* — K ist natiirlich auch fiir beliebige Korper K mdoglich. Dies

fiihrt auf den allgemeinen Begriff einer “Bilinearform” auf einem K-Vektorraum V.

30. Orthogonalitat

Sei K ein beliebiger Koérper und V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung 3: V x V — K heifst

eine Bilinearform, wenn 3 linear in beiden Argumenten ist, also:
Blsv+tv ,w)=sp(v,w)+tp(HV,w) und B((v,s.w+tw')=sp(v,w)+ tp(v,w’)

fiir alle v, v/, w,w’ € V und alle s,t € K. Ist B eine Bilinearform, so heifst B symmetrisch,
wenn B(v,w) = (w,v) fir alle vyw € V gilt.
X1 Y1
Beispiel 30.1. (a) Sei V = K™ und [50( L ) = X1Y1 ++ . . Xnyn fiir alle x;,y; € K.
Xn Yn
Dann rechnet man sofort nach, dass (3¢ eine symmetrische Bilinearform ist. Wir bezeichnen
dieses o dann auch als Standard-Skalarprodukt auf V = K".

(b) Sei V = K" und A = [a;;] € M (K) eine fest vorgegebene Matrix. Dann definieren wir

X Yi n

BA< N A ) = Z aijXiy; fir alle x;,y; € K.

Xn Yn 1,j=1
(Die Bilinearform in (a) erhélt man mit A = I,.) Mit Hilfe der Definition des Matrixpro-
duktes konnen wir dies auch schreiben als fa(v,w) = v¥* - A - w, wobei das Ergebnis eine
1 x 1-Matrix der Form [a] mit a € K ist, wofiir wir nach unseren Konventionen einfach nur
a € K schreiben. Mit den Regeln fiir das Matrixprodukt folgt sofort, dass A bilinear ist.
Mit den allgemeinen Regeln fiir das Transponieren von Matrizen folgt aulerdem: Ist A eine

symmetrische Matrix, also A = A", so ist fa eine symmetrische Bilinearform.

Seien ey,..., e, € K" die Standardvektoren. Dann ist A - e; die j-te Spalte von A und damit
Balei,e) = elr-A- e; = ay fir 1 <1i,j < n. Ist also Ba eine symmetrische Bilinearform, so

folgt umgekehrt auch, dass A = A" gelten muss.

Umgekehrt lassen sich Bilinearformen fiir dim V < oo komplett durch Matrizen beschreiben.
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Bemerkung 30.2. Sei 3: V x V — K bilinear und 1 < n := dimV < oo0. Sei B :=
{vi,...,vn} eine Basis von V und setze gy := (vi,V;) fiir alle i,j. Dann definiere die Matrix
G = Gg(B) := [gili<ijen € Mn(K); diese heift die Gram—Matrixz von (3 beziiglich B. Wir
konnen damit die Bilinearform Bg: K®™ x K" — K wie oben definieren.

Sind v,w € V beliebig und x := Mg(v) € K" y := Mg(B) € Mg(w) € M,(K) die
zugehorigen Koordinatenvektoren (beziiglich B), so gilt f(v,w) = Bg(x,y) =x" -G - y.

[Denn: Seien x1,...,%x, € K die Komponenten von x und yi,...,y, € K die Komponenten
von y; also v =73 ", xi.vi und w =}, y;.v;. Mit der Bilinearitit von f folgt
Bv,w) =By xiviyw) = 31 xiB vy, w) = 35 xiB vy, Z?;] Yjvj)
=3 i Z?:] Xy v, v) = 3, Xi(Z?:] 9ijY;)-
Hier ist Z?:] gyjy; die i-te Komponente von G-y € K"; also ist das Ergebnis genau x* -G -y.|.
Beachte auch: Ist A € M,,(K) und B die Standardbasis von K", so ist Gg(a) = A. (Denn

es gilt Palei, e) =e€f" - A-ej = ay fir 1 <1i,j < n; siehe oben.)

Lemma 30.3 (Basistransformation, vgl. Kapitel IV, Satz 20.1). Sei : V xV — K bilinear

und 1 < n:=dimV < oco. Sind B ={vy,...,va} und B' ={vi,...,v/} Basen von V, so gilt
Gp/(B) =T"-Gp(B)- T,

wobei T = [tyj] € M (K) die Basiswechselmatriz ist, also v{ = Yoty firj=1,...,n.

Beweis. Sei G := Gp(p) = [gy] und G’ := Gp/(B) = [gyjl. Dann ist g, = B(vi,v]) =

Yo > g TktBviov) = 3 o YL tagaty. Nun ist ), gty der (k,j)-Eintrag von

G - T, also ist das Ergebnis der (i,j)-Eintrag von T® - G - T, wie behauptet. O

Definition 30.4. Sei 3: V xV — K eine Bilinearform. Dann heifst 3 reflexiv, wenn fiir alle

vww € Vgilt: B(v,w) =0& B(w,v) =0. Ist B reflexiv, so heifen v,w € V orthogonal (in

Zeichen v 1 w), wenn B(v,w) =0 = B(w,v) gilt. Fiir eine Teilmenge X C V definiere dann
Xt:={veV]|B(x,v) =0 fiir alle x € X}.

Weil B linear im zweiten Argument ist, folgt sofort, dass X* C V ein Teilraum ist. Ist X = V,

so heift V* das Radikal von B; gilt V*+ = {0y}, so heilt B nicht-ausgeartet.

Beispiel 30.5. Jede symmetrische Bilinearform ist natiirlich reflexiv. Aber es gibt auch

nicht-symmetrische Beispiele: Sei A = [_(1) (1)] € M;(K). Dann gilt BA( [2] , [g;]) =
X1Yy2 — Xy fiir alle xq,%2,y1,y2 € K. Es folgt fa(v,v) = 0 und PBa(v,w) = —pa(w,v) fiir

alle vyw € K2. D.h., B ist nicht symmetrisch (jedenfalls wenn 1+ 1 # 0 in K), aber reflexiv.

Wir erwédhnen ohne Beweis: Ist 3: V X V — K eine reflexive Bilinearform, so ist entweder 3
symmetrisch oder es gilt B(v,w) = —p(w,v) fiir alle vyw € V.

(Siehe z.B. Hauptsatz 7.1.15(a) im Buch von Huppert-Willems fiir einen Beweis.)
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Im Folgenden sei stets 1 < dimV < oo und 3: V x V — K eine reflexive Bilinearform.

Lemma 30.6. Ist U C V ein Teilraum, so gilt dim Ut > dimV — dim U. Ist B auferdem
nicht-ausgeartet, so gilt dim U+ = dim V — dim U.

Beweis. Sei 1 := dimV und d := dim U. Sei {vi,...,vq} eine Basis von U. Da 3 linear im
ersten Argument ist, folgt sofort: Ut = {v € V| B(vi,v) = 0 fiir 1 < i < d}. Betrachte
nun die Abbildung @: V — K™ mit @(v) := (B(w,v),...,ﬁ(vd,v)) fir v € V. Weil
linear im zweiten Argument ist, folgt sofort, dass ¢ linear ist. Es gilt dann U+ = Kern(¢).
Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt auferdem n = dim U* + dim Bild(¢); wegen
Bild(¢) C K" ist dim Bild(¢) < d und damit dim U+ > n — d, wie behauptet. Nehmen
wir an, es sei dimU* > m — d; wir miissen dann V* # {0y} zeigen. Dazu: Nach dem
Basisergénzungssatz kénnen wir vg,q,...,v, € V finden, so dass {v,...,V4,Vai1y...,Vn}e€ine
Basis von V ist. Betrachte dann den Teilraum W := (vg;1,...,Vn)x C V, mit dimW =n—d.
Analog zu oben gilt dim W+ > n — (n — d) = d. Mit Kapitel IV, Satz 19.10, folgt

dim(Ut+ + W) +dim(Ut N W) =dim Ut +dimW+ > (n—d) +d =n.
Wegen Ut + WL C Vst dim(U+ + W) < n, also folgt dim(Ut NWL) > 0. Sei Oy #v €
Ut NWL. Dann ist (v, v;) = 0 fiir alle 1, also auch B(v,v’) = 0 fiir alle v/ € V (wiederum

weil B linear im zweiten Argument ist); also v € V+ und damit V*+ # {0v}. O

Bemerkung 30.7. Sei n =dim V und B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Sei G = Gg(f3) €
M., (K) die zugehorige Gram—Matrix. Dann gilt:
[ nicht-ausgeartet & det(G) # 0.

Denn: Sei U := V. Wie im obigen Beweis betrachte die lineare Abbildung ¢: V — K*n
mit @(v) = (B(vi,V),...,B(vn,v)) fiir v € V. Es gilt dann Kern(¢@) = V*. Sei C =
{f1,..., fu} die Standardbasis von K'*™. Fiir i,j € {1,...,n} ist die i-Komponente von ¢ (v;)
(beziiglich C) gleich B (vi,Vv;) = gy; also ist G = ME(¢) € M, (K) die darstellende Matrix von
@ beziiglich B, C. Also folgt: det(G) #0 & G invertierbar & V4 =Kern(@) ={0v}. O
| Ab hier Woche 8|

Der folgende Satz beschreibt einen fundamentalen Zusammenhang zwischen der Bilinear-

form 3 und Endomorphismen ¢ € End(V).

Satz 30.8. Sei 3 nicht-ausgeartet. Ist @ € End(V), so gibt es genau ein @* € End(V) mit
B(e(v),w) =B (v, p*(W)) fiir alle vyiw € V.
Diese Abbildung ¢* heiftt die zu @ adjungierte Abbildung.

Beweis. Sein = dimV und B = {vy,...,v,.} eine Basis von V. Sei A := Mg(@) € M, (K)
die darstellende Matrix von @ und G := Gg(p) € M, (K) die Gram—Matrix von  (beide
beziiglich B). Da {3 nicht-ausgeartet ist, ist G invertierbar (sieche Bemerkung 30.7). Wir setzen
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A* =G - AY. G € M, (K).
Nach Kapitel IV, Satz 19.19, ist die Abbildung End(V) — M, (K), 1 — Mg(), bijektiv.
Also gibt es ein @* € End(V) mit Mg(@*) = A*. Seien nun v,w € V beliebig; seien
x = Mg(v) € K" und y := Mg(w) € K" die zugehorigen Koordinatenvektoren. Dann ist
Mg(@(v)) = A - x € K" (siehe Kapitel IV, Lemma 19.17), also folgt mit Bemerkung 30.2:
Blo(v),w) =Bs(A-xy)=(A-x)"-G-y=x"-A"-G-y.
Nun ist A" - G = G- A* und Mg(@*(w)) = A* - y; also folgt
Blo(v),w) =x"-G- (A*-y) = Bcs(x,A" - y) = B(v, *(W)),
wie gewiinscht. Schliefslich zur Eindeutigkeit von ¢@*. Sei auch P € End(V) mit (@ (v),w) =
B (v, p(w)) fiir alle vyw € V. Fiir festes w € V ist dann
B(v, *(w) —b(w)) =B v, *(W)) = B(v,b(w)) = Ble(v),w) — Ble(v),w) =0
= ,

fiir alle v € V. Also ist @*(w) —1(w) € V*+ = {0y} und damit P(w) *(w) d

Definition 30.9. Sei (3 nicht-ausgeartet und ¢ € End(V). Dann heifst @ eine orthogonale
Abbildung (beziiglich B), wenn B (@(v), (w)) = B(v,w) fiir alle v,w € V gilt.

Bemerkung 30.10. Sei ¢ € End(V). Genau dann ist ¢ eine orthogonale Abbildung, wenn
@* o @ = idy gilt. Insbesondere ist in diesem Fall ¢ invertierbar, mit @' = ¢*.

Denn: Sei zuerst @* o @ = idy. Dann folgt mit der Formel in Satz 30.8: B((p(v), (p(w)) =
[3(\), (p*((p(w))) = [3(\), (p* o (p)(w)) = B(v,w) fir alle vyw € V. Sei umgekehrt ¢ eine
orthogonale Abbildung. Sei w € V fest. Fiir alle v € V gilt dann B (v, w) = B (@ (v), 9(w)) =
[3(\), (p*o (p)(w)), also [3(\), (p*o @)(w) —w) =0,dh., (¢*o@)(w)—w eVt ={0y}. Da
w € V beleibig war, gilt also @* o ¢ = idy. 0

Satz 30.11 (Orthogonale Gruppen). Sei 3 nicht-ausgeartet. Sein = dimV und G €
M. (K) die Gram—Matriz von B beziglich einer Basis B von V. Dann sind
O(V,B) :={e € End(V) | @ orthogonale Abbildung} und
O.(G,K):={A e M,(K)|A"-G-A =G}

Gruppen (die erste mit “o” als Verkniipfung; die zweite mit dem iiblichen Matrizprodukt).

Beweis. Sei @ € O(V, ). Nach Bemerkung 30.10 gilt @*o@ = idy, also ist ¢ invertierbar mit
@~ = ¢*; es folgt dann auch ¢ o @* = idy. Fiir alle v,w € V gilt nun B (¢~ (v), o' (w)) =
B(e*(v), @*(W)) = B(@(9*(v)),w) = B((@ 0 @*)(v),w) = B(v,w), also ' € O(V,B).
Sei nun auch Py € O(V, B). Dann ist B((@ o Y)(v), (@ o P)(W)) = B(@(WW(V)), @(b(w)) =
B(W(V),b(w)) = B(v,w) fiir alle vyw € V, d.h., ¢ o € O(V,p). Also ist O(V,B) eine
Gruppe. Der Beweis ist vollig analog fiir O, (G, K). O]

Beispiel 30.12. Sei V = K™ und 3y das Standard-Skalarprodukt. Sei A € M, (K) beliebig
und @a: K" — K" x — A - x, die zugehorige lineare Abbildung. Sei B = {ej,...,en}
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die Standardbasis von K"; dann ist Mg(@a) = A und G = Mgz (Bo) = I.. Definieren wir
A* € M,,(K) wie im obigen Beweis, so gilt A* = G- A" . G = A", Also ist ¢@*: K* — K™,
x — A" . x. In diesem Fall ist O, (K) := O, (I,,, K) ={A € M. (K) | A" - A =1}

Beispiel 30.13. Sei K=Rund A = {2 3] € 0,(R) (siehe Beispiel 30.12), also A" A = 1.

Ausmultiplizieren ergibt die Bedingungen a? +c¢?> =1, b> 4+ d*> =1 und ab +cd = 0.

1. Fall: Ist a =0, so folgt ¢ = £1 und dann auch d =0, ¢ = £1.

2. Fall: Sei a # 0. Aus ab + cd = 0 erhalten wir b = —cd/a und dann 1 = b? + d* =
c?d?/a? + d%> = (a? + ¢?)d?/a? = d?/a?, also d = +a und dann auch ¢ = Fb. Also ist

A = { :Fg :tz mit a? + b? = 1. Umgekehrt sieht man sofort, dass eine Matrix dieser

Form orthogonal ist. Der 1. Fall passt auch in dieses Schema, mit a = 0 und b = +£1.
Schlieflich beachte: Sind a,b € R gegeben mit a’? + b> = 1, so gibt es ein eindeutiges
0 € [0,271) mit a = cos(0) und b = sin(0). Also gilt:

cos(0)  sin(0)

A € M,(R) orthogonal & A = ~5sin(0) 5cos(0)

mit § = +1, 0 € [0,27).

Definition 30.14. Sei n = dim V und (3 symmetrisch. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V.
Dann heift B eine Orthogonalbasis (beziiglich ), wenn f3(vi,v;) = 0 fiir alle i # j gilt. Ist
zusétzlich noch B(vi, vi) = 1 fiir alle 1, so heilst B eine Orthonormalbasis von V. In diesem

Fall hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung als v = (v, vi)v; + ...+ B(V, V) Vn.

Satz 30.15 (Existenz von Orthogonalbasen). Sei 3 symmetrisch und 141 # 0 in K. Dann
gibt es eine Orthogonalbasis von V' beziiglich 3.

Beweis. (Vollstdndige Induktion nach n :=dimV > 1.) Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei

nun n > 1. Wir unterscheiden jetzt zwei Félle:
1. Fall: Es gibt ein 0 # vy € V mit (vq,v1) # 0. Setze U := (v;)x. Dann ist dim U = 1, also
dim U+ > n—1 nach Lemma 30.6. Wegen B(vi,v;) # 0ist v; € U+, also Ut ;Cé V und damit

dimUt =n — 1. Sei B’: U+ x Ut — K die Einschrinkung von . Dann ist natiirlich auch

B’ eine symmetrische Bilinearform. Nach Induktion gibt es eine Orthogonalbasis {v,...,v,}
von Ut. Wegen v; ¢ Ut ist das Tupel (vi,vz,...,Vv,) linear unabhingig, also ist B :=
{v1,V2,...,Vvn} eine Basis von V. Wegen v, ...,v, € Ut gilt B(vy,v;) = 0 fiir alle 1 > 2, also

ist B insgesamt eine Orthogonalbasis.

2. Fall: Es gilt $(v,v) = 0 fiir alle v € V. Wir behaupten, dass dann $(v,w) = 0 fiir alle

v,w € V gilt. (In diesem Fall ist jede Basis von V eine Orthogonalbasis; also gilt der Satz

auch in diesem Fall.) Seien nun v,w € V beliebig. Dann gilt
0=BWV+w,v+w)=pWwv)+ Bv,w)+ Bw,v)+ pBw,w)=RWv,w)+ B(w,v).
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Wegen der Symmetrie von (3 folgt 0 = B(v,w) 4+ B(v,w) = (1 + 1)B(v,w), und wegen
1+1#0in K dann B(v,w) =0, wie behauptet. O

Bemerkung 30.16. Der obige Beweis liefert auch ein Verfahren zur Bestimmung einer
Orthogonalbasis. Sei n = dimV und C := {wy,...,w,} eine beliebige Basis von V; bilde
dann A = [ay] := Gc(B) € Mn(K). Ist A = Opxn, so ist B(v,w) = 0 fiir alle vyw € V, also
C eine Orthogonalbasis. Sei nun A # Onxn. Wir behaupten, dass wir dann ein vi € V mit
B(vi,v1) # 0 finden kénnen. Dazu: Seien i,j € {1,...,n} mit B(wi,w;) = ay #0.Ist i =jso
ist vi := wy der gesuchte Vektor. Nehmen wir nun an, es sei i # j und 3 (wy, wy) = aie =0
fiir alle k. Wie im 2. Fall des obigen Beweises erhalten wir die Gleichung
B(wi +wj, wi +wj) = B(wi,wi) + (1 + T)ay + Bwj,wy) = (1 + 1)ay # 0;

also ist hier vy := w;+wj der gesuchte Vektor. Wir sind damit im 1. Fall des obigen Beweises.

Sei U := (v1)x; dann ist dim Ut =n — 1. Wir wenden nun das obige Verfahren rekursiv auf

die Einschrénkung von  auf U+ an und erhalten eine Orthogonalbasis {vs,...,vn} von UL,
Wie im obigen Beweis ist dann {vy,...,v,} eine Orthogonalbasis von V beziiglich 3.

010
Beispiel 30.17. Sei A= |10 1| € M3(K) und B = Ba: K> x K3 = K.

010

Sei 2:=1+4+1+#0in K, und C = {ey, e,, e3} die Standardbasis von K3. Es gilt (e, ex) =0
fir k =1,2,3 aber 3(eq, e;) # 0 (zum Beispiel). Setzen wir vy := ey + e, so gilt B(vi,v1) =
(T4+ 1Da;z =2+#0. Sei U := (v;)x. Wir bestimmen dann

a
UJ‘:{V: [b] EKS‘O:B(V])V):“ 1 O]-A-V:a+b+C}:<V2,V3>K7
Cc

wobei v, = e;—e;, v3 = e;—e;3. Die Gram-Matrix der Einschriankung von B auf Ut beziiglich

[_g _%} € M;(K). Hier sehen wir direkt,

dass v} := e; —e3 = v +v3 L vy gilt, also ist {v,, v}} eine Orthogonalbasis von U+ und damit

der Basis {v;,v3} ist dann gegeben durch A’ =

{v1,v2,V}} eine Orthogonalbasis von K3.

Beispiel 30.18. Auf die Voraussetzung “1 4+ 1 #£ 0” im obigen Satz kann nicht verzichtet
werden. Sei nidmlich K = F;, und Ba: K? x K2 — K mit A wie in Beispiel 30.5. Wegen
1+ 1 =0 ist dann Ba symmetrisch und es gilt B (v,v) = 0 fiir alle v € K?. Nehmen wir an,
es gibt eine Orthogonalbasis {vy,Vv,} von K2. Dann gilt Ba(vi,v;) = O fiir i = 1,2, und auch
Ba(vi,v2) = Balva,vi) = 0. Also ist die Gram—Matrix von 5 beziiglich der Basis {vy,v,}
die Null-Matrix. Damit folgt auch B (v,w) = 0 fiir alle v,w € K?, Widerspruch.

Beispiel 30.19. Sei A € M,,(K) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen d,...,d, € K.
Bilde dann die Bilinearform f34: K™ x K™ — K. Diese ist symmetrisch und die Standardbasis

B ={ei,..., ey} ist eine Orthogonalbasis, mit (e, e;) = d; fiir alle 1.
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Sei nun d; # O fiir alle 1 und nehmen wir an, es gibt z; € K mit ziz = d;; setze damit
v; = z;'e;. Dann ist B’ = {vy,...,v,} auch eine Orthogonalbasis und es gilt B(vi,v;) =

B(z e,z 'ei) = Z{zﬁ(ei, e) = Z{zdi = 1. Also ist B’ eine Orthonormalbasis.

Wir sehen also, dass die Existenz einer Orthonormalbasis sehr stark vom Korper K abhéngt.
Ist K = C, so gibt es stets z; € K mit ziz = d; wie oben. Bereits iiber R ist dies nicht immer
moglich, zum Beispiel wenn d; = —1 fiir ein 1 gilt.

\Ab hier Woche 9\
31. Symmetrische Bilinearformen tiber R

In diesem Abschnitt sei V ein R-Vektorraum und : V x V — R eine symmetrische Biline-
arform, wobei 1 < dimV < oo. Nach Satz 30.15 gibt es stets eine Orthogonalbasis B von V
beziiglich (3; die zugehorige Gram—Matrix Gg(f3) ist also eine Diagonalmatrix. Da R ange-
ordnet ist, konnen wir nach den Diagonal-Eintrdgen von Gg(f) schauen, die positiv oder

negativ sind. Der folgende Satz gibt eine prézise Information dazu.

Satz 31.1 (Trigheitssatz von Sylvester). Sei n :=dimV und B = {vy,...,v,} eine Ortho-
gonalbasis von V beziiglich (; sei di := B(vi,vi) € R fiir alle i. Sei p die Anzahl der i mit
di > 0 und q die Anzahl der i mit d; < 0. Dann sind p, q eindeutig durch (3 bestimmt, also
unabhdngig von der Wahl von B. — Das Paar (p, q) heifit die Signatur von f3.

Beweis. Wir sortieren B so, dass d; >0 firi=1,...,pund d; < Ofiri=p+1,...,p+q <
n gilt. Sei B’ = {wy,...,wy} eine weitere Orthogonalbasis; sei d! := f3(wi, w;) fiir alle 1; sei
analog p’ die Anzahl der i mit d{ > 0 und q’ die Anzahl der i mit d{ < 0. Wiederum sei B’
so sortiert, dass d{ >0 firi=1,...,p'und d{ <O firi=p'+1,...,p' + q' < n gilt. Wir

miissen nun zeigen, dass p = p’ und q = q’ gilt. Betrachte dazu die Teilrdume

U1 = (V],...,VP>R und UZ = <Wp/+1,...,Wn>]R.
Wir behaupten: U; N U; = {Oy}. Annahme, es gibt ein 0y # v € U; N U,. Schreibe v =
> P xivi mit x; € R. Dann gilt B(v,v) = Y P x}di > 0 (wegen x; # O fiir mindestens

ein 1). Schreibe andererseits v =3 ' , ;yi.vi mit y; € R. Da d; < 0 fiir p’ <i<p'+¢’
und d; = 0 fiir i > p’ + q’ gilt, folgt B(v,v) = Z?:puﬂ y?d; < 0, Widerspruch.

Also ist Uy N U, = {0v}. Mit Kapitel IV, Satz 19.10, erhalten wir daraus

dim(U; + U,) = dim Uy + dim U; — dim(U; NUy) =dimU; +dimU; =p +n—p'.

Wegen U; + U, C Vist dim(U; + Uy) < n, also folgt p+n —p’ < n und damit p < p’.
Indem man die Rollen von B und B’ vertauscht, folgt mit einem vo6llig analogen Argument
auch p’ < p. Also gilt p = p’. Um auch q = q’ zu zeigen, setzen wir (v, w) := —B (v, w) fiir
alle v,w € V. Dann ist auch f: V x V — R eine symmetrische Bilinearform, und B, B’ sind

natiirlich weiterhin Orthogonalbasen beziiglich B. Definieren wir analog die Anzahlen P, q
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und p’, q’ fiir B (beziiglich B und B’), so ist offensichtlich p = q, E] =p,p' =49,

K}
I
=

Nach dem vorherigen Argument gilt p = p’, also folgt auch q=p =p' =q". U

Folgerung 31.2. Sei (p,q) die Signatur von f3.

(a) Es gilt ¢ =0 genau dann, wenn (v,v) = 0 fir allev € V gilt. In diesem Fall bezeichnen
wir B als positiv-semidefinit.

(b) Es gilt p = dimV und q = 0 genau dann, wenn 3(v,v) > 0 fir alle Oy # v € V
gilt. In diesem Fall heifit B positiv-definit und das Paar (V,B) ein Euklidischer Raum;
auflerdem gibt es in diesem Fuall eine Orthonormalbasis von V beziiglich f3.

(c) Ist B positiv-semidefinit und nicht-ausgeartet, so ist B positiv-definit.

Beweis. Sei n = dim V. Nach Satz 30.15 gibt es eine Orthogonalbasis B = {vy,...,v,}; setze
d; := B(vi,w) fiir alle i. Dann ist Gg(f3) die Diagonalmatrix mit Eintrdgen di,...,d, auf
der Diagonalen. Sei v € V und schreibe v =x7.v; + ... + x,.v, mit x; € R. Dann gilt

v) =20 I xagB v vy) = 2 xEB (v, vi) = X1 xids.
(a) Sei zuerst q = 0, also d; > 0 fiir alle 1. Dann ist mit obiger Formel auch f(v,v) > 0. Sei
umgekehrt 3(v,v) > 0. Insbesondere ist d; = (vi,v;) = 0 fiir alle i, also q = 0.
(b) Sei zuerst p = n und q = 0. Wegen p = dimV ist dann d; > O fiir alle i. Ist also
v # Oy, so ist x; # 0 fiir mindestens ein i und damit B(v,v) = > I, x*d; > 0. Sei umgekehrt
B(v,v) > 0 fiir alle Oy # v € V. Insbesondere ist d; = (vi,vi) > O fiir alle i, also p =n. Da
jedes d; eine Quadratwurzel in R hat, gibt es eine Orthonormalbasis wie in Beispiel 30.19.
(c) Da B nicht-ausgeartet ist, gilt d;---d, = det(Gg(B)) # 0; siche Bemerkung 30.7. Also
ist di # 0 fiir alle i. Da 3 positiv-semidefinit ist, gilt aufserdem q = 0 nach (a), also d; > 0
fiir alle 1. Also ist d; > O fiir alle i und damit p =n, d.h., B ist positiv-definit nach (b). O

Beispiel 31.3. (a) Das Standard-Skalarprodukt fo: R™ x R™ — R ist positiv-definit, wie
bereits zu Beginn von Kapitel IV, §18, bemerkt.

(b) In Einsteins Relativititstheorie spielen gewisse f: R* x R* — R mit Signatur (3, 1) eine
bedeutende Rolle (“Minkowski-Raum”); siehe z.B. §7.5 im Buch von Huppert—Willems.

Wir beschreiben nun eine allgemeine Konstrukton, um orthogonale Abbildungen in O(V, 3)

zu erhalten (wenn  nicht-ausgeartet ist).

Beispiel 31.4. Sei (3 nicht-ausgeartet und ein Vektor Oy # r € V gegeben mit (v, 1) # 0.
Dann definiere die Abbildung ¢,: V — V durch

or-(v) i=v—2B(r,7) "B (1, V)T fiir alle v € V.
Man rechnet nach, dass @, € O(V, ) und @? = idy gilt; auferdem @, (1) = —1 und @,(v) =v
falls v L r (siche Ubungen). Die Abbildung ¢, heikt Spiegelung mit Wurzel .



LAAG 2 53

Betrachten wir speziell den Euklidischen Raum (R?,3y); eine orthogonale Abbildung in
O(R?, Bo) wird dann (beziiglich der Standardbasis von R?) durch eine Matrix A € O,(R)
wie in Beispiel 30.13 dargestellt. Mit den dortigen Bezeichnungen sei & = —1. Dann gilt

xa = (cos(0) — X) * (—cos(0) — X) —sin(0)* = X?> — cos(0)? —sin(0)? = X*> — 1;
es gibt also die beiden Eigenwerte Ay = 1 und A, = —1. Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir

sin und cos in Kapitel II, §10, findet man zugehorige Eigenvektoren (mit Norm 1):

~ |cos(0/2) _ |—sin(6/2)
1= [sin(G/Z)] €R und v = { cos(e/Z)} € R

Dann ist {vy,Vv;} sogar eine Orthonormalbasis von R?. Sei nun v € R? beliebig und schreibe
v =sv; + tv; mit s,t € R. Dann ist A -v =A - (sv; + tvy) = sv; — tvy. Sei @,, € O(R?, o)
die Spiegelung mit Wurzel v;. Wegen v; L v, gilt dann ¢y, (v) = s@,, (V1) + te,,(v2) =
svi —tv; = A -v. Also wird ¢@,, durch die Matrix A beschrieben. (Ist dagegen = 1, so

tiberzeugt man sich, dass A die Drehung im Uhrzeigersinn um den Winkel 0 darstellt.)

Folgerung 31.5. Sei 3 positiv-definit. Gegeben seien vyw € V mit 3(v,v) = (w,w). Dann
gibt es ein @ € O(V, ) mit @(v) =w.

Beweis. Ist v.=w, so kénnen wir ¢ = idy nehmen. Sei nun v # w und v :=v —w # 0y. Da
B positiv-definit ist, gilt B(r,r) # 0; wir kénnen also die Spiegelung ¢, € O(V, ) bilden.
Dann gilt @,(v) =v—23(r,r) 'B(r,v)r. Nun ist B(r,v) = B(v—w,v) = B(v,v) — B(w,Vv) =
B(v,v) — B(v,w); aukerdem B(r,1) = B(v—w,v—w) = B(v,v) —2B(v,w) + B(w,w) =
2B(v,v) — 2B (v,w) = 2B(r,v). Also ist @,(V) =v—T=v—(v—w) =w. O

Um zu testen, ob unsere gegebene Bilinearform 3 positiv-definit ist, konnte man geméf dem
Verfahren in Bemerkung 30.16 eine Orthogonalbasis von V bestimmen und dann schauen,
ob alle Diagonaleintrige der zugehorigen Gram—Matrix positiv sind. Unser néchstes Ziel ist

ein alternatives Kriterium, welches oft niitzlich ist.

Lemma 31.6. Sei G = Gg(B) € M. (R) die Gram—Matrixz von ( beziglich einer Basis B
von V. Ist B positiv-definitiv, so gilt G = T - T mit einer invertierbaren Matriz T € M, (K)
und damit det(G) = det(T)? > 0.

Beweis. Nach Folgerung 31.2(b) gibt es eine Orthonormalbasis C von V beziiglich . Dann
ist Gc(B) = I, und damit G =T" - T wobei T € M,,(R) die Basiswechselmatrix zwischen B
und C ist; siche Lemma 30.3. Wegen det(T*) = det(T) folgt also det G = det(T)?> > 0. O

Die obige Aussage lasst sich erheblich verstarken. Dazu benutzen wir die folgende Konstruk-
tion zu beliebigen Matrizen, die auch von allgemeinem Interesse ist.

Sei K ein beliebiger Kérper und A = [aijli<ijen € Mn(K). Setzen wir



54 LAAG 2

apn ... Qg
A= ¢ © | € M(K) firk=1,2,...,n,
g1 ... Qgk
so heifen die Determinanten det(Ay) fir k = 1,...,n die Hauptminoren von A.

Satz 31.7 (LU-Zerlegung). Sei A € M, (K) so, dass alle Hauptminoren von A ungleich O
sind. Dann gibt es eine untere Dreiecksmatriz L € My, (K) mit 1 entlang der Diagonalen, und
eine obere Dreiecksmatriz U € M, (K) mit A =L-U. Ist K =R und sind alle Hauptminoren
von A positiv, so sind auch alle Diagonaleintrige von U positiv.

(Hier steht L fiir “lower” und U fiir “upper”.)

Beweis. (Vollstandige Induktion nach n.) Ist n = 1, also A = [ay1], so gilt die Aussage mit
L =[1] und U = [ay;]. Sei nun n > 1. Wir teilen A wie folgt in Blocke auf:

Al lw

tr

A =

] mit A’ € M._;(K), vyw € K™ und a € K.

A% a

Nach Voraussetzung sind alle Hauptminoren von A’ ungleich 0, also gibt es nach Induktion

eine untere Dreiecksmatrix L’ € M,_;(K) mit 1 entlang der Diagonalen, und eine obere
Dreiecksmatrix U’ € M,_1(K) mit A’ =L"-U’. Dann ist

Infl Yy . L’ On71 u’ Onfl
A= L] . . U1 mit L] = y U] =
X' | a or | 1 o | 1

wobei x := (W) ".v e K" und y := (L)' - w € K™, wie man einfach mit “Kistchen-

rechnen” nachpriift. Ebenso rechnet man einfach nach, dass gilt:
I L1 | O | .
Yy =L-U mit L,:= ! L , U= 't
X" 1 o, lc

x| a
wobei ¢ ;= a—x" -y € K. Insgesamt also A =L-Umit L:=1;-1; und U := U, - U;.

Y

Beachte: Mit Ly, L, ist auch L eine untere Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen, und
mit U;, U, ist U eine obere Dreiecksmatrix. Sei schlieflich K = R und alle Hauptminoren
von A positiv. Dies gilt dann auch fiir A’, also sind nach Induktion alle Diagonaleintrage von
U’ positiv. Damit sich auch alle Diagonaleintriage von U; positiv und det(U;) = det(U’) > 0.
Weiterhin ist det(U,) = ¢, also det(U) = det(U;) det(U;) = cdet(U;). Wegen det(L) = 1
ergibt dies 0 < det(A) = det(L)cdet(U;) = cdet(U;) und damit ¢ > 0, wie behauptet. [

Satz 31.8 (Determinanten-Kriterium fiir Definitheit). Sei G = Gg(p) € M, (R) die
Gram—Matrix von (3 beziiglich einer beliebigen Basis B von V. Genau dann ist 3 positiv-

definit, wenn alle Hauptminoren von G positiv (ungleich 0) sind.

Beweis. Sei n = dim V. Sei zuerst (3 positiv-definit. Sei 1 < k < n. Schreiben wir B =

{viy...,vn}, so sei U:= (vq,...,v)x. Dann ist Gy die Gram—Matrix der Einschrénkung von
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B auf U beziiglich der Basis {vy,..., v} von U. Diese Einschréankung ist natiirlich weiterhin
positiv-definit, also gilt det(Gy) > 0 nach Lemma 31.6.

Seien nun umgekehrt alle Hauptminoren von G positiv. Betrachte dann eine LU-Zerlegung
G = L - U wie in Satz 31.7, wobei alle Diagonaleintrdge von U positiv sind. Wir setzen
T=L"N"eM(R)und D:=T".G-T=L"-G-T=U-T. Mit L ist auch L™ eine untere
Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen, also ist T eine obere Dreiecksmatrix mit 1
entlang der Diagonalen (siche Ubungen 1. Semester), und damit D eine obere Dreiecksmatrix
mit den gleichen Diagonaleintrdgen wie U. Nun ist G symmetrisch, also gilt auch D" =
(Tr- G- T)* =T".G" . (T")" =T".G-T = D. Da gleichzeitig D eine obere Dreiecksmatrix
ist, muss D eine Diagonalmatrix sein; wie oben bereits bemerkt, sind die Diagonaleintriage
von D die gleichen wie die von U, also alle positiv.

Damit folgt nun leicht, dass (3 positiv-definit ist. Denn sei Oy # v € V beliebig und x =
M3 (v) € R™ der Koordinatenvektor von v; seiy := T~ '-x € R™. Wegen v # Oy ist x # 0, und
y # 0,,. Nach Bemerkung 30.2 gilt B(v,v) =x"-G-x =y"-T".G-T-y =y"-D-y =3 I, y?d
wobei y; die Komponenten von y und d; die Diagonaleintrige von D sind. Wegen d; > 0 fiir

alle 1, und y; # O fiir mindestens ein 1i, ist 3(v,v) > 0. d

32. Der Spektralsatz (iiber R)

Der im Titel dieses Abschnittes genannte “Spektralsatz” ist einer der zentralen Sétze der
Linearen Algebra. Wir formulieren und beweisen hier zunéchst eine Version fiir Matrizen;

danach folgt dann eine abstraktere Umformulierung fiir Endomorphismen.

Im Folgenden betrachten wir ausschliefslich den Euklidischen Raum (R™, 3o) wobei o =
(, ):R* x R™ — R das Standard-Skalarprodukt ist, also Bo(x,y) = (x,y) = x" -y fiir
alle x,y € R™ Fiir x € R" ist dann ||x|| = v/x' - x die iibliche Euklidische Norm. Eine
Matrix T € O,(R) (siehe Beispiel 30.12) heift hier einfach orthogonale Matriz; es gilt
also T - T = I,,, d.h., T ist invertierbar und die inverse Matrix ist auf besonders einfache
Weise gegeben, ndmlich durch T-! = T%. (Es folgt dann auch T-T" =1I,,.)

Lemma 32.1. Sei @: R™ — R™ eine beliebige lineare Abbildung und T € M, (R) die Matriz
mit @(x) = T -x fir alle x € R™. Seien vi,...,vy € R" die Spalten von T. Dann gilt @ €
O(R™ Bo) & T € On(R) & {vy,...,vn} ist eine Orthonormalbasis von R™ beziiglich { , ).

Beweis. Zunichst beachte: Fiir 1 < 1i,j < n gilt @(e;) =T -e; =v; und
(vi,vj) = (T - e, T - ;) = Eintrag an der Stelle (i,j) von T" - T.
Damit folgt bereits: T - T = I, & {v1,...,Vn} ist eine Orthonormalbasis, also die 2. Aquiva-

lenz. Sei nun @ € O(R™, B¢). Dann gilt mit obigen Formeln &3 = (ei, ¢;) = (@ (ei), @(e;)) =



56 LAAG 2

(vi,vj) = Eintrag an der Stelle (i,j) von T" - T. Also folgt T" - T =I,, d.h., T € On(R). Ist
umgekehrt T € On(R), so folgt (@ (x), ¢ (y)) =(T-x, T-y) =x"-(T"-T) -y =x"-y = (x,y)
fir alle x,y € R™, und damit ¢ € O(R", ). O

Beispiel 32.2. Sei 0,, # v; € R™ mit ||v¢|| = 1. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
T € M,,(R) deren erste Spalte durch v; gegeben ist.

Dazu: Nach dem Basisergdnzungssatz gibt es vy, ...,v, € R", so dass {vi,V2,...,V,} eine
Basis von R™ ist. Mit dem Gram—Schmidt—Verfahren in Kapitel IV, Satz 18.3, erhalten wir
eine Orthogonalbasis {wy, w5, ..., Wy} von R™, wobei nach Konstruktion wy = v; gilt. Setze
vl == |jwi]|"'w; fiir i = 2,...,n. Dann ist {v{,v},..., v’} eine Orthonormalbasis von R™.
Nach Lemma 32.1 ist die Matrix T € M;,(R) mit Spalten v{,v},..., v/ orthogonal. O

Lemma 32.3. Ist A € M, (R) symmetrisch, so ist A zerfallend, d.h., das charakteristische
Polynom xa € RIX] zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren in R[X].

Beweis. Wir fassen A = [aij]1<ij<n als Matrix in M, (C) auf. Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra zerfallt x4 in Linearfaktoren iiber C. Wir zeigen, dass alle Nullstellen von xa bereits
in R sind. Sei also A € C eine Nullstelle (= Eigenwert) von A, und v € C" ein zugehdriger
Eigenvektor. Seien xi,...,x, € C die Komponenten von v. Dann gilt also Z{; X1 = AXg
fir k =1,...,n. Wegen A" = A folgt damit:

Z XXy = Z (Z aklxk> Xy = Z <Z aLka> X1 = ZU\XL);Q =A Z X1X1.

K 1=1 =1 k=l 1=1 1=1
Mit komplexer Konjugation und A € Mn(R) gilt andererseits ) |'; auXi = ) |, QGuXi =
S aax = Ax fiir k = 1,...,n; also folgt:

n n n n
E A Xk X1 = E Xk( E aklxl) E Xk AXk E Xk Xk-
k=1 1=1 k=1

K l=1
Nun beachte, dass 2221 XXk = Z{; x1x; eine reelle Zahl ist, die wegen v # 0, ungleich 0
(sogar > 0) ist. Also folgt A = A. O

Lemma 32.4. Sei A € M, (R) symmetrisch. Gegeben seien v > 1 paarweise verschiedene
Eigenwerte My, ..., Ay € Rvon A. Firi=1,...,1 setw; € Ea(A;). Dann gilt (wi, w;) =0 fiir

1 #£j. Insbesondere: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Beweis. Es gilt A - w; = Ajw; fiir alle 1. Sei nun i # j. Dann ist
Ai(wi, W) = Aw, W) = (A - wi, wy) = (A -wy)" - wy = (Wi - AY) - w
Da A symmetrisch ist, ist die rechte Seite gleich:
(W= A) - wy = wit - (A wy) = (Wi, A - wy) = (Wi, Awy) = A (wi, wy).
Also gilt (A; — Aj)(wi, wy) = 0. Wegen A; # A; folgt (wi, wj) = 0. O
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Satz 32.5 (Spektralzerlegung iiber R). Sei A € M, (R) symmetrisch. Dann gibt es eine
orthogonale Matrix T € M,,(R) und eine Diagonalmatriz D € M,(R) mit T" -A-T = D.
Insbesondere ist A diagonalisierbar, wobei die Eigenwerte die Diagonaleintrige von D sind.
| Ab hier Woche 10|

Beweis.* Nach Lemma 32.3 ist A zerfallend; sei Z(ua) = {A1,...,A} € R. Wir zeigen

nun, dass A diagonalisierbar ist. Dazu verwenden wir das Minimalpolynom—Kriterium in

Kapitel IV, Satz 20.15 (siehe auch Bemerkung 26.10). Wir miissen also zeigen, dass jedes A;
nur eine einfache Nullstelle von pa ist. Sei 1 fest und nehmen wir an, A; ist eine mehrfache
Nullstelle; d.h., es gilt (X — Ay)? | pa. Schreibe pa = (X — A)? * f mit f € R[X], und setze
g := (X—A;) = f. Dann ist Grad(g) < Grad(ua), also g(A) # Onxn. Es gibt also ein v € R"
mit w := g(A) - v # 0,. Dann folgt

() 0 (w,w) =i w = (g(A) V)" - (g(A) -v) =& - (g(A)" - g(A)) -v.

Wegen A" = A gilt auch g(A)" = g(A") = g(A), also g(A)" - g(A) = g(A)? = g*(A). Nun
ist g2 = (X—A)2*f2 = fxua, also folgt g 2(A) = f(A) - ua(A) = Onyxn. Folglich ist die rechte
Seite von (%) gleich v'* - (g*(A) - v) = v+ (Onxn - v) = 0, Widerspruch.

Also ist in der Tat A diagonalisierbar. Sei nun n; := dim E5 (A;) fiir i = 1,..., 7. Sei zunéchst
B; irgendeine Basis von Ex(A;). Wie in Kapitel IV, Definition 18.4, erkléart, kann man diese
mit dem Gram-—Schmidt—Verfahren in eine Orthonomalbasis C; von Ea(A;) tiberfiihren. Wie
im Beweis von Kapitel IV, Satz 20.13, folgt, dassn =n;+...+n, gilt und C := C;U...UC,
eine Basis von R™ ist. Nach Lemma 32.4 ist dies sogar insgesamt eine Orthonormalbasis
von R™ Ist T € M, (R) die invertierbare Matrix mit Spalten gegeben durch die Vektoren
in C, so ist T € O,(R) (siche Lemma 32.1) und D := T~ - A - T eine Diagonalmatrix. O

01 -1

Beispiel 32.6. Set A = 10 1 ] € M;3(R); offenbar ist A symmetrisch. Wir berechnen
11 0

xa = det(A — XI3) = ... = (X4 2) * (X = 1)% es gibt also die beiden Eigenwerte A; = —2

und A; = 1. Wir finden EA (A1) = (vi)g und Ea(A;) = (v2,V3)r, wobei

1 1 —1
vi=|—1{, v, = |11, vi=|[01].
1 0 1

Es gilt (vi,vi) = 3, (v2,v2) = 2 und (v;,v3) = —1; die Basis {v,,v3} ist also noch keine

Orthogonalbasis des Eigenraums. Wir konnen nun das Gram—Schmidt—Verfahren anwenden,
oder direkt wie folgt vorgehen: Gesucht sind a,b € R so dass 03 # v} := (av, +bvs) L v,
gilt, also 0 = (v,, av, + bvs) = 2a — b; eine Losung (a,b) # (0,0) ist gegeben durch a =1,
—1

b =2 alsov]:=2vi+v, = |1 ]; dann folgt (v2,vi) = 0, (v}, vi) = 6 und {vz,v}} ist
2

4Dieser Beweis stammt aus dem Buch von Kaye-Wilson, siehe dort §13.3.
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eine Orthogonalbasis des Eigenraums. Sei T € M3(R) die Matrix mit Spalten gegeben durch
\/57]\)1, \/zi]vz, \/gi]vé. Nach Lemma 32.1 ist T eine orthogonale Matrix; es gilt dann

T . A - T = Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen —2,1, 1.

Es folgt nun noch eine Umformulierung von Satz 32.5 in eine Aussage iiber Endomorphis-
men eines FKuklidischen Raums. Wir erinnern an Bemerkung 25.2, wo wir Eigenwerte und

Eigenvektoren fiir Endomorphismen definiert haben.

Folgerung 32.7 (Spektralzerlegung, 2. Version). Sei (V,p) ein Euklidischer Raum (siehe
Folgerung 31.1) und @ € End(V) selbst-adjungiert, d.h., es gilt @* = @. Dann gibt es eine

Orthonormalbasis von V' (beziiglich (), die aus Eigenvektoren von ¢ besteht.

Beweis. Nach Folgerung 31.2(b) gibt es eine Orthonormalbasis B von V (beziiglich ). Sei
A = Mz(@p) € M,,(R) die darstellende Matrix von ¢ und G = I, die Gram-Matrix von f3,
wobei n = dim V. Wie im Beweis von Satz 30.8 ist Mg(¢@*) = G- A" . G = A¥. Wegen
@* = @ ist die linke Seite auch gleich A, also A symmetrisch. Nach Satz 32.5 gibt es eine
orthogonale Matrix T € M, (R), so dass D :=T'-A-T € M,(R) eine Diagonalmatrix ist.

Sei B := {vi,...,vn}. Schreiben wir T = [ty] € My(R), so setze v/ = > T ty.v; fiir
j = 1,...,n. Weil T invertierbar ist, ist auch B’ := {v{,...,v]} eine Basis von V. Nach
Lemma 30.3 gilt Gg/(B) =T - Gg(B)-T=T"-1,-T = I, also ist auch B’ eine Orthonor-
malbasis. Nach Kapitel IV, Satz 20.1, gilt Mg/ (@) =T -Mg(@) - T=T'-A-T =D, also

ist jeder Basisvektor v]-’ ein Eigenvektor von ¢. 0

33. Anwendung 1: Singuldrwertzerlegung

Als eine erste Folgerung aus dem Spektralsatz betrachten wir die Singuldrwertzerlegung
einer Matrix (englisch: singular value decomposition, kurz SVD). Diese wird in zahlrei-

chen Anwendungen aus den unterschiedlichsten Bereichen eingesetzt; siehe

C. D. MARTIN AND M. A. PORTER, The extraordinary SVD, Amer. Math. Monthly 119
(2012), 838-851; http://dx.doi.org/10.4169/amer .math.monthly.119.10.838

fiir einen Uberblick mit vielen weiterfiihrenden Referenzen. (Sie werden auch sicherlich in

Vorlesungen zur angewandten Mathematik mehr dazu erfahren.)

Lemma 33.1. Sei A € R™™ beliebig und v := Rang(A) < min(n, m). Dann gilt:
(a) Es ist auch Rang(A™ - A) =.
(b) Die Eigenwerte von A™ - A € M, (R) sind reell und > 0; es gibt v Eigenwerte # 0.


http://dx.doi.org/10.4169/amer.math.monthly.119.10.838
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Beweis. (a) Seix € N(A), also A-x = 0p,. Dann ist auch (A" A)-x = 0y, also x € N(A"-A).
Umgekehrt: Sei x € N(A%-A), also (A%-A)-x = 0,,. Dann ist auch ||A-x||* = (A-x, A-x) =
(A-x)"-(A-x) =x"-(AT"-A)-x =0, also A - x = 0,, und damit x € N(A). Damit ist
N(A) = N(A™ - A) gezeigt, also folgt mit Lemma 20.6 (Kapitel IV):
Rang(A) =n—dimN(A) =n —dim N(A" - A) = Rang(A" - A).

(b) Sei B := A" - A € M,(R); dann ist B symmetrisch. Nach dem Spekralsatz gibt es eine
orthogonale Matrix V € M,(R) so dass D :=V~'.B-V = V¥ .B .V eine Diagonalmatrix
ist. Nach Kapitel IV, Bemerkung 19.14, gilt Rang(D) = Rang(B) = r, d.h., genau r der
Diagonaleintriage von D sind ungleich 0. Sei schlieklich A € R ein Eigenwert von B = A™ - A
(also ein Diagonaleintrag von D) und v € R™ ein zugehoriger Eigenvektor, also v # 0,, und
B-v = Av. Dann gilt [|A-V]|? = (A-v,A-v) = (A-v)T-(A-v) = VT (B-v) =V (Av) = A|]v||*.
Wegen |[[v|| > 0 und ||A - v|| > 0 folgt dann auch A > 0. O

Satz 33.2 (SVD). Sei A € R™™ mit myn > 1 beliebig; sei v = Rang(A) > 0. Dann gibt es
orthogonale Matrizen U € My (R) und V € M, (R) mit A = U-S-V', wobei S = [sy] € R™™
Diagonalgestalt hat, mit si; = 0 fiir alle i # j sowie s11 > ... = s,y > 0 und sy = 0 fiir

i>7r. Die Diagonaleintrige si1, 822, ... von S heiffen Singuldrwerte von A.

Beweis. Sei B := A" - A € M, (R). Wie oben im Beweis gibt es eine orthogonale Matrix
V € M, (R) so dass V'-B-V = V" .B.V ecine Diagonalmatrix ist; seien Aj,...,A, € R die

Eintrdge auf der Diagonalen. Wir konnnen dies so einrichten, dass A > A; > ... > A, gilt.
Nach Lemma 33.1 gilt A; > 0 fiir alle i; aufierdem ist A; = O fiir i > . Setze o := /A; € R
fir 1 <i<n;dannist auch o; > ... > o4 > o411 = ... = &, = 0. Seien vy,...,v, € R"

die Spalten von V; dann gilt B -v; = Ayv; fiir 1 <1 < n. Wir setzen uj := oc;1A -v; € R™ fiir
1 <j <1 Weil V eine orthogonale Matrix ist, ist {v1,...,Vvs} eine Orthonormalbasis von R™.
Damit folgt fir 1 <1,j <
(wiy ) = o o (A vl,A vi) =g g (VT AT A vy) = o o (Wi (B - vy))
=0 o‘j ( Vi '(}‘ivi)) =0y o‘j ]7‘J<Vi>"j>~

Ist i #j, so ist (vi,vj) =0, also auch (u;, ;) =0. Ist i =j, so ist A} = oy und (v, vi) =1,
also auch (ui,u;) = 1. Aus diesen Relationen folgt sofort, dass (uq,...,u,) Lu. ist (siehe
Ubungen). Sei W := (uy,...,1,)g € R™ Nach Lemma 30.6 gilt dim W+ = m — dim W =
m—r1. Ist w e WN WL so folgt (w,w) = 0 also w = 0,,. Damit ist W N WL = {0}
und es folgt dim(W + W+) = dim W + dim W+ — dim(W N W) = dim W + dim W+ = m,
also R™ = W 4+ W+, Mit dem Gram-Schmidt—Verfahren kénnen wir eine Orthonormalbasis
Wity + oy U} von W2 finden. Wegen R™ = W + W+ und dimW + dim W+ = m ist
{wy, ..., wn} insgesamt eine Basis, also eine Orthonormalbasis von R™. Sei U € M, (R)
die orthogonale Matrix mit Spalten wy,...,wy. Jetzt betrachte S = [sy] := U™ - A -V =
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U™ A-V.Fir1 <i<mund 1 <j < ngilt also sy = ul* - A - vj. Fiir i beliebig und
1 <j <rgit A-vy = oyuy und damit s = ul - A - vy = o(ui, ;) = ;0;5. Fiir j > r ist
A -vs]|2 = (A v, A-vy) = v (AT A) vy = viT - (B-vy) =i 0, =0, also A - v; = O, und
damit auch si; = ul"- A -v; = 0 fiir alle 1. Folglich iss A=U-S-V'=U-S- V¥ und S hat
die gewiinschte Diagonalgestalt. O

Beachte: Ist m < n, so ist es einfacher, erst die SVD fiir A" zu bestimmen und am Ende

das Ergebnis wieder zu transponieren, um die SVD fiir A zu erhalten.

10
11 21

1 2
01
xg = (X —3) % (X —1). Mit dem Verfahren in Beispiel 32.6 finden wir eine orthogonale

Matrix V € M, (R), so dass V¥ - B - V eine Diagonalmatrix ist; in diesem Fall:

\/1:1f.]3~v:|:3 O:| mit V:\/zi] |:1 ]:|

Beispiel 33.3. Sei A =

€ R3*2. Dann ist B := A" . A = [ ] € M;,(R) mit

0 1 -1
Die Singularwerte von A sind also o = V3 und o, = 1. Seien vi,Vv; € R? die beiden Spalten

von V. Wie oben im Beweis setzen wir anschliefsend
1 1
wy =0 AV :\/371 [2] und wp = ocz’]A-vzzx/T] lO]
1 —1
Zum Schluss miissen wir noch einen Spaltenvektor u; € R? finden, so dass die Matrix U €

M;3(R) mit Spalten w;, uy, uz eine orthogonale Matrix ist; in diesem Fall geht dies mit

1 1T V3 V2
u =3 —1] und damit  U:=+v6 ' |2 0 —2
‘ 1 V3 V2
V3 0

Mit S:= | 0 1| € R**? erhalten wir also die Singuldrwertzerlegung A =U-S .V,
0 0

Und dann ist A" =U’- S . (V)" mit U’ :=V, V' := U die Singularwertzerlegung fiir A".

Bemerkung 33.4. Sei A =U-S- V" und r = Rang(A), wie in Satz 33.2. Fir 1 <k <r
sei Sy € R™™ die Matrix in Diagonalgestalt mit Diagonaleintrégen sii,..., si, d.h., Sp
entsteht aus S, indem wir die ersten k Diagonaleintrdge in S beibehalten und die restlichen
Diagonaleintrdge an den Positionen k + 1,...,1 alle gleich 0 setzen. Dann heifst

Ay :=U:Syy - VI e Rmxn “Rang-k-Approximation’ von A.
Beachte, dass tatséchlich Rang(A ) = k gilt; man kann zeigen, dass Ay die “beste” Appro-
ximation von A durch eine Matrix mit Rang gleich k ist (Satz von Eckart—Young; siehe §1
im oben zitierten Artikel von Martin und Porter). Fiir 1 <1 < k sei u; € R™ die i-te Spalte
von U und v; € R" die i-te Spalte von V. Dann ist u; - vi* € R™™ und die Definition der
Matrixmultiplikation zeigt sofort folgende Formel: Ay := Zlf:] Sii (ui . v{r).
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Die mn Eintrége von A sind also bestimmt durch die insgesamt k(m +n + 1) Eintrége in

den Spaltenvektoren uy,...,u € R™ vi,..., v € R" plus den k Singularwerten s;q,. .., Skk.

Dies findet Anwendungen zum Beispiel im Bereich der Datenkompression. Denken Sie etwa
an die Millionen von Farb- und Helligkeitswerten in einem digitalen Photo; wenn man dies
auf einem kleinen Bildschirm betrachten mochte, so braucht man nicht alle diese Werte genau

zu kennen. Es geniigt also, eine komprimierte Version der Matrix aller Werte zu speichern.

Beispiel 33.5. Zur Veranschaulichung betrachten wir ein extrem vereinfachtes Beispiel, mit
digitalen Schwarz-Weiss-Photos in einem 20 x 20 Raster; jeder Punkt im Raster ist entweder
weiss, grau oder schwarz. Wir stellen dies mit einer Matrix A = [a;;] € My (R) dar, wo aj;
gleich 0, 1 oder 2 ist, je nach dem, ob der entsprechende Punkt im Raster weiss, grau oder
schwarz ist. Fiir ein solches Photo miissen wir also die 400 Eintrdge von A speichern. (Die

Photos mit heutigen Smartphones brauchen natiirlich viel
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Sei A=U-S-V"™ die SVD von A. Zum Beispiel mit Sage erhalten wir diese wie folgt:

SageMath version 9.3, Release Date: 2021-05-09

Using Python 3.9.2. Type "help()" for help.

sage: A=matrix(RDF, [
(o,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
o,0,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,0,0,0,0,0,0,0,
(0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,0,0,0

# obige Matrix A
1,
1,
]

>

O O O

b 3 3 3 3 3 3 b 3 2 2 2 2

i:(‘);0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]])
sage: U,S,V=A.SVD()

Der Rang von A ist gleich 12; die Singularwerte ungleich 0 (also die ersten 12 Diagonaleintréa-
ge von S) sind wie folgt in Dezimaldarstellung gegeben, gerundet auf 2 Nachkommastellen:
18,88 6,02 4,71 3,06 2,27 1,79 1,26 1,15 0,79 0,69 0,56 0,40.
Betrachten wir die Rang-4-Approximation von A. Runden wir die Eintrage von A4 jeweils
zu 0, 1, 2 auf oder ab, so erhalten wir eine Annéherung an das urspriingliche Bild; siehe

Tabelle 1. Nun beachte, dass A gegeben ist durch zwei Matrizen der Grofe 20 x 4, plus die
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TABELLE 1. Approximationen an A
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4 Singulérwerte, also brauchen wir fiir A4 nur noch 164 = 2-80 +4 Zahlen zu speichern —
deutlich weniger als die Hélfte der urspriinglichen Anzahl! Fiir die Rang-2-Approximation
brauchten wir noch viel weniger Speicherplatz, aber die Qualitéat des Bildes ist dagegen ziem-
lich schlecht; hier bleibt im Wesentlichen nur die ungefdhre Form erhalten.
Experimentieren Sie selbst mit der SVD-Funktion, um zu sehen, wie sich die Qualitéat des
Bildes fiir unterschiedliche Werte von k € {1,2,...,12} &ndert.

34. Anwendung 2: Quadriken und Hauptachsentransformation

Als eine klassische Anwendung des Spektralsatzes behandeln wir in diesem Abschnitt einen
kleinen Hohepunkt der elementaren analytischen Geometrie. Dabei geht es um Losungs-
mengen nicht nur von linearen Gleichungen, sondern von quadratischen Gleichungen in n

Variablen. Fiir n = 2 hat eine solche Gleichung die allgemeine Form
f(x1,%2) := OC1X% + 062X% + ox1X%2 + Pixi + Prx2 +v =0,

wobei die Koeffizienten oy, oz, 12, 31, B2,y € R fest vorgegeben und alle x1,%; € R gesucht
sind, so dass f(x1,%2) = 0 gilt. Zum Beispiel ist fiir f(x1,%;) = x¥ + x5 — 1 die Losungsmenge
ein Kreis in der reellen Ebene mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung (0,0). Gibt es
mehr Terme in der Gleichung mit Koeffizienten ungleich 0, so wird es schon schwieriger,
gleich zu sehen, um welche geometrische Figur es sich handelt; Beispiele:

f(x1,%2) = 5%F 4+ 2v/3x1%2 + 7x3 — 16 = 0,

f(x1,%2) = X5 + 2x1%2 + %5 + 3% —4x, + 1 =0.
Die Idee ist nun, eine Koordinatentransformation vorzunehmen, so dass in den “neuen” Ko-
ordinaten die Gleichung “moglichst einfach” wird. Behandeln wir dies gleich fiir beliebiges

n > 1. Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung ist
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f(X],...,Xn) = 0£1X% +...+ ocnxfb—l- Z K5 XiX; +P1X1 +...+ Ban+'Y = O,

NV
linear

rein quadratisch I<i<jsn

gemischt quadratisch
mit vorgegebenen Koeffizienten o, oyj, 35,y € R. Um triviale Sonderfille zu vermeiden,
nehmen wir an, dass mindestens ein o; oder ein oy; ungleich 0 ist, also quadratische Terme
(rein oder gemischt) tatséchlich vorkommen. Die Lésungsmenge
Q= {(x1,...,xn) € R | f(x1,...,%,) =0}
heifst Quadrik oder Hyperfliche zweiten Grades; fiir n = 2 spricht man auch von

Kegelschnitten. Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrik fiir Hintergrund dazu.

Bemerkung 34.1. Sei T € M,,(R) eine orthogonale Matrix. Ist x € R™, so gilt
IT-x|]>=(T-x,T-x)=(T-x)"- (T-x) =x*- (T¥-T)-x =x"-x = ||x]|?,
und damit ||T-x|| = ||x||, d.h., T erhélt die Norm von Vektoren. Etwas allgemeiner heifst eine
Abbildung ¢@: R™ — R" eine Bewegung, wenn es eine orthogonale Matrix T € M, (R) und
einen Spaltenvektor u € R™ gibt mit @(x) =T - x + u fiir alle x € R™. In diesem Fall gilt
le(x) =@ =T -x=T -yl =[IT- (x =yl =[x =yl
fiir alle x,y € R™, d.h., @ erhélt die Abstédnde zwischen Vektoren.

Als geeignete Koordinatentransformation betrachten wir nun eine Bewegung ¢: R™ — R"

wie oben; es gibt also eine orthogonale Matrix T = [t;] € M, (R) und ein u € R™ mit

©(y) = T-y+u fiir alley € R". Seien uy,...,u, € R die Komponenten von u. Jedes
x € R™ kénnen wir schreiben als x = @(y) =T -y +u mit y € R™. Sind x4,...,x, € R die
Komponenten von x und yj,...,y, € R die Komponenten von y, so gilt also

n
j=1

Setzen wir diese Ausdriicke in die Gleichung f(x1,...,%,) = 0 ein, so erhalten wir eine neue

quadratische Gleichung f'(yq,...,Yyy) = 0 in den Variablen yi,...,yn.

Satz 34.2 (Normalformen von Quadriken). Es gibt eine Bewegung @: R™ — R", so
dass die urspringliche quadratische Gleichung f(xq,...,%xn) = 0 mittels der Transformation
x = @(y) in eine der folgenden Gleichungen in i, ...,Yn Uberfihrt werden kann:

(Typ 1) Myt A+ Y =0 mit 1 <1 <n, oder

(Typ 2) MYi+ . AR+ BYn =0 mit1 <r<m,
wobei jeweils iy B,y € R sowie p #0 und Ay # 0 fir 1 < i< r gilt.

Eine Bewegung, die die urspriingliche Gleichung f(x1,...,%x,) = 0 in eine der Gleichungen

1) oder 2) uberfiihrt, heift Hauptachsentransformation.
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« firi=j
Beweis. Wir definieren eine Matrix A = [ay] € M, (R) durch a;j := < o ;2 firi< ;:
Cin/z fir 1 > J;
dann ist A # Onxn (weil mindestens ein o; oder ein oy; ungleich 0 ist). Sei b € R'™™ der
Zeilenvektor mit Komponenten (31,..., 3. Dann ist A symmetrisch und es gilt
f(X1yeeoyXn) =xX"-A-x+b-x+7vy fir alle x € R™.
Wir zeigen nun, dass man in maximal 4 Schritten diese Gleichung auf Typ (1) oder (2)

transformieren kann.

1. Schritt. Nach dem Spektralsatz gibt es eine orthogonale Matrix T € My(R), so dass
D:=T'"-A.-T=T".A.T eine Diagonalmatrix ist; seien A; ..., A, € R die Diagonaleintrige
von D. Wir kénnen diese so anordnen, dass Ay # 0 fir 1 <i<rund A,y =...=A, =0
gilt (wobei r € {1,...,n}, weil A # 0,4y ). Betrachte die Bewegung @1: R* - R™, y+— T-y;
schreibe x = @1(y) und setze b’ :== b - T € R"™™: dann hat die neue Gleichung die Form
f'lyn ey = (T-y)"-A-(T-y)+b-(T-y)+v
=y"-D-y+(b-T)-y+y=Ayi+...+Ay2+b-y+vy;
d.h., es gibt keine gemischt quadratischen Terme mehr. — Je nach Fall werden wir jetzt noch

weitere Bewegungen anwenden miissen, um Typ (1) oder (2) zu erreichen.

2. Schritt. Damit wir nicht stdndig neue Namen fiir die Variablen einfiihren miissen, nehmen
wir nun an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form hat, also

f(X1y ey Xn) =ANXF 4+ oo FAXE+ Bixg + -+ BrXn + Y,
wobei Ay, B,y € R und A; # 0 fiir 1 < 1 < r. Betrachte nun die Bewegung ¢,: R* — R™,

Yy — Yy + ¢, wobei ¢ € R™ ein Spaltenvektor mit Komponenten cy, . cr,O .,0 sei (und
Cly...,Cr € R noch zu bestimmen sind). Schreibe x; = y; + ¢; fir 1 <i < rund x; = y; fiir
r+1<i<n Dann erglbt sich als neue Glelchung
f'(yry ..y Yn) Z}‘ Yi + i) +ZB Yi + i) +Zﬁlyl+‘y
i=r+1
—Zkyﬂrz 2hici + By + Z Blyl+Z (Aict + Bici) +
i=r+1
Mit ¢; := —B;/(2A) fiir 1 ir erhalten wir: Y=
f/(yh---)yn Z}\1U1+ Z Blyl+Y7
i=r+1

d.h., die Variablen in den quadratlschen und den linearen Termen wurden getrennt.

3. Schritt. Nehmen wir nun wieder an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form
hat, also f(X1,...,Xn) = M3 + .o + AX2 + Brp1Xep1 + -+ v + BnXn + 7y, wWobei A, Bi,y € R
und Ay Z0 fir 1 <i<r. Ist r=noder By =...= Py =0, so haben wir Typ (1) erreicht.
Nehmen wir schlieflich an, es sei T < n und es gibt ein k € {r + 1,...,n} mit By # 0.
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Betrachte nun die Bewegung @3: R™ — R" y +— y + cey, wobei ¢ € R noch zu bestimmen
ist. Schreibe x, = yx + ¢ und x; = y; fiir 1 # k. Dann ergibt sich als neue Gleichung
T n

'(Yny oY) = Y AYi+ ) B+
i=1

Prc+v.
. S—
i=r+1 I

Mit ¢ := —y/Py erhalten wir v’ =0, d.h., es gibt keinen kogsfanten Term mehr.

4. Schritt. Nehmen wir wiederum an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form
hat, also f(X1y...,Xn) = Ax3 4. o+ AXE+ Bry1Xes1 + - . .+ BrXn, wobei Ay, B; € R und A; # 0
fir 1 <1i < r; aukerdem ist mindestens ein (3; ungleich 0. Um Typ (2) zu erreichen, miissen
wir noch eine Bewegung @4: R"™ — R" finden, so dass nach der Transformation x = @4(y)
nur der lineare Term in y, iibrig bleibt.

Dazu: Seiv € R™ der Spaltenvektor mit Komponenten O,...,0, Br1,..., Bn. Dannist v # Oy;
sei B :=||v|]| > 0. Sei w:= Be, € R"; dann ist |w| = = ||v||. Ist v =w, so sind wir fertig.
Sei nun v # w. Nach Folgerung 31.5 gibt es ein @4 € O(R™, o) mit @4(v) = w (ndmlich
die Spiegelung mit Wurzel v —w). Sei T € M, (R) die Matrix mit @4(x) = T - x fiir alle
x € R™; nach Lemma 32.1 ist T € O, (R). Schreibe wieder x = @4(y) = T - y; da die ersten
r Komponenten von v und w gleich 0 sind, gilt e; L (v—w) und damit T -e; = @4(e;) = e,

also auch x; = y; flir 1 <1 < r. Als neue Gleichung ergibt sich:

f/(yh e ,yn) = Z Aly% —+ Z Bl(Z tijyj> = Z Alyf —+ Z ( Z Bitij)y)ﬂ
i=1 j=1 i=1 j=1

=+l =1 =t

—( Ty
Nun ist T-w =v, also v = W' . T = w" . T und damit v - T = w' = Bel. Schlieklich
folgt (v* - T) -y = Be -y = Byn, wie gewiinscht. O

Beispiel 34.3. Sei f(x1,%2) = X§ +2x1%2 + X3 + 3% —4x, + 1. Wir gehen die obigen Schritte
durch. Die Matrix A ist gegeben durch A = } }], mit xa = det(A — XI,) = X? — 2X; es

gibt also die beiden Eigenwerte A; = 2 und A; = 0. Wie in Beispiel 32.6 finden wir

20
00

Die Transformation x; = \/271 (Y1 +y2), x2 = \/27] (y1 —ya) ergibt die neue Gleichung
f'(y1,y2) = 2y3 — V2 'y 472 g+ 1=0.
Schreibe nun y; = z; +u, Yy, = z; wobei u € R noch zu bestimmen ist. Einsetzen ergibt
2(z; —|—u)2—\/§7] (z1+u) —|—7\/T122+1 = 2z%+4z1u+2u2—\/§4z] —/2' u+7\/27]zz+1 .
Mit u := (44/2)7" erhalten wir die Gleichung f”(z;,2;) = 225 + 7\/27122 + 15/16 = 0.

Schliefslich schreibe z; = wy, z; = w; + 1 wobei r € R so zu bestimmen ist, dass der
konstante Term verschwindet. Mit r = —154/2/112 erhalten wir die Gleichung " (wq, w,) =

T AT = { ] mit der orthogonalen Matrix T = \/Z_] [} _11} .
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2wl + 7\/2_11/\)2 = 0 (d.h. Typ 2), was in der reellen Ebene R? (mit Koordinatenachsen
Wi, W;,) einer Parabel entspricht.

| Ab hier Woche 11|
35. Normale Matrizen und die Spektralzerlegung tiber C

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen eine Spek-
tralzerlegung fiir Matrizen iiber K = C méglich ist. (Dieser Abschnitt ist logisch unabhéngig
von den vorherigen Abschnitten, obwohl &hnliche Argumente verwendet werden; er hétte
also auch am Anfang dieses Kapitels stehen kénnen.) Um das Standard-Skalarprodukt von
R™ auf C" zu verallgemeinern, ist es sinnvoll, irgendwie die komplexe Konjugation ins Spiel
zu bringen. Fiir n = 1 ist der Absolutbetrag von z € C durch |z| := v/zz definiert. Fiir n > 1
beliebig definieren wir nun eine Abbildung (, ): C* x C* — C durch

X1 I°)

< N I > =X1Y1+ ...+ XqUn fiir alle x4,y; € C.
Xn Yn
Sei x € C™ mit Komponenten xq,...,x, € C. Dann definieren wir x € C" als den Spal-
tenvektor mit Komponenten xi,...,x, € C. Sei y € C"* mit Komponenten yi,...,y, € C.

Dann gilt die Regel:

(X% Yy) =x1Y1 + ... + XnYn :721}:}1 —|—...+>_anjn =Y1X1 + ... + Ynxn = (Y, x).

Insbesondere folgt (x,x) = (x,x) = [x1]* + ...+ [xa* € R fiir alle x € C". Das Ergebnis ist
sogar > 0, also kénnen wir ||x|| := 4/(x,x) als die Norm von x definieren; beachte: Auch
hier gilt ||x|| = 0 nur fiir x = 0,,. Wir bezeichnen ( , ) als die standard-hermitesche Form
auf C". Analog zu Kapitel IV, §18, kénnen wir dann auch schreiben:

(x,y) =x"-y fir alle x,y € C™,
wobei das Ergebnis eine 1 x 1-Matrix der Form [u] mit u € C ist, wofiir wir nach unseren

Konventionen einfach nur u € C schreiben.

Satz 35.1 (Gram—Schmidt—Orthogonalisierung tiber C). Sei U C C" ein Teilraum mit
m:=dimU > 1 und {vy,...,vn} €eine Basis von U. Dann gibt es eine Basis {wi,...,Wn}

von U mit folgenden FEigenschaften:

(a) di:=|lwi|* > 0 und (wi,w;) =0 fiir alle 1 < 1,j < m mit i #j;

(b) wy =v; und Wk:\)k_Zd;1<Vk,Wj>.Wj firk =2,3,...,m.

j=1
Beweis. Vollig analog zu Satz 18.3 in Kapitel IV. O

Definition 35.2. (a) Sei A = [a;;] € M,(C) beliebig. Dann setzen wir A= lay] € M, (C)
und A* ;= A", Man sieht sofort (A*)* = A und (A - B)* = B*- A* fiir B € M,,(C).
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Ist A = A* so heifst A eine hermitesche Matriz. (Ist also A € M, (R), so ist A hermitesch
genau dann, wenn A symmetrisch ist.)

(b) Eine Matrix U € M, (C) heift unitire Matrixz, wenn U* - U = [, gilt. In diesem Fall
ist also U invertierbar, und die inverse Matrix ist wiederum auf besonders einfache Weise
gegeben, nimlich durch U~" = U*. (Es folgt dann auch U - U* =I,,.)

Lemma 35.3. Sei U € M (C) eine beliebige Matriz; seien vq,...,vy € C" die Spalten
von U. Genau dann ist U unitar, wenn B = {vi,...,va} eine Orthonormalbasis von C"
beziiglich der standard-hermiteschen Form (, }: C* x C* — C, (x,y) — x" -y, ist.

Beweis. Fiir 1 <1,j <n gilt (vi,v;) = (U-e;, U-e) = (U-e)" - U-e; =el- (U -U) - =
Eintrag an der Stelle (i,j) von U" - U = (U*- Wt Also ist U* - U = I, genau dann, wenn
(viyvi) = T und (vi,v;) =0 fiir 1 <1i,j <n mit i#j gilt. O

Beispiel 35.4. (a) Fiir 0 € R, 0 < 0 < 27, und z,w € C mit |z|* + [w|* = 1 setzen wir

u:.= —uv(\)e)i u(g)v_v € M;(C) wobei u(0) := cos(0) +sin(0)i € C.

Dann priift man leicht nach, dass U unitér ist. Umgekehrt kann man zeigen, dass jede unitére

Matrix in M;(C) obige Form hat. (Dies ist eine sehr gute Ubungsaufgabe.)

(b) Sei 0, # v; € C™ mit ||v]| = 1. Véllig analog zu Beispiel 32.2 gibt es dann eine unitére
Matrix U € M,,(R) deren erste Spalte durch v; gegeben ist.

Eine Matrix A € M,(C) heifst unitdr diagonalisierbar, wenn es eine unitire Matrix
U € M,(C) gibt, so dass U™ - A-U = U*- A - U eine Diagonalmatrix ist. Wir wollen

herausfinden, unter welchen Bedingungen dies mdoglich ist.

Bemerkung 35.5. Sei A € M,,(C) unitér diagonalisierbar. Dann gilt A - A* = A*- A.

Denn sei U € M,,(C) unitér, so dass D := U* - A - U eine Diagonalmatrix ist. Dann ist
A=U-D-U*und A*=(U-D-U*)*=(U*)*-D*-U* =U-D*.U* Es folgt A-A* =
(U-D-U*-(U-D*-U*)=U-(D-D*) -U* und analog A*-A =U-(D*-D)-U* Da D
und D* beide Diagonalmatrizen sind, gilt D - D* = D* - D und damit auch A - A* = A* - A.

Ist A € M,(C) und gilt A - A* = A*- A, so heilst A eine normale Matrix. Zum Beispiel

sind hermitesche oder unitare Matrizen automatisch auch normale Matrizen.

Lemma 35.6. Ist A € M, (C) eine normale Matriz, so gilt ||A - x| = ||A* - x|| fir x € C™.

Beweis. Sei x € C*. Dann ist (A*x)" = (A"-x)" = x'"-A und damit
[A*x||? = (A*x, A*x) = (A*x)" - A¥x = X" (A - A%)-x = X" (A - A%)x;
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andererseits gilt auch [|A-x||? = (Ax, Ax) = (A-x)" - Ax = x"- (A" - A)-x = x"-(A*- A)

-X.
Nach Voraussetzung sind die beiden rechten Seiten gleich. O

Satz 35.7 (Spektralzerlegung iiber C). Sei A € M,,(C) eine normale Matriz, also A-A* =
A* - A. Dann ist A unitir diagonalisierbar; es gibt also eine unitire Matriz U € M, (C) so
dassD:=U"T-A-U=U*-A-Ue€ M,(C) eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. (Vollstédndige Induktion nach n.) Ist n = 1, so ist A = [a] mit a € C und die
Aussage gilt mit U = [1], D = [a]. Sei nun n > 2. Da C algebraisch abgeschlossen ist,
hat das Minimalpolynom pus € C[X] eine Nullstelle, also gibt es einen Eigenwert A; € C;
sei wy € C" ein zugehoriger Eigenvektor, d.h., w; # 0, und A - w; = Aywy. Setzen wir
vi = |lwi||7'wy € C™, so ist auch v; ein Eigenvektor (mit Eigenwert A;) und |[vi]| = 1.
Nach Beispiel 35.4(b) gibt es eine unitare Matrix U; € M,,(C) deren erste Spalte durch v,
gegeben ist. Wir setzen Ay == Uj - A - U; € M,(C). Wir zeigen nun, dass auch A; normal
ist. Dazu: Es gilt A7 = (Uf-A-W)* =U5-A*- (Up)*=Uj-A*-U;. Mit A-A*=A*- A
erhalten wir A - A% = (U3-A)- (Up - W) - (A% Uyp) = Ut (A-A*) - Uy = Ut (A*-A)- Uy =
(uy-A*) - (U - uy) - (A-UWy) = A7 - Ay, wie behauptet.

Nun ist U;-e; = vy, also ist die erste Spalte von A; gegeben durch A;-e; = (Uf-A)-(Uy-eq) =
Us- (A-vi)) =MUF-v) =N (Uﬂ -v1) = Ave;. Die Eintrage in der ersten Spalte von A,
sind also A1, 0,...,0; insbesondere ist ||A; - e1]| = [A]. Seien by,...,b, € C die Eintrédge in
der ersten Zeile von A;; insbesondere b; = A;. Wegen AT = Kﬁr sind dann 61, .. .,Bn die
Eintrage in der ersten Spalte von A]. Mit Lemma 35.6 folgt

AP+ 02l + o+ onP = [01 + 02+ [onP = [[AT - e ||P = A - e = NI,

und damit b, = ... =b, = 0. Also hat A; eine Blockdiagonalgestalt wie folgt:
M 01?71 .
UT AU =A = mit A; € M, (C)
On1| Az

Da A; normal ist, folgt mit einer leichten Rechnung, dass auch A; normal ist. Nach Induktion
gibt es also eine unitdre Matrix U, € M,,_1(C), so dass D, := U3} - A, - U; € M;,_1(C) eine

Diagonalmatrix ist. Setzen wir

1 Otr
U:=U,-U}, mit U= e M, (C)
On_1| U,

so sieht man sofort, dass U} und dann U unitér sind; auferdem gilt
tr tr
)\1 On71 . U£ _ }\1 ‘ Onfl
On_1| Az On—1 ‘UE'Az'Uz

Us-A-U= (U (Up-A-U)- U= (Up*-

und die rechte Seite ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintrige durch A; und die Dia-

gonaleintrage von D; gegeben sind. 0
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Ist A € M,,(C) normal und D = U* - A - U die Spektralzerlegung wie oben, so sind die

Diagonaleintrige von D genau die Eigenwerte von A. Fiir hermitesche Matrizen ergibt sich:

Lemma 35.8. Sei A = [ay] € M (C) beliebig.
(a) Ist A € C ein Eigenwert von A, so ist A eC ein Ergenwert von A.
(b) Ist A hermitesch (also A = A*), so sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis. (a) Sei v € C™ ein zu A gehéoriger Eigenvektor, also v # 0, und A - v = Av. Seien
Z1y...,2zq € C die Komponenten von v. Fiir i € {1,...,n} ist dann die i-te Komponente
von A -v gleich Az;. Sei v € C" der Spaltenvektor mit Komponenten z;,...,z,. Die i-te
Komponente von A - v isT‘E dann gegiben durch

Gz =) W= ) ayz =z =Mz
j=1

j=1 1G<n

also gilt A -v = Av und damit ist A ein Eigenwert von A, mit Eigenvektor v.
(b) Sei A ein Eigenwert von A, mit Eigenvektor 0, # v € C™. Nach (a) ist A ein Eigenwert
von A, mit Eigenvektor v € C". Wegen A = A" folgt einerseits

VELA Y = (VAT Y = (A V)T v = (W) -y = AT v) = A
Andererseits ist die linke Seite auch gleich v¥* - (A - v) = V¥ - (AV) = A(v¥™* - v) = A||v||%.
Also folgt A[[v||> = A[v||>. Wegen v # 0y, ist [|v]| # 0 und damit A = A. O

Bemerkung 35.9. Sei A € M, (C) eine normale Matrix. Um die Spektralzerlegung in
Satz 35.7 zu berechnen, kann man entweder induktiv wie im obigen Beweis vorgehen, oder
mit einem Verfahren analog zu Beispiel 32.6: also zuerst Eigenwerte bestimmen, dann Basen
fiir die Eigenrdume, sowie schliefslich Orthonormalbasen dieser Eigenrdume (zum Beispiel
mit Gram-Schmidt).

1T i 1 1

Sei zum Beispiel A = :1 } ; _; € My (C). Dann ist A = A*, also insbesondere A
1 i -1 3

eine normale Matrix. Wir erhalten xa = det(A — XI4) = ... = X? % (X —4)?; es gibt also die

beiden Eigenwerte Ay = 0 und A, = 4. Mit dem obigen Verfahren ergibt sich mit
—iv6 —V/3 W2 1
1 Ve W3 V2 i
U:=—= M, (C
0 V3 0 3

dass U unitér ist und D := U* - A - U eine Diagonalmatrix mit Eintragen 0,0,4,4 auf der
Diagonalen; Details in den Ubungen (oder selbst).
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Kapitel VIII: Allgemeine Theorie der Vektorraume

In diesem Kapitel ist K wieder ein beliebiger Korper und V ein Vektorraum iiber K. Es
geht hier darum, erstens einige der Begriffe aus friitheren Kapiteln von Matrizen auf Endo-
morphismen von V zu verallgemeinern, und zweitens neue Methoden und Konstruktionen

einzufiihren, die ohne irgendwelche Voraussetzungen an die Dimension von V funktionieren.

36. Das Lemma von Zorn und die Existenz von Basen

Sei A eine nicht-leere Menge und < eine Ordnungsrelation auf A, also < reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv (sieche Kapitel I, §4). Die Relation < heifst eine totale Ordnung,
wenn a < b oder b < a fiir alle a,b € A gilt. Zum Beispiel ist die iibliche Relation < auf
A = N eine totale Ordnung. Ist andererseits zum Beispiel A = P(X) die Potenzmenge einer
nicht-leeren Menge X, so ist C eine Ordnungsrelation, die aber keine totale Ordnung ist.

Das Lemma von Zorn ist eine rein mengentheoretische Aussage, die unter bestimmten Be-
dingungen die Existenz von maximalen Elementen in A garantiert. Ein Element a € A heifst
mazximales Element, wenn es kein b € A gibt mit a < b. (Allgemein schreiben wir a < b,

wenn a < b gilt und a # b.) Fiir endliche Mengen ist dies kein Problem:

Lemma 36.1. Sei A eine endliche Menge. Dann besitzt A ein maximales Element.

Beweis. Sei d := |A| > 1 und nehmen wir an, es gibt kein maximales Element. Sei a; € A
beliebig. Dann ist a; nicht maximal, also gibt es ein a; € A mit a; < a;. Wiederum ist a;
nicht maximal, also gibt es ein a; € A mit a, < az. Nach d Schritten haben wir Elemente
ay,...,aq € A gefunden mit a; < a; < ... < aq. Dann ist aber A ={a;,az,...,aq} und aq

doch ein maximales Element, Widerspruch. 0

Definition 36.2. Eine Teilmenge @ # X C A heift Kette in A, wenn x < y oder y < x
fir alle x,y € X gilt (d.h., < ist eine totale Ordnung auf X). Wir sagen, dass A induktiv
geordnet ist, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

(Z) Ist @ # X C A eine Kette in A, so gibt es ein a € A mit x < a fiir alle x € X.
Oder kurz: Jede Kette in A besitzt eine obere Schranke in A.

Satz 36.3 (Lemma von Zorn, 1933). Ist A induktiv geordnet (und nicht-leer), so gibt es

ein mazimales Element in A.

Beweis. Dies folgt aus dem Auswahlaxiom, das wir in Kapitel I, §6, formuliert haben. Die
Herleitung ist rein mengentheoretischer Natur, und nicht ganz einfach; fiir die Details siehe

§16 im Buch von Halmos. (Dies wire auch geeignet fiir 1-2 Proseminarvortrége.) U
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Eine der klassischen Anwendungen des Lemmas von Zorn ist die allgemeine Existenz von
Basen in Vektorrdumen. Sei also V ein beliebiger K-Vektorraum, V # {Ov}. Eine Teilmenge
& # X C V heilst linear unabhdngig, wenn jedes Tupel (vi,...,vq) mit d > 1 und
paarweise verschiedenen vy,...,v4 € X linear unabhéngig ist (so wie in Kapitel IV, §17,
definiert). Die leere Menge @ wird ebenfalls als linear unabhéngig deklariert. Eine Teilmenge
B C V heifst Basis von V, wenn B linear unabhéngig ist und V = (B)g gilt. Wie in Kapitel IV,
§17, sieht man dann sofort, dass sich jedes v € V auf eindeutige Weise schreiben lasst als

V= ZL si.vi wobei vy, ...,v4q € B paarweise verschieden sind und s; € K fiir alle 1 gilt.

Man sieht sehr leicht, dass diese Definition mit der “vorlaufigen” Definition einer Basis in
Kapitel IV, Bemerkung 17.8, iibereinstimmt. D.h., eine Teilmenge B C V ist genau dann
eine Basis von V, wenn V = (B)k gilt und V # (B)k fiir jede echte Teilmenge B’ & B.

Satz 36.4 (Existenz von Basen). Sei V' ein beliebiger Vektorraum, V # {Ov}. Dann gibt es
eine Basis B von V. Genauer: Ist S C 'V eine linear unabhdangige Teilmenge, so gibt es eine
Basis B von V mit S C B.

Beweis. Sei S C V linear unabhéngig (hier ist S = & erlaubt). Sei A die Menge aller linear
unabhéngigen Teilmengen B C V mit S C B. Wegen S € A ist A # &. Durch C wird eine
Ordnungsrelation auf A definiert. Wir zeigen, dass damit A induktiv geordnet ist.

Sei @ # X C A eine Kette in A, und bilde B’ := (Jycy B. Dann gilt sicherlich B C B’ fiir
alle B € X; also ist B’ eine obere Schranke fiir XX. Wir miissen noch zeigen, dass B’ linear
unabhéngig ist. Sei dazu d > 1 und seien vy,...,vq € B’ paarweise verschieden. Zu jedem 1i
gibt es ein B; € X mit v; € B;. Nach Lemma 36.1 hat die geordnete Menge {B1,...,B4q} C X
ein maximales Element. Wir wahlen die Bezeichnungen so, dass dies By ist; es gilt also vi € Bq4
fiir alle i. Wegen B4 € X ist das Tupel (v1,...,vq) linear unabhéngig, wie verlangt.

Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales Element in A; sei B € A ein solches
maximales Element. Insbesondere gilt S C B und B ist linear unabhéngig; wir miissen noch
zeigen, dass V = (B)k gilt. Annahme, es wére (B)x & V; sei dann v € V'\ (B)x. Wir bilden
damit die Menge B’ := B U {v}. Analog zu Kapitel IV, Lemma 17.10, zeigen wir nun, dass
B’ linear unabhéngig ist. Seien also d > 1 und vy,...,vq € B’ paarweise verschieden mit
0= ZL si.Vi, wobei s; € K. Gilt {vy,...,v4} C B, soist (vy,...,Vq) linear unabhéngig, d.h.,
s; = O fiir alle i. Sei nun v; = v fiir ein i; wir wihlen die Bezeichnungen so, dass i = d ist (und
damit vy,...,v41 € B). Ist s4 = 0, so erhalten wir auch Zid;] si.v; = 0; weil (viy...,va_1)
linear unabhéngig ist, folgt dann auch s; =0 fiiri =1,...,d — 1. Ist andererseits sq # 0, so

folgt sq.vq € (V1,...,Va_1)x, also auch v =v4 € (vi,...,v4_1)x C (B)x, Widerspruch.

Also ist B’ linear unabhéngig, d.h., B’ € A. Wegen B & B’ erhalten wir also einen Wider-

spruch dazu, dass B ein maximales Element von 7 ist. 0
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Bemerkung 36.5. Sei B eine Basis von V; wir schreiben B = {b; | i € I} mit einer Index-
menge [. (Die Abbildung I — B, i — by, ist also eine Bijektion.) Ist Oy # v € V beliebig,
so konnen wir v auf eindeutige Weise schreiben als v = s;.by, 4+ ...+ s4.b;,, wobei d > 1,
S1y..-y8qa € K\ {0} und 1i;,...,14 € I paarweise verschieden sind.

(a) Sei nun W ein weiterer K-Vektorraum. Fiir jedes i € 1 sei ein wy € W gegeben. (Hier
wird nicht verlangt, dass w; # wj fiir i # j gilt.) Analog zu Kapitel IV, Lemma 19.6(c),
gibt es dann genau eine lineare Abbildung ¢: V — W mit @(b;) = w; fiir alle i € 1.
(Ist Oy # v € V beliebig, so schreiben wir v = s1.b;, + ... + s4.b;, wie oben; dann ist
P(V) =s1.wy, + ...+ sqawiy.)

(b) Fiir i € I definiere die lineare Abbildung vy;: V. — K durch y;(b;) := 1 und v;i(by/) :=0
firallei #1i" € . Seinunv € Vund I, :={i € 1| yi(v) # 0}. Dann ist |I,| < oo und es
gilt v =3 i vi(v).bi. (Denn: Ist v = Oy, so I, = @; andernfalls schreiben wir wie oben

Vv =s87.by, + ...+ sq.bi; dann ist I, = {i,...,1a} und 81 =vyi, (v), ..., sa = vi,(v).)

Folgerung 36.6. Sei V ein beliebiger Vektorraum, V # {Ov}. Ist Oy # vy € V gegeben, so
qibt es eine lineare Abbildung A: V — K mit A(vy) = 1.

Beweis. Nach Satz 36.4 gibt es eine Basis B von V mit vy € B. Nach obiger Bemerkung gibt
es eine lineare Abbildung A: V — K mit A(vo) = 1 und A(v) = 0 fiir alle vo #v € B. d

Man kann zeigen, dass das Auswahlaxiom und das Lemma von Zorn dquivalent sind. Das

Auswahlaxiom erscheint allerdings als unmittelbar einsichtiger ...

| Ab hier Woche 12|

37. Faktorraume und direkte Summen

In Kapitel II, §8, haben wir die Ringe Z/mZ (fiir m € N) mit Hilfe einer Aquivalenzrelation

auf Z eingefiihrt. Eine analoge Konstruktion ist auch fiir Vektorrdume moglich.

Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Teilraum. Fiir viw € V definiere v ~ w falls

v —w € U gilt. Dies ist eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitdt: v —v =0y € U, also v ~v. Symmetrie: Aus v ~w folgt v—w € U, dann auch

w—v=—(v—w) e U, also w ~ v. Transitivitat: Aus u~v und v~w folgt u—v € U und

v—welU, alsoauchu—w=(u—v)+ (v—w)elU, dh, u~w.

Die Aquivalenzklasse von v € V ist wie folgt gegeben:
Ki=fweV]|v~wl={weV|v—welU}

={weV|iw=v+ufireimue U} =v+U.
Fiir viv' € V folgt dann sofort: v+U=v+U & v—Vv el &v ~Vv.

Fiir v € V heift v :=v 4+ U die Nebenklasse von v nach U oder auch affiner Unterraum.
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Beispiel 37.1. Sei A € K™™ und b € K™ Sei L := {x € K* | A-x = b} C K" die
Losungsmenge des inhomogenenen LGS mit erweiterter Matrix [A[b]. Sei L # & und xo € L
eine feste Losung. Dann gilt L = xo + U wobei U = N(A) = {x € K" | A.x = 0.} der
Losungsraum des homogenen LGS mit Matrix A ist; siehe Kapitel IV, Beispiel 16.5.

Also ist die Losungsmenge eines LGS (falls sie nicht-leer ist) stets ein affiner Unterraum.

Satz 37.2. Set U C V ein Teilraum und V/U = {vV = v+ U | v € V} die Menge der
Aquivalenzklassen von ~ (wie oben). Dann gilt:

(a) V/UW ist ein K-Vektorraum mit V+w :=v +w und s.V := 5V fir allev,w € V und s € K.
Das neutrale Element ist Oy = Oy + U = U; das Inverse von v € V/U ist —v = —v € V/U.
(b) Die Abbildung my: V — V/U, v =V, ist linear und surjektiv, mit Kern(my) = U.

Der Vektorraum V/U heift Faktorraum oder Quotientenraum von V nach U, und die

Abbildung 7y : V — V/U der kanonische Homomorphismus.

Beweis. (a) Wie im Fall der Ringe Z/mZ miissen wir zeigen, dass die obigen Definitionen
der Verkniipfungen auch tatséchlich “wohl-definiert” sind, d.h., konkret: Sind v, v/, w,w’ € V
mit v =v" und W = W’ gegeben, so gilt auch v+ w = v/ +w’ und 5.v = s/ fiir alle s € K.

Dazu: Wegen v =V’ und w = W’ folgt v—v' € Uund w—w’ € U, also (v+w)— (v +w') =

(v—v')+ (w—w’') € U und damit v+ w = v’ +w’. Vollig analog siecht man sv = s.v’.
Die Vektorraumaxiome fiir V/U ergeben sich dann unmittelbar aus den Vektorraumaxiomen

fiir V (analog zum Beweis von Sazt 8.1 in Kapitel II).

(b) Fiir vyw € V gilt my(v+w) = v+w =v+w = my(v) + my(w), sowie my(s.v) =
sV = sy = s.my(v) fiir s € S. Also ist 7y linear; Surjektivitat ist klar. Schlieklich gilt
Kemn(my) =(veV|v=0}=WveV|v~0y}=veV|ivel}l=U O

Satz 37.3. Sei dimV < co. Dann gilt dim(V/U) = dim V — dim U.

Beweis. Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt dim V = dim Kern(7ty) 4+ dim Bild (7).
Nach obigem Satz gilt Kern(7ry) = U und Bild(7ry) = V/U. Aus dem Beweis dieses Sat-
zes erhalten wir auch die folgende Aussage zu Basen. Sei T < n = dimV < oo und
1 <d:=dimU < n. Sei {vy,...,vq} eine Basis von U; wir erganzen diese zu einer Basis

{viy. .y Vay Vasty - .+, Vi) 2u einer Basis von V. Dann ist {Vgy1,...,V,} eine Basis von V/U. [

Satz 37.4 (Homomorphiesatz). Seien VW Vektorraume iiber K und @: V — W eine
lineare Abbildung. Sei U C V ein Teilraum mit U C Kern(@). Dann gibt es eine eindeutige
lineare Abbildung ®: V/U — W mit ¢ = @ omy. Es gilt Bild(@) = Bild(¢).

Ist U = Kern(@), so ist @ injektiv und @: V/ Kern(@) — Bild(@) ist ein Isomorphismus; in
Zeichen V/ Kern(@) = Bild(¢).
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Beweis. Fiir v € V setze @(V) := ¢@(v). Wiederum miissen wir zuerst zeigen, dass dies “wohl-
definiert” ist, d.h., sind v,v/ € V gegeben mit Vv = v, so muss @(v) = @(v’) gelten. Dazu:
Aus v = V' folgt v—v' € U C Kern(g), also @(v) — ¢(v') = @(v—v’) = Oy und damit
@(v) = @(v’). Dann folgt auch sofort, dass @ linear ist. Es gilt Bild(p) = {@(V) | v €
V} ={e(v) | v € V} = Bild(@). Nach Konstruktion ist (@ o my)(v) = ®(V) = ¢(v) fiir alle
v € V, also gilt @ oty = @. Sei auch auch P: V/U — W linear mit { o 7ty = . Dann gilt
YY) =(mu(w)) = (P omy)(v) = @(v) =9(V) fir allev € V, also Y =@.

Sei schlielich U = Kern(¢). Sei v € Kern(®), also @ (v) = @(v) = Ow, d.h, v € Kern(¢@) =
U und damit v = Oy. Also ist @ injektiv. O

Beispiel 37.5. Wie in Kapitel I1, §9, sei F := Abb(Ny, Q) die Menge aller Folgen f = (a,)n>0
mit a,, € Q fiir alle n € Ny. Mit den dort definierten Verkniipfungen ist F ein Q-Vektorraum,
mit dimF = co. Sei Fy die Menge aller f = (a,)ns0 € F, die eine Cauchy—Folge sind (siehe
Analysis); dann sieht man leicht, dass Fy ein Teilraum von F ist. Jede Cauchy-Folge hat einen
Grenzwert in R; wir erhalten damit eine lineare Abbilding @: Fy — R, (an)nso — lim (ay,)
(wobei wir R als Q-Vektorraum auffassen). Dann ist ¢ surjektiv (denn jede reellenzgiﬂ ist
Grenzwert einer Cauchy-Folge) und Kern(@) besteht genau aus den Null-Folgen in Fy. Mit
dem Homomorphiesatz folgt Fo/Kern(¢@) = R (Isomorphismus als Q-Vektorrdume).

Beispiel 37.6. Sei @: V — V linear und U C V ein invarianter Teilraum, d.h., es gilt
¢@(U) C U. Betrachte die lineare Abbildung ¢’ := my o @: V — V/U. Sei u € U. Dann ist
nach Voraussetzung ¢(u) € U, also ¢'(u) = my(@(u)) = Oyyu, d.h., es gilt U C Kern(¢').
Nach Satz 37.4 gibt es genau eine lineare Abbildung @: V/U — V/U mit myo @ = @’ = @ o
mu, dh, @) = ¢(mu(v)) = mu(e(v)) = @(v) firalleve V. Seinun 1 < n:=dimV < oo
und 1 < d:=dimU < n. Sei C ={vy,...,vq} eine Basis von U; wir ergédnzen diese zu einer
Basis B = {v1,...,V4,Va:1y-..,vn} von V. Wegen @(U) C U hat dann A = Mg(@) € M, (K)

eine Blockdiagonalgestalt der Form

Al % _
A =M;(p) = 5 A7 mit A’ € M4(K) und A” € M,_4(K),
wobei A’ die Matrix von |y € End(U) beziiglich C ist und A” die Matrix von ¢ € End(V/U)
beziiglich der Basis {V4i1,...,Vn} von V/U. (Wir haben dies implizit bereits im Beweis des

Lemmas von Jacob in §28 benutzt.) Dazu beachte: Fiir j > d gilt
PV;) = (@omy)(v) = @'(vj) = (muo @) (v;) =mu (X ayvi) =X 1, ayVi

und in der letzten Summe ist v; = Oy fir 1 < i < d; die Summation braucht also nur iiber

i=d+1,...,n zu laufen.
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Wir kommen nun zu direkten Summen von Vektorrdumen. Sei d > 2 und seien Vi,...,Vy
Vektorraume iiber K. Wir betrachten das kartesische Produkt
Vi X ... X Vg ={(viy...,vq) | vi € V; fiir alle i};

dieses ist wieder ein K-Vektorraum mit den Verkniipfungen

(Viyeo oy va) + (V1o oy V) = (Vi + V], oo va + V) und s (viy .. Va) = (80,0l 80Va),
wobei v, v{ € Vi und s € K. (Den Fall d = 2 haben wir bereits in Kapitel IV, Bemerkung 19.9,
betrachtet.) Man bezeichnet Vi X ... x V4 auch als duflere direkte Summe von Vi,..., Vy.

Gilt dim V; < oo fiir alle 1, so ist (siehe wieder Kapitel IV, Bemerkung 19.9, fiir d = 2):
dim(V; X ... x Vg) =dimV; + ...+ dim V4.

Definition 37.7. Sei V ein K-Vektorraum. Gegeben seien Unterrdume U;,...,Uq C V
(wobei d > 2). Wir bilden U; X ... X Ug wie oben und betrachten die Abbildung

e: Uy x...xUg >V, (WryeoyUg) Wy 4.0+ ug.
Man sieht sofort, dass ¢ linear ist, mit Bild(¢@) = U; 4+ ... + Uy. Wir bezeichnen V als
die direkte Summe (oder genauer auch innere direkte Summe) von Uy,..., Uy, wenn
¢ bijektiv ist, d.h., wenn V = U; 4 ...+ Uq gilt und sich jedes v € V auf eindeutige Weise
schreiben lasst alsv=u; +... +ug mit w; € U; fiir =1,...,d.
In diesem Fall schreiben wir V=U; & ... Ug.

Lemma 37.8. Seien Uy,...,Uq CV Teilrdume (mit d > 2). Sei dimV < co. Genau dann
wstV=We&...0eUy, wenn V=U;+...+ Uy und dimV =dim Uy + ...+ dim Uy gilt.

Beweis. Sei zuerst V=U; @ ...® Ug, d.h., @ ist bijektiv und damit dim(U; x ... x Ug) =
dim V (siehe Kapitel IV, Beispiel 19.8). Die linke Seite ist auch gleich dim Uy + ...+ dim Uqg
(siehe oben). Nun gelte umgekehrt V = U;+...+Ug und dim V = dim U;+. . .4-dim U4. Dann
ist ¢ surjektiv, also Bild(¢) = V. Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt dim Kern(¢) =
dim (U x...xUgq)—dim Bild(¢) = dim U;+...+dim Ug—dim V = 0, also ist ¢ injektiv. [

Beispiel 37.9. Sei A € M, (K) diagonalisierbar. Seien Aq,...,A, € K die verschiedenen
Eigenwerte von A. Fiir jedes i sei Ex(A;) € K™ der zugehorige Eigenraum. Nach Bemer-
kung 26.10 ist dann K™ = EA (A1) +...+EA(A;) und n = dim EA(A) +...+dim Ex(A;). Also
folgt mit Lemma 37.8: K" = Ex(M) &...® Ea(A;) (direkte Summe der Eigenrdume).

Beispiel 37.10. Seien U, U, C V Teilraume mit V = U; @ U,. Wir definieren wie folgt eine
Abbildung 7t: V — U,. Sei v € V; dann schreibe v = u; 4+ u; mit eindeutigen w; € Uy, u; €
U,, und setze 7t(v) := u,. Man sieht sofort, dass 7t linear und surjektiv ist, mit Kern(7t) = U;.

Nach dem Homomorphiesatz erhalten wir also einen Isomorphismus 7w: V/U; — UW,.

Bemerkung 37.11. Fiir d = 2 gibt es noch eine weitere Charakterisierung von direkten

Summen. Seien also U, U; C V Teilrdume und betrachte wieder ¢: Uy x U; — V. Nun ist
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Kern(g) = {(w,uz) € Uy x Uy |wy = —wp} = {(u, —u) [u € Uy N U}
Also ist @ injektiv genau dann, wenn U; NU, = {0y} gilt. Weiterhin gilt natiirlich wie oben,

dass @ surjektiv ist genau dann, wenn V = U; + U,. Damit folgt:
VZU]@UZ & VZU]—I-UZ und U1OU2:{OV}.

Beispiel 37.12. Sei V der R-Vektorraum aller Funktionen f: R — R. Wir sagen, dass f € V
gerade ist, wenn f(—x) = f(x) fiir alle x € R gilt; wir sagen, dass f € V ungerade ist, wenn
f(—x) = —f(x) fiir alle x € R gilt. Man sieht leicht, dass die Teilmenge V* C V aller geraden
Funktionen ein Teilraum ist; analog ist die Teilmenge V~ C V aller ungeraden Funktionen
ein Teilraum. Wir behaupten, dass V =Vt @ V~ gilt.

Dazu: Sei f € VI N V™. Fir x € R gilt dann f(x) = f(—x) = —f(x), also 2f(x) = 0 und
damit f(x) = 0. Also ist V¥ NV~ ={0}. Sei nun f € V beliebig. Wir definieren f* € V durch
fH(x):= %(f(x) + f(—x)) und f~(x) := %(f(x) — f(—x)) fiir alle x € R. Man sieht sofort, dass
f € VT und f~ € V— gilt. Auferdem ist f(x) = f7(x) + f(x) fir alle x € R und damit

feVr+V, dh, esist V=V + V. Also folgt die Behauptung mit Bemerkung 37.11.

Bemerkung 37.13. Seien U;, U, C K" beliebige Teilrdume sowie A; € K™™ und A, €
K™™2 mit ny > 1T und U; = SR(A;) fir i = 1,2. Mit dem folgenden Zassenhaus—
Algorithmus kann man Basen fiir U; N U, und U; + U, berechnen.

Dazu bilde die folgenden Blockmatrizen der Grofe (ng +n;) x 2n:

Ctr *
Al LAl —
GauR-Verfahren 0 |D¥" [,
SE - oo

wobei die rechte Seite in Stufenform ist und die Aufteilung in Blocke so erfolgt, dass C* und
D™ jeweils n Spalten haben sowie alle Zeilen von C* und D' ungleich der Null-Zeile sind.
Dann ist U; + U, = SR(C) und U; NU,; = SR(D).

[Begrundung: Sei U/ := ZR(A!) C K™ fir i = 1,2. Wie im Beweis von Kapitel 1V, Satz 19.10, sei W’ :=
{wr +uz,uy) | wg € Ui up € Uj} C KMX™ x KIX™; dort haben wir dann gesehen, dass 7 (W') = U} + U}
und Kern(mt;) N W’ = {(0n,u) | u € Uj NUS} gilt, wobei 7ty : U7 x U) — U; die Projektionsabbildung auf
die erste Komponente ist. Wir fassen nun die Paare von Zeilenvektoren in K'x™ x K!*™ als Zeilenvektoren in
K1*2n auf; damit ist also W/ C K'*2. Da W'’ von den Zeilenvektoren (uq,w;) (mit uy € U) und (uz,0v)
(mit uy € U5) erzeugt wird, ist W’ der Zeilenraum der linken oberen Matrix. Nach Kapitel 1V, Beispiel 17.9,
andert sich der Zeilenraum einer Matrix unter elementaren Zeilenumformungen nicht. Also ist W' auch der
Zeilenraum der rechten oberen Matrix. Schauen wir jeweils nur auf die ersten n Spalten der obigen Matrizen,
so ist klar, dass ZR(C") der von den Zeilen von A%" und AY erzeugte Teilraum ist, also ZR(C*) = U; + U,.
Andererseits besteht Kern(7t;)NW’ genau aus denjenigen Zeilenvektoren in W’, bei denen alle Komponenten

in den ersten n Spalten gleich 0 sind, also folgt Kern(7tj) "W’ ={(0v,u) | u € ZR(D"}]
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Gegegen seien zum Beispiel Uy = (w, w)g € R* und U; = (u),u}))r € R* mit
1 O 5 0
| 0 0 ;. 5
u = O .] s _3 y uz — _3 .
1 3 —2
Dann bilden wir
1T -1 0 1|1 =10 1 100 Of*x % % x
0 0 1 —11|0 01 —1 Gaufi-Verfahren 010 —1]x% % ok ok
5 0 -3 30 00 0 — 001 1| * % x
0 5-3-2/0 00 O 000 OfT =101
1 0 0 1
Also folgt: Uy + Uy = ( NEEHE Y wd WnU=( s ).
0 —1 —1 —1

38. Dualraum und transponierte Abbildungen

Sind V, W Vektorrdume tiber K, so ist Hom(V,W) = {@: V — W | @ linear} wieder ein
K-Vektorraum; siche Kapitel IV, §20. Wir betrachten nun den Spezialfall W = K.

Definition 38.1. Der K-Vektorraum V* := Hom(V,K) heift der Dualraum von V. Die
Elemente von V* sind also lineare Abbildungen A: V — K; auch genannt Linearformen.
Beachte: Ist dim V < oo, so gilt dim V* = dim Hom(V,K) = (dim V)(dim K) = dim V (siehe
Kapitel IV, Satz 20.4).

Beispiel 38.2. (a) Sei V = K™ und seien aj,...

A r]

Xn
dann ist A € V*. Nach Kapitel IV, Lemma 19.4, ist umgekehrt jede Linearform in V* von

, an € K fest. Definiere A: V — K durch

) =X+ axo + ..+ anXxn fiir alle x; € K;

dieser Form (also gegeben durch einen Zeilenvektor in K' ™).

(b) Sei V = {f: [a,b] — R | f stetig}. Dann ist V ein R-Vektorraum und die Abbildung

AVoR = fa f(x)dx, eine Linearform (nach Sétzen der Analysis).

(c) Sei X # @ eine Menge und V := Abb(X,K). Sei xy € X fest. Dann ist Ay,: V — K,
f — f(xo), eine Linearform (“Auswertung an x,”); wie bereits in Kapitel IV, Beispiel 19.2,
A, EV¥furi=1,...,n

bemerkt. Seien nun x4,...,%, € X paarweise verschieden und A; :=

Behauptung: Das Tupel (Aq,...,As) ist linear unabhéngig in V*.
..ySn € K so, dass Z{; si.Ay = 0 gilt. Fiir 1 <j < n definiere f; € V durch
fj(x;) == 1 und fj(x) := 0 fiir alle x # x;. Dann ist fj(x;) = T und fj(x;) = O fiir alle i # j.

Damit fOlgt 0= (2?21 Si-}\i) (f)) = Z?:] Sifj(Xi) =§;j fiir alle ]

Dazu: Seien sy, .
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Beispiel 38.3. Sei 3: V XV — K eine reflexive Bilinearform. Fiir festes w € V erhalten wir
dann eine Abbildung B,,: V — K, v — B(v,w). Wegen der Bilinearitat von 3 ist 3,, € V*
und die Abbildung B: V — V*, w s By, linear. Es gilt

Kern(B) ={w e V| Bw =0 ={w e V|B(v,w) = Bw(v) =0 fiir alle v e V} = V+

Also ist P genau dann injektiv, wenn B nicht-ausgeartet ist.

Satz 38.4. Sein =dimV < oo und B ={vy,...,vn} eine Basis von V. Zu jedem v; gibt es
genau ein Ay € V* mit Ai(vi) = 1 und Ai(vj) = 0 fiir alle j # 1. Dann ist B* := {A1,..., A}
eine Basis von V* und heifit die zu B duale Basts von V*; wir schreiben dann auch A\j = Vi

fiir alle i. Fiirv € V beliebig gilt dannv =Y " M(V)vi, und fir A € V* gilt A =3 | A(vi)A.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der A; ist klar nach allgemeinen Sétzen zu linearen Ab-
bildungen; siehe Kapitel IV, Lemma 19.6. Wir wissen bereits, dass dim V* = dim V gilt. Wir
zeigen jetzt, dass V* = (Ay,...,An)x gilt. Dazu sei A € V* beliebig. Dann ist

(Z?:] }\(Vi))\i) (V]) = 2?21 7\(\/1)7\1(\1]') = 7\(\/]) fiir ] = ], N 1 ¥
Also gilt A =37 A(vi)A; € (A1, ..., An)k; aukerdem ist damit die Formel fiir die Zerlegung

von A gezeigt. SchlieRlich sei v € V beliebig und v = Y ' si.v; mit s; € K. Dann gilt
A(v) = 3" siAj(vi) = s fiir alle j, also gilt auch die Formel fiir die Zerlegung von v. O

Bemerkung 38.5. Die Aussage des obigen Satzes gilt nicht wenn dimV = oco. Sei zum
Beispiel V = KI[X] der Polynomring iiber K in der Unbestimmten X; dann ist V ein K-
Vektorraum mit Basis B = {X! | i € Ny}. Fiir i € Ny definiere wie oben A; € V* durch
A(XY) =1 und Ai(X;) = 0 fiir alle j # i. Angenommen, es wire V* = (\; | i € No)k. Sei dann
A € V* die Auswertung an 1, also A(f) = f(1) fir f € K[X]. Wegen V* = (A; |1 € Ny)k gibt es
dann ein n > 0 und sp,...,sn € Kmit A = Y ', siAi. Aber andererseits gilt 1 = A(X") =
Y osia (X =0, Wlderspruch.

| Ab hier Woche 13|

Satz 38.6. Sei V** := (V*)* der Bidualraum von V.

(a) Fir jedesv € V ist £,: V¥ = K, A= A(v), eine lineare Abbildung, also €, € V**.

(b) Die Abbildung €: V — V**, v ¢, ist linear und injektiv.

(c) Ist dimV < o0, so ist €: V — V** ein Isomorphismus.

Beweis. (a) Dies ist klar weil ¢, die Auswertung an v ist (siche Beispiel 38.2(c)).

(b) Fiir vyjw € V und A € V* gilt ¢(v+W)(A) = eyyw(A) = Av +w) = A(v) + A(w) =
Ev(A) + en(A) = (&v + ) (A) = (e(v) + e(W))(A); also ist e(v+w) = e(v) + ¢(w). Genauso
sieht man ¢(s.v)(A) = (s.e(v))(A), d.h., ¢(s.v) = s.e(v). Also ist € linear. Nehmen wir an, es
sei Kern(e) # {Ov}; sei dann Oy # vy € Kern(e) und A € V* wie in Folgerung 36.6(b), also
A(vo) = 1. Wegen vy € Kern(e) gilt €,, = €(vo) =0, d.h., A(vp) = &,,(A) = 0, Widerspruch.
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(c) Wegen dim 'V < oo ist dim V** = dim V* = dim V < c0. Da ¢: V — V** injektiv, muss ¢
bijektiv sein (siehe Kapitel IV, Beispiel 19.8). O

Definition 38.7. Sei M C V eine Teilmenge. Der Annulator von M ist definiert als
M° :={A € V* | A(m) =0 fiir alle m € M}.

Man sieht sofort, dass M° stets ein Teilraum von V* ist.

Satz 38.8. (a) Sei M C V eine Teilmenge und U := (M)x. Dann gilt M°® = U°.
(b) Ist dimV < oo und W C 'V ein Teilraum, so gilt dim U° = dim V — dim U.

Beweis. (a) Wegen M C U ist es klar, dass U° C M° gilt. Sei umgekehrt A € M®, also A(m) =
0 fiir alle m € M. Weil A linear ist, gilt dann auch A(m’) = 0 fiir jede Linearkombination
m’ € U von Elementen von M. Also ist auch m € U°.

(b) Betrachte die Abbildung f: V* — U* A +— Aly (Einschriankung von A auf U). Dann ist f
linear und Kern(f) = {A € V* | A(u) = 0 fiir alle u € U} = U°. Behauptung: f ist surjektiv.
Dazu sei u € U* beliebig. Sei n ;= dimV < oo und d := dimU < oo. Sei {vy,...,Vvq} eine
Basis von U; diese konnen wir zu einer Basis {vq,...,V4,Va41y...,Va} von V erginzen. Nun
definiere {i € V* durch {i(vi) := u(v;) fiir T <1 < d, und {i(v;) := 0 fir i > d. Dann
ist © = fijy = f(fi) € Bild(f), wie gewiinscht. Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt
schlielich dim V — dim U° = dim V* — dim U° = Bild(f) = dim U* = dim U. O

Sei U C K™ ein beliebiger Teilraum, d := dim U. In Kapitel IV, Beispiel 19.12, haben wir
gesehen, dass es eine Matrix A € KW4>" gibt mit U = N(A) ={x € K* | A-x = 0n_q4}. Der

folgende Satz erklédrt nun etwas besser, wie A zustande kommt.

Folgerung 38.9. Sei dimV < co und U C V ein Teilraum. Sei v = dim U°® und {A1, ..., A}
eine Basis von U°. Dann ¢gilt dimU =dimV—rund U ={v e V| A(v) =0 firi=1,...,7}

Beweis. Fiir w € Uist Aj(u) =0 fiiri=1,...,r. Alsoist U C U :={v € V| Aj(v) =
0 firi=1,...,7}. Mit Satz 38.8(b) folgt dimV —r = dimU < dimU’. Also geniigt es,
dim U’ < dimV — r zu zeigen. Dazu setze Y := U° = (Ay,..., A )x € V* und betrachte die
Abbildung ¢: V — V**, v ¢,, in Satz 38.6. Dann gilt ¢(U’) C Y° C V**.

Denn sei v € U’ beliebig. Fiir 1 < 1 < v gilt dann e(v)(A;) = &,(A) = A(v) = 0. Weil
{A1, ..., A} eine Basis von Y ist, folgt ¢(v)(y) =0 fiir alle y € Y, also ¢(v) € Y°.

Weil ¢ bijektiv ist, folgt schlieflich dim U" = dim e(U’) < dim Y°. Und mit Satz 38.8(b) dann
auch dimU’ < dimY° =dimV*—dimY =dimV* —dimU° =dimV — . L]

Definition 38.10. Seien V, W Vektorrdume iiber K und ¢@: V — W eine lineare Abbildung.
Fir p € W* ist dann po @: V — K auch linear, also erhalten wir eine Abbildung
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e*: W* — V¥, L Lo @.
Dann heifst @* die zu @ transponierte Abbildung (oder auch duale Abbildung).
Man sieht leicht, dass ¢* linear ist. Denn fiir u, 1’ € W* und v € V folgt:
(e*(+u))V) = ((k+u)o@)(v) = (n+ 1) (eM) = ule) + 1'(e(Vv))
= (Lo @)(V) + (Ko @)(v) = @*(W)(v) + @* (W) () = (@* (1) + @* (1)) (v);
also @*(n+ p') = @*(u) + @*(u'); analog zeigt man @*(s.u) = s.@*(u) fir s € K.

Es folgt eine Interpretation der transponierten Matrix mittels Homomorphismen:
Satz 38.11. Sei @: V — W linear, wobein =dimV < co und m = dimW < oco. Sei B eine

Basis von V und C eine Basis C. Sei A = ME(@) € K™ die Matriz von ¢ beziiglich B, C.
Dann gilt MS. (¢*) = A" € K™™ wobei B* und C* die zu B und C dualen Basen sind.

Beweis. Sei B = {vi,...,vn} und C = {wy,...,wy}. Nach Definition von A = [ay] € K™*"
gilt @(v;) = ZL aiv; fiir j =1,...,n. Nun folgt einerseits fir 1 <j <mund 1 <1< n
((P*(W;))(Vl) = W o @) =wj(eW)) = Z aaw; (wy) = Z Qadjk = aji;
k=1
und andererseits: Z aﬂv (w) Z a;ivi (v) Z ajidu = ajr.
Also gilt @*(w}) = Zi:] a;v; fiir j = 1,...,m, d.h., MS(@*) = Al O

39. Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte

Genauso wie Determinanten sind Tensorprodukte in einer einfithrenden Vorlesung zur Linea-
ren Algebra meist ein etwas kniffliges Thema. Das liegt einerseits daran, dass die Definition
ziemlich abstrakt ist; andererseits kommen substanzielle Anwendungen von Tensorproduk-
ten meist erst in weiterfiihrenden Vorlesungen vor. Nichtsdestotrotz sind Tensorprodukte
ein vielseitiges und grundlegendes Instrument mit diversen Anwendungen nicht nur in der
Mathematik selbst, sondern zum Beispiel auch in der Physik.

Nachdem wir bereits Bilinearformen und Dualrdume behandelt haben, bietet sich hier eine
erste, kurze Einfiihrung zu Tensorprodukten an, wobei wir einem Online-Artikel von Timo-
thy Gowers (Fields-Medaille 1998) folgen mit dem Titel “How to loose your fear of tensor
products”; siehe https://www.dpmms.cam.ac.uk/ wtglO/tensors3.html.

Sei K ein Korper. Sei d > 2 und seien Vi,..., V4 Vektorrdume iiber K. Wir betrachten das
kartesische Produkt V; X ... x Vg = {(v1,...,vq) | vi € V, fiir alle i}. Sei auch W ein K-
Vektorraum. Eine Abbildung f: V; X ... X V4 — W heifst multilinear, wenn f linear in
jedem Argument ist, d.h., fiir jedes i € {1,...,d} gilt

f(V], o .,Vi,1,S.V+t.W,Vi+1, .o .,dd)
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= 8. F(Viye e ey Vil Vy Vigty e ooy Va) + tF (Vi ooy Vil Wy Vi gy ...y dg)
wobei vyw € Vi, s,t € Kund vj € V, fiir alle j # i. Sei nun W = K. Dann bezeichnen wir mit
L(Vi,...,Vg;K) die Menge aller multilinearen Abbildungen f: Vj X ... X V3 — K; man sieht
sofort, dass dies ein Teilraum von Abb(V; X ... x Vg, K) ist. Wir betrachten im Folgenden
den Dualraum £(V;,..., Vg K)*.

Definition 39.1. Sind v; € V; fiir i = 1,...,d gegeben, so erhalten wir eine Linearform
Hyyowg € L(Viyoo oy Vg K)* mit v, (f) = f(vi,...,vq) fiir alle f € £L(V;,..., Vg K).
Das Tensorprodukt von Vi,..., V4 ist dann definiert als der Teilraum
Vi®...® Va:i= (M, v, IVi € Vifiiri=1,...,d), CL(Vi,..., Vg K™
Wir bezeichnen p,, ., auch mit vi ® ... ® v4. Mit dieser Bezeichnung ist also
Vi®...0Va=(W®...Qvq|veVifiri=1,...,d)

-
Lemma 39.2. Sei W .= Vi ® ... ® Vy. Dann ist die Abbildung T: V1 X ... x Vg — W,

(Viy ooy Va) V1 Q... ® Vg, multilinear.

Beweis. Sei i € {1,...,d}. Seien v,w € V;, s,t € K und v; € V; fiir alle j # i. Fir f €
L(Vq,..., Vg K) gilt dann
T(Viyee oy Vil SVEEW Vi, ..oy va) () = (V1 ®...QVi 1 R (SVHTIW) R Vi1 ®...QVq)(f)
= Mup,vigssvbtowwie e () = FViy ooy vis sv+ towy vigg, ooy va).
Weil f multilinear ist, ist dies gleich
ST(Viy ooy Vic1y Vs Vigty e e oy Va) F H (Vi oo oy Vi, Wy Vi gy ey V) = .
= (8.T(V1y e e oy Viity Wy Vigty e ooy V) F 8TV ooy Vi, Wy Vg, o v e, Va) ) ().
Da f beliebig war, folgt also
T(Viyee oy Viel, SV + tW Vigg, ...y V)

= S T(Viy ooy Vi, Wy Vigy ooy Va) + 68TV, e Vi, Wy Vi, Ly Va). U

Satz 39.3. Seien Vi,...,Vq Vektorraume diber K mit dimV; < oo fiir 1 < i< d. Dann gilt
dim(Vi®...® Vq) = (dimV;) - ... (dim V4) < oo.

Beweis. Sei B; = {bj“) | j € I} Basis von Vi, wobei I; eine Indexmenge ist mit |I;| = dim V;.
Behauptung: B := {b].(l]) ®...8 b].(:) |91 € I1,...,jq € L4} ist eine Basis von Vi1 ® ... ® Vj.

Dazu: Vi ® ... ® Vg wird erzeugt von allen vi ® ... ® vq mit v; € V;. Jedes v; ist hier
eine Linearkombination von B;. Weil T wie in Lemma 39.2 multilinear ist, folgt sofort, dass
V1 ® ... Q® V4 eine Linearkombination von B ist. Also gilt Vi ® ... ® V4 = (B)x. Es ist dann
noch zu zeigen, dass B linear unabhéngig ist. Sei

(1) (d) .
Z Sj])---»jd'bj1 ® tte ® b]d = Ov1®--~®vd mit Sj])-")jd € K
j1el]7~~'1jdeld
Sei Bf = {6§1) | j € Li} die zu B; duale Basis von V{. Seien k; € I; fir i = 1,...,d. Dann
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definiere Ay, x,: Vi X ... X Vq — K durch

Mayorka W1y e va) = B0 () - B (vg) i alle v € Vi
. multilinear ist, also Ay, x, € £(Vi,..., Va;K). Nach obiger
Definition ist Vi1 ® ... ® V4 C L(Vi,..., Vg, K)*. Es folgt nun:

Man sieht sofort, dass Ay, ..«

(M (d) 1 (d)
0= Z Sj1yia (bjl ®...Q8 b)'d )()\kl »~--»kd) = Z S31 reja Nkt ki (bj] Yoo bjd )
ji1€h,..ja€la jr€hy.ja€la
MM (d) (1,(d)
= Z Sj1 i Bk1 (bh ) Bkd (bjd ) = Skiyenka -
j1€lyyja€la g —op s
Uk T Ukd)a
Also sind alle Koeffizienten in obiger Linearkombination gleich 0. O

Der folgende Satz ist das zentrale Hilfsmittel, um mit Tensorprodukten zu arbeiten.

Satz 39.4 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Gegeben seien ein Vektor-
raum W tiber K und eine multilineare Abbildung @: Vi X ... X Vg — W.

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung @: Vi ® ... Vg = W mit ¢ = @ o, d.h., es
gilt @V ® ...QVvq) = (@ oT)(viy...,vq) = @(V1,...,vq) fir allev; € V; (1 <1< d).

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz von ¢. Dazu betrachten wir zuerst den Spezialfall
W = K. In diesem Fall ist @ € L£(Vi,...,Vq;K) und wir erhalten eine lineare Abbildung
L(Vi,..., Vg K)* = K, 10— (). Wegen Vi ® ... Vg C L(Vy,...,Vy;K) erhalten wir
durch Einschrankung eine lineare Abbildung @: Vi ® ... ® V4 — K mit

PV ®...0Vy) = (Vi®...0va)(@) =ty ,..vi (@) = @(v1,...,V4d)
fiir alle v; € V;. Die linke Seite ist gleich (¢ o T)(vy,...,Vvq); also folgt ¢ oT = .

Nun zum allgemeinen Fall, wo W ein beliebiger K-Vektorraum ist. Sei B eine Basis von W.
Wir schreiben B = {b; | i € I} wie in Bemerkung 36.5; fiir i € I sei auch die lineare
Abbildung yi: W — K wie dort definiert. Nun ist y; 0o @ € £L£(Vi,..., Vg K). Nach dem
gerade behandelten Spezialfall gibt es also eine lineare Abbildung

Oi:Vi®...0 Vg — K mit Yio® = Q;oT.
Damit kénnen wir jetzt eine Abbildung @: Vi ® ... ® V4 — W definieren durch:

@(x):==) @i(x).by firallex€Vi®...® V4.

iel
(Beachte: Falls dim W = oo, so muss man sich hier zuerst iiberlegen, dass es zu jedem x nur
endlich viele i € I gibt mit @;(x) # 0.—Ubung oder selbst.) Weil jedes @; linear ist, folgt
sofort, dass @ linear ist. Aufserdem ist
(@oT)(Viye .y, va) =0V ®...QVa) =) i ®i(Vi ® ... ®Vva).by
=it Yilei, ..y va)).bi = @(vi,...,va)

fiir alle v; € Vi; also @ o1 = .
Schliefslich zur Eindeutigkeit von @: Sei auch P: Vi1 ® ... ® V4 — W linear mit ¢ =1V o T.
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Fiir vi € V; gilt (vi ® ... ®@va) = b(T(v1,...,va)) = (P oT)(v1y...,va) = @(v1y...,va),
und analog @(Vi®...Qvg) = @(vi,...,vq). Also gilt (Vi ®...®Vq) = @(V ®...QVvy) fiir
allev; € Vi. Wegen Vi ®...@Va = (i ®...Qvq | v € Vi fiir i=1,...,d), folgt p = ¢. O

Im Folgenden werden wir praktisch nie wieder die urspriingliche Definition des Tensorpro-

dukts benutzen, sondern immer nur die obige “universelle Eigenschaft”.

Beispiel 39.5. Seien V; W Vektorraume iiber K. Fiir A € V* und w € W erhalten wir eine
Abbildung o, : V — W mit oy, (v) := A(v).w fiir alle v € V. Man priift sofort nach, dass
Ow linear ist und dann die Abbildung o: V* x W — Hom(V, W), (A, w) = 0y, bilinear ist.
Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts gibt es also eine lineare Abbildung
o: V*® W — Hom(V, W) mit G(A@W) = 0Oy, fiiralle A € V* und w e W.
Behauptung: Sind dimV < oo und dim W < oo, so ist ¢ ein Isomorphismus.
Dazu: Sei n = dimV und m = dimW. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V und C =
{w1,..., Wy} eine Basis von W. Sei B* = {v],...,Vv}} die duale Basis von V*. Flir 1 <k <m
und 1 < 1 < n definiere g € Hom(V, W) durch Py (vi) := wy und Py (vj) := Ow falls j # L.
Dann ist Mg () die Standardmatrix E]ET’TI) € K™ wie in Kapitel I1I, Beispiel 11.7 (mit 1
an der Position (k,1) und O iiberall sonst). Diese Standardmatrizen bilden eine Basis von
K™ ™ also ist {Phyg | T < k < my1 <1< n}eine Basis von Hom(V, W) (nach Kapitel IV,
Satz 19.19). Man priift sofort nach, dass Wi (vj) = 0yrw, (vj) fiir T < j < n gilt, also ist
Y = Oyrwy, = o(Vi ® wy) € Bild(c). Weil die Py eine Basis von Hom(V, W) bilden, ist
also 0 surjektiv. Andererseits gilt dim(V* ® W) = (dim V*)(dim W) = (dim V)(dim W) =
dim Hom(V, W), also ist ¢ auch injektiv.

Beispiel 39.6. Sei V ein K-Vektorraum und ¢@: V — V linear. Sei n = dimV < oo und
B = {v1,...,vn} eine Basis von V. Bilden wir die darstellende Matrix A = [ay] = Mz(@) €
M, (K), so haben wir Spur(A) := Y ', ay € K definiert, und in Lemma 24.3 gesehen,
dass Spur(A) nicht von der Wahl der Basis B anhangt. Man kann also auch Spur(g) :=
Spur(Mg(@)) definieren. Gibt es eine direkte Definition von Spur(¢@), ohne den Umweg iiber
darstellende Matrizen? Die Antwort is JA, und zwar mit Hilfe des Tensorprodukts! Betrachte
dazu die Abbildung VP: V*xV — K, (A,v) — A(v). Man sieht sofort, dass 1 bilinear ist, also
gibt es eine lineare Abbildung : V*®V — K mit p(A®v) = A(v) fiir alle A € V* und v € V.
Nach Beispiel 39.5 haben wir einen Isomorphismus ¢: V*® V — Hom(V, V). Wir iiberlassen
es dann als Ubung zu zeigen, dass Spur(@) = (P o &) (¢) fiir alle ¢ € Hom(V, V) gilt.

| Ab hier Woche 14|

Beispiel 39.7. Seien VW Vektorrdume iiber K. Seien @: V — V und P: W — W linear.
Dannist VW — VW, (v,w) — @(v) @ (w), bilinear; also gibt es nach der universellen
Eigenschaft eine lineare Abbildung V@ W — VQ W mit v w — @(v) @ P(w) fiir alle
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v € V und w € W. Diese wird mit ¢ ® 1 bezeichnet; es gilt also
(p@V)(vew)=0e[V)@(w) fir alleve Vund w e W,

Sei nun n = dimV < oo und m = dimW < co. Sei By = {v1,...,v,} eine Basis von V und

B, ={wi,...,wn} von W. Sei A = Mg, (¢) € M,,(K) und B := Mg, () € M,,(K). Was ist

die darstellende Matrix von @ ® 1 beziiglich der Basis von V® W in Satz 39.37 Die Antwort

ist die Blockmatrix anB ... ai.B

A X B:= € Mnm(K)7

auB | ... a..B

die auch als Kronecker—Produkt von A und B bezeichnet wird. (Details siche Ubungen.)

Beispiel 39.8. Sei K in einem groferen Korper L enthalten, so dass die Operationen in K
durch die Einschrinkungen der entsprechenden Operationen in L gegeben sind. Typische
Beispiele sind K=Q CL=Roder K=R C L =C. Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Wie
in Kapitel IV, Beispiel 16.1(b), bemerkt, ist in obiger Situation auch L ein K-Vektorraum.
Also kénnen wir das Tensorprodukt Vi := L ® V bilden, das als Skalarerweiterung von K
nach L bezeichnet wird. Wir behaupten, dass Vi auch ein L-Vektorraum ist. Dazu miissen
wir eine skalare Multiplikation L x Vi — V| definieren. Dies geht wie folgt: Fiir ein festes
s € L betrachte die Abbildung L x V — Vi, (t,v) — (st) ® v. Diese ist K-bilinear, also gibt
es eine K-lineare Abbildung y,: Vi — VL mit y(t®v) = (st) @ v fiir alle t € Lund v € V.
Dies liefert die gewiinschte Abbildung L x Vi — Vi, (s,x) — Ys(x). (Man muss natiirlich
noch zeigen, dass damit die Vektorraumaxiome erfiillt sind.) Es gilt dann auch: Ist B eine
Basis von V, so ist B :=={1®b | b € B} eine Basis von V| (als L-Vektorraum); insbesondere

ist die Dimension von V iiber K gleich der Dimension von Vi iiber L.

40. Affine und projektive Rdume

In jedem Vektorraum V gibt es einen ausgezeichneten Punkt, ndmlich Oy; jede lineare Ab-
bildung von V in sich ldasst diesen Punkt fest. Motiviert durch Anwendungen ist es aller-
dings wiinschenswert, einen Formalismus zu entwickeln, in dem alle Punkte gleichberechtigt
sind und auch allgemeinere Abbildungen benutzt werden kénnen (etwa die Bewegungen bei
Hauptachsentransformationen). Zum Beispiel in physikalischen Anwendungen wirken Kréfte
an Punkten des 3-dimensionalen Anschauungsraums; diese haben eine Richtung und einen
Wert, und konnen durch einen Pfeil veranschaulicht werden, der von einem beliebigen Punkt

ausgeht. Dies fiihrt zur abstrakten Definition eines affinen Raumes.

Definition 40.1. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Menge A # & heifst
—

affiner Raum iiber V, wenn es eine Abbildung A x A — V, (P,Q) — PQ, gibt mit

folgenden Eigenschaften:
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(A1) Zu jedem P € A und v € V gibt es genau ein Q € A mit Iﬁ = V.

(A2) Fiir P,Q,R € A gilt PQ + QR = PR.
Zu festem v € V koénnen wir damit auch eine Abbildung t,: A — A wie folgt definieren:
Zu P € A gibt es nach (Al) genau ein Q € A mit lﬁ = v; setze dann T,(P) := Q. Die

Abbildung T, wird als Translation (oder auch “Verschiebung”) bezeichnet.

H
Die Elemente von A bezeichnen wir meist als “Punkte”, und PQ als den “Pfeil” von P nach Q.

Wir setzen auch dim A ;= dimV.

Bemerkung 40.2. (a) Fiir alle P,Q € A gilt lﬁ = —6?9 und PP = Oy. Denn: Nach (A2)
gilt ﬁ +l$ = ﬁ, also lﬁ = Oy. Wiederum nach (A2) folgt dann auch 1?2) + @ = ﬁ = Oy.
(b) Zu festem Py e Aist A =V, Q — m, bijektiv. (Dies folgt sofort aus (Al).)

Beispiel 40.3. (a) Sei V ein K-Vektorraum und A := V. Zu P,Q € V definiere @) =
Q — P € V. Dann gelten (Al), (A2). Dies ist der affine Standardraum zu V.
Fiir V = K? heifit A affine Ebene iiber K. Also zum Beispiel fiir A =V = R?:
o
P_Q) - = =
0P + PQ = 0Q
Q (Vektoraddition)

0 X

(b) Sei W ein K-Vektorraum und V. C W ein Teilraum. Sei wy € W fest und setze A :=

wo+V ={wy+v|v eV} dies ist also ein affiner Unterraum wie in §37. Fiir P, Q € A setze
—

wieder PQ := Q — P € V. Dann ist A affiner Raum iiber V. Konkretes Beispiel:

0 1
X1 X1

V= : x; € Ky CW:=K! und A= : x; € K
Xn Xn

Beispiel 40.4. Sei A = V = R? die affine Ebene iiber R? wie in Beispiel 40.3(a). (Wir
schreiben der Einfachheit halber die Vektoren in R? als Zeilenvektoren.)
Gegeben seien zwei Punkte (x1,y1), (x2,Y2) € R? mit (x1,y1) # (x2,Y2). Dann gibt es genau
eine Gerade durch diese beiden Punkte; diese ist gegeben durch

G:={(u,v) ER*|au+bv=c}, wobeia:=1y;—yz, b:=x2—X1, C:=XYy; — X1Yz;
beachte a # 0 oder b # 0 gilt. Seien nun zwei Geraden Gy, G, gegeben, also

Gi ={(u,v) e R?| qu+b;v =¢;} fiiri=1,2 (wobei aj, b;,¢; € R).

Dann erhélt man die Schnittmenge G; N G, als Losungsmenge des LGS a1x + biy = ¢,
axx + byy = ¢y. Es gilt also 3 Fille: Entweder ist G; N G, = @ (die Geraden sind parallel,
verschieden), oder |Gy N G| = 1 (die Geraden sind nicht parallel) oder Gy = G,.
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Definition 40.5. Sei A ein affiner Raum iiber V und n = dimV < oco. Sei Py € A fest.

Eine Menge S = {Py, P1,...,Pn} € A heikt affines Koordinatensystem, wenn B :=
— —
{PoP1,...,PoP.} eine Basis von V ist; der Punkt Py heifst dann hier “Ursprung”.

—
Ist P € A gegeben, so setze v := POP € V. Dann ist P = 1,(Py) und v lésst sich auf eindeutige
Weise schreiben als v =) | s;. POP mit s; € K.

i=1

Ist zum Beispiel A = V = K" und B = {ey,...,e,} die Standardbasis von K", so ist
S ={0n,e1,...,e,} das affine “Standard”-Koordinatensystem (mit “Ursprung” 0,,); aber man

kénnte eben auch jeden anderen Punkt Py € A = K™ als “Ursprung” nehmen.
Lemma 40.6. Sei A ein affiner Raum iber V. Gegeben seien Pq,..., Py € A (M > 2) und
Sly--eySn € Kmit sy +...+ s, = 1. Dann gibt es genau ein Q € A mit

— — —

PQ = s1.PP; + ...+ s,.PP, fiir alle P € A.

Dann heift Q das Baryzentrum (oder der Schwerpunkt) der mit den s; gewichteten

Punkte P;. (Zur Veranschaulichung stelle man sich s; als die “Masse” von P; vor.)

— —
Beweis. Sei P € A und v := s;.PP; + ...+ s,.PP, € V. Nach (A1) gibt es genau ein Q € A
— — —
mit PQ = v. Sei nun auch P’ € A und v’ := s;.P'Py +... + s,.P'P, € V; sei Q' € A mit
— —  — —

P’ Q’ =v'. Mit (A2) ist PP’ = PP; + P;P’ = PP; — P'P; fiir alle 1 und damit

— = —
Es folgt PQ’ = PP/ + P/Q’ = (v —v/) +v/ =v = PQ, also Q = Q’ mit (A1). O
Definition 40.7. Seien V, V' Vektorraume tiber K. Sei A ein affiner Raum tiber V und A’
ein affiner Raum tiber V’. Eine Abbildung «: A — A’ heilt affine Abbildung, wenn es eine
— ——
lineare Abbildung @: V — V' gibt mit @(PQ) = «(P)x(Q) fiir alle P,Q € A.

Beispiel 40.8. Sei A ein affiner Raum iiber V. Fiir jedes v € V ist die Translation t,: A — A
eine bijektive affine Abbildung, mit zugehoriger linearer Abbilding ¢ =idy: V — V.

Dazu: Die Bijektivitat folgt sofort aus (Al). Seien nun P,Q € A; setze P’ := T,(P) und
— —

Q' :=7,(Q); also PP’ =v und QQ’ =v. Mit (A2) folgt 7,(P)7,(Q) =P'Q"'=P'Q+QQ’' =

o e — —

(P'P + PQ) + QQ’. Nach Bemerkung 40.2(a) gilt P'P = —PP’ = —v = —QQ’, also ist

— == = — — —

(P'P+PQ) +QQ" = (—v+PQ) +v="PQ =idy(PQ).

|

Beispiel 40.9. Sei A =V = K" und A’ = V/ = K™ (jeweils wie in Beispiel 40.3(a)). Eine
Abbildung o: A — A’ ist affin genau dann, wenn es eine Matrix A € K™™ und einen Vektor
b € K™ gibt mit «(v) = A -v+ b fiir alle v € K.

Dazu: Sei zuerst o affin und ¢@: K®™ — K™ die zugehorige lineare Abbildung. Dann gibt es
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eine Matrix A € K™™ mit ¢@(v) = A-v fur alle v € K"; setze b := «(0,) € K™ Sei
nm P eA =K undv:= 0B = P—0, = P; dann folgt A -v = @(v) = @(0,P) =
o(0n)x(P) = ba(P), also A-v = «(P) —b. Seien umgekehrt A € K™™ und b € K™ gegeben;
definiere @: K* — K™ durch @(v) := A - v fiir alle v € K", Fiir P,Q € A = K" folgt dann

— —_—
©(PQ) =¢(Q—P)=9(Q)—¢(P) =9(Q) +b—(¢(P) +b) = «(P) — x(Q) = x(P)x(Q).

Definition 40.10. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heift P(V) := {{(v)x | Oy # v € V} der
projektive Raum iiber V; als Menge besteht P(V) also genau aus den 1-dimensionalen
Teilrdumen von V. (Ist V. = {0y}, so gilt P(V) = @.) Ist 1 < n = dimV < o0, so heift
dimP(V) :=n — 1 die Dimension von P(V).

Beachte: Fiir 0 # s € Kund Oy # v € V gilt (v)kx = (s.v)x; der durch v definierte 1-

dimensionale Teilraum &ndert sich also nicht bei Multiplikation mit einem Skalar # 0.

Ist V = K™ so bezeichne kurz P*(K) = P(K™). Ist 0y # v € K™ gegeben, mit
Komponenten Xg, X1, ..., X, € K, so schreiben wir auch (v)x = (%o : %1 :...:%xy) € P*(K).

Es gilt dann (xg: X7 :...:%Xn) = (8Xp : 8X7 :...:8Xy) fiir 0 #s € K.

Beispiel 40.11. Fiir n = 0 besteht P°(K) aus einem Element, nimlich ([1]).

Sei nun n = 1. Wir beschreiben alle Elemente (x : y) € P'(K), wobei x,y € K mit x # 0
oder y #0. Ist x # 0, so gilt (x:y) = (1:z) mit z:=x "y € K. Ist x =0, so ist y # 0 und
(0:y) = (0:1). Damit erhalten wir P'(K) ={(1:z) | z € K}U{(0: 1)}. — Identifizieren wir
(1:z) mit z € K, und schreiben P(oc0) := (0 : 1), so gilt also P'(K) = KU{P(c0)}, d.h., P'(K)

entsteht aus K durch Hinzunahme eines weiteren Punktes.

Beispiel 40.12. Fiir K = R ist noch eine andere Konstruktion méglich. Betrachten wir nur
den Fall n = 2. Sei $% := {(x,y,z) € R? | x* +y? + z? = 1} die Oberfliche der Kugel mit
Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung von R®. (Wir schreiben hier wieder die Elemente
von R? als Zeilenvektoren.) Dann ist die Abbildung $* — P*(R), (x,y,z) — (x : Yy : z),
surjektiv. (Zu jedem x = (V) € P*(R) konnen wir v so withlen, dass ||v|| = 1 gilt; dann gibt
es genau zwei Urbilder von x unter f, nimlich v. Es ist also $? “fast” gleich zu P?(R).)

Sei N := (0,0,1) € S? der “Nordpol” der Kugel und definiere

SN SR, (y,2) e (o ).
1—2z'1-2z
Diese Abbildung ist bijektiv und heifst stereographische Projektion. Anschaulich betrach-
tet man die Gerade durch N und (x,y,z) € $?\ {N}; dann ist f(x,y,z) € R? der Schnitt-
punkt dieser Geraden mit der “Aquatorebene” {(x,y,0) | x,y € R} (wie im Bild unten, wo

N = P(0), &, p € S? und A, B die entsprechenden Punkte in der Aquatorebene sind; fiir

mehr dazu siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Projektiver_Raum).
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Plea)

=P(A)
’;f-‘ P(B)

P(0)

Es folgt dann also P*(R) = {(N)g} U{{(f'(u,v))r | u,v € R}.

Beispiel 40.13. Sei n = 2; dann heift P?(K) die projektive Ebene iiber K.

Eine Teilmenge X C P?(K) heift projektive Gerade, wenn es ein Tripel (a,b,c) € K'*3
gibt mit (a,b,c) # (0,0,0) und X = {(x: y : z) € P*(K) | ax + by + cz = 0}.

Wir wollen zeigen, dass durch je zwei Punkte von P?(K) genau eine projektive Gerade geht
(véllig analog zur Situation in der affinen Ebene A = K?).

Seien also (vi)x # (v2)x in P?(K) gegeben. Dann ist das Tupel (vi,v;) linear unabhingig
und dim(vy,v;)+ =1 (siche Lemma 30.6, wobei L beziiglich des Standard-Skalarproduktes
gebildet wird). Sei (0,0,0) # (a,b,c) € (vi,v2)+. Wir betrachten die projektive Gerade
X ={(x:y:2) € PX(K) | ax+by+cz = 0}. Wegen (a,b,c) € (vi,v,)i folgt {(v)x, (v2)x € X.
Sei nun auch (a’,b’,¢’) # (0,0,0) ein Tripel mit (vi)x, (v2)x € X' :={(x:y : z) € P*(K) |
a’x+b'y+c’z = 0}. Dann ist wiederum (a’,b’,c’) € (v1,v,)i; wegen dim(vy,v,)* = 1 muss

also (a’,b’,c’) ein skalares Vielfaches von (a, b, c) sein und damit X’ = X.

Die folgende Aussage zeigt allerdings einen bemerkenswerten Unterschied zwischen der affi-

nen und der projektiven Ebene. — Mehr dazu in einer Geometrie—Vorlesung.

Lemma 40.14. Seien Xq,X; C P?(K) beliebige projektive Geraden. Dann gilt X; N X; # @.

Beweis. Fiir i = 1,2 schreiben wir X; = {(x : y : z) € P*(K) | aix + bjy + ciz = 0} mit
(0,0,0) # (aj, by, c;) € KI*3. Das homogene lineare Gleichungssystem mit Matrix

|l ar b oc 2x3
N

besitzt dann eine nicht-triviale Losung 03 # v € K3 (einfach deshalb, weil das homogene
LGS mehr Variablen als Gleichungen hat). Es folgt (v)x € X; N X,. O
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Wie geht’s weiter in den néchsten Semestern im Bereich Algebra ?

Im 3. Semester gibt es die Algebra-Vorlesung. Sie ist nicht Pflicht, aber Grundlage fiir vieles
Weitere im Bereich Algebra. Insbesondere ist diese empfohlen, wenn Sie an einen Master in
Mathematik denken. (Fiir das Lehramt gibt es alternativ auch eine Algebra-Vorlesung im

Sommersemester.) Es werden unter Anderem folgende Themen behandelt:

e Das weitere Studium von Gruppen, Ringen und Koérpern; vor allem nicht-abelsche
Gruppen bieten reichhaltiges und interessantes Material; siehe zum Beispiel
https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_einfache_Gruppe.
e Die Losbarkeit von Polynomgleichungen der Form x™+a,_1x" ' +...+a;x+ay = 0.
Fiir n = 2 kann man die Losungen bestimmen mit Hilfe von “quadratischer Ergén-

zung” (jedenfalls iiber K = C). Gibt es solche Losungsformeln auch fiir n = 3,4,...7
Im anschliefenden Wahlbereich gibt es (aktuell in Stuttgart) folgende Schwerpunkte:

e Darstellungstheorie: Dort wird die hier behandelte Matrix-Theorie verallgemeinert,

indem zum Beispiel versucht wird, simultan gemeinsame Normalformen von mehreren
Matrizen zu finden (und nicht nur einer einzelnen Matrix wie hier).

e Lie-Algebren und Lie-Gruppen: Diese haben Verbindungen und Anwendungen in der

Mathematik selbst, der Geometrie, der Physik ... In der Algebra werden wichtige
Klassen von (endlichen) Gruppen mittels Lie-Theorie konstruiert.

e Algebraische Geometrie: Hier werden noch einmal allgemeinere Gleichungssysteme

betrachtet, ndmlich nicht nur lineare Gleichungen oder Polynomgleichungen in einer
Variablen, sondern Systeme von Polynomgleichungen in mehreren Variablen. Zum
Beispiel sind die orthogonalen Matrizen der Gruppe O, (K) (Beispiel 30.12) durch ein
solches Gleichungssystem definiert: Ist A = [ajj]i<ij<n € Ma(K), so gilt

n

AEOn(K) = Zakiakaéij fir i,j:1,...,n.
k=1

D.h., wir haben ein System von n? Polynomgleichungen vom Grad 2 in den n? Ein-
tragen a;;. Kann man zum Beispiel wieder so etwas wie die “Dimension” der Lo-
sungsmenge eines solches Systems definieren? Gibt es eine Verallgemeinerung des

Gauf—Verfahrens, um die Losungen algorithmisch zu bestimmen?

Historisch bedeutsam ist hier “Fermat’s Letztes Problem”, ndmlich die Aussage, dass es fiir
n > 3 keine Losung (x,y,z) € Q3 gibt mit x™ +y™ = z" und xyz # 0. Dies wurde erst 1993
von Andrew Wiles bewiesen. (Beachte: Fiir n = 2 gibt es unendlich viele Lésungen, ndmlich
die sogenannten “Pythagoras—Tripel”, zum Beispiel (x,y,z) = (3,4,5).)

Siehe dazu auch https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat’27s_Last_Theorem.


https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_einfache_Gruppe
https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_Last_Theorem

adjungierte Abbildung, 47
Adjunkte, 13

auRere direkte Summe, 75

a [nelAbbildung, 86

a [nelEbene, 85

a [net Raum, 85

a [nett Standardraum, 85

a [net Unterraum, 72

a [ned Koordinatensystem, 86
algebraische Vielfachheit, 26
Annulator, 79

Baryzentrum, 86
Basis, 71
Begleitmatrix, 16
Bewegung, 63
Bidualraum, 78
Bilinearform, 45

charakteristisches Polynom, 4, 15
Cramersche Regel, 8

Datenkompression, 61

Determinante, 2

Determinanten-Kriterium fir Definitheit, 54
Determinantenfunktion, 7

direkte Summe, 75

duale Abbildung, 80

duale Basis, 78

Dualraum, 77

Eigenraum, 27
Eigenvektor, 18
Eigenwert, 18
Euklidischer Raum, 52

Faktorraum, 73

Fehlstand, 1
Frobenius—-Normalform, 39
Fundamentalsatz der Algebra, 17

geometrische Vielfachheit, 28

INDEX

90

gerade Permutation, 6
Gram-Matrix, 46
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung Uber C, 66

Hauptachsentransformation, 63
Hauptminoren, 54

Hauptraum, 28

hermitesche Form, 66
hermitesche Matrix, 67
Homomorphiesatz, 73
Hyperflache zweiten Grades, 63

induktiv geordnet, 70

innere direkte Summe, 75

Interpretation der Spur mit Tensorprodukten, 83
Invariantenteiler, 39

invarianter Teilraum, 74

Jordan-Block, 39
Jordan—Chevalley-Zerlegung, 44
Jordan—-Normalform, 42

kanonischer Homomorphismus, 73
Kegelschnitte, 63

Kette in A, 70
Kronecker-Produkt, 84

Leibniz—Formel, 2

Lemma von Zorn, 70

linear unabhéngig, 71
Linearformen, 77

lokales Minimalpolynom, 28

maximaler Vektor, 30
maximales Element, 70
multilinear, 80

nicht-ausgeartet, 46

nilpotent, 37

normale Matrix, 67
Normalformen von Quadriken, 63

obere Schranke, 70



orthogonal, 46
Orthogonalbasis, 49
orthogonale Abbildung, 48
Orthogonale Gruppen, 48
orthogonale Matrix, 55
Orthonormalbasis, 49

Parallelepiped, 9
Parallelotop, 9
Permutationen, 1
Permutationsmatrix, 9
positiv-definit, 52
positiv-semidefinit, 52
projektive Gerade, 88
projektiver Raum, 87

Quadrik, 63
Quotientenraum, 73

Radikal, 46

rationale Normalform, 39
reflexive Bilinearform, 46
Regel von Sarrus, 1

Satz von Cayley—Hamilton, 16
Schwerpunkt, 86

Signatur, 51

Signum, 1

Singulérwerte, 59
Singularwertzerlegung, 58
singular value decomposition, 58
Skalarerweiterung, 84
Spektralzerlegung Uber C, 68
Spektralzerlegung Uber R, 57
Spiegelung, 52

Spur, 5
Standard-Skalarprodukt, 45
stereographische Projektion, 87
SVD, 59

symmetrische Bilinearform, 45
symmetrische Gruppe, 3

Tensorprodukt, 81
totale Ordnung, 70

LAAG 2

Translation, 85
transponierte Abbildung, 80
Transposition, 2
trigonalisierbar, 42

ungerade Permutation, 6
unitér diagonalisierbar, 67
unitare Matrix, 67

Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts, 82

Vandermonde-Matrix, 12
verallgemeinerter Eigenraum, 28
Vielfachheit, 23

Volumen, 9

Zassenhaus—Algorithmus, 76
zerfallende Matrix, 26, 39
zerfallendes Polynom, 22
Zerlegungslemma, 24

91



	Literatur
	Kapitel V: Determinanten und Determinantenfunktionen
	21. Definition der Determinante
	22. Determinantenfunktionen
	23. Die Produktregel
	24. Laplace-Entwicklung und der Satz von Cayley–Hamilton
	25. Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Selbststudium)
	Kapitel VI: Normalformen von Matrizen
	26. Zerfallende Polynome und zerfallende Matrizen
	27. Das lokale Minimalpolynom eines Vektors
	28. Die Frobenius–Normalform
	29. Die Jordan–Normalform einer zerfallenden Matrix
	Kapitel VII: Bilinearformen
	30. Orthogonalität
	31. Symmetrische Bilinearformen über R
	32. Der Spektralsatz (über R)
	33. Anwendung 1:  Singulärwertzerlegung
	34. Anwendung 2:  Quadriken und Hauptachsentransformation
	35. Normale Matrizen und die Spektralzerlegung über C
	Kapitel VIII: Allgemeine Theorie der Vektorräume
	36. Das Lemma von Zorn und die Existenz von Basen
	37. Faktorräume und direkte Summen
	38. Dualraum und transponierte Abbildungen
	39. Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte
	40. Affine und projektive Räume
	Ausblick
	Index

