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Kapitel V: Determinanten und Determinantenfunktionen

Determinanten von Matrizen sind in einer einführenden Vorlesung zur Matrix-Theorie (oder
zur Linearen Algebra) meist ein etwas kniffliges Thema. Dies liegt einerseits daran, dass
die Definition von det(A) “vom Himmel zu fallen scheint”. (Es wird erst im Laufe der Zeit
klarer, warum die etwas künstlich aussehende Definition die einzig mögliche ist, damit det(A)
bestimmte Eigenschaften hat.) Andererseits ist es auch so, dass Beweise zu Aussagen über
Determinanten meist technisch anspruchsvoller sind als das, was man bis dahin gesehen hat.

21. Definition der Determinante

Vermutlich ist die Formel für 2× 2-Matrizen bekannt: det
([
a11 a12
a21 a22

])
= a11a22 − a12a21.

Vielleicht haben Sie auch die Regel von Sarrus für 3× 3-Matrizen schon einmal gesehen:

det
([a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

])
= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a11a23a32−a12a21a33.

Versuchen wir, ein allgemeines Muster in der obigen Formel zu finden. Die Terme, die auf-
summiert werden, haben alle die Form ±a1i1a2i2a3i3 wobei i1, i2, i3 eine Umordnung der
Ziffern 1, 2, 3 ist. Eine solche Umordung ist nichts Anderes als eine bijektive Abbildung
σ : {1, 2, 3} → {1, 2, 3}, wobei i1 = σ(1), i2 = σ(2), i3 = σ(3). Es gibt genau 3! = 6 solche
bijektiven Abbildungen; das passt also genau zu den obigen 6 Summanden.

Für n ∈ N beliebig definieren wir nun Sn als die Menge aller bijektiven Abbildungen
σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Die Elemente von Sn heißen auch Permutationen. Nach Ka-
pitel I, Lemma 5.16, ist Sn eine endliche Menge mit |Sn| = n!. Der erste Ansatz für eine
allgemeine Definition von det(A) wäre dann

det(A) =
∑
σ∈Sn

±a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) wobei A = [aij]1⩽i,j⩽n.

Es ist nun nicht ganz leicht, die “richtige” allgemeine Formel für die Vorzeichen zu raten.
Dazu: Sei n ∈ N und T2 die Menge der 2-elementigen Teilmengen von {1, 2, . . . , n}. Ist
X = {i, j} ∈ T2, so setze σ(X) := {σ(i), σ(j)} ∈ T2 für σ ∈ Sn. Dann sei N(σ) die Menge aller
X ∈ T2, so dass σ die Reihenfolge der beiden Ziffern in X vertauscht. D.h., ist X = {i, j} mit
1 ⩽ i < j ⩽ n, so gilt X ∈ N(σ) ⇔ σ(i) > σ(j). Wir bezeichnen N(σ) als die Menge der
Fehlstände von σ. Dann wird das Signum von σ definiert als

sgn(σ) :=
{

+1 falls |N(σ)| gerade ist,
−1 falls |N(σ)| ungerade ist.

Überzeugen Sie sich davon, dass das so definierte Signum genau die obigen Vorzeichen in
den Formeln für 2× 2- und 3× 3-Matrizen ergibt.
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Beispiel 21.1. (a) Ist id ∈ Sn die identische Abbildung (also id(i) = i für i = 1, . . . , n), so
gibt es offenbar keine Fehlstände, also gilt N(id) = ∅ und sgn(id) = 1.
(b) Seien k, l ∈ {1, . . . , n} fest mit k < l. Dann definieren wir τkl ∈ Sn durch τkl(k) := l,
τkl(l) := k und τkl(i) := i für alle i ̸= k, l. Also vertauscht τkl die beiden Ziffern k und l,
und lässt alle anderen Ziffern fest. Eine solche Permutation heißt auch Transposition. Es
gilt τkl ◦ τkl = id, also τ−1kl = τkl. Behauptung: N(τ12) = {{1, 2}} und sgn(τ12) = −1.
[Denn: Sei {i, j} ∈ T2 mit i < j. Sei zuerst j ⩾ 3. Dann gilt τ12(j) = j; außerdem ist τ12(i) = i für i ⩾ 3, und

τ12(i) ∈ {1, 2} für i = 1, 2. In jedem Fall also τ12(i) < j = τ12(j), d.h., {i, j} ̸∈ N(τ12). Sei nun j < 3. Dann

folgt i = 1, j = 2 und damit {i, j} = {1, 2} ∈ N(τ12). Also ist N(τ12) = {{1, 2}} und sgn(τ12) = −1.]

Wir werden weiter unten sehen, dass sgn(τkl) = −1 für beliebige 1 ⩽ k < l ⩽ n gilt.
(Oder Übung: Bestimmen Sie direkt N(τkl) und zeigen Sie, dass |N(τkl)| = 2(l− k− 1) + 1 gilt.)

Definition 21.2 (Leibniz–Formel). Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist die
Determinante einer Matrix A = [aij]1⩽i,j⩽n ∈Mn(R) definiert als

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) ∈ R.

Beachte, dass diese Formel für große Werte von n praktisch völlig unbrauchbar ist (weil über
|Sn| = n! Terme summiert wird). Immerhin kann man die Formel aber für Matrizen mit
bestimmten Eigenschaften auswerten. Beispiele:

Lemma 21.3. Sei A = [aij]1⩽i,j⩽n ∈ Mn(R) so, dass alle Einträge in einer Zeile gleich 0
sind. Dann ist det(A) = 0.

Beweis. Sei k ∈ {1, . . . , n} so, dass akj = 0 für alle j gilt. Ist σ ∈ Sn, so ist also akσ(k) = 0 und
damit der entsprechende Term sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n) in der Formel für det(A) ebenfalls
gleich 0. Also ist insgesamt det(A) = 0. □

Lemma 21.4. Sei A = [aij]1⩽i,j⩽n ∈ Mn(R) eine obere Dreiecksmatrix, d.h., aij = 0 für
1 ⩽ j < i ⩽ n. Dann gilt det(A) = a11a22 · · ·ann. Eine analoge Aussage gilt auch für untere
Dreiecksmatrizen. Inbesondere ist det(In) = 1.

Beweis. Sei σ ∈ Sn so, dass der entsprechende Term sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n) in der Formel
für det(A) ungleich 0 ist. Dann ist akσ(k) ̸= 0 für alle k, also σ(k) ⩾ k, d.h.,

σ(n) ⩾ n, σ(n− 1) ⩾ n− 1, . . . , σ(1) ⩾ 1.
Aus der ersten Bedingung folgt σ(n) = n, dann aus der zweiten σ(n − 1) = n − 1 und
so weiter bis σ(1) = 1. Damit liefert nur der Term für σ = id einen Beitrag ungleich 0 zu
det(A), also gilt die genannte Formel. Angewandt auf A = In erhalten wir det(In) = 1. Der
Beweis für untere Dreiecksmatrizen ist völlig analog. □
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Um weitere Formeln zu zeigen, benötigen wir noch Aussagen über die Signum-Funktion.
Zunächst bemerken wir, dass die Menge Sn eine Gruppe ist mit der Hintereinanderausführung
“◦” als Verknüpfung, genannt die symmetrische Gruppe vom Grad n. (Die Assoziativität
von ◦ rechnen Sie sofort nach.) Das neutrale Element ist die identische Abbildung id; das
Inverse von π ∈ Sn ist die Umkehrabbildung π−1 : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Wir schreiben eine
Permutation π ∈ Sn üblicherweise einfach als Liste [π(1) π(2) . . . π(n)].

Satz 21.5. Für alle π, σ ∈ Sn gilt sgn(π ◦ σ) = sgn(π) sgn(σ) und sgn(π) = sgn(π−1).

Beweis. Sei X = {i, j} ∈ T2 wobei i < j. Es ergeben sich die folgenden vier möglichen Fälle:

Fall X ∈ N(σ)? σ(X) ∈ N(π)? X ∈ N(π ◦ σ)?
σ(i) < σ(j), π(σ(i)) < π(σ(j)) nein nein nein
σ(i) < σ(j), π(σ(i)) > π(σ(j)) nein ja ja
σ(i) > σ(j), π(σ(i)) < π(σ(j)) ja ja nein
σ(i) > σ(j), π(σ(i)) > π(σ(j)) ja nein ja

Sei X ∈ T2 beliebig. Dann sieht man sofort mit obiger Tabelle:
X ∈ N(π ◦ σ) ⇔ X ∈ N(σ) oder σ(X) ∈ N(π) (aber nicht beides).

Also ist N(π ◦ σ) = N(σ)△σ−1(N(π)), wobei “△” die symmetrische Differenz von Mengen
bezeichnet. Sind X, Y zwei Teilmengen einer Menge, so gilt X△ Y = (X ∪ Y) \ (X ∩ Y) und
|X△ Y| = |X ∪ Y| − |X ∩ Y| = |X| + |Y| − 2|X ∩ Y| ≡ |X| + |Y| mod 2. Also folgt |N(π ◦ σ)| ≡
|N(σ)|+ |σ−1(N(π))| ≡ |N(σ)|+ |N(π)| mod 2 und damit sgn(π ◦ σ) = sgn(π)sgn(σ).

Zur Formel für sgn(π−1): Mit σ := π−1 folgt sgn(id) = sgn(π◦π−1) = sgn(π)sgn(π−1). Wegen
sgn(id) = 1 und sgn(π) = ±1 folgt daraus sgn(π−1) = sgn(id)sgn(π)−1 = sgn(π). □

Folgerung 21.6 (Zeilen/Spalten-Symmetrie). Es gilt det(A) = det(Atr) für A ∈Mn(R).

Beweis. Sei A = [aij]1⩽i,j⩽n; dann ist Atr = [aji]1⩽i,j⩽n, also gilt

det(Atr) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
k=1

aσ(k)k.

Sei σ ∈ Sn fest und setze l := σ(k) für 1 ⩽ k ⩽ n. Mit k durchläuft auch l alle Ziffern von 1
bis n, nur in einer anderen Reihenfolge. Mit k := σ−1(l) erhalten wir also

n∏
k=1

aσ(k)k =

n∏
l=1

alσ−1(l)

und damit det(Atr) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · ·anσ−1(n).

Schließlich sieht man sofort, dass die Abbildung Sn → Sn, σ 7→ σ−1, bijektiv ist. Also
können wir in der letzteren Formel für det(Atr) auch überall σ−1 durch σ ersetzen. Wegen
sgn(σ−1) = sgn(σ) (siehe Satz 21.5) folgt dann det(Atr) = det(A). □
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Folgerung 21.7. Sei 1 ⩽ k < l ⩽ n. Dann gilt sgn(τkl) = −1.

Beweis. Schreibe {1, . . . , n} \ {k, l} = {j1, . . . , jn−2} und definiere π ∈ Sn durch π(1) := k,
π(2) := l, π(i) := ji−2 für i = 3, 4, . . . , n. Man prüft sofort nach, dass dann π◦τ12 ◦π−1 = τkl

gilt. Mit Satz 21.5 folgt daraus sgn(τkl) = sgn(π)sgn(τ12)sgn(π−1) = sgn(π)2sgn(τ12). Wegen
sgn(π) = ±1 und sgn(τ12) = −1 (siehe Beispiel 21.1) gilt also auch sgn(τkl) = −1. □

Satz 21.8. Jedes π ∈ Sn ist ein Produkt von höchstens n− 1 Transpositionen.
Ist π ein Produkt von r Transpositionen, so gilt sgn(π) = (−1)r.

Anstelle eines formalen Beweises illustrieren wir an einem Beispiel ein Verfahren, wie man
die gewünschte Produktdarstellung findet. (Wir überlassen es als Übung, aus dieser beispiel-
haften Beschreibung einen formalen Beweis zu destillieren.)
Sei etwa π = [3 5 1 2 4] ∈ S5. Wir gehen wie folgt vor: Suche die kleinste Ziffer i1 mit
π(i1) > i1; in diesem Fall ist dies i1 = 1, mit π(i1) = 3. Bilde die Transposition, die i1 und
π(i1) vertauscht, in diesem Fall also τ13. Setze dann π1 := τ13 ◦ π = [1 5 3 2 4] ∈ S5.
Wiederhole das Verfahren mit π1: Die kleinste Ziffer i2 mit π1(i2) > i2 ist i2 = 2, mit
π1(i2) = 5. Bilde dann die Transposition τ25 und setze π2 := τ25 ◦ π1 = [1 2 3 5 4] ∈ S5.
Wiederhole das Verfahren mit π2: Die kleinste Ziffer i3 mit π2(i3) > i3 ist i3 = 4, mit
π2(i3) = 5. Bilde dann die Transposition τ45 und setze π3 := τ45 ◦ π2 = [1 2 3 4 5] ∈ S5.
Hier bricht also das Verfahren ab, mit τ45 ◦ τ25 ◦ τ13 ◦ π = id, oder anders ausgedrückt:
π = τ13 ◦τ25 ◦τ45. Mit Satz 21.5 und Folgerung 21.7 erhalten wir auch sgn(π) = (−1)3 = −1.

Beachte, dass es auf die Reihenfolge der Faktoren ankommt: Zum Beispiel ist τkl ◦ τlm ̸=
τlm ◦τkl für k < l < m. (Wende beide Seiten auf k an; auf der linken Seite ist das Ergebnis l,
auf der rechten m.) Mit anderen Worten: Sn ist eine nicht-abelsche Gruppe für n ⩾ 3.

—————————————————————-Ab hier Woche 2
Sei nun K ein Körper. Wir betrachten den Polynomring R = K[X] über K in der Unbe-
stimmten X. Da R = K[X] ein kommutativer Ring mit 1 ist, können wir auch Matrizen mit
Einträgen in K[X] bilden und davon die Determinante; es gilt also

det(F) ∈ K[X] für alle F ∈Mn

(
K[X]

)
.

Damit können wir die folgende zentrale Definition formulieren. (Dies ist motiviert durch Ka-
pitel III, Bemerkung 14.1: Um zu sehen, ob λ ∈ K ein Eigenwert von A ∈ Mn(K) ist, geht
man zur Matrix A− λIn über und testet, ob diese invertierbar ist; ersetze nun λ durch X.)

Definition 21.9. Sei A = [aij]1⩽i,j⩽n ∈Mn(K); dazu bilden wir
F := A− XIn ∈Mn

(
K[X]

)
und χA := det(F) = det(A− XIn) ∈ K[X].

Dann heißt χA das charakteristische Polynom von A.
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Beispiel 21.10. (a) Für A =

[
0 1

1 1

]
∈M2(K) ist A− XI2 =

[
−X 1

1 1− X

]
∈M2

(
K[X]

)
und damit χA = det

([−X 1

1 1− X

])
= (−X) ∗ (1− X) − 1 = X2 − X− 1.

Wir bemerken, dass hier χA gleich dem Minimalpolynom µA ist (siehe Beispiel 27.2(b)).

(b) Sei K = Q und A =

[
−1 0 1
3 0 −3
1 0 −1

]
∈M3(Q). Mit der Regel von Sarrus erhalten wir

χA = det
([−1− X 0 1

3 −X −3
1 0 −1− X

])
= (−1− X) ∗ (−X) ∗ (−1− X) − 1 ∗ (−X) ∗ 1

= −X3 − 2X2 − X+ X = −X2 ∗ (X+ 2).

Andererseits rechnet man einfach nach, dass A2 = −2A gilt; also ist das Minimalpolynom
gegeben durch µA = X ∗ (X+ 2). Hier ist also χA nur fast gleich µA.

(c) Ist A ∈ Mn(K) eine obere Dreiecksmatrix mit c1, . . . , cn ∈ K auf der Diagonalen, so ist
F = A−XIn eine obere Dreiecksmtarix mit c1−X, . . . , cn−X auf der Diagonalen, also folgt
χA = det(A − XIn) = (c1 − X) ∗ (c2 − X) ∗ . . . ∗ (cn − X) (siehe Lemma 21.4). Insbesondere
ist χ0n×n = (−X)n = (−1)nXn und χIn = (1− X)n = (−1)n(X− 1)n.

Den genauen Zusammenhang zwischen χA und µA werden wir später aufklären.

Lemma 21.11. Sei λ ∈ K. Dann gilt χA(λ) = det(A− λIn) ∈ K. Insbesondere ist det(A) =
χA(0) der konstante Term von χA.

Beweis. Sei F = [fij]1⩽i,j⩽n = A−XIn ∈Mn(K[X]) und χA = det(F) =
∑

π∈Sn sgn(π)fπ wobei
fπ := f1π(1) ∗ . . . ∗ fnπ(n). Mit den Regeln zum Einsetzen von Elementen aus K in Polynome
in Kapitel II, §9, folgt χA(λ) =

∑
π∈Sn sgn(π)fπ(λ) und fπ(λ) = f1π(1)(λ) · · · fnπ(n)(λ). Ist

i = π(i), so ist fiπ(i) = aii − X also fiπ(i)(λ) = aii − λ; ist i ̸= π(i), so ist fiπ(i) = aiπ(i)

also fiπ(i)(λ) = aiπ(i). Damit ist
∑

π∈Sn sgn(π)fπ(λ) = det(B), wobei B = [bij]1⩽i,j∈n ∈Mn(K)

gegeben ist durch bij = aij falls i ̸= j, und bii = aii − λ, d.h., B = A− λIn. □

Satz 21.12. Es gilt χA ̸= 0 und Grad(χA) = n. Schreiben wir χA = anX
n + an−1X

n−1 +

. . .+ a1X+ a0, so gilt an = (−1)n und an−1 = (−1)n−1 Spur(A), wobei Spur(A) :=
∑n

i=1 aii

(Summe der Diagonaleinträge) als die Spur von A bezeichnet wird.

Beweis. Schreibe χA = det(F) =
∑

π∈Sn sgn(π)fπ wie im obigen Beweis. Sei π ∈ Sn mit
fπ ̸= 0, also fiπ(i) ̸= 0 für alle i. Für i = π(i) ist fiπ(i) = aii−X, hat also Grad 1; für i ̸= π(i)
ist fiπ(i) = aij, hat also Grad 0. Damit ist Grad(fπ) ⩽ n. Falls π ̸= id, so gibt es mindestens
zwei Ziffern i ̸= j mit π(i) ̸= i und π(j) ̸= j, also ist dann Grad(fπ) ⩽ n− 2. Für π = id ist
fid = (a11 − X) ∗ . . . ∗ (ann − X). Damit folgt
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χA = (a11 − X) ∗ . . . ∗ (ann − X) + Terme mit Grad ⩽ n− 2.
Sind irgendwelche c1, . . . , cn ∈ K gegeben und multipliziert man (c1−X) ∗ . . . ∗ (cn−X) aus,
so erhält man (−X)n+ (−X)n−1(c1+ . . .+ cn)+ Terme vom Grad ⩽ n− 2 (einfacher Beweis
mit vollständiger Induktion nach n). □

22. Determinantenfunktionen

Wir kommen nun zu einer weiteren fundamentalen Eigenschaft der Determinante. Sei wieder
n ∈ N und R ein beliebiger kommutativer Ring mit 1. Ist π ∈ Sn und sgn(π) = 1, so heißt
π eine gerade Permutation; andernfalls eine ungerade Permutation. Seien

An := {π ∈ Sn | sgn(π) = 1} und A ′
n := {π ∈ Sn | sgn(π) = −1}.

Dann ist Sn = An ∪A ′
n (disjunkte Vereinigung). Wegen sgn(id) = 1 ist id ∈ An.

Lemma 22.1. Sei n ⩾ 2. Dann gilt |Sn| = 2|An|, d.h., je eine Hälfte der Permutationen in
Sn sind gerade und die andere Hälfte sind ungerade. Ist τ ∈ Sn eine beliebige Permutation
mit sgn(τ) = −1 (zum Beispiel eine Transposition), so ist An → A ′

n, π 7→ π◦τ, eine bijektive
Abbildung, also Sn = An ∪ {π ◦ τ | π ∈ An}.

Beweis. Sei τ ∈ Sn fest mit sgn(τ) = −1. Für π ∈ An gilt dann sgn(π ◦ τ) = sgn(π)sgn(τ) =
−1, also erhalten wir eine Abbildung f : An → A ′

n, π 7→ π ◦ τ. Umgekehrt: Für σ ∈ A ′
n ist

sgn(σ ◦ τ−1) = sgn(σ)sgn(τ−1) = sgn(σ)sgn(τ) = (−1)(−1) = 1, also erhalten wir auch eine
Abbildung g : A ′

n → An, σ 7→ σ ◦ τ−1. Offenbar ist f ◦ g = idA ′
n

und g ◦ f = idAn , also sind
f, g bijektiv und g = f−1. Damit folgt |An| = |A ′

n| und |Sn| = |An|+ |A ′
n| = 2|An|. □

Satz 22.2. Sei A ∈Mn(R). Sind zwei Zeilen von A gleich, so gilt det(A) = 0.

Beweis. Sei A = [aij]1⩽i,j⩽n ∈ Mn(R). Seien 1 ⩽ k < l ⩽ n so, dass die k-te und l-te Zeile
von A gleich sind, also akj = alj für 1 ⩽ j ⩽ n. Betrachte nun die Transposition τkl ∈ Sn.
Nach Lemma 22.1 ist Sn = An ∪A ′

n mit A ′
n = {π ◦ τkl | π ∈ An}. Damit erhalten wir

det(A) =
∑
π∈Sn

sgn(π)
n∏
i=1

aiπ(i) =
∑
π∈Sn

sgn(π)akπ(k)alπ(l)
∏

1⩽i⩽n,i ̸=k,l

aiπ(i)

=
∑
π∈An

sgn(π)︸ ︷︷ ︸
= 1

akπ(k)alπ(l)
∏

1⩽i⩽n,i̸=k,l

aiπ(i)

+
∑
π∈An

sgn(π ◦ τkl)︸ ︷︷ ︸
=−1

ak,(π◦τkl)(k)︸ ︷︷ ︸
=akπ(l)

al,(π◦τkl)(l)︸ ︷︷ ︸
=alπ(k)

∏
1⩽i⩽n,i ̸=k,l

ai,(π◦τkl)(i)︸ ︷︷ ︸
=aiπ(i)

.

Nach Voraussetzung ist akπ(l) = alπ(l) und alπ(k) = akπ(k). Also ist die zweite Summe gleich∑
π∈An

(−1)alπ(l)akπ(k)
∏

1⩽i⩽n,i ̸=k,l

aiπ(i),

d.h., genau gleich dem Negativen der ersten Summe. Also ist det(A) = 0. □
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Definition 22.3. Eine Abbildung ∆ : Mn(R) → R heißt Determinantenfunktion, wenn
folgende beiden Eigenschaften gelten:

(D1) ∆(A) ist linear in jeder Zeile von A ∈Mn(R).
(D2) Es gilt ∆(A) = 0 wenn zwei Zeilen von A gleich sind.

Mit (D1) ist gemeint: Sei A = [aij] ∈Mn(R). Sind a1, . . . , an ∈ R1×n die Zeilen von A (also
ak = [ak1 . . . akn] ∈ R1×n für 1 ⩽ k ⩽ n), so schreiben wir auch ∆(A) = ∆(a1, . . . , an). Ist
nun k ∈ {1, . . . , n} und ak = sv+ tw mit s, t ∈ K und v,w ∈ R1×n, so gelte

∆(A) = s∆(a1, . . . , ak−1, v, ak+1, . . . , an) + t∆(a1, . . . , ak−1, w, ak+1, . . . , an).

Aus (D1) und (D2) folgt auch:

(D2’) Entsteht A ′ ∈ Mn(R) durch Vertauschen von zwei Zeilen in A ∈ Mn(R), so gilt
∆(A ′) = −∆(A).

Denn: Seien a1, . . . , an ∈ R1×n die Zeilen von A. Seien 1 ⩽ k < l ⩽ n so, dass A ′ durch
Vertauschen von ak und al in A entsteht. Dann betrachte

∆(a1, . . . , ak−1, ak + al, ak+1, . . . , al−1, ak + al, al+1, . . . , an).
Wir interessieren uns nur für die k-te und l-te Zeile, schreiben obigen Ausdruck also kurz
als ∆(. . . , ak + al, . . . , ak + al, . . .). Wegen (D2) ist dies gleich 0. Mit (D1) erhalten wir

0 = ∆(. . . , ak + al, . . . , ak + al, . . .)

= ∆(. . . , ak, . . . , ak + al, . . .) + ∆(. . . , al, . . . , ak + al, . . .)

= ∆(. . . , ak, . . . , ak, . . .)︸ ︷︷ ︸
= 0 wegen (D2)

+∆(. . . , ak, . . . , al, . . .)︸ ︷︷ ︸
=∆(A)

+ ∆(. . . , al, . . . , ak, . . .)︸ ︷︷ ︸
=∆(A ′)

+∆(. . . , al, . . . , al, . . .)︸ ︷︷ ︸
= 0 wegen (D2)

.

Also ist ∆(A) = −∆(A ′), d.h., es gilt (D2’).

Satz 22.4. Die Abbildung det : Mn(R) → R ist eine Determinantenfunktion.

Beweis. Sei A = [aij] ∈ Mn(R). Sei 1 ⩽ k ⩽ n und ak = sv + tw mit s, t ∈ R und
v,w ∈ R1×n, mit Komponenten v1, . . . , vn ∈ R bzw. w1, . . . , wn ∈ R. Dann gilt

det(a1, . . . , an) =
∑
π∈Sn

sgn(π)
n∏
i=1

aiπ(i) =
∑
π∈Sn

sgn(π)akπ(k)
∏

1⩽i⩽n,i ̸=k

aiπ(i)

=
∑
π∈Sn

sgn(π)(svπ(k) + twπ(k))
∏

1⩽i⩽n,i̸=k

aiπ(i)

= s
(∑
π∈Sn

sgn(π)vπ(k)
∏

1⩽i⩽n,i ̸=k

aiπ(i)︸ ︷︷ ︸
=det(a1,...,ak−1,v,ak+1,...,an)

)
+ t

(∑
π∈Sn

sgn(π)wπ(k)
∏

1⩽i⩽n,i̸=k

aiπ(i)︸ ︷︷ ︸
=det(a1,...,ak−1,w,ak+1,...,an)

)
;

also gilt (D1) für det. Nach Satz 22.2 gilt auch (D2). □
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Satz 22.5 (Cramersche Regel, 1750). Sei R = K ein Körper, b ∈ Kn und A ∈ Mn(K) mit
det(A) ̸= 0. Dann ist A invertierbar und das LGS mit erweiterter Matrix [A|b] ∈ Kn×(n+1)

hat genau eine Lösung x ∈ Kn (nämlich x := A−1 ·b). Seien b1, . . . , bn ∈ K die Komponenten
von b. Für 1 ⩽ k ⩽ n sei xk ∈ K die k-te Komponente von x. Dann gilt

xk = det(A)−1 det(Ak) mit Ak :=


a11 . . . a1,k−1 b1 a1,k+1 . . . a1n
a21 . . . a2,k−1 b2 a2,k+1 . . . a2n
...

...
...

...
...

an1 . . . an,k−1 bn an,k+1 . . . ann

 ∈Mn(K).

Beweis. Seien w1, . . . , wn ∈ Kn die Spalten von A; wir schreiben dann auch det(A) =

det(w1, . . . , wn). Nehmen wir zunächst an, es gibt eine Lösung x ∈ Kn des LGS; wegen
A · x = b ist dann b = x1w1+ . . .+ xnwn. Mit der Zeilen/Spalten-Symmetrie von det gelten
(D1) und (D2) analog auch für Spalten. Damit folgt:

det(Ak) = det(w1, . . . , wk−1,
∑n

i=1 xiwi︸ ︷︷ ︸
=b

, wk+1, . . . , wn)

=

n∑
i=1

xi det(w1, . . . , wk−1, wi, wk+1, . . . , wn)︸ ︷︷ ︸
=0 wenn i ̸= k, wegen (D2)

= xk det(w1, . . . , wk−1, wk, wk+1, . . . , wn)︸ ︷︷ ︸
=det(A)

.

Wegen det(A) ̸= 0 ergibt dies xk = det(A)−1 det(Ak); insbesondere ist x eindeutig bestimmt.
Wenden wir dies auf den Fall b = 0n an, so hat das homogene LGS mit Matrix A nur die
triviale Lösung. Nach Kapitel III, Satz 13.3, können wir nun schließen, dass A invertierbar
ist. Aber dann hat das LGS auch für b ̸= 0n eine eindeutige Lösung, nämlich x = A−1 · b,
und die obige Rechnung liefert die gewünschten Formeln für die Komponenten xk von x. □

Die Cramersche Regel hat keine große praktische Bedeutung für das Lösen von LGSen.
Denn um damit die Komponenten der Lösung x ∈ Kn zu bestimmen, müsste man n + 1

Determinanten berechnen; dies geht mit dem Gauß–Verfahren viel effizienter. Aber die Regel
ist für manche theoretische Zwecke sehr nützlich, zum Beispiel:

Beispiel 22.6. Sei A ∈Mn(Z) und b ∈ Zn. Behauptung:
Ist det(A) = ±1, so gibt es genau ein x ∈ Zn mit A · x = b.

Denn: Wir fassen A als Matrix inMn(Q) auf. Nach der Cramerschen Regel ist dann A inver-
tierbar und x = A−1 · b; die Komponenten von x berechnen sich als xk = det(A)−1 det(Ak)
für k = 1, . . . , n. Nach Voraussetzung ist det(A) = ±1; da außerdem alle Einträge von A
und von b in Z sind, folgt mit der Leibniz-Formel det(Ak) ∈ Z. Also ist auch xk ∈ Z. □

Bemerkung 22.7. Gegeben seien zwei Punkte im R2:

a =

[
a1
a2

]
∈ R2 und b =

[
b1
b2

]
∈ R2 mit a1, a2, b1, b2 ⩾ 0.
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Dann kann man sich überlegen, dass der Flächeninhalt des von a und b aufgespannten

Parallelogramms durch den Absolutbetrag von det
([a1 b1
a2 b2

])
gegeben ist (“geometrische In-

terpretation” der Determinante für n = 2). Allgemeiner sei n ⩾ 2 beliebig und seien Vektoren
v1, . . . , vd ∈ Rn gegeben, so dass das Tupel (v1, . . . , vd) linear unabhängig ist. Dann heißt

P = P(v1, . . . , vd) := {s1v1 + . . .+ sdvd | si ∈ R mit 0 ⩽ si ⩽ 1 für 1 ⩽ i ⩽ d} ⊆ Rn

ein d-dimensionales Parallelotop (oder Parallelepiped). Wir bilden dann die Matrix GP =
[gij] ∈ Md(R) mit gij := ⟨vi, vj⟩ für 1 ⩽ i, j ⩽ d, wobei ⟨ , ⟩ : Rn × Rd → R das Standard-
Skalarprodukt ist. Dann ist det(GP) > 0 und vol(P) :=

√
det(GP) kann als Volumen von P

interpretiert werden; siehe zum Kapitel 5, §4, Abschnitt 7∗, im Buch von Koecher.
Für n = d = 2 und a, b ∈ R2 wie oben veranschaulicht man sich sofort, dass P(a, b) ⊆ R2

das von a und b aufgespannte Parallelogramm ist; außerdem rechnet man in der Tat nach:

GP(a,b) =

[
a21+a

2
2 a1b1+a2b2

a1b1+a2b2 b21+b
2
2

]
und det(GP(a,b)) = (a1b2 − a2b1)

2 = det
([a1 b1
a2 b2

])2.
23. Die Produktregel

Sei ∆ : Mn(R) → R eine Determinantenfunktion. Für τ ∈ Sn definieren wir die Matrix

Aτ = (aτij)1⩽i,j⩽n ∈Mn(R) wobei aτij :=

{
1 falls i = τ(j),
0 sonst.

Die Matrix Aτ heißt die zu τ gehörige Permutationsmatrix. Einige Beispiele für n = 3:

A[2 1 3] =

[
0 1 0
1 0 0
0 0 1

]
, A[3 1 2] =

[
0 1 0
0 0 1
1 0 0

]
, A[3 2 1] =

[
0 0 1
0 1 0
1 0 0

]
.

(Hier wird jeweils τ einfach durch die Liste [τ(1) τ(2) τ(3)] bezeichnet; wir erhalten Aτ durch
Permutieren der Zeilen der Einheitsmatrix gemäß τ.) Es gilt Aτ · ei = eτ(i) für 1 ⩽ i ⩽ n.

Lemma 23.1. Es gilt ∆(Aπ) = sgn(π)∆(In) für alle π ∈ Sn.

Beweis. Die Aussage gilt natürlich für π = id, da Aid = In. Sei nun π eine Transposition;
dann ist sgn(π) = −1. Vertauscht π die Ziffern i und j, so ist Aπ die Elementarmatrix Vij.
Mit (D2’) folgt ∆(Aπ) = ∆(Vij) = −∆(In) = sgn(π)∆(In), also gilt die Formel. Für den
allgemeinen Fall benötigen wir die Regel
(∗) Aπ◦σ = Aπ ·Aσ für alle π, σ ∈ Sn.
Dazu: Sei i ∈ {1. . . . , n} und j := σ(i). Dann gilt Aσ · ei = eσ(i) = ej und Aπ · ej = eπ(j). Es
folgt (Aπ ·Aσ) · ei = Aπ ·

(
Aσ · ei

)
= eπ(j) = e(π◦σ)(i) = A

π◦σ(ei), also gilt (∗).

Sei nun id ̸= π ∈ Sn. Nach Satz 21.8 gibt es Transpositionen τ1, . . . , τr ∈ Sn mit 1 ⩽ r ⩽ n−1
und π = τ1 ◦ . . . ◦ τr. Setzen wir π ′ := τ2 ◦ . . . ◦ τr ∈ Sn, so folgt mit (∗) und (D2’):
∆(Aπ) = ∆(Aτ1◦π

′
) = ∆

(
Aτ1 ·Aπ ′)

= −∆(Aπ
′
).
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Danach wenden wir ein analoges Argument auf Aπ ′ an; nach insgesamt r Schritten folgt
∆(Aπ) = (−1)r∆(In), wobei (−1)r = sgn(π), siehe Satz 21.8. □

Satz 23.2 (Produktregel für Determinantenfunktionen). Seien A,B ∈ Mn(R). Dann gilt
∆(A · B) = det(A)∆(B). Insbesondere gilt det(A · B) = det(A) det(B).

Beweis. Sei B ∈Mn(R) fest. Dann definiere ∆ ′ : Mn(R) → R durch ∆ ′(A) := ∆(A·B) für alle
A ∈Mn(R). Wir zeigen, dass (D1) und (D2) für ∆ ′ gelten. Seien dazu a1, . . . , an ∈ R1×n die
Zeilen von A. Dann sind (nach Definition des Matrixproduktes) die Zeilen von A·B gegeben
durch a1·B, . . . , an·B. Gibt es 1 ⩽ i < j ⩽ n mit ai = aj, so gilt auch ai·B = aj·B und damit
∆ ′(A) = ∆(a1·B, . . . , an·B) = 0, weil (D2) für ∆ gilt.

Nun zu (D1). Sei k ∈ {1, . . . , n} und ak = sv + tw mit s, t ∈ K und v,w ∈ R1×n.
Dann gilt ak·B = s(v·B) + t(w·B), Da wir uns nur für die k-te Zeile interessieren, schrei-
ben wir kurz ∆ ′(A) = ∆(. . . , ak·B, . . .). Nun folgt ∆ ′(A) = ∆(. . . , s(v·B) + t(w·B), . . .) =

s∆(. . . , v·B, . . .) + t∆(. . . , w·B, . . .), weil (D1) für ∆ gilt. Damit gilt (D1) auch für ∆ ′.

Also ist ∆ ′ eine Determinantenfunktion. Seien nun e1, . . . , en ∈ R1×n die Standard-Zeilenvek-
toren, d.h., ek hat Eintrag 1 an der Stelle k und 0 sonst. Damit ist

ak = ak1e1 + ak2e2 + . . .+ aknen =
∑n

i=1 akiei für 1 ⩽ k ⩽ n.
Durch wiederholte Anwendung von (D1) folgt

∆ ′(A) = ∆ ′(a1, a2, . . . , an) = ∆ ′
( n∑
i1=1

a1i1ei1 , a2, . . . , an

)
=

n∑
i1=1

a1i1∆
′(ei1 , a2, . . . , an)

=

n∑
i1=1

a1i1∆
′
(
ei1 ,

n∑
i2=1

a2i2ei2 , a3, . . . , an

)
=

n∑
i1=1

n∑
i2=1

a1i1a2i2∆
′(ei1 , ei2 , a3, . . . , an)

= . . . =

n∑
i1=1

n∑
i2=1

. . .

n∑
in=1

a1i1a2i2 · · ·anin∆ ′(ei1 , ei2 , . . . , ein).
Wegen (D2) ist ∆ ′(ei1 , ei2, . . . , ein) = 0 wenn zwei der Indizes i1, i2, . . . , in gleich sind. Al-
so brauchen wir nur die Tupel (i1, i2, . . . , in) zu betrachten, bei denen alle Komponenten
verschieden sind; dies ist aber genau dann der Fall, wenn [i1 i2 . . . in] ∈ Sn gilt. Also folgt

∆ ′(A) =
∑
π∈Sn

a1π(1)a2π(2) · · ·anπ(n)∆ ′(eπ(1), eπ(2), . . . , eπ(n)).
Für π ∈ Sn sei nun Qπ = [qπij] ∈ Mn(R) die Matrix mit Zeilen eπ(1), eπ(2), . . . , eπ(n). Für
i, j ∈ {1, . . . , n} gilt qπij = 1 ⇔ j = π(i) ⇔ i = π−1(j). Also ist Qπ = Aπ

−1 und mit
Lemma 23.1 folgt ∆ ′(Qπ) = ∆ ′(Aπ

−1
) = sgn(π−1)∆ ′(In) = sgn(π)∆ ′(In), wobei die letzte

Gleichheit nach Satz 21.5 gilt. Also ist ∆ ′(A) = det(A)∆ ′(In) = det(A)∆(B). □

Folgerung 23.3 (Charakterisierung von det). Die Abbildung det : Mn(R) → R ist die ein-
deutige Determinantenfunktion mit Wert 1 auf der Einheitsmatrix.
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Beweis. Die Abbildung det : Mn(R) → R ist eine Determinantenfunktion mit det(In) = 1.
Sei umgekehrt ∆ : Mn(R) → R eine beliebige Determinantenfunktion mit ∆(In) = 1. Nach
Satz 23.2 (mit B := In) folgt ∆(A) = ∆(A · In) = det(A)∆(In) = det(A) für A ∈Mn(R). □
Ab hier Woche 3
Satz 23.4. Sei 1 ⩽ d < n und A ∈Mn(R) eine obere Blockdreiecksmatrix der Form

A =

[
B D

0 C

]
wobei B ∈Md(R), C ∈Mn−d(R), D ∈ Rd×(n−d).

Dann gilt det(A) = det(B) det(C).

Beweis. Zunächst rechnet man sofort nach, dass folgendes gilt:

A =

[
B D

0 C

]
=

[
Id D

0 C

]
·

[
B 0

0 In−d

]
.

Halte nun D ∈ Rd×(n−d) fest; wir definieren ∆1 : Mn−d(R) → R und ∆2 : Md(R) → R durch

∆1(C) := det
([ Id D

0 C

])
und ∆2(B) := det

([ B 0

0 In−d

])
für alle B ∈ Md(R) und alle C ∈ Mn−d(R). Nach Satz 23.2 ist det(A) = ∆1(C)∆2(B), also
genügt es zu zeigen, dass ∆1(C) = det(C) und ∆2(B) = det(B) gilt.

Behauptung: ∆1 ist eine Determinantenfunktion. Nun, schreiben wir eine Zeile von C als
Linearkomination von zwei Zeilenvektoren, so ist auch die entsprechende Zeile von

C̃ :=

[
Id D

0 C

]
eine solche Linearkombination (weil der linke untere (n − d) × d Block nur aus 0 besteht),
also gilt (D1) für ∆1. Analog: Sind zwei Zeilen von C gleich, so sind die entsprechenden Zeilen
auch in C̃ gleich, also gilt auch (D2) für ∆1. Nach Satz 23.2 folgt ∆1(C) = ∆1(C · In−d) =

det(C)∆1(In−d). Nun ist Ĩn−d eine obere Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen; also
gilt ∆1(In−d) = det(Ĩn−d) = 1 (siehe Lemma 21.4). Damit ist ∆1(C) = det(C). Völlig analog
sieht man, dass auch ∆2(B) = det(B) gilt. □

Beispiel: det
( 1 −1 2 3

0 4 −4 −4
0 0 −4 −8
0 0 4 0

) = det
([
1 −1
0 4

])
· det

([
−4 −8
4 0

])
= 4 · 32 = 128.

Bemerkung 23.5. (a) Seien A,A ′ ∈Mn(R). Wir halten folgende Regeln fest:
• Entsteht A ′ aus A durch Multiplikation einer Zeile mit c ∈ R, so det(A ′) = c det(A).
• Entsteht A ′ durch Vertauschen von zwei Zeilen in A, so gilt det(A ′) = − det(A).
• Entsteht A ′ aus A, indem man ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile
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addiert, so gilt det(A ′) = det(A).
Mit der Zeilen/Spalten-Symmetrie von det gelten analoge Regeln auch für Spalten.

Die erste Regel ist ein Spezialfall von (D1); die zweite Regel ist (D2’). Zur dritten Regel:
Seien i ̸= j und c ∈ R so, dass A ′ dadurch entsteht, dass man das c-Fache der j-ten Zeile
in A zur i-ten Zeile addiert. Dann ist A ′ = Iij(c) ·A, wobei Iij(c) eine Elementarmatrix wie
in Kapitel III, Satz 12.4, ist. Mit der Produktregel folgt det(A ′) = det(Iij(c)) det(A); weil
Iij(c) eine Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen ist, gilt det(Iij(c)) = 1.

(b) Sei R = K ein Körper und A ∈ Mn(K). Mit dem Gauß-Verfahren (also einer Folge von
elementaren Umformungen wie oben) erhalten wir A→ A ′ ∈Mn(K), wobei A ′ in Stufenform
ist. Die obigen Formeln ergeben dann eine Konstante 0 ̸= c ∈ K mit det(A) = c det(A ′);
Beachte: Gibt es < n Stufen, so ist det(A ′) = 0; andernfalls ist A ′ = In und det(A ′) = 1.

Beispiel 23.6. Seien x1, . . . , xn ∈ R. Dann betrachte die Vandermonde-Matrix

V(x1, . . . , xn) :=


1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12
...

...
...

...
1 xn x2n . . . xn−1n

 ∈Mn(R).

In Kapitel III, Beispiel 13.6, haben wir gesehen, dass V(x1, . . . , xn) invertierbar ist, wenn
R = K ein Körper ist und die xi paarweise verschieden sind. Wir behaupten nun:

det
(
V(x1, . . . , xn)

)
=

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi).

Dazu wenden wir geschickt elementare Zeilenumformungen auf die transponierte Matrix
V(x1, . . . , xn)

tr an: Ziehe zuerst das x1-Fache der (n − 1)-ten Zeile von der n-ten Zeile ab,
dann das x1-Fache der (n− 2)-ten Zeile von der (n− 1)-ten Zeile und so fort. Dann ist

det
(
V(x1, . . . , xn)

)
= det

(
V(x1, . . . , xn)

tr) = det
(


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x21 x22 . . . x2n...

...
...

xn−21 xn−22 . . . xn−2n

xn−11 xn−12 . . . xn−1n


)

= det
(

1 1 . . . 1
0 x2−x1 . . . xn−x1
0 x2(x2−x1) . . . xn(xn−x1)
...

...
...

0 xn−22 (x2−x1) . . . x
n−2
n (xn−x1)


)
= det

(
x2−x1 . . . xn−x1

x2(x2−x1) . . . xn(xn−x1)
...

...
xn−22 (x2−x1) . . . x

n−2
n (xn−x1)

),
wobei im letzten Schritt Satz 23.4 angewandt wurde. In der letzten Matrix (die nur noch n−1
Zeilen und Spalten hat) können wir den Faktor x2 − x1 aus der ersten Spalte herausziehen,
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dann den Faktor x3 − x1 aus der zweiten Spalte und so fort bis zum Faktor xn − x1 in der
letzten Spalte. Damit erhalten wir

det
(
V(x1, . . . , xn)

)
= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1) det

(
1 1 . . . 1
x2 x3 . . . xn
...

...
...

xn−22 xn−23 . . . xn−2n

).

Die Matrix auf der rechten Seite ist nun eine (transponierte) Vandermonde-Matrix der Größe
(n− 1)× (n− 1). Also folgt die Behauptung mit vollständiger Induktion nach n (wobei der
Induktionsanfang n = 1 einfach durch det(V(x1)) = 1 gegeben ist).

24. Laplace-Entwicklung und der Satz von Cayley–Hamilton

Schließlich kommen wir noch zu einer rekursiven Formel zur Berechnung von Determinanten.
Sei dazu n ⩾ 2 und A = [aij]1⩽i,j⩽n ∈ Mn(R). Seien 1 ⩽ k, l ⩽ n fest. Dann sei Akl ∈
Mn−1(R) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die k-Zeile und l-te Spalte streicht, also

Akl =



a1,1 . . . a1,l−1 a1,l+1 . . . a1,n
...

...
...

...
ak−1,1 . . . ak−1,l−1 ak−1,l+1 . . . ak−1,n

ak+1,1 . . . ak+1,l−1 ak+1,l+1 . . . ak+1,n
...

...
...

...
an,1 . . . an,l−1 an,l+1 . . . an,n


∈Mn−1(R).

Wir definieren dann eine neue Matrix Ã = [ãkl]1⩽k,l⩽n ∈Mn(R) durch

ãkl := (−1)k+l det(Alk) für 1 ⩽ k, l ⩽ n.

Diese Matrix Ã heißt auch die Adjunkte zu A (englisch: “adjugate” oder “adjunct”) und
wird manchmal mit adj(A) bezeichnet. Der folgende Satz zeigt, dass man det(A) rekursiv
mit Hilfe der Einträge der Adjunkten berechnen kann.

Satz 24.1 (Laplace-Entwicklung). Mit obigen Bezeichnungen gilt A · Ã = Ã ·A = det(A)In,
wobei Ã = adj(A) die Adjunkte zu A ist. Insbesondere erhält man damit:

det(A) =
n∑
l=1

(−1)k+lakl det(Akl) und det(A) =
n∑
k=1

(−1)k+lakl det(Akl)

(Entwicklung nach der k-ten Zeile) (Entwicklung nach der l-ten Spalte).

Beweis. Seien a1, . . . , an ∈ R1×n die Zeilen von A. Für 1 ⩽ l ⩽ n sei el ∈ R1×n der l-te
Zeilen-Standardvektor; es gilt dann also aj =

∑n
l=1 ajlel für 1 ⩽ j ⩽ n. Für 1 ⩽ k, l ⩽ n sei
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Bkl ∈Mn(R) die Matrix mit Zeilen a1, . . . , ak−1, el, ak+1, . . . , an, also

Bkl =



a1,1 . . . a1,l−1 a1,l a1,l+1 . . . a1,n
...

...
...

...
...

ak−1,1 . . . ak−1,l−1 ak−1,l ak−1,l+1 . . . ak−1,n
0 . . . 0 1 0 . . . 0

ak+1,1 . . . ak+1,l−1 ak+1,l ak+1,l+1 . . . ak+1,n
...

...
...

...
...

an,1 . . . an,l−1 an,l an,l+1 . . . an,n


∈Mn(R).

Wenden wir nacheinander die k − 1 Transpositionen τk−1,k, τk−2,k−1, . . . , τ1,2 auf die Zeilen
von Bkl an, so wird einfach die k-te Zeile (die aus el besteht) in die erste Zeile nach oben
versetzt. Wendet man anschließend die l − 1 Transpositionen τl−1,l, τl−2,l−1, . . . , τ12 auf die
Spalten an, so erhält man am Ende die Matrix

1 0 . . . 0 0 . . . 0

a1,l a1,1 . . . a1,l−1 a1,l+1 . . . a1,n
...

...
...

...
...

ak−1,l ak−1,1 . . . ak−1,l−1 ak−1,l+1 . . . ak−1,n
ak+1,l ak+1,1 . . . ak+1,l−1 ak+1,l+1 . . . ak+1,n

...
...

...
...

...
an,l an,1 . . . an,l−1 an,l+1 . . . ann


=


1 0 . . . 0

∗
... Akl

∗

 ∈Mn(R).

Mit den obigen Regeln zur Berechnung von Determinanten folgt
det(Bkl) = (−1)k−1(−1)l−1 det(Akl) = (−1)k+l det(Akl) = ãlk.

Damit können wir nun wie folgt argumentieren. Sei 1 ⩽ j ⩽ n und C ∈ Mn(R) die Matrix
mit Zeilen a1, . . . , ak−1, aj, ak+1, . . . , an. Weil det linear in der k-ten Zeile ist, gilt

det(C) = det
(
a1, . . . , ak−1, aj, ak+1, . . . , an) = det

(
a1, . . . , ak−1,

n∑
l=1

ajlel, ak+1, . . . , an)

=

n∑
l=1

ajl det(a1, . . . , ak−1, el, ak+1, . . . , an) =
n∑
l=1

ajl det(Bkl)

=

n∑
l=1

(−1)k+lajl det(Akl) =
n∑
l=1

ajlãlk = (A · Ã)jk.

Ist j ̸= k, so sind zwei Zeilen von C gleich, also det(C) = 0. Ist j = k, so ist C = A. Also:
n∑
l=1

ajlãlk =

{
det(A) falls j = k,
0 falls j ̸= k,

d.h., es gilt A · Ã = det(A)In. Insbesondere gilt damit die Formel zur Entwicklung nach
der k-ten Zeile. — Nun beachte: Die Gleichheit A · adj(A) = det(A)In gilt für alle Matrizen
A ∈ Mn(K), also auch für die Matrix Atr und damit Atr · adj(Atr) = det(Atr)In. Jetzt
beachte noch det(Atr) = det(A) und adj(Atr) =

(
adj(A)

)tr. Transponieren wir die Gleichung
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Atr·adj(Atr) = det(Atr)In, so folgt also auch adj(A)·A = det(A)In, und dies ergibt schließlich
die Formel zur Entwicklung nach der l-ten Spalte von A. □

Beispiel Entwicklung nach der 1. Spalte bzw. 3. Zeile:

det
(2 1 3

4 2 5

1 6 9

) = 2 · det
([2 5

6 9

])
− 4 · det

([1 3

6 9

])
+ 1 · det

([1 3

2 5

])
= 2 · (18− 30) − 4 · (9− 18) + 1 · (5− 6) = 11,

oder (3. Zeile) = 1 · det
([1 3

2 5

])
− 6 · det

([2 3

4 5

])
+ 9 · det

([2 1

4 2

])
= 1 · (5− 6) − 6 · (10− 12) + 9 · (4− 4) = 11.

In manchen Büchern wird die Formel aus der Laplace-Entwicklung als Definition der Deter-
minante benutzt. (Dann muss man am Ende zeigen, dass auch die Leibniz-Formel gilt.)

Folgerung 24.2. Sei R = K ein Körper und A ∈Mn(K). Genau dann ist A invertrierbar,
wenn det(A) ̸= 0 gilt. Ist det(A) ̸= 0, so ist A−1 = det(A)−1Ã und det(A−1) = det(A)−1.

Beweis. Sei A invertierbar. Mit der Produkregel folgt det(A) det(A−1) = det(A · A−1) =

det(In) = 1 und damit det(A) ̸= 0 und det(A−1) = det(A)−1. Sei nun det(A) ̸= 0 und setze
B := det(A)−1Ã. Nach Satz 24.1 gilt A · B = In, also B = A−1. □

Sei weiterhin K ein Körper. Wie in §21 definieren wir für eine Matrix A ∈ Mn(K) das
charakteristische Polynom χA := det(A− XIn) ∈ K[X]. Wir haben bereits gesehen:

χA ̸= 0, Grad(χA) = n und der Leitkoeffizient von χA ist gleich (−1)n.
Mit den obigen Ergebnissen können wir nun weitere Eigenschaften zeigen.

Lemma 24.3. Sind A,B ∈ Mn(K) ähnlich (d.h., es gibt T ∈ Mn(K) invertierbar mit B =

T−1·A·T), so gilt χA = χB, also auch det(A) = det(B) und Spur(A) = Spur(B).

Beweis. Es gilt T−1·(A−XIn)·T = T−1·A·T −XT−1·T = B−XIn. Mit der Produktregel folgt:
χB = det

(
T−1·(A−XIn)·T

)
= det(T−1)∗χA ∗det(T) = det(T−1·T)∗χA = det(In)∗χA = χA.

Nach Lemma 21.11 und Lemma 21.12 kommen Spur(A) und det(A) als Koeffizienten von χA
vor; eine analoge Aussage gilt auch für Spur(B) und det(B). Aus χA = χB folgt also insbe-
sondere det(A) = det(B) und Spur(A) = Spur(B). □

Die folgende Aussage liefert eine neue Charakterisierung von Eigenwerten: Die Eigenwerte
von A ∈Mn(K) sind genau die Nullstellen von χA ∈ K[X].

Lemma 24.4. Sei λ ∈ K. Dann gilt:
λ Eigenwert von A ⇔ A− λIn nicht invertierbar ⇔ χA(λ) = det(A− λIn) = 0.
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Beweis. Für die erste Äquivalenz siehe Kapitel III, Bemerkung 14.1. Nach Lemma 21.11 gilt
χA(λ) = det(A− λIn). Die zweite Äquivalenz folgt also sofort aus Folgerung 24.2. □

Der folgende Satz ist eine berühmte Aussage der Matrix-Theorie.

Satz 24.5 (Cayley–Hamilton 1853/58). Für eine Matrix A ∈ Mn(K) gilt χA(A) = 0n×n;
insbesondere ist µA | χA (siehe Kapitel III, Folgerung 15.4) und Grad(µA) ⩽ n.

Für 2× 2 Matrizen kann man dies direkt nachrechnen; für A =

[
a b

c d

]
∈M2(K) gilt

χA = det
([
a− X b

c d− X

])
= X2 − (a+ d)X+ ad− bc = X2 − Spur(A)X+ det(A).

Damit erhalten wir χA(A) = A2 − (a+ b)A+ (ad− bc)I2 = . . . = 02×2.
Für den allgemeinen Fall braucht man einen ziemlich cleveren “Trick”.

Beweis. (Frobenius 1878) Sei F = [fij]1⩽i,j⩽n = A − XIn ∈ Mn

(
K[X]

)
und χA = det(F). Mit

Laplace–Entwicklung gilt dann F · adj(F) = det(F)In; mit adj(F) = [f̃ij] ∈Mn

(
K[X]

)
also:

n∑
l=1

f̃lj ∗ fil =
n∑
l=1

fil ∗ f̃lj =
(
F · adj(F)

)
ij
=

{
χA falls i = j,
0 falls i ̸= j.

(Für die erste Gleichheit haben wir nur die Reihenfolge der Faktoren f̃lj und fil getauscht.)

Wir setzen A ein und erhalten:
n∑
l=1

f̃lj(A) · fil(A) =

{
χA(A) falls i = j,
0n×n falls i ̸= j.

Für 1 ⩽ i ⩽ n sei ei ∈ Kn der i-te Standard-Basisvektor. Für festes 1 ⩽ j ⩽ n gilt dann

χA(A) · ej =
n∑
i=1

( n∑
l=1

f̃lj(A) · fil(A)︸ ︷︷ ︸
=0n×n falls i ̸= j

)
· ei =

n∑
i=1

n∑
l=1

f̃lj(A) ·
(
fil(A) · ei

)

=

n∑
l=1

n∑
i=1

f̃lj(A) ·
(
fil(A) · ei

)
=

n∑
l=1

f̃lj(A) ·
( n∑
i=1

fil(A) · ei
)
.

Betrachten wir die letzte Summe. Für i = l ist fll = all − X also fll(A) · el = allel −A · el.
Für i ̸= l ist fil = ail also fil(A) · ei = ailei. Damit erhalten wir

n∑
i=1

fil(A) · ei = (allel −A · el) +
∑

1⩽i⩽n,i ̸=l

ailei =
( n∑
i=1

ailei

)
−A · el = 0n

(weil A · el genau die l-te Spalte von A ist). Also ist χA(A) · ej = 0n für 1 ⩽ j ⩽ n. Damit
sind alle Spalten von χA(A) gleich 0n, also χA(A) = 0n×n. □

Beispiel 24.6. Sei K ein Körper, d ∈ N und f ∈ K[X] ein beliebiges normiertes Polynom
mit Grad(f) = d; also f = a0 + a1X+ . . .+ adX

d ∈ K[X] mit ai ∈ K, wobei ad = 1. Dann ist
die (Frobenius-)Begleitmatrix zu f definiert als
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Af :=


0 0 . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1
0 1 . . . 0 −a2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 −ad−1

 ∈Md(K)

Sind e1, . . . , ed die Vektoren der Standardbasis von Kd, so gilt also
(∗) Af · ed = −(a0e1 + a1e2 + . . .+ ad−1ed) und Af · ei = ei+1 für 1 ⩽ i ⩽ d− 1.

Was ist das charakteristische Polynom χAf
? Es ist eine gute Übungsaufgabe, direkt die

Determinante von Af−XId ∈Md(K[X]) zu berechnen (mit geschickten Zeilen- und Spalten-
umformungen, so ähnlich wie in Beispiel 23.6.) Das Ergebnis ist jedenfalls χAf

= (−1)df.
Etwas später in Beispiel 27.2(b) werden wir dies noch auf eine völlig andere Weise sehen.

25. Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Selbststudium)

In Kapitel II, Abschnitt 10, haben wir den Fundamentalsatz der Algebra formuliert:

Sei n ∈ N und 0 ̸= f ∈ C[X] ein Polynom mit Grad(f) = n. Dann zerfällt f in Linearfaktoren
über C, d.h., es gibt a, z1, . . . , zn ∈ C mit a ̸= 0 und f = a(X− z1) ∗ (X− z2) ∗ . . . ∗ (X− zn).
Insbesondere hat jedes nicht-konstante Polynom f ∈ C[X] eine Nullstelle in C.

Um diesen Satz zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass jedes nicht-konstante f ∈ C[X] eine
Nullstelle in C hat. Denn ist f(z) = 0 für ein z ∈ C, so ist f = (X − z) ∗ f1 mit Grad(f1) =
Grad(f1) − 1 und wir können mit f1 fortfahren. Weiterhin können wir annehmen, dass f
normiert ist. (Denn die Nullstellen eines Polynoms ändern sich nicht, wenn wir das Polynom
normieren, also mit einer Konstante ungleich 0 multiplizieren).
Startpunkt für viele Beweise ist die folgende Aussage, die den Zwischenwertsatz der reellen
Analysis benutzt (der sicherlich in der Vorlesung Analysis 1 behandelt wurde).

Lemma 25.1. Sei f ∈ R[X] nicht-konstant mit 2 ∤ Grad(f). Dann hat f eine Nullstelle in R.

Beweis. Wir können annehmen, dass f normiert ist. Sei ḟ : R → R die durch f definierte
Polynomfunktion; diese ist stetig. Da Grad(f) ungerade (und f normiert) ist, gilt lim

x→+∞ ḟ(x) =
+∞ und lim

x→−∞ ḟ(x) = −∞. Also gibt es auch a < b in R mit ḟ(a) < 0 und ḟ(b) > 0. Nach

dem Zwischenwertsatz hat ḟ auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] eine Nullstelle. □

Die Kunst besteht anschließend darin, allein aus obiger Aussage die Existenz von komple-
xen Nullstellen für beliebige nicht-konstante Polynome f ∈ C[X] herzuleiten. Wir wollen
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hier einen Beweis geben, der nur mit Methoden der Linearen Algebra auskommt (also linea-
ren Abbildungen, Determinanten, Eigenwerten, etc.)1. Zunächst einige allgemeine Aussagen,
die über beliebigen Körpern K gelten. Wir haben bisher Eigenwerte und Eigenvektoren für
Matrizen definiert. Das geht natürlich auch etwas allgemeiner für Endomorphismen.

Bemerkung 25.2. Sei V ein beliebiger Vektorraum über einem Körper K. Sei φ ∈ End(V),
also φ : V → V eine lineare Abbildung. Ein Vektor v ∈ V heißt Eigenvektor von φ, wenn
v ̸= 0V gilt und es ein λ ∈ K gibt mit φ(v) = λv; in diesem Fall heißt λ der zu v gehörige
Eigenwert. Sei nun 1 ⩽ dimV <∞. Ist B eine Basis von V und A =MB(φ) ∈Mn(K) die
darstellende Matrix von φ bezüglich B, so sieht man sofort mit Kapitel IV, Lemma 20.2,
dass x :=MB(v) ∈ Kn ein Eigenvektor von A ist mit Eigenwert λ (und umgekehrt). Um die
Eigenwerte von φ zu bestimmen, wählt man also eine Basis B von V , stellt A = MB(φ) ∈
Mn(K) auf, und bestimmt schließlich die Eigenwerte von A.

Lemma 25.3. Sei K ein Körper und n ∈ N. Die folgenden beiden Aussagen sind äquivalent.

(a) Jedes nicht-konstante normierte f ∈ K[X] mit Grad(f) = n hat eine Nullstelle in K.
(b) Jeder Endomorphismus φ ∈ End(V), wobei V ein K-Vektorraum mit n = dimV ist,

besitzt einen Eigenwert in K (d.h., es gibt ein 0V ̸= v ∈ V und λ ∈ K mit φ(v) = λv).

Beweis. “(a) ⇒ (b)” Sei B eine Basis von V und A := MB(φ) ∈ Mn(K) die darstellende
Matrix von φ. Sei χA ∈ K[X] das charakteristische Polynom von A. Dann ist χA = (−1)nf

wobei f ∈ K[X] normiert ist mit Grad(f) = n (siehe §24). Nach (a) hat f eine Nullstelle
λ ∈ K. Dann ist λ ein Eigenwert von A, also auch von φ (siehe Bemerkung 25.2).
“(b) ⇒ (a)” Sei f ∈ K[X] nicht-konstant, normiert mit n := Grad(f). Sei A = Af ∈ Mn(K)

die zugehörige Begleitmatrix (siehe Beispiel 24.6); es gilt χA = (−1)nf. Sei φA : Kn → Kn die
durch A definierte lineare Abbildung. Nach (b) hat φA einen Eigenwert, d.h., es gibt eine
Nullstelle von f = (−1)nχA in K. □

Wir beschreiben nun eine allgemeine Konstruktion, mit der man aus einer gegebenen Matrix
zwei neue Endomorphismen erhält. (Dies ist der entscheidende Trick von Derksens Beweis.)

Beispiel 25.4. Sei K ein Körper und Symn(K) := {S ∈ Mn(K) | Str = S} die Menge aller
symmetrischen Matrizen. Dies ist ein Teilraum von Mn(K) mit dim Symn(K) = n(n + 1)/2

(Beweis Übung oder selbst). Sei nun eine beliebige Matrix A ∈Mn(K) gegeben. Setze:

φ1(S) := A · S+ S ·Atr ∈Mn(K) und φ2(S) := A · S ·Atr ∈Mn(K)

1Dies beruht auf dem Artikel: H. DERKSEN, The Fundamental Theorem of Algebra and Linear Algebra,

Amer. Math. Monthly 110, No. 7 (2003), 620–623.
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für S ∈ Mn(K). Man sieht sofort, dass φ1, φ2 linear sind. Mit den üblichen Regeln für
das Transponieren von Matrizen sieht man außerdem sehr leicht, dass für S ∈ Symn(K)

auch die Matrizen φ1(S) und φ2(S) wieder symmetrisch sind. Also erhalten wir φ1, φ2 ∈
End

(
Symn(K)

)
. Weiterhin gilt φ1 ◦φ2 = φ2 ◦φ1, denn

(φ1 ◦φ2)(S) = φ1
(
A · S ·Atr

)
= A · (A · S ·Atr) + (A · S ·Atr) ·Atr,

(φ2 ◦φ1)(S) = φ2
(
A · S+ S ·Atr

)
= A · (A · S+ S ·Atr) ·Atr,

und die beiden rechten Seiten sind gleich.

Bemerkung 25.5. Sei V ein K-Vektorraum. Seien φ1, φ2 ∈ End(V) gegeben mit φ1 ◦φ2 =
φ2 ◦φ1. Dann gilt φ2(Kern(φ1)) ⊆ Kern(φ1) und φ2(Bild(φ1)) ⊆ Bild(φ1).
Dazu: Ist v ∈ Kern(φ1), so ist φ1(v) = 0V und damit φ1(φ2(v)) = φ2(φ1(v)) = 0V , also
auch φ2(v) ∈ Kern(φ1). Ist w ∈ Bild(φ1), so ist w = φ1(v) für ein v ∈ V und damit
φ2(w) = φ2(φ1(v)) = φ1(φ2(v)) ∈ Bild(φ1).

Lemma 25.6. Seien A ∈Mn(K) und φ1, φ2 ∈ End
(
Symn(K)

)
wie in Beispiel 25.4. Nehmen

wir an, es gibt einen gemeinsamen Eigenvektor für φ1 und φ2 in Symn(K). Dann gibt es
eine Matrix 0n×n ̸= S ∈ Symn(K) und λ, µ ∈ K mit (A2 − λA+ µIn) · S = 0n×n.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein 0n×n ̸= S ∈ Symn(K) und λ, µ ∈ K mit φ1(S) = λS
und φ2(S) = µS. Dann gilt A · S + S · Atr = λS und A · S · Atr = µS. Multiplikation der
ersten Gleichung mit A von links ergibt A2 · S + A · S · Atr = λA · S. Durch Einsetzen von
A · S ·Atr = µS erhalten wir A2 · S+µS = λA · S und damit (A2− λA+µIn) · S = 0n×n. □

Betrachte nun folgende Aussage für m ∈ N, m ⩾ 2:

P(K,m) :
Jedes nicht-konstante, normierte f ∈ K[X]
mit m ∤ Grad(f) hat eine Nullstelle in K.

Zum Beispiel ist Lemma 25.1 gerade die Aussage P(R, 2).

Lemma 25.7. Es gelte P(K,m) für ein m ∈ N, m ⩾ 2. Seien V ein K-Vektorraum und
φ1, φ2 ∈ End(V) mit φ1 ◦φ2 = φ2 ◦φ1. Ist m ∤ dimV <∞, so gibt es einen gemeinsamen
Eigenvektor in V für φ1 und φ2.

Beweis. Wir gehen mit vollständiger Induktion nach dimV vor. Ist dimV = 1, so ist nichts zu
zeigen. (Jedes 0V ̸= v ∈ V ist gemeinsamer Eigenvektor von φ1 und φ2.) Sei nun dimV > 1.
Ist m | dimV , so ist nichts zu zeigen. Sei also m ∤ dimV . Da P(K,m) gilt, gibt es nach
Lemma 25.3 (“(a) ⇒ (b)”) einen Eigenwert λ ∈ K von φ1. Setze φ := φ1 − λ idV ∈ End(V)
sowie U := Kern(φ) undW := Bild(φ). Beachte: Für i = 1, 2 gilt dann auch φ◦φi = φi◦φ,
also jeweils φi(U) ⊆ U und φi(W) ⊆ W nach Bemerkung 25.5. Durch Einschränkung
erhalten wir also Endomorphismen φi|U ∈ End(U) und φi|W ∈ End(W), die für i = 1, 2
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jeweils wieder vertauschbar sind. Nun gilt nach dem Kern-Bild-Dimensionssatz dimV =

dimU + dimW. Wegen m ∤ dimV ist also m ∤ dimU oder m ∤ dimW. Sei 0V ̸= v ∈ V ein
zu λ gehöriger Eigenvektor von φ1. Dann ist φ(v) = 0V , also v ∈ U und damit dimU > 0.
Wegen dimV = dimU+ dimW ist also stets dimW < dimV . Dies führt zu den drei Fällen:

1) dimU = dimV , W = {0V }.
2) dimU < dimV , dimW < dimV und m ∤ dimU.
3) dimU < dimV , dimW < dimV und m ∤ dimW.

Im Fall 1) ist Kern(φ) = V , also φ1 = λidV . Da P(K,m) gilt, gibt es nach Lemma 25.3
einen Eigenwert von φ2 in K. Sei 0V ̸= w ∈ V ein zugehöriger Eigenvektor von φ2. Dann ist
automatisch auch φ1(w) = λw; also ist w ein gemeinsamer Eigenvektor von φ1 und φ2.
Im Fall 2) können wir Induktion auf φ1|U und φ2|U anwenden; es gibt also einen gemeinsamen
Eigenvektor von φ1|U und φ2|U, und dieser ist natürlich auch ein gemeinsamer Eigenvektor
von φ1 und φ2. Der Fall 3) geht analog mit φ1|W und φ2|W. □

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir nun den ersten Fortschritt gegenüber Lemma 25.1.
Zunächst noch eine Bezeichnung: Ist g ∈ C[X] beliebig, so sei g ∈ C[X] das Polynom, das
entsteht, wenn man komplexe Konjugation auf alle Koeffizienten von g anwendet. Man sieht
sofort: g(z) = g(z) für alle z ∈ C; außerdem g1 ∗ g2 = g1 ∗ g2 für alle g1, g2 ∈ C[X].

Lemma 25.8. Sei f ∈ C[X] nicht-konstant mit 2 ∤ Grad(f). Dann hat f eine Nullstelle in C.

Beweis. (Der folgende Beweis ist etwas anders als im Artikel von Derksen.) Wir können
annehmen, dass f normiert ist. Sei n := Grad(f) ⩾ 1 und g := f∗f ∈ C[X] mit Grad(g) = 2n,
wobei n ungerade ist. Mit obigen Regeln folgt g = f ∗ f = f ∗ f = f ∗ f = g, also g ∈ R[X].

Wir zeigen zuerst, dass g eine Nullstelle in C besitzt. Sei A = Ag ∈M2n(R) die Begleitmatrix
von g. Wir bilden φ1, φ2 ∈ End

(
Sym2n(R)

)
wie in Beispiel 25.4. Nun ist dim Sym2n(R) =

2n(2n+ 1)/2 = n(2n+ 1) ungerade. Da die Aussage P(R, 2) gilt, gibt es nach Lemma 25.7
einen gemeinsamen Eigenvektor von φ1 und φ2 in Sym2n(R). Damit ist die Voraussetzung
von Lemma 25.6 erfüllt. Es gibt also eine Matrix 0n×n ̸= S ∈ Symn(R) und λ, µ ∈ R mit
(A2 − λA + µIn) · S = 0n×n. Mit der üblichen Lösungsformel für quadratische Gleichungen
(Stichwort: quadratische Ergänzung) gibt es z1, z2 ∈ C mit X2−λX+µ = (X−z1)∗(X−z2) ∈
C[X]. Dann gilt auch (A−z1In) ·(A−z2In) ·S = 0n×n, nun inMn(C). Wäre det(A−ziIn) ̸= 0
für i = 1, 2, so wären A − ziIn invertierbar für i = 1, 2 und damit S = 0n×n, Widerspruch.
Also ist det(A − zIn) = 0 für ein z ∈ {z1, z2} und damit z ein Eigenwert von A, d.h., z ∈ C
ist eine Nullstelle von g = (−1)nχA.

Nun ist 0 = g(z) = (f ∗ f)(z) = f(z)f(z). Also folgt f(z) = 0 oder f(z) = 0; im letzteren Fall
ist auch f(z) = f(z) = 0. Also hat f auf jeden Fall eine Nullstelle in C. □
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Satz 25.9. Die Aussage P(C, 2d) gilt für alle d ∈ N. Insbesondere folgt der Fundamentalsatz
der Algebra.

Beweis. Wir benutzen eine vollständige Induktion nach d. Der Induktionsanfang d = 1 ist
genau die Aussage von Lemma 25.8. Sei nun d ⩾ 1 und nehmen wir an, dass P(C, 2d) bereits
gezeigt sei. Sei f ∈ C[X] nicht-konstant, normiert mit 2d+1 ∤ n := Grad(f). Wir müssen
zeigen, dass f eine Nullstelle in C hat. Dazu: Es gilt n = 2eñ mit 0 ⩽ e ⩽ d und ñ ⩾ 1
ungerade. Für e = 0 ist n = ñ ungerade, also wissen wir bereits nach Lemma 25.8, dass f
eine Nullstelle in C hat. Wir können also 1 ⩽ e ⩽ d annehmen. Sei A = Af ∈ Mn(C) die
Begleitmatrix zu f. Wir bilden φ1, φ2 ∈ End

(
Symn(C)

)
wie in Beispiel 25.4. Nun ist

dim Symn(C) = n(n+ 1)/2 = 2e−1ñ(2eñ+ 1).
Wegen 1 ⩽ e ⩽ d ist also 2d ∤ dim Symn(C). Da P(C, 2d) gilt, gibt es nach Lemma 25.7
einen gemeinsamen Eigenvektor von φ1 und φ2 in Symn(C). Nach Lemma 25.6 gibt es eine
Matrix 0n×n ̸= S ∈ Symn(C) und λ, µ ∈ C mit (A2 − λA+ µIn) · S = 0n×n. Nach Kapitel II,
Bemerkung 10.3, gibt es z1, z2 ∈ C mit X2−λX+µ = (X−z1)∗(X−z2) ∈ C[X]. Wie im obigen
Beweis folgt, dass z1 oder z2 eine Nullstelle von f = (−1)nχA ist. Damit gilt P(C, 2d+1).

Zum Fundamentalsatz: Sei 0 ̸= f ∈ C[X] normiert, mit n := Grad(f) ⩾ 1. Dann gibt es ein
d ∈ N mit 2d ∤ n. Da P(C, 2d) gilt, hat also hat f eine Nullstelle in C. □

Wir halten noch die folgende Konsequenz für Polynome in R[X] fest: Man kann diese stets
in Faktoren vom Grad 1 oder 2 zerlegen.

Lemma 25.10. Sei f ∈ R[X] nicht-konstant und normiert. Dann gibt es αi, βi ∈ R mit
4βi > α

2
i (für 1 ⩽ i ⩽ r) und γj ∈ R (für 1 ⩽ j ⩽ s) mit 2r+ s = Grad(f) und

f = (X2 + α1X+ β1) ∗ . . . ∗ (X2 + αrX+ βr) ∗ (X− γ1) ∗ . . . (X− γs).

Beweis. Wir benutzen vollständige Induktion nach n = Grad(f) ⩾ 1. Ist n = 1, so ist nichts
zu zeigen. Sei nun n ⩾ 2. Nach Satz 25.9 gibt es eine Nullstelle λ ∈ C; es folgt f = (X−λ)∗g1
mit g1 ∈ C[X]. Ist λ ∈ R, so ist auch g1 ∈ R[X] und nach Induktion hat g1 eine Faktorisierung
wie gewünscht. Sei nun λ ∈ C \R. Wegen f = f folgt 0 = f(λ) = f(λ) = f(λ) = (λ− λ)g1(λ).
Wegen λ ̸= λ folgt g1(λ) = 0 und damit g1 = (X − λ) ∗ g2 mit g2 ∈ C[X]. Insgesamt ergibt
dies f = f1 ∗ g2 mit f1 := (X − λ) ∗ (X − λ) = X2 + αX + β, wobei α = −(λ + λ) ∈ R und
β = λλ ∈ R. (Beachte: Weil f1 = X2+αX+β ∈ R[X] keine reelle Nullstelle hat, ist 4β > α2.)
Nun ist f1 ∗ g2 = f = f = f1 ∗ g2 = f1 ∗ g2. Mit Kürzen von f1 folgt g2 = g2 ∈ R[X], und wir
können wieder Induktion auf g2 anwenden. □
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Ab hier Woche 4
Kapitel VI: Normalformen von Matrizen

Am Ende des ersten Semesters haben wir das Normalformen-Problem für Matrizen über
einem Körper K formuliert: Ist A ∈ Mn(K) gegeben, so wird eine invertierbare Matrix T ∈
Mn(K) gesucht, so dass A ′ := T−1·A·T eine “möglichst einfache” Gestalt besitzt. Dort wurde
auch bereits der Spezialfall der “diagonalisierbaren” Matrizen behandelt. Nun ist allerdings
nicht jede Matrix diagonalisierbar; Beispiele für n = 2:

A =

[
0 1
0 0

]
(K beliebig) und A =

[
0 −1
1 0

]
(K = Q oder R).

Die erste Matrix hat 0 als einzigen Eigenwert, aber der Eigenraum ist 1-dimensional und A
damit nicht diagonalisierbar; die zweite Matrix hat charakteristisches Polynom χA = X2+ 1,
also gibt es überhaupt keine Eigenwerte. (Zur Erinnerung: A ist diagonalisierbar genau dann,
wenn es eine Basis von Kn gibt, die aus Eigenvektoren von A besteht.) Ziel dieses Kapitels ist
es, auch für derartige Fälle eine Lösung des Normalformen-Problems zu entwickeln. Dies zer-
fällt in zwei größere Teil-Probleme: Einerseits der Fall, in dem χA in Linearfaktoren zerfällt,
und andererseits der allgemeine Fall (ohne irgendwelche Voraussetzungen an χA).

26. Zerfallende Polynome und zerfallende Matrizen

Bevor wir zu Normalformen kommen, stellen wir noch einige weitere Aussagen zu Polynomen
bereit, die auch von allgemeinem Interesse sind. In Kapitel IV, §20, haben wir bereits den
Begriff eines zerfallenden Polynoms in K[X] definiert. Zur Erinnerung: Sei 0 ̸= f ∈ K[X] mit
d := Grad(f) ⩾ 0. Wir bezeichnen mit Z(f) := {λ ∈ K | f(λ) = 0} die Menge der Nullstellen
von f. Dann heißt f ein zerfallendes Polynom, wenn es 0 ̸= c ∈ K und z1, . . . , zd ∈ K gibt
mit f = c(X − z1) ∗ . . . ∗ (X − zd). (Es gilt also Z(f) = {z1, . . . , zd}, aber die zi müssen hier
nicht verschieden sein; für d = 0 ist f = c ∈ K konstant und wird als zerfallend deklariert.)

Lemma 26.1. Sei 0 ̸= f ∈ K[X] und f = g ∗h mit g, h ∈ K[X]. Ist f zerfallend, so sind auch
g und h zerfallend.

Beweis. (Vollständige Induktion nach d := Grad(f) ⩾ 0.) Ist d = 0, so sind f, g, h konstant
und es ist nichts zu zeigen. Sei nun d ⩾ 1 und 0 ̸= f ∈ K[X] zerfallend mit d = Grad(f).
Schreibe f = c(X−z1)∗. . .∗(X−zd) wie oben. Dann ist 0 = f(z1) = g(z1)h(z1), also g(z1) = 0
oder h(z1) = 0. Nehmen wir an, es sei g(z1) = 0. Nach dem Horner-Schema ist g = (X−z1)∗g1
mit einem g1 ∈ K[X]. Andererseits ist f = (X−z1)∗f1 mit f1 := c(X−z2)∗. . .∗(X−zd). In der
Gleichung (X−z1)∗f1 = f = g∗h = (X−z1)∗g1∗h können wir auf beiden Seiten einen Faktor
X − z1 kürzen und erhalten f1 := g1 ∗ h. Nun ist f1 zerfallend mit Grad(f1) = d − 1 (nach



LAAG 2 23

Definition), also folgt mit Induktion, dass g1 und h zerfallend sind, also auch g = (X−z1)∗g1.
Das Argument ist analog für den Fall h(z1) = 0. □

Lemma 26.2. Gegeben seien 0 ̸= f ∈ K[X] und 0 ̸= g ∈ K[X]. Ist Z(f) ∩ Z(g) = ∅ und f
zerfallend, so gilt ggT(f, g) = 1.

Beweis. Sei h := ggT(f, g) und nehmen wir an, es sei Grad(h) ⩾ 1. Wegen h | f ist auch h
zerfallend (siehe Lemma 26.1). Sei λ ∈ K mit h(λ) = 0. Wegen h | f ist dann auch f(λ) = 0,
und ebenso folgt g(λ) = 0. Also ist λ ∈ Z(f) ∩ Z(g), Widerspruch. □

Sei 0 ̸= f ∈ K[X] beliebig. Für λ ∈ K sei mf(λ) das größte j ∈ N0 mit (X− λ)j | f. Dann heißt
mf(λ) die Vielfachheit von λ (als Nullstelle von f). Es gilt

λ ∈ Z(f) ⇔ mf(λ) ⩾ 1 ⇔ X− λ | f.
(Die erste Äquivalenz gilt nach Kapitel II, Bemerkung 9.10.) Ist λ ∈ Z(f), so gilt f =

(X− λ)mf(λ) ∗ g mit 0 ̸= g ∈ K[X] und g(λ) ̸= 0.

Sei nun 0 ̸= f ∈ K[X] zerfallend und Grad(f) ⩾ 1. Es gibt also 0 ̸= c ∈ K und z1, . . . , zd ∈ K
mit f = c(X−z1)∗. . .∗(X−zd), wobei d := Grad(f) ⩾ 1. Fassen wir gleiche Terme zusammen
und schreiben Z(f) = {λ1, . . . , λr} mit r ⩾ 1 (wobei die λi paarweise verschieden sind), so
erhalten wir eine Darstellung f = c(X− λ1)

l1 ∗ . . . ∗ (X− λr)
lr mit li ∈ N für alle i.

Satz 26.3. Sei f = c(X−λ1)l1 ∗ . . .∗ (X−λr)lr wie oben. Dann folgt automatisch li = mf(λi)

für 1 ⩽ i ⩽ r; d.h., die Exponenten li sind eindeutig bestimmt.

Beweis. Für jedes i ist (X−λi)li | f, also li ⩽ mf(λi). Annahme, es gibt ein i mit li < mf(λi).
Sei g ∈ K[X] das Produkt von c ∈ K und allen Faktoren (X − λj)

lj mit j ̸= i; dann ist
f = (X − λi)

li ∗ g und g(λi) ̸= 0. Wegen (X − λi)
mf(λi) | f ist auch f = (X − λi)

mf(λi) ∗ h mit
einem h ∈ K[X] und h(λi) ̸= 0. In der Gleichung (X−λi)

li ∗g = f = (X−λi)
mf(λi) ∗h können

wir (X− λi)
li auf beiden Seiten kürzen. Also ist g = (X− λi)

mf(λi)−li ∗ h. Wegen li < mf(λi)

ist λi eine Nullstelle der rechten Seite und damit auch g(λi) = 0, Widerspruch. □

Der obige Satz ist ein spezieller Fall einer viel stärkeren Aussage, die den Hauptsatz der
elementaren Arithmetik für natürliche Zahlen (siehe Kapitel I, §3) auf Polynome in K[X]
verallgemeinert. Dies wird in der Algebra-Vorlesung weiterbehandelt.

Folgerung 26.4. Sei 0 ̸= f ∈ K[X] zerfallend und g ∈ K[X] mit g | f. Schreiben wir f wie in
Satz 26.3, also f = c(X − λ1)

l1 ∗ . . . ∗ (X − λr)
lr, wobei 0 ̸= c ∈ K und li ∈ N für alle i, so

gilt g = c ′(X− λ1)
l ′1 ∗ . . . ∗ (X− λr)

l ′r mit 0 ̸= c ′ ∈ K und 0 ⩽ l ′i ⩽ li für alle i.

Beweis. Da f zerfallend ist, ist auch g zerfallend; siehe Lemma 26.1. Eine Nullstelle von g
ist auch eine Nullstelle von f, also gilt Z(g) ⊆ Z(f). Daher können wir schreiben g =
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c ′(X − λ1)
l ′1 ∗ . . . ∗ (X − λr)

l ′r mit 0 ̸= c ′ ∈ K und l ′i ⩾ 0 für i = 1, . . . , r. Für jedes i ist
(X− λi)

l ′i ein Teiler von g, also auch von f und damit l ′i ⩽ mf(λi) = li. □

Wir unternehmen nun erste Schritt hin zu einer allgemeinen “Normalform” von Matrizen.
Als Spezialfälle erhalten wir teilweise neue Beweise für die Kriterien zur Diagonalisierbarkeit
von Matrizen, die wir bereits am Ende des 1. Semesters diskutiert haben.

Bemerkung 26.5. Seien A,A1 ∈Mn(K) ähnliche Matrizen; es gibt also eine invertierbare
Matrix T ∈ Mn(K) mit A1 := T−1·A·T . Nach Lemma 24.3 gilt χA = χA1

. Eine analoge
Aussage gilt auch für die Minimalpolynome. Dazu: Zunächst gilt Ai1 = (T−1·A·T)i = T−1·Ai·T
für alle i ∈ N0 (siehe die Rechnung in Kapitel IV, Beispiel 20.8). Daraus folgt sofort f(A1) =
T−1·f(A)·T für alle f ∈ K[X], d.h., f(A), f(A1) sind ähnlich für alle f ∈ K[X]. Insbesondere
ist f(A1) = 0n×n ⇔ f(A) = 0n×n. Dies zeigt, dass µA = µA1

gilt.

Lemma 26.6 (Zerlegungslemma). Sei A ∈ Mn(K) und 0 ̸= f ∈ K[X] nicht-konstant mit
f(A) = 0n×n. Es gelte f = f1 ∗ f2 wobei 0 ̸= fi ∈ K[X] und ggT(f1, f2) = 1. Dann gibt es
eine invertierbare Matrix T ∈ Mn(K), so dass A ′ := T−1·A·T eine Blockdiagonalgestalt der
folgenden Form hat:

A ′ =

 A1 0l1×l2

0l2×l1 A2

 wobei n = l1 + l2, Ai ∈Mli(K) und fi(Ai) = 0li×li.

Beweis. Wir betrachten die Teilräume Ui := N
(
fi(A)

)
= {v ∈ Kn | fi(A) · v = 0n} ⊆ Kn für

i = 1, 2. Sei Bi eine Basis von Ui. Wir werden nun zeigen, dass B := B1∪B2 eine Basis von Kn

ist (wobei die Vereinigung disjunkt ist), und dass die Behauptung gilt mit der invertierbaren
Matrix T ∈Mn(K), deren Spalten durch die Vektoren in B gegeben sind.
Wir teilen dies auf in 5 Schritte wie folgt.

1. Schritt: Sei i ∈ {1, 2} und g ∈ K[X]; wir behaupten, dass g(A) · v ∈ Ui für alle v ∈ Ui gilt.
Dazu: Sei v ∈ Ui, also fi(A) · v = 0v. Wir müssen zeigen, dass auch fi(A) · (g(A) · v) = 0n

gilt. Mit fi(A) · g(A) = (fi ∗ g)(A) = (g ∗ fi)(A) = g(A) · fi(A) erhalten wir in der Tat
fi(A) · (g(A) · v) = (fi(A) · g(A)) · v = (g(A) · fi(A)) · v = g(A) · (fi(A) · v) = g(A) · 0n = 0n.

2. Schritt: Wir behaupten, dass U1 ∩U2 = {0n} gilt. Insbesondere ist also B1 ∩ B2 = ∅.
Dazu: Nach dem Lemma von Beźout für Polynome (siehe Kapitel III, Satz 15.2) gibt es
g1, g2 ∈ K[X] mit 1 = ggT(f1, f2) = g2 ∗ f1 + g1 ∗ f2. Wir setzen A ein und erhalten In =

g2(A) · f1(A) + g1(A) · f2(A). Ist also v ∈ U1 ∩U2, d.h. fi(A) · v = 0n für i = 1, 2, so folgt

v = In · v = g2(A) · (f1(A) · v) + g1(A) · (f2(A) · v) = g2(A) · 0n + g1(A) · 0n = 0n.

Also ist U1 ∩U2 = {0n}.
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3. Schritt: Wir behaupten, dass Kn = U1 +U2 gilt.
Dazu: Sei v ∈ Kn beliebig. Wir setzen w1 := f2(A) ·v ∈ Kn und w2 := f1(A) ·v ∈ Kn. Dann ist
f1(A) ·w1 = f1(A) · (f2(A) ·v) = (f1(A) · f2(A)) ·v = (f1 ∗ f2)(A) ·v = f(A) ·v = 0n×n ·v = 0n,
also w1 ∈ U1. Analog sieht man f2(A) ·w2 = 0n, also w2 ∈ U2. Wie im 2. Schritt schreibe
wieder 1 = g2 ∗ f1 + g1 ∗ f2 mit g1, g2 ∈ K[X]. Dann folgt

v = In · v = g2(A) · (f1(A) · v) + g1(A) · (f2(A) · v) = g2(A) ·w2 + g1(A) ·w1.
Nach dem 1. Schritt gilt ui := gi(A) ·wi ∈ Ui für i = 1, 2. Also ist v = u1 + u2 ∈ U1 +U2.

4. Schritt : Wir behaupten, dass B = B1 ∪ B2 eine Basis von Kn ist.
Dazu: Nach Kapitel IV, Satz 19.10, gilt dim(U1+U2) = dimU1+dimU2−dim(U1∩U2). Nach
dem 3. Schritt ist die linke Seite gleich n = dimKn; nach dem 2. Schritt ist die rechte Seite
gleich dimU1 + dimU2 = |B1| + |B2| = |B1 ∪ B2| = |B|. Also folgt |B| = n. Nach Kapitel IV,
Satz 17.6, genügt es nun noch zeigen, dass Kn = ⟨B⟩K gilt. Sei dazu v ∈ Kn beliebig. Nach
dem 3. Schritt gibt es ui ∈ Ui mit v = u1+u2. Schreiben wir jeweils ui als Linearkombination
der Vektoren in Bi, so ist v insgesamt eine Linearkombination der Vektoren in B = B1 ∪ B2.

5. Schritt : Sei T ∈Mn(K) die invertierbare Matrix mit Spalten gegeben durch die Vektoren
in B. Wie behaupten, dass dann A ′ := T−1 ·A · T die gewünschte Gestalt hat.
Dazu betrachte die lineare Abbildung φA : Kn → Kn, x 7→ A·x. Dann ist A die Matrix von φA
bezüglich der Standardbasis von Kn. Nach Kapitel IV, Satz 20.6, ist A ′ die Matrix von φA
bezüglich der Basis B. Um die Gestalt von A ′ zu bestimmen, müssen wir also φA auf ein
v ∈ B anwenden und dann den Koordinatenvektor MB(φA(v)) ∈ Kn betrachten. Sei zuerst
v ∈ B1. Nach dem 1. Schritt ist A ·v wieder in U1 enthalten, also eine Linearkombination der
Vektoren in B1; alle Komponenten vonMB(φA(v)) zu Basisvektoren in B2 sind gleich 0. Eine
analoge Aussage gilt entsprechend auch für v ∈ B2. Damit hat A ′ eine Blockdiagonalgestalt:

A ′ =

 A1 0l1×l2

0l2×l1 A2

 wobei li = dimUi, n = l1 + l2 und Ai ∈Mli(K).

Wir müssen noch zeigen, dass fi(Ai) = 0li×li gilt. Nach Übungen können wir mit Blockdia-
gonalmatrizen “kästchenweise” rechnen. Wir erhalten

f1(A
′) =

[
f1(A1) 0l1×l2

0l2×l1 f1(A2)

]
und f2(A

′) =

[
f2(A1) 0l1×l2

0l2×l1 f2(A2)

]
.

Sei ej ∈ Kn ein Standard-Basisvektor; dann ist f1(A ′) · ej die j-te Spalte von f1(A ′). Es
genügt also zu zeigen, dass f1(A ′)·ej = 0n gilt für j = 1, . . . , l1, sowie f2(A ′)·ej = 0n

für j = l1+1, . . . , n. Nun beachte: Es gilt B1 = {T ·ej | j = 1, . . . , l1} ⊆ U1 und daher
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(f1(A)·T)·ej = f1(A)·(T ·ej) = 0n für j = 1, . . . , l1. Nach Bemerkung 26.5 ist anderer-
seits f1(A ′) = T−1·f1(A)·T , also folgt f1(A ′)·ej = T−1·

(
(f1(A)·T)·ej

)
= T−1·0n = 0n für

j = 1, . . . , l1, wie gewünscht. Völlig analog zeigt man auch f2(A2) = 0l2×l2 . □
Ab hier Woche 5
Bemerkung 26.7. Ist im obigen Lemma f = µA (und sind f1, f2 normiert), so behaupten
wir, dass auch fi = µAi

für i = 1, 2 gilt. Dazu: Wegen fi(Ai) = 0li×li gilt sicherlich µAi
| fi

für i = 1, 2. Wir müssen also nur noch zeigen, dass Grad(µAi
) = Grad(fi) für i = 1, 2 gilt.

Sei g := µA1
∗µA2

∈ K[X]. Mit “Kästchen-Rechnen” erhalten wir g(A ′) =

[
g(A1) 0l1×2

0l2×l1 g(A2)

]
.

Wegen µAi
| g folgt g(Ai) = 0li×li für i = 1, 2; also g(A ′) = 0n×n und damit f = µA = µA ′ | g;

siehe Bemerkung 26.5 für die erste Gleichheit. Es folgt Grad(f) ⩽ Grad(g) = Grad(µA1
) +

Grad(µA2
) ⩽ Grad(f1) +Grad(f2) = Grad(f), und damit Grad(µAi

) = Grad(fi) für i = 1, 2.

Beispiel 26.8. Sei K = F2 = {0, 1} (mit 1+ 1 = 0) und A :=


1 1 0 1 1
1 1 1 1 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 1
0 1 0 1 0

 ∈M5(F2).
Man rechnet nach, dass µA = X3 ∗ (X+ 1) gilt.
Also können wir Lemma 26.6 anwenden, indem wir µA = f1 ∗ f2 schreiben, mit f1 = X3 und
f2 = X+ 1. Wie im obigen Beweis setze Ui := N(fi(A)) für i = 1, 2. Wir finden:

U1 = N(A3) =
〈
0
1
0
0
0

,

0
0
1
0
0

,

1
0
0
1
1

〉F2

, U2 = N(A+ I5) =
〈
0
1
1
1
0

 ,

0
1
1
0
1

〉
F2

.

Ist T ∈ M5(F2) die invertierbare Matrix, deren Spalten die obigen 5 Spaltenvektoren sind,
so erhalten wir eine Blockdiagonalgestalt:

T−1 ·A · T =


1 1 1 0 0
0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 =

[
A1 0

0 A2

]
mit A1 =

[
1 1 1
0 0 0
1 0 1

]
, A2 =

[
1 0
0 1

]
,

wobei µA1
= X3 und µA2

= X+ 1 (wie man auch direkt nachprüfen kann).

Eine Matrix A ∈ Mn(K) heißt zerfallend wenn χA ∈ K[X] ein zerfallendes Polynom ist.
Zur Erinnerung: Ist A ∈Mn(K), so ist Z(µA) genau die Menge der Eigenwerte von A; siehe
Kapitel III, §14; nach Lemma 24.4 gilt auch Z(µA) = Z(χA).
Ist λ ∈ K ein Eigenwert von A und nλ ⩾ 1 die Vielfachheit von λ als Nullstelle von χA, so
heißt nλ die algebraische Vielfachheit von λ.

Satz 26.9 (Hauptraumzerlegung). Sei A ∈Mn(K) zerfallend, Z(µA) = {λ1, . . . , λr} und
χA = (−1)n(X− λ1)

n1 ∗ . . . ∗ (X− λr)
nr , µA = (X− λ1)

m1 ∗ . . . ∗ (X− λr)
mr;

wegen µA | χA ist hier ni ⩾ mi ⩾ 1 für alle i. Dann gibt es eine invertierbare Matrix
T ∈Mn(K) so dass A ′ := T−1 ·A · T eine Blockdiagonalgestalt der folgenden Form hat:
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A ′ =


A1 0 . . . 0

0 A2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 . . . 0 Ar

 wobei Ai ∈Mni
(K), n = n1 + . . .+ nr und µAi

= (X− λi)
mi.

Beweis. (Vollständige Induktion nach r.) Ist r = 1, so gilt die Behauptung mit T = In (es ist
nichts zu zeigen). Sei nun r > 1 und setze f1 := (X−λ1)

m1 , f2 := (X−λ2)
m2 ∗ . . .∗ (X−λr)mr .

Dann gilt µA = f1 ∗ f2. Nach Lemma 26.2 ist ggT(f1, f2) = 1. Also gibt es eine invertierbare
Matrix T1 ∈ Mn(K), so dass Ã := T−11 · A · T1 eine Blockdiagonalgestalt wie in Lemma 26.6
hat, mit Diagonalblöcken Ãi ∈ Mli(K), wobei n = l1 + l2 und fi(Ãi) = 0li×li für i = 1, 2.
(Hier ist li = dimUi, wobei Ui = N(fi(A)).) Nach Bemerkung 26.7 gilt µÃi

= fi für i = 1, 2.
Wir bestimmen nun χÃi

für i = 1, 2. Mit Satz 23.4 und Lemma 24.3 erhalten wir

χA = χÃ = det
([ Ã1 − XIl1 0

0 Ã2 − XIl2)

])
= det(Ã1 − XIl1) ∗ det(Ã2 − XIl2) = χÃ1

∗ χÃ2
.

Nun ist Z(χÃ1
) = Z(µÃ1

) = Z(f1) = {λ1} und Z(χÃ2
) = Z(µÃ2

) = Z(f2) = {λ2, . . . , λr}.
Wegen χA = χÃ1

∗ χÃ2
und mit der Eindeutigkeit in Satz 26.3 folgt χÃ1

= (−1)n1(X− λ1)
n1

und χÃ2
= (−1)n2(X− λ2)

n2 ∗ . . . ∗ (X− λr)
nr ; insbesondere ist l1 = dimU1 = n1.

Nach Induktion gibt es eine invertierbare Matrix T2 ∈Ml2(K) so dass A ′
2 := T

−1
2 · Ã2 · T2 eine

Blockdiagonalgestalt der folgenden Form hat:

A ′
2 =


A2 0 . . . 0

0 A3
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 Ar

 wobei Ai ∈Mni
(K), l2 = n2 + . . .+ nr und µAi

= (X− λi)
mi .

Setze nun T := T1 · T̃2, mit der Blockdiagonalmatrix T̃2 :=

[
Il1 0

0 T2

]
∈Mn(K).

Mit “Kästchenrechnen” folgt, dass T̃2 invertierbar ist, wobei T̃−12 =

[
Il1 0

0 T−12

]
;

außerdem gilt (noch einmal “Kästchenrechnen”):

T−1 ·A · T = T̃−12 ·
(
T−11 ·A · T1

)
· T̃2 = T̃−12 · Ã · T̃2 = T̃−12 ·

[
Ã1 0

0 Ã2

]
· T̃2

=

[
Il1 0

0 T−12

]
·

[
Ã1 0

0 Ã2

]
·

[
Il1 0

0 T2

]
=

[
Ã1 0

0 T−12 ·Ã2·T2

]
=

[
Ã1 0

0 A ′
2

]
,

und die Matrix auf der rechten Seite hat die gewünschte Blockdiagonalgestalt. □

Bemerkung 26.10. Sei A ∈ Mn(K) zerfallend und Z(µA) = {λ1, . . . , λr}; für i = 1, . . . , r

seien ni ⩾ mi ⩾ 1 wie oben. Zur Erinnerung: Nach Kapitel IV, Definition 20.9, heißt
EA(λi) := N(A − λiIn) = {x ∈ Kn | A · x = λix} der zu λi gehörige Eigenraum und
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dimEA(λi) ⩾ 1 die geometrische Vielfachheit von λi. Dann gilt offenbar EA(λi) ⊆ Ui :=

N
(
(A− λiIn)

mi
)
. Die Teilräume Ui werden auch als Haupträume oder verallgemeinerte

Eigenräume bezeichnet. Im obigem Beweis haben wir dimUi = ni gezeigt, also folgt:

(a) Für jedes i gilt dimEA(λi) ⩽ ni = algebraische Vielfachheit von λi.

Nach Kapitel IV, Satz 20.13, ist A diagonalisierbar, wenn
∑r

i=1 dimEA(λi) = n gilt. Da stets
n = n1 + . . .+ nr gilt, folgt also sofort mit (a):

(b) Ist dimEA(λi) = ni (“algebraische Vielfachheit = geometrische Vielfachheit”) für
alle i, so ist A diagonalisierbar.

Schließlich haben wir in Kapitel IV, Satz 20.15, gesehen, dass A diagonalisierbar ist, wenn
mi = 1 für alle i gilt (d.h., µA ist einfach-zerfallend). Dies folgt ebenfalls aus Satz 26.9: Ist
nämlich mi = 1, so ist µAi

= X− λi, also Ai = λiIni
für alle i.

Um das allgemeine Normalformen-Problem zu lösen, müssen wir aufgrund der obigen Ergeb-
nisse noch die folgenden beiden Aufgabenstellungen behandeln:

• Finde eine Normalform für zerfallende Matrizen mit genau einem Eigenwert.
• Finde eine Normalform für allgemeine, nicht-zerfallende Matrizen.

Der gemeinsame Schlüssel zur Lösung dieser beiden Probleme folgt im nächsten Abschnitt.

27. Das lokale Minimalpolynom eines Vektors

Sei K ein Körper und K[X] der Polynomring über K in der Unbestimmten X. In Kapitel III,
§14, haben wir das Minimalpolynom µA ∈ K[X] einer Matrix A ∈ Mn(K) eingeführt. Wir
betrachten nun eine Verfeinerung dieses Polynoms.

Satz 27.1. Sei A ∈ Mn(K) und v ∈ Kn. Dann gibt es ein eindeutiges normiertes Polynom
0 ̸= f0 ∈ K[X] kleinsten Grades mit f0(A) · v = 0n. Dieses Polynom wird auch mit µA,v = f0
bezeichnet und heißt das lokale Minimalpolynom von v bezüglich A. Es gilt µA,v | g für
alle g ∈ K[X] mit g(A) · v = 0n; insbesondere ist µA,v | µA.

Beweis. Dies ist völlig analog zu Satz 14.5 und Folgerung 15.3 in Kapitel III. Ist v = 0n,
so gilt die Aussage mit f0 := 1. Sei nun v ̸= 0n und setze vi := Ai · v für i ∈ N0. Wegen
dimKn = n ist das Tupel (v0, v1, . . . , vn) linear abhängig. Nach Kapitel IV, Lemma 17.5,
gibt es ein d ∈ {1, . . . , n} mit vd ∈ ⟨v0, . . . , vd−1⟩K; sei d minimal mit dieser Eigenschaft.
Dann ist das Tupel (v0, . . . , vd−1) linear unabhängig und es gibt a0, . . . , ad−1 ∈ K mit vd =

a0v0 + . . .+ ad−1vd−1. Setze nun f0 := Xd − ad−1Xd−1 − . . .− a1X− a0 ∈ K[X].
Dann ist f0 normiert und
f0(A) ·v =

(
Ad−ad−1A

d−1− . . .−a1A−a0In
)
·v = vd−ad−1vd−1− . . .−a1v1−a0v0 = 0n.

Sei nun g ∈ K[X] beliebig mit g(A) · v = 0n. Teilen mit Rest ergibt g = q ∗ f0 + r mit
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q, r ∈ K[X], wobei r = 0 oder r ̸= 0 und Grad(r) < d gilt. Nehmen wir an, es sei r ̸= 0. Dann
folgt g(A) = q(A) · f0(A) + r(A) und damit 0n = g(A) · v = q(A) · f0(A) · v + r(A) · v =

r(A) · v. Sei d ′ = Grad(r) ⩾ 1 und r = b0 + b1X + . . . + bd ′Xd
′ mit bi ∈ K. Dann ist

0n = r(A) ·v = b0v0+b1v1+ . . .+bd ′vd ′ . Wegen r ̸= 0 ist mindestens eines der bi ungleich 0
und damit das Tupel (v0, v1, . . . , vd ′) linear abhängig. Also muss d ′ ⩾ d gelten, Widerspruch
zu d ′ = Grad(r) < d. Also war die Annahme falsch, d.h., es ist r = 0 und damit f0 | g. Ist
nun g ̸= 0 und Grad(g) = d, so folgt g = cf0 mit einem 0 ̸= c ∈ K. Ist g außerdem normiert,
so muss c = 1 gelten; also ist f0 eindeutig bestimmt. □

Der obige Beweis zeigt, wie man µA,v berechnet: Bilde so lange Produkte A ·v,A2 ·v,A3 ·v, . . .
bis man ein d ⩾ 1 findet, so dass Ad · v ∈ Kn eine Linearkombination der vorherigen
Vektoren v,A · v,A2 · v, . . . , Ad−1 · v ist; aus den Koeffizienten dieser Linearkombination
erhält man dann µA,v. Dieses Verfahren ist völlig analog zu dem für die Berechnung des
Minimalpolynoms µA, aber einfacher weil man nur Vektoren in Kn auf lineare Abhängigkeit
testen muss, und nicht ganze Matrizen in Mn(K). (Dadurch haben die zu betrachtenden
linearen Gleichungssysteme viel weniger Unbekannte.)

Beispiel 27.2. (a) Sei A =

[
1 0 1
0 1 0
1 0 −1

]
∈M3(K). Wir bestimmen µA,ei für i = 1, 2, 3 (wobei

ei ∈ K3 die Standard-Vektoren sind). Es gilt A · e1 =

[
1
0
1

]
̸∈ ⟨e1⟩K, A2 · e1 = 2e1, also

ist µA,e1 = X2 − 2. Weiterhin ist A · e2 = e2, also µA,e2 = X − 1. Analog findet man auch
µA,e3 = X

2 − 2. Betrachte schließlich noch v := e1 + e2. Es gilt

A · v =

[
1
1
1

]
̸∈ ⟨v⟩K, A2 · v =

[
2
1
0

]
̸∈ ⟨v,A · v⟩K, A3 · v =

[
2
1
2

]
= A2 · v+ 2A · v− 2v,

also ist µA,v = X3 −X2 − 2X+ 2 = (X− 1) ∗ (X2 − 2). In diesem Fall ist dies gleich µA. (Und
insbesondere können die Grade der lokalen Minimalpolynome durchaus verschieden sein.)

(b) Sei f = Xn + an−1X
n−1 + . . . + a1X + a0 ∈ K[X] und Af ∈ Mn(K) die zugehörige

Begleitmatrix; siehe Beispiel 24.6. Ist {e1, . . . , en} die Standardbasis von Kn, so gilt A·ei =
ei+1 für 1 ⩽ i ⩽ n − 1. Daraus folgt sofort Ai·e1 = ei+1 für 0 ⩽ i ⩽ n − 1. Also sind
e1, Af·e1, . . . , An−1f ·e1 linear unabhängig und damit Grad(µAf,e1) ⩾ n. Weiterhin gilt

Anf ·e1 = Af·(An−1f ·e1) = Af·en = −a0e1 − a1e2 − . . .− an−1en

= −a0e1 − a1A·e1 − . . .− an−1An−1f ·e1, d.h., f(Af)·e1 = 0n.

Also ist µAf,e1 = f. Wegen µAf,e1 | µAf
, µAf

| χAf
und Grad(χAf

) = Grad(f) = n folgt
schließlich µAf

= µAf,e1 = f und χAf
= (−1)nf.
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Lemma 27.3. Sei A ∈ Mn(K) und v ∈ Kn. Wir setzen Uv := ⟨g(A) · v | g ∈ K[X]⟩K ⊆ Kn

und d := Grad(µA,v). Dann gilt Uv = ⟨Ai · v | i = 0, 1, . . . , d− 1⟩K und dimUv = d.
Außerdem ist µA,u | µA,v für alle u ∈ Uv.

Beweis. Ist v = 0n, so ist µA,v = 1 und Uv = {0n}; also sind die Aussagen klar. Sei nun
v ̸= 0 und d := Grad(µA,v) ⩾ 1. Wie im obigen Beweis setze vi := Ai · v für i ∈ N0. Sei
U := ⟨v0, v1, . . . , vd−1⟩K ⊆ Kn. Wegen vi ∈ Uv (für alle i ∈ N0) ist U ⊆ Uv. Weil das Tupel
(v0, v1, . . . , vd−1) linear unabhängig ist, folgt außerdem dimUv ⩾ d = dimU.

Sei nun u ∈ Uv beliebig, also u = g(A) · v mit g ∈ K[X]. Teilen mit Rest ergibt g =

q ∗ µA,v + r mit q, r ∈ K[X], wobei r = 0 oder r ̸= 0 und Grad(r) < d gilt. Dann folgt
g(A) = q(A) · µA,v(A) + r(A); wegen µA,v(A) · v = 0n also u = g(A) · v = r(A) · v. Nun ist
r = b0+b1X+. . .+bd−1X

d−1 mit bi ∈ K. Also folgt u = b0v+b1(A·v)+. . .+bd−1(Ad−1 ·v) =
b0v0 + b1v1 + . . .+ bd−1vd−1 ∈ U. Damit gilt auch Uv ⊆ U, und folglich Uv = U..

Schließlich gilt µA,v(A) · u = µA,v(A) · (g(A) · v) = (µA,v(A) · g(A)) · v = (µA,v ∗ g)(A) · v =
(g ∗ µA,v)(A) · v = g(A) · (µA,v(A) · v) = g(A) · 0n = 0n, also folgt µA,u | µA,v. □

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass es zu jeder Matrix A ∈Mn(K) stets einen Vektor v ∈ Kn

gibt mit µA,v = µA. Dies ist das Hauptergebnis über lokale Minimalpolynome und wird eines
der entscheidenden Hilfsmittel zur Lösung des allgemeinen Normalformen-Problems sein.

Definition 27.4. Sei A ∈ Mn(K) und v ∈ Kn. Dann heißt v ein maximaler Vektor
(bezüglich A), wenn Grad(µA,v) so groß wie möglich ist, also:

Grad(µA,v) = max{Grad(µA,v ′) | v ′ ∈ Kn}.
Beachte: Wegen µA,v ′ | µA für alle v ′ ∈ Kn ist die Menge {Grad(µA,v ′) | v ′ ∈ Kn} nach oben
beschränkt (nämlich durch Grad(µA)); also ist es klar, dass es stets maximale Vektoren gibt.
Außerdem: Gilt Grad(µA,v) = Grad(µA), so ist v sicherlich ein maximaler Vektor.

Wir erinnern an die Definition der Begleitmatrix Af ∈Md(K) zu einem normierten Polynom
0 ̸= f ∈ K[X] mit d = Grad(f) ⩾ 1; siehe Beispiele 24.6 und 27.2(b). Es gilt µAf

= f und
χAf

= (−1)df, was im Folgenden mehrfach verwendet wird.

Lemma 27.5 (Jacob, 1973). Sei A ∈Mn(K) und v ∈ Kn ein maximaler Vektor bezüglich A.
Dann gibt es eine invertierbare Matrix T1 ∈Mn(K), so dass A1 := T−11 ·A·T1 eine Blockgestalt
der folgenden Form hat:

A1 =

[
Af 0

0 A ′

]
wobei f := µA,v ∈ K[X], d := Grad(f) ⩾ 1 und A ′ ∈Mn−d(K).

(Ist Grad(f) = n, so gilt A1 = Af, d.h., A ist ähnlich zu Af.)
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Beweis. Setze vi := Ai−1 · v für i = 1, . . . , d. Dann ist Uv = ⟨v1, . . . , vd⟩K und dimUv = d;
siehe Lemma 27.3. Wir können vd+1, . . . , vn ∈ Kn finden, so dass {v1, . . . , vd, vd+1, . . . , vn} eine
Basis von Kn ist. Sei εd : Kn → K die lineare Abbildung mit εd(vd) = 1 und εd(vi) = 0 für
alle i ̸= d. Ist w ∈ Kn beliebig und w = s1v1 + . . .+ snvn mit si ∈ K, so ist also sd = εd(w).
Die geniale Idee des Beweises besteht in der folgenden Definition:

W := {w ∈ Kn | εd(A
j−1 ·w) = 0 für j = 1, . . . , d}.

Wir werden nun zeigen, dass W ein Teilraum ist mit dimW = n − d. Ist {w1, . . . , wn−d}

eine Basis von W, so wird B := {v1, . . . , vd, w1, . . . , wn−d} eine Basis von Kn sein. Schließlich
werden wir zeigen, dass die invertierbare Matrix T1 ∈Mn(K) mit Spalten gegeben durch die
Vektoren in B die gewünschten Eigenschaften hat. Wir teilen dies auf in 6 Schritte wie folgt.

1. Schritt: Wir behaupten, dass A ·w ∈W für alle w ∈W gilt.
Dazu: Die Aussage ist klar für w = 0n. Sei nun 0n ̸= w ∈ W. Wir müssen zeigen, dass
εd(A

j ·w) = εd(Aj−1 · (A ·w)) = 0 für j = 1, . . . , d gilt. Für j < d ist dies klar, da w ∈ W.
Sei nun j = d und d ′ := Grad(µA,w) ⩾ 1. Da v ein maximaler Vektor ist, gilt d ′ ⩽ d. Nun
ist Ad ·w ∈ Uw wobei Uw = ⟨w,A ·w, . . . , Ad ′−1 ·w⟩K; siehe Lemma 27.3. Wir können also
Ad ·w als Linearkombination der Vektoren Ai ·w für i = 0, 1, . . . , d ′ − 1 schreiben. Wegen
d ′ ⩽ d und εd(Ai ·w) = 0 für i = 0, 1, . . . , d−1 ist dann auch εd(Ad ·w) = 0, also A ·w ∈W.

2. Schritt: Wir behaupten, dass W ein Teilraum von Kn ist mit dimW ⩾ n− d.
Dazu definiere φ : Kn → K1×d durch φ(w) :=

(
εd(w), εd(A ·w), . . . , εd(Ad−1 ·w)

)
. Weil εd

linear ist, folgt sofort, dass φ linear ist. Nun ist W = Kern(φ), also W ein Teilraum. Mit der
Kern-Bild-Dimensionsformel folgt außerdem n = dimW + dim Bild(φ); wegen Bild(φ) ⊆
K1×d ist dim Bild(φ) ⩽ d, und damit dimW ⩾ n− d, wie behauptet.

3. Schritt: Wir behaupten, dass Uv ∩W = {0n} gilt.
Sei dazu w ∈ Uv ∩W, also w ∈ W und w = s1v1 + . . . + sdvd mit si ∈ K. Wegen w ∈ W
ist εd(Aj−1 · w) = 0 für j = 1, . . . , d. Für j = 1 bedeutet dies sd = εd(w) = 0, also ist
w = s1v1 + . . .+ sd−1vd−1. Nun ist A · vi = vi+1 für 1 ⩽ i ⩽ d− 1. Ist d > 1, so erhalten wir
A ·w = s1v2+ . . .+sd−1vd und sd−1 = εd(A ·w) = 0. Danach betrachten wir A2 ·w,A3 ·w, . . .
und erhalten analog sd−2 = . . . = s1 = 0, d.h., es ist w = 0n wie behauptet.

4. Schritt: Wir behaupten, dass dimW = n− d und Kn = Uv +W gilt.
Dazu: Nach Kapitel IV, Satz 19.10, gilt dimUv + dimW = dim(Uv +W) + dim(Uv ∩W).
WegenUv∩W = {0n}, dimUv = d und dimW ⩾ n−d ist also dim(Uv+W) ⩾ d+(n−d) = n.
Damit folgt Kn = Uv +W und dimW = n− d.

5. Schritt: Sei {w1, . . . , wn−d} eine Basis von W. Behauptung: B := {v1, . . . , vd, w1, . . . , wn−d}

ist eine Basis von Kn.
Dazu: Wegen |B| ⩽ n müssen wir nur noch zeigen, dass B ein Erzeugendensystem von Kn ist.
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Sei v ∈ Kn beliebig. Wegen Kn = Uv +W ist v = u+w mit u ∈ Uv und w ∈W. Schreiben
wir u als Linearkombination von v1, . . . , vd und w als Linearkombination von w1, . . . , wn−d,
so ist ingesamt v ∈ ⟨B⟩K.

6. Schritt: Sei T1 ∈Mn(K) die invertierbare Matrix mit Spalten gegeben durch die Vektoren
in B. Wir behaupten, dass dann A1 := T−11 ·A · T1 die gewünschte Gestalt hat.
Dazu betrachte die lineare Abbildung φA : Kn → Kn, x 7→ A · x. Dann ist A die Matrix
von φA bezüglich der Standardbasis von Kn. Nach Kapitel IV, Satz 20.1, ist A1 die Matrix
von φA bezüglich der Basis B. Um die Gestalt von A1 zu bestimmen, müssen wir also φA
auf ein v ∈ B anwenden und dann den Koordinatenvektor MB(φA(v)) ∈ Kn betrachten. Für
1 ⩽ i ⩽ d−1 ist φA(vi) = A ·vi = A ·Ai−1 ·v = Ai ·v = vi+1. Also ist MB(φA(vi)) = ei+1 für
i = 1, . . . , d − 1, und das entspricht genau der gewünschten Form. Für i = d ist φA(vd) =
A · vd = Ad · v = −a0v1 − a1v2 − . . .− ad−1vd, wobei µA,v = a0 + a1X+ . . .+ ad−1X

d−1 +Xd.
Also sind die Komponenten von MB(φA(vd)) gegeben durch −a0,−a1, . . . ,−ad−1, 0, . . . , 0,
ebenfalls wie gewünscht. Betrachte nun die Basisvektoren wj. Nach dem 1. Schritt ist A ·wj
wieder inW enthalten, also eine Linearkombination von w1, . . . , wn−d. Also sind die ersten d
Komponenten in MB(φA(wj)) alle gleich 0, wie gewünscht. □
Ab hier Woche 6
Folgerung 27.6. Sei A ∈ Mn(K) und v ∈ Kn ein maximaler Vektor (bezüglich A). Dann
gilt µA,v = µA.

Beweis. Wegen µA,v | µA müssen wir nur zeigen, dass µA,v(A) = 0n×n gilt, also µA,v(A) · v ′ =
0n für alle v ′ ∈ Kn. Seien Uv,W ⊆ Kn wie im obigen Beweis. Sei v ′ ∈ Kn beliebig. Wegen
Kn = Uv + W ist v ′ = u + w mit u ∈ Uv und w ∈ W. Dann müssen wir zeigen, dass
µA,v(A) · u = 0n und µA,v(A) · w = 0n gilt. Für u ∈ Uv gilt dies nach Lemma 27.3. Für
w ∈ W betrachten wir den Vektor v + w ∈ Kn und setzen f := µA,v+w ∈ K[X]. Dann gilt
0n = f(A) · (v+w) = f(A) · v+ f(A) ·w, also f(A) ·w = −f(A) · v. Nach Schritt 1 im obigen
Beweis ist A ·w ′ ∈ W für alle w ′ ∈ W. Daraus folgt Ai ·w ′ ∈ W für alle w ′ ∈ W und alle
i ∈ N0, also schließlich auch g(A) ·w ′ ∈W für alle w ′ ∈W und alle g ∈ K[X]. Insbesondere
ist f(A) · w ∈ W. Andererseits ist f(A) · v ∈ Uv. Also ist der Vektor f(A) · w = −f(A) · v
sowohl in W als auch in Uv enthalten. Wegen Uv ∩W = {0n} muss damit f(A) · w = 0n

und f(A) · v = 0n gelten. Es folgt µA,v | f. Da v ein maximaler Vektor ist, gilt andererseits
Grad(µA,v) ⩾ Grad(µA,v+w) = Grad(f). Also folgt f = µA,v. Schließlich erhalten wir damit
µA,v(A) ·w = f(A) ·w = 0n, wie gewünscht. □

Folgerung 27.7. Sei A ∈Mn(K) und f := µA. Gilt Grad(f) = n, so ist A ähnlich zu Af.

Beweis. Sei v ∈ Kn ein maximaler Vektor (bezüglich A). Nach Folgerung 27.6 gilt µA,v =

µA = f und damit Grad(µA,v) = n. Also folgt die Behauptung aus Lemma 27.5. □
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Bemerkung 27.8. Um einen maximalen Vektor bezüglich A ∈Mn(K) zu finden, kann man
wie folgt vorgehen: Betrachte die Menge S aller normierten Polynome 0 ̸= f ∈ K[X] mit f | µA
und Grad(f) < Grad(µA). Bestimme dann die Teilräume Uf := N(f(A)) ⊆ Kn für f ∈ S. Ist
v ∈ Uf für ein f ∈ S, so gilt µA,v | f und damit µA,v ̸= µA. Nach Folgerung 27.6 muss es also
ein v0 ∈ Kn geben mit v0 ̸∈

⋃
f∈SUf; für ein solches v0 gilt dann f(A) · v0 ̸= 0n für alle f ∈ S.

Andererseits ist µA,v0 | µA, also bleibt nur µA,v0 = µA übrig.
Beachte allerdings: Es gilt zwar stets, dass |S| endlich ist2, aber im Allgemeinen kann es
sehr schwierig sein, die Menge S explizit zu bestimmen. In konkreten Beispielen beginnt
man mit (leicht zu bestimmenden) Teilmengen S ′ ⊆ S und testet einfach für diverse v ∈
Kn \

(⋃
f∈S ′ Uf

)
, ob bereits µA,v = µA gilt. Falls dies noch nicht zum Ziel führt, vergrößert

man die Teilmenge S ′, testet weiter und so fort.

Beispiel 27.9. Sei A =

[
1 2 −2
0 1 0
1 1 −2

]
∈ M3(Q). Mit dem Verfahren in Kapitel III, §14,

berechnen wir µA = X3 − X = X ∗ (X− 1) ∗ (X+ 1). Nach Folgerung 26.4 ist hier
S = {1, X, X− 1, X+ 1, X ∗ (X− 1), X ∗ (X+ 1), (X− 1) ∗ (X+ 1)}.

Nun beachte: Sind f, g ∈ S mit f | g, so gilt offenbar Uf ⊆ Ug. Also genügt es, die Polynome
in S ′ = {X ∗ (X− 1), X ∗ (X+ 1), (X− 1) ∗ (X+ 1)} ⊆ S zu betrachten. Wir erhalten:

A · (A− I3) =

[
−2 0 4
0 0 0

−2 0 4

]
, also UX∗(X−1) =

{[
2t
s
t

] ∣∣∣ s, t ∈ Q

}
.

A · (A+ I3) =

[
0 4 0
0 2 0
0 2 0

]
, also UX∗(X+1) =

{[
s
0
t

] ∣∣∣ s, t ∈ Q

}
.

(A− I3) ∗ (A+ I3) =

[
−2 2 2
0 0 0

−1 1 1

]
, also U(X−1)∗(X−1) =

{[
s+ t
s
t

] ∣∣∣ s, t ∈ Q

}
.

Alle Vektoren, die nicht in der Vereinigung der obigen drei Teilräume liegen, sind also ma-

ximale Vektoren bezüglich A. Wir sehen damit zum Beispiel, dass v :=

[
3
1
1

]
∈ Q3 ein

maximaler Vektor ist (was man dann auch direkt nachprüfen kann).

Es sei abschließend bemerkt, dass es tatsächlich einen effizienten Algorithmus zur Bestimmung eines maxi-

malen Vektors für A ∈Mn(K) gibt, bei dem man nicht die Kenntnis aller Teiler von µA benötigt. Siehe:

K. BONGARTZ, A direct approach to the rational normal form (2014), https://arxiv.org/abs/1410.1683;

M. GECK, On Jacob’s construction of the rational canonical form of a matrix, Electron. J. Linear Algebra 36

(2020), 177–182; https://doi.org/10.13001/ela.2020.5055 (siehe dort §4).

2Für |K| < ∞ ist dies klar. Ist K ⊆ C, so kann man wie folgt argumentieren: Fasse µA als Polynom in

C[X] auf und bilde die Menge S ′ aller normierten 0 ̸= f ∈ C[X] mit f | µA und Grad(f) < Grad(µA). Da alle

nicht-konstanten Polynome in C[X] zerfallend sind, folgt sofort aus Folgerung 26.4, dass |S ′| endlich ist. Nun

ist S die Menge aller f ∈ S ′, so dass alle Koeffizienten von f bereits in K sind; also ist auch |S| endlich.

https://arxiv.org/abs/1410.1683
https://doi.org/10.13001/ela.2020.5055


34 LAAG 2

28. Die Frobenius–Normalform

In diesem Abschnitt stellen wir die Frobenius–Normalform einer Matrix A ∈ Mn(K) vor.
Im Gegensatz zu anderen Normalformen (zum Beispiel der später zu behandelnden Jordan–
Normalform) funktioniert diese über beliebigen Körpern K. Der Beweis beruht auf den Aus-
sagen zu lokalen Minimalpolynomen und maximalen Vektoren aus dem letzten Abschnitt.

Wir beginnen mit einigen Beispielen zu Lemma 27.5 (Jacobs Lemma). Dazu ist es hilfreich,
die ersten Schritte des Beweises zu wiederholen und diese etwas anders zu formulieren.

Bemerkung 28.1. Sei A ∈ Mn(K) und 0n ̸= v ∈ Kn ein maximaler Vektor bezüglich A.
Sei d := Grad(µA,v) ⩾ 1 und {v1, . . . , vn} eine Basis von Kn wie im Beweis von Lemma 27.5,
wobei vi := Ai−1 · v für i = 1, . . . , d. Der entscheidende Schritt ist dann, den Teilraum
W := {w ∈ Kn | εd(A

j−1 ·w) = 0 für j = 1, . . . , d} zu bestimmen, wobei εd : Kn → K linear ist
mit εd(vd) = 1 und εd(vi) = 0 für i ̸= d. Überlegen wir uns, wie man dies geschickt macht.
Sei P0 ∈Mn(K) die invertierbare Matrix mit Spalten v1, . . . , vn. Sei Zd ∈ K1×n die d-te Zeile
von P−10 ; also Zd = etr

d · P−10 . Dann gilt:

W = {w ∈ Kn | C ·w = 0d} wobei

{
C ∈ Kd×n die Matrix ist, deren Zeilen durch
Zd ·Aj−1 ∈ K1×n für j = 1, . . . , d gegeben sind.

Denn: Sei w ∈ Kn und schreibe w = s1v1 + . . . + snvn mit si ∈ K. Nach Definition ist
εd(w) = sd. Wegen P0 · ei = vi für alle i folgt P−10 ·w = s1e1 + . . .+ snen, also ist sd die d-te
Komponente von P−10 ·w, und damit εd(w) = sd = etr

d · (P−10 ·w) = (etr
d · P−10 ) ·w = Zd ·w.

Es folgt εd(Aj−1 ·w) = (Zd · Aj−1) ·w für j = 1, . . . , d. Da (Zd · Aj−1) ·w die j-te Zeile von
C ·w ist, gilt also in der Tat W = {w ∈ Kn | C ·w = 0d}. □

Schließlich beachte: Um die Zeile Zd von P−10 zu bestimmen, muss man nicht komplett P0
invertieren. Da die Spalten von P0 durch v1, . . . , vn gegeben sind, ist Zd eindeutig bestimmt
durch die linearen Gleichungen Zd · vd = 1 und Zd · vi = 0n für i ̸= d.

Beispiel 28.2. (a) Sei A =

[
1 0 1
0 1 0
1 0 −1

]
∈M3(K). In Beispiel 27.2(a) haben wir gesehen, dass

f := µA = (X− 1) ∗ (X2− 2) gilt; sei d := Grad(f) = 3. Es gilt f = µA,v für v = e1+ e2. Setze
vi := A

i−1 ·v für i = 1, 2, 3; dann ist Uv = ⟨v1, v2, v3⟩K = K3. Ist T1 ∈M3(K) die invertierbare
Matrix mit Spalten v1, v2, v3, so gilt A1 = T−11 ·A · T1 = Af. (Hier ist also W = {03}.)

(b) Sei A =


5 −1 −1 −13
2 0 −1 −7

−4 2 3 14

2 −1 −1 −6

 ∈M4(Q).

Wie in Kapitel II, §14, bestimmen wir f := µA = X3 − X2 − X+ 1; sei d := Grad(f) = 3.
Sei nun v1 := e2. Wir berechnen:
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v2 := A · e2 =


−1
0

2

−1

 ̸∈ ⟨v1⟩Q, v3 := A
2 · e2 =


6

3

−4
2

 ̸∈ ⟨v1, v2⟩Q.

Also ist Grad(µA,e2) ⩾ 3 und damit µA,e2 = µA, d.h., v1 = e2 ist ein maximaler Vektor.
(Wenn man durch Probieren nicht gleich einen solchen Vektor findet, so muss man wie
in Beispiel 27.9 vorgehen.) Wählen wir außerdem v4 := e3, so ist {v1, v2, v3, v4} eine Basis
von Q4. Sei P0 ∈ M4(Q) die invertierbare Matrix mit Spalten v1, v2, v3, v4. Wir gehen nun
wie in Bemerkung 28.1 vor. Sei Z3 ∈ Q1×4 die dritte Zeile von P−10 . Die Gleichungen Z3 ·v3 = 1
und Z3 · vi = 04 für i ̸= 3 haben die eindeutige Lösung Z3 = [1/4 0 0 −1/4]. Damit gilt

W = {w ∈ Q4 | C ·w = 03} mit C =

 1/4 0 0 −1/4
3/4 0 0 −7/4
1/4 1 1 3/4

 ∈ Q3×4.

(Die erste Zeile von C ist Z3, die zweite ist Z3 · A und die dritte ist Z3 · A2 = (Z3 · A) · A.)
Mit dem Gauß–Verfahren finden wir dimW = 1 und W = ⟨e2 − e3⟩Q. Ist T1 ∈ M4(Q) die
invertierbare Matrix mit Spalten v1, v2, v3, e2 − e3, so ist

A1 = T
−1
1 ·A · T1 =

 Af 0

0 1

 (also A ′ = [1] ∈M1(Q) wie in Lemma 27.5).

Durch eine wiederholte Anwendung des Lemmas von Jacob gelangen wir zur Frobenius-
Normalform einer Matrix. Zunächst noch einige nützliche Bezeichnungen.

Bemerkung 28.3. Gegeben seien Matrizen Ai ∈Mni
(K) für i = 1, . . . , r, wobei ni ⩾ 1 für

alle i; sei n := n1 + . . . + nr. Wir bezeichnen dann mit R := R(A1, . . . , Ar) ∈ Mn(K) die
Blockdiagonalmatrix mit Diagonalblöcken A1, . . . , Ar, also

R = R(A1, . . . , Ar) =


A1 0 . . . 0

0 A2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 . . . 0 Ar

 ∈Mn(K).

Im Folgenden werden wir mehrfach die folgenden Regeln benutzen.

(a) Mit “Kästchenrechnen” folgt leicht Ri = R
(
Ai1, . . . , A

i
r

)
für alle i ∈ N0 und dann auch

f(R) = R
(
f(A1), . . . , f(Ar)

)
für alle f ∈ K[X].

Seien außerdemA ′
i ∈Mni

(K) für i = 1, . . . , r und R ′ := R(A ′
1, . . . , A

′
r) ∈Mn(K). Seien Ai, A ′

i

ähnlich für i = 1, . . . , r. D.h., es gibt invertierbare Matrizen Ti ∈Mni
(K) mit A ′

i = T
−1
i ·Ai ·Ti

für alle i. Wiederum mit “Kästchenrechnen” folgt:
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(b) Die Matrix T := R(T1, . . . , Tr) ∈ Mn(K) ist invertierbar mit T−1 = R(T−11 , . . . , T
−1
r );

außerdem gilt R ′ = T−1 · R · T , also sind insgesamt R und R ′ ähnlich.

Satz 28.4 (Frobenius, 1879). Sei A ∈Mn(K) beliebig. Dann gibt es eine invertierbare Matrix
T ∈ Mn(K) und nicht-konstante, normierte Polynome f1, . . . , fr ∈ K[X] (für ein r ⩾ 1) mit
Ã := T−1 ·A · T = R(Af1 , . . . , Afr), wobei f1 = µA und fi+1 | fi für i = 1, . . . , r− 1.

Beweis. (Vollständige Induktion nach n.) Ist n = 1 und A = [a11] ∈ M1(K), so ist A = Af

mit f := X− a11 ∈ K[X]. Sei nun n > 1. Sei f1 := µA und d := Grad(µA) ⩾ 1. Sei v ∈ Kn ein
maximaler Vektor für A. Nach Folgerung 27.6 gilt dann f1 = µA = µA,v. Sei T1 ∈Mn(K) eine
invertierbare Matrix wie in Lemma 27.5, und setze A1 := T−11 · A · T1 ∈ Mn(K). Ist d = n,
so gilt A1 = Af1 und wir sind fertig. Sei nun d < n. Dann hat A1 eine Blockdiagonalgestalt
der folgenden Form:

A1 = R(Af1 , A
′) mit A ′ ∈Mn−d(K).

Nach Bemerkung 26.5 gilt µA1
= µA = f1. Zusammen mit Bemerkung 28.3(a) folgt 0n×n =

f1(A1) = R(f1(Af1), f1(A
′)), also ist f1(A ′) = 0(n−d)×(n−d) und damit µA ′ | f1. Nach Induktion

gibt es eine invertierbare Matrix T2 ∈Mn−d(K), so dass A2 := T−12 · A ′ · T2 ∈Mn−d(K) eine
Blockdiagonalgestalt der folgenden Form hat:

A2 = R(Af2, . . . , Afr)
wobei die fi ∈ K[X] normiert sind mit Grad(fi) ⩾ 1,
sowie f2 = µA ′ und fi+1 | fi für i = 2, . . . , r− 1 gilt.

Setze nun T̃2 := R(Id, T2) ∈ Mn(K) und T := T1 · T̃2. Wegen A1 = T−11 · A · T1 und mit
Bemerkung 28.3(b) hat dann
T−1 ·A ·T = T̃−12 ·A1 · T̃2 = R(Id, T

−1
2 ) ·R(Af1 , A ′) ·R(Id, T2) = R(Af1 , A2) = R(Af1 , . . . , Afr)

die gewünschte Form. □

Bemerkung 28.5. In Kapitel IV, §20, hatten wir angekündigt, dass jede Matrix A ∈Mn(K)

ähnlich ist zu einer Matrix mit höchstens 2n− 1 Einträgen ungleich 0. Wir sehen nun, dass
die Blockdiagonalmatrix Ã in Satz 28.4 diese Eigenschaft hat. (Dies folgt sofort aus: Ist
f ∈ K[X] ein normiertes Polynom vom Grad d ⩾ 1, so hat die Begleitmatrix Af ∈ Md(K)

höchstens 2d− 1 Einträge ungleich 0.)

Folgerung 28.6. Mit den Bezeichnungen in Satz 28.4 gilt χA = (−1)nf1∗. . .∗fr und χA | µrA.
Insbesondere ist χA genau dann zerfallend, wenn µA zerfallend ist.

Beweis. Nach Lemma 24.3 gilt χA = χÃ. Nun hat auch Ã − XIn eine Blockdiagonalgestalt,
mit Diagonalblöcken Afi −XIdi wobei di = Grad(fi) ⩾ 1 für i = 1, . . . , r. Mit Satz 23.4 folgt

χÃ = det(Ã− XIn) = det(Af1 − XId1) ∗ . . . ∗ det(Afr − XIdr) = χAf1
∗ . . . ∗ χAfr

.
Nach Beispiel 24.6 gilt χAfi

= (−1)difi für alle i, also χA = χÃ = (−1)nf1 ∗ . . .∗ fr. Weiterhin
ist fi | f1 = µA für alle i. Also ist µrA ein Vielfaches von f1 ∗ . . . ∗ fr und damit χA | µrA.
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Schließlich: Ist χA zerfallend, so ist wegen µA | χA auch zerfallend. Ist umgekehrt µA zerfal-
lend, so auch µrA und dann wegen χA | µrA auch χA. □

Beispiel 28.7. Eine Matrix A ∈ Mn(K) heißt nilpotent, wenn es ein m ∈ N gibt mit
Am = 0n×n. Es gelten die folgenden Äquivalenzen:

A nilpotent ⇔ µA = Xd mit d ∈ N, d ⩽ n ⇔ χA = (−1)nXn.
Denn: Sei zuerst A nilpotent, also Am = 0n×n mit m ∈ N. Dann ist µA | Xm; also µA = Xd

mit einem d ∈ N (siehe Folgerung 26.4). Hier ist d = Grad(µA) ⩽ n. Sei nun µA = Xd mit
d ∈ N. Nach Folgerung 28.6 gibt es ein r ⩾ 1 mit χA | µrA = Xdr. Also ist auch χA eine
Potenz von X und damit χA = (−1)nXn. Sei schließlich χA = (−1)nXn. Mit dem Satz von
Cayley–Hamilton folgt An = (−1)nχA(A) = 0n×n, also ist A nilpotent. □

Ist A nilpotent, so haben die Polynome fi ∈ K[X] in Satz 28.4 die Form fi = X
di mit di ∈ N,

wobei n ⩾ d1 ⩾ d2 ⩾ . . . ⩾ dr ⩾ 1 und n = d1+ . . .+dr. Mehr dazu im nächsten Abschnitt.

Folgerung 28.8. Sei A ∈Mn(K). Dann ist A ähnlich3 zur transponierten Matrix Atr.

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass A und Atr das gleiche Minimalpolynom haben. Denn:
Es gilt (Atr)i = (Ai)tr für alle i ∈ N0 und damit auch f(Atr) = f(A)tr für alle f ∈ K[X].
Insbesondere ist f(A) = 0n×n ⇔ f(Atr) = 0n×n. Also folgt µAtr = µA.
Sei nun T ∈ Mn(K) invertierbar und Ã := T−1 · A · T = R(A1, . . . , Ar) wie in Satz 28.4,
mit Ai := Afi zu normierten Polynomen fi ∈ K[X]. Sei ni := Grad(fi) ⩾ 1 für i = 1, . . . , r;
also Ai ∈ Mni

(K). Wie wir gerade gesehen haben, ist µAtr
i
= µAi

für alle i, insbesondere
also Grad(µAtr

i
) = ni. Nach Folgerung 27.7 ist Atr

i ähnlich zu Ai. Es gibt also invertierbare
Ci ∈Mni

(K) mit C−1
i ·Ai ·Ci = Atr

i . Dann ist C := R(C1, . . . , Cr) ∈Mn(K) invertierbar und
es gilt C−1 ·Ã ·C = Ãtr; siehe Bemerkung 28.3. Es folgt Atr = P−1 ·A ·P mit P := T ·C ·T tr. □

Bemerkung 28.9. Sei f = Xn+an−1Xn−1+ . . .+a1X+a0 ∈ K[X]. Im obigen Beweis wurde
benutzt, dass Af und Atr

f ähnlich sind.
Man kann sogar eine invertierbare
Matrix C0 ∈Mn(K) explizit angeben
mit Af · C0 = C0 ·Atr

f , nämlich:

(Beweis selbst oder Übung; siehe auch

§2.6, Exercise 5, im Buch von Petersen.)

C0 :=



a1 a2 a3 . . . an−1 1

a2 a3 . . . an−1 1 0

a3
... . . . . . . . . . ...

... an−1 1 0 . . . 0

an−1 1 . . . ...
1 0 . . . 0


∈Mn(K).

Beachte C0 = Ctr
0 . Damit kann man auch die Fußnote unten beweisen, siehe Übungen.

3Es gibt sogar eine invertierbare symmetrische Matrix T ∈Mn(K) mit T−1 ·A · T = Atr, siehe:

O. TAUSSKY AND H. ZASSENHAUS, On the similarity transformation between a matrix and its transpose,

Pacific J. Math. 9 (1959), 893–896.
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Satz 28.10. Gegeben seien A,A ′ ∈ Mn(K). Sei A ähnlich zu Ã = R(A1, . . . , Ar) und
A ′ ähnlich zu Ã ′ = R(A ′

1, . . . , A
′
r ′), wobei Ai = Afi und A ′

j = Af ′j mit nicht-konstanten,
normierten Polynomen fi, f ′j ∈ K[X] gelte, die jeweils die Bedingungen in Satz 28.4 erfüllen.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(a) A und A ′ sind ähnlich.
(b) Rang(f(A)) = Rang(f(A ′)) für alle normierten 0 ̸= f ∈ K[X] mit f | χA oder f | χA ′.
(c) r = r ′ und fi = f ′i für i = 1, . . . , r.

(Beachte: Wie früher bemerkt, muss man in (b) nur endlich viele Polynome f testen.)

Beweis. Zunächst einige Vorbetrachtungen. Seien R, R ′ ∈ Mn(K) ähnliche Matrizen. Dann
gilt Rang(R) = Rang(R ′); siehe Kapitel IV, Bemerkung 19.14. (Dies wird im Folgenden
mehrfach benutzt.) Ist f ∈ K[X] beliebig, so sind f(R) und f(R ′) ebenfalls ähnlich (siehe
Bemerkung 26.5); also gilt auch Rang(f(R)) = Rang(f(R ′)). Es folgt
(∗1) Rang(f(A)) = Rang(f(Ã)) und Rang(f(A ′)) = Rang(f(Ã ′)) für alle f ∈ K[X].

Sei schließlich R = R(B1, . . . , Br) ∈Mn(K) eine Blockdiagonalmatrix wie in Bemerkung 28.3,
mit Bi ∈Mni

(K) wobei n = n1 + . . .+ nr. Mit “Kästchenrechnen” folgt dann leicht:
(∗2) Rang(R) = Rang(B1) + . . .+ Rang(Br).

Nun zum eigentlichen Beweis.

“(a) ⇒ (b)” Seien A,A ′ ähnlich. Wie oben bemerkt sind f(A), f(A ′) ähnlich für f ∈ K[X],
und ähnliche Matrizen haben den gleichen Rang. Also gilt (b) (sogar für alle f ∈ K[X]).

“(b) ⇒ (c)” Zuerst zeigen wir f1 = f ′1. Dazu: Wegen f1 = µA gilt f1(A) = 0n×n. Nun ist f1 | χA,
also gilt Rang(f1(A ′)) = Rang(f1(A)) = 0 nach Voraussetzung (b), d.h., f1(A ′) = 0n×n und
damit f ′1 = µA ′ | f1. Völlig analog sieht man auch f1 | f ′1, also schließlich f1 = f ′1.
Wir setzen r0 := min{r, r ′}. Sei nun 2 ⩽ k ⩽ r0 und bereits gezeigt, dass fi = f ′i für
i = 1, . . . , k− 1 gilt. Betrachte dann fk(Ã) und fk(Ã ′). Wegen fk | χA gilt Voraussetzung (b)
für fk; mit (∗1) folgt Rang(fk(Ã)) = Rang(fk(Ã ′)). Da fi = f ′i für 1 ⩽ i ⩽ k − 1 gilt,
stimmen die ersten k−1 Diagonalblöcke in Ã und Ã ′ überein; also auch in fk(Ã) und fk(Ã ′)

(siehe Bemerkung 28.3(a)). Die weiteren Diagonalblöcke sind in fk(Ã) alle gleich Null (weil
µAi

= fi | fk für i ⩾ k). Wir haben also folgende Situation:
fk(Ã) hat Diagonalblöcke fk(A1), . . . , fk(Ak−1) sowie r− k+ 1 weitere Null-Blöcke;
fk(Ã

′) hat Diagonalblöcke fk(A1), . . . , fk(Ak−1), fk(A ′
k), fk(A

′
k+1), . . . , fk(A

′
r ′).

Sei mi := Rang(fk(Ai)) für i = 1, . . . , r, und m ′
i := Rang(fk(A ′

i)) für i = 1, . . . , r ′. Dann gilt
Rang(fk(Ã)) = m1 + . . .+mk−1 und
Rang(fk(Ã ′)) = m1 + . . .+mk−1 +m

′
k +m

′
k+1 + . . .+m

′
r ′ ;

siehe (∗2). Wegen Rang(fk(Ã)) = Rang(fk(Ã ′)) muss also m ′
k = m ′

k+1 = . . . = 0 gelten,
d.h., die Diagonalblöcke fk(A ′

k), fk(A
′
k+1), . . . in Ã ′ sind alle gleich Null. Insbesondere ist
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f ′k = µA ′
k
| fk. Mit einem völlig analogen Argument zeigt man fk | f ′k. Also gilt fk = f ′k.

Indem wir dieses Argument nacheinander für k = 1, 2, . . . , r ausführen, erhalten wir fk = f ′k
für k = 1, . . . , r0. Da die Summe der Grade der fk gleich n ist, und ebenso die Summe der
Grade der f ′k, folgt dann auch r0 = r = r ′.

“(c) ⇒ (a)” Nach (c) gilt Ã = Ã ′. Da A, Ã sowie A ′, Ã ′ jeweils ähnlich sind, folgt also (a). □

Folgerung 28.11. Sei A ∈Mn(K). Dann sind die Polynome f1, . . . , fr ∈ K[X] in Satz 28.4
eindeutig bestimmt und heißen die Invariantenteiler von A. Folglich heißt die Matrix Ã
in Satz 28.4 die Frobenius–Normalform (oder auch rationale Normalform) von A.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 28.10, angewandt mit A = A ′. □

Es gibt mehrere Varianten für die Beweise zur Frobenius–Normalform; siehe etwa §9.3 im Buch von Serre;

oder Kapitel 12, §7, im Buch von Artin; oder Chapter 6 im Buch von Blyth–Robertson; oder den am Ende

von §27 zitierten Artikel von Bongartz. Jede dieser Varianten hat ihre Vor- und Nachteile, und in konkreten

Beispielen kann eine Variante effizienter sein als die andere. Der Zugang mittels Lemma 27.5 (Jacob) erscheint

als sehr elementar und elegant; für den Beweis von Satz 28.10 folgen wir dem Artikel von Bongartz.

Das obige Verfahren eignet sich gut zum Programmieren; siehe https://github.com/geckmf/NoFoMa für

eine Implementierung in GAP. Probieren Sie es einfach mal aus (auch für große Matrizen)!

Ab hier Woche 7
29. Die Jordan–Normalform einer zerfallenden Matrix

Eine Matrix A ∈Mn(K) heißt eine zerfallende Matrix, wenn das charakteristische Poly-
nom χA ∈ K[X] zerfallend ist. In Satz 26.9 haben wir bereits eine erste Annäherung an eine
Normalform für derartige Matrizen gezeigt. Die Jordan–Normalform stellt eine erhebliche
Verfeinerung dieser Aussage dar. Diese ist nützlich in vielen Anwendungen, etwa zum Lösen
linearer Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten (siehe Vorlesung Analy-
sis oder Kapitel 4, §8, im Buch von Artin).
Die Jordan–Normalform setzt sich aus den wie folgt definierten Jordan–Blöcken zusam-
men:

Jn(λ) :=


λ 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . . ...

... . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 λ 1
0 . . . 0 λ

 ∈Mn(K) wobei λ ∈ K.

(Dies ist also eine obere Dreiecksmatrix mit λ auf der Diagonalen und 1 direkt über der
Diagonalen; alle anderen Einträge sind 0.) Da Jn(λ) eine obere Dreiecksmatrix ist, folgt

χJn(λ) = det(Jn(λ) − XIn) = (λ− X)n und Jn(λ) ist zerfallend.
Beachte: Wegen χJn(λ) = (λ − X)n ist λ der einzige Eigenwert von Jn(λ). Andererseits hat

https://github.com/geckmf/NoFoMa
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Jn(λ) − λIn Stufenform mit n− 1 Stufen, also ist Rang
(
Jn(λ) − λIn

)
= n− 1. Damit ist die

geometrische Vielfachheit von λ gleich 1. Es gilt also: Jn(λ) diagonalisierbar ⇔ n = 1.

Wir behandeln nun zuerst den Fall einer nilpotenten Matrix — nach Beispiel 28.7 ist eine
derartige Matrix zerfallend und die Frobenius–Normalform nimmt eine besonders einfache
Form an. Bis auf Transponieren ist dies genau die Jordan–Normalform.

Bemerkung 29.1. Betrachte einen Jordan–Block Jn(0) zum Eigenwert λ = 0. Wegen
χJn(0) = (−1)nXn ist Jn(0) nilpotent mit Jn(0)n = 0n×n. Wir beobachten nun, dass Jn(0)tr =
Af gilt, wobei f = Xn. (Die letzte Spalte von Af besteht für f = Xn nur aus Nullen.) Sei nun
Rn ∈Mn(K) die Matrix mit Spalten en, en−1, . . . , e1; also

R1 := [ 1 ] , R2 :=

[
0 1
1 0

]
, R3 :=

[
0 0 1
0 1 0
1 0 0

]
, R4 :=

 0 0 0 10 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 , . . .

Dann sieht man sofort, dass R−1
n · Jn(0) · Rn = Jn(0)

tr = Af gilt. Beachte auch Rn = R−1
n .

Satz 29.2 (Jordan–Normalform nilpotenter Matrizen). Sei A ∈Mn(K) nilpotent; sei d ⩾ 1
minimal mit Ad = 0n×n; also µA = Xd. Dann gibt es eine invertierbare Matrix P ∈ Mn(K)

sowie d1, . . . , dr ∈ N (für r ⩾ 1) mit n = d1 + . . .+ dr und d = d1 ⩾ d2 ⩾ . . . ⩾ dr ⩾ 1, so
dass P−1 ·A · P = J̃d1,...,dr(A) := R

(
Jd1(0), . . . , Jdr(0)

)
gilt.

Beweis. Sei Ã = R(Af1 , . . . , Afr) die Frobenius–Normalform von A. Sei di := Grad(fi) für
alle i; wegen fi+1 | fi für i = 1, . . . , r− 1 ist dann n = d1 + . . .+ dr und d1 ⩾ d2 ⩾ . . . ⩾ dr.
Es gilt f1 = µA = Xd, also d1 = d. Für i ⩾ 2 ist fi | f1 = Xd; nach Folgerung 26.4 ist auch fi
eine Potenz von X, also fi = Xdi . Nach Bemerkung 29.1 ist jedes Afi ähnlich zu Jdi(0). Nach
Bemerkung 28.3(b) ist dann Ã insgesamt ähnlich zu J̃d1,...,dr(A). □

Folgerung 29.3. Sei A ∈ Mn(K); es gelte µA = (X − λ)d mit λ ∈ K, d ⩾ 1. Dann gibt es
eine invertierbare Matrix P ∈Mn(K) sowie d1, . . . , dr ∈ N (für r ⩾ 1) mit n = d1+ . . .+dr

und d = d1 ⩾ d2 ⩾ . . . ⩾ dr ⩾ 1, so dass P−1 ·A · P = J̃λd1,...,dr(A) := R
(
Jd1(λ), . . . , Jdr(λ)

)
.

Beweis. Wegen (A−λIn)
d = 0n×n ist A0 := A−λIn nilpotent, mit µA0

= Xd. Nach Satz 29.2
gibt es eine invertierbare Matrix P ∈Mn(K) mit J̃(A0) = P−1 ·A · P = R(Jd1(0), . . . , Jdr(0)),
wobei n ⩾ d = d1 ⩾ d2 ⩾ . . . ⩾ dr ⩾ 1. Dann ist P−1 · A · P = P−1 · (A0 + λIn) · P =

P−1 ·A · P + λIn = R
(
Jd1(0), . . . , Jdr(0)

)
+ λIn = R

(
Jd1(λ), . . . , Jdr(λ)

)
. □

Bemerkung 29.4. Ein Algorithmus zur Berechnung der Frobenius–Normalform einer belie-
bigen Matrix A ∈Mn(K) wurde im letzten Abschnitt diskutiert, basierend auf dem Lemma
von Jacob. Für A nilpotent vereinfacht sich dieser Algorithmus erheblich.
Dazu beachte: Bei diesem Algorithmus ist es entscheidend, ein v ∈ Kn zu finden mit µA,v =
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µA; wie bereits bemerkt, ist dies im Allgemeinen nicht ganz einfach. Ist A nilpotent, so
kann man allerdings sehr leicht einen solchen Vektor finden. Sei nämlich d ⩾ 1 minimal
mit Ad = 0n×n; dann ist µA = Xd (siehe Beispiel 28.7). Wegen Ad−1 ̸= 0n×n gibt es ein
j ∈ {1, . . . , n} mit Ad−1 · ej ̸= 0n. Nun ist µA,ej | µA = Xd, also µA,ej = Xd

′ mit 0 ⩽ d ′ ⩽ d

(siehe Folgerung 26.4). Wegen Ad−1 · ej ̸= 0n ist also µA,ej = Xd = µA.

Beispiel 29.5. Sei K = F2 = {0, 1} (mit 1+ 1 = 0) und A :=


1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1

 ∈M6(F2).

Dann ist A2 ̸= 06×6, A3 = 06×6, also A nilpotent mit µA = X3.
Hier ist die 2. Spalte von A2 ungleich 06 (siehe unten), also setzen wir v := e2 ∈ F62; dann
ist µA,v = µA = X3. Wir wenden die Prozedur aus dem Lemma von Jacob an (siehe letzter
Abschnitt). Setze vi := Ai−1 · v für i = 1, 2, 3:

A2 =


0 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 0

 ⇝ v1 :=


0
1
0
0
0
0

 , v2 =


1
1
1
1
1
0

 , v3 =


1
1
0
0
1
1

.

Wir sehen, dass v1, v2, v3 zusammen mit den Standard-Vektoren e4, e5, e6 eine Basis B0 von
F62 bilden. Sei P0 ∈ M6(F2) die invertierbare Matrix mit Spalten v1, v2, v3, e4, e5, e6. Wie in
Bemerkung 28.1 müssen wir dann die dritte Zeile Z3 von P−10 berechnen, sowie Z3 · A und
Z3 ·A2. Diese drei Zeilenvektoren bilden die Matrix C ∈ F3×62 , die hier wie folgt gegeben ist:

C =

[
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0

]
⇝ W = {w ∈ F62 | C ·w = 03}.

Mit dem Gauß–Verfahren finden wir, dass die folgenden Vektoren eine Basis von W bilden:

w1 =


0
1
0
1
0
0

 , w2 =


0
1
0
0
1
0

 , w3 =


1
1
1
0
0
1

.

Sei P1 ∈M6(F2) die invertierbare Matrix mit Spalten v3, v2, v1, w1, w2, w3. Dann ist

P−11 ·A0 · P1 =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1

 =

 J3(0) 0

0 A ′′

 mit A ′′ =

[
1 0 1
0 0 0
1 0 1

]
.
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(Hätten wir für P1 die Reihenfolge v1, v2, v3, w1, w2, w3 genommen, so wäre der erste Dia-
gonalblock nicht J3(0) sondern gleich AX3 = J3(0)

tr gewesen; siehe Bemerkung 29.1.) Nun
müssen wir analog die Matrix A ′′ behandeln; wir geben nur das Ergebnis an:

P−12 ·A ′′ · P2 =

[
0 1 0
0 0 0
0 0 0

]
=

[
J2(0) 0

0 J1(0)

]
mit P2 =

[
1 1 0
0 0 1
1 0 0

]
.

Damit erhalten wir schließlich die Jordan–Normalform von A:

J̃(A) = P−1 ·A · P = R
(
J3(0), J2(0), J1(0)

)
mit P := P1 · R(I3, P2).

Indem wir Satz 26.9 (Hauptraumzerlegung) und Folgerung 29.3 kombinieren, erhalten wir:

Satz 29.6 (Jordan–Normalform, 1870). Sei A ∈ Mn(K) zerfallend. Dann gibt es eine in-
vertierbare Matrix T ∈ Mn(K), so dass Â := T−1 · A · T eine Blockdiagonalgestalt hat mit
Jordan–Blöcken Jd(λ) entlang der Diagonalen (für diverse λ ∈ Z(µA) und d ∈ N).
Insbesondere ist Â eine obere Dreiecksmatrix, also A “trigonalisierbar”. Außerdem gilt:
• Ist λ ∈ Z(µA) und mλ ⩾ 1 die Vielfachheit von λ als Nullstelle von µA, so gilt d ⩽ mλ

für jeden Jordan-Block Jd(λ) in Â, und es gibt mindestens einen Block Jmλ
(λ) in Â;

• Die Gesamtzahl der Jordan-Blöcke zum Eigenwert λ in Â ist gleich der Dimension des
Eigenraums EA(λ).

Beweis. Sei Z(χA) = Z(µA) = {λ1, . . . , λr}. Für jedes i sei wie zuvor ni ⩾ 1 die Vielfachheit
von λi als Nullstelle von χA und mi ⩾ 1 die Vielfachheit von λi als Nullstelle von µA. Nach
Satz 26.9 gibt es eine invertierbare Matrix T1 ∈Mn(K) mit A ′ := T−11 ·A·T1 = R(A1, . . . , Ar),
wobei Ai ∈Mni

(K) und µAi
= (X− λi)

mi für alle i. Nach Folgerung 29.3 gibt es zu jedem i

eine invertierbare Matrix Pi ∈Mni
(K) mit

P−1i ·Ai · Pi = J̃λidi1,...,diri (Ai) wobei mi = di1 ⩾ di2 ⩾ . . . ⩾ diri .
Sei T2 := R(P1, . . . , Pr) ∈ Mn(K). Nach Bemerkung 28.3(b) ist T2 invertierbar mit T−12 =

R(P−11 , . . . , P
−1
r ). Sei T := T1 · T2. Mit “Kästchenrechnen” folgt

T−1 ·A · T = T−12 · (T−11 ·A · T1) · T2) = T−12 ·A ′ · T2 = R
(
P−11 ·A1·P1, . . . , P−1r ·Ar·Pr

)
,

und die Matrix auf der rechten Seite ist eine Blockdiagonalmatrix der gewünschten Form.
Zur Anzahl der Jordanblöcke zum Eigenwert λ: Es gilt dimEA(λ) = n − Rang(A − λIn) =

n − Rang(Â − λIn), und Rang(Â − λIn) kann blockweise berechnet werden (siehe (∗2) im
Beweis von Satz 28.10). Für d ∈ N und µ ∈ K ist schließlich Rang(Jd(µ) − λId) gleich d
(falls µ ̸= λ) bzw. gleich d − 1 (falls λ = µ). Also liefert ein Block Jd(µ) für λ ̸= µ den
Beitrag d zum Rang von Â, und ein Block Jd(λ) den Beitrag d−1 zum Rang von Â. Folglich
ist Rang(Â− λIn) gleich n− Anzahl der Jordan-Blöcke zum Eigenwert λ. □

Beispiel 29.7. Betrachte noch einmal die Matrix A ∈ M5(F2) in Beispiel 26.8, mit µA =

X3 ∗ (X+ 1). Wir haben dort gesehen, dass A ähnlich ist zu R(A1, A2), wobei
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A1 =

[
1 1 1
0 0 0
1 0 1

]
(mit µA1

= X3), A2 =

[
1 0
0 1

]
(mit µA2

= X+ 1).

Die Normalform von A1 muss einen Block J3(0) enthalten, also ist A1 ähnlich zu J3(0).
Folglich ist die Jordan–Normalform von A gegegen durch R

(
J3(0), J1(1), J1(1)

)
.

Beispiel 29.8. Gegeben sei eine Matrix A ∈ M10(C) mit χA = (X − 3)7 ∗ (X + 1)3 und
µA = (X−3)5 ∗ (X+1)2. Welches sind die Möglichkeiten für die Jordan–Normalform von A ?
Nun, es gibt zwei Eigenwerte λ1 = 3 und λ2 = −1 (mit n1 = 7, m1 = 5 und n2 = 3, m2 = 2).
Nach Satz 26.9 ist also A ähnlich zu A ′ = R(A1, A2) wobei A1 ∈M7(C), A2 ∈M3(C), mit
µA1

= (X − 3)5 und µA2
= (X + 1)2. In der Normalform von A1 muss es einen Block J5(3)

geben. Wegen A1 ∈M7(C) gibt es also 2 Möglichkeiten: Entweder ein weiterer Block J2(3),
oder zwei weitere Blöcke J1(3), J1(3). Analog: In der Normalform von A2 muss es einen Block
J2(−1) geben. Wegen A2 ∈ M3(C) gibt es nur eine Möglichkeit: ein weiterer Block J1(−1).
Insgesamt gibt es also genau 2 Möglichkeiten für die Jordan–Normalform von A:

R
(
J5(3), J2(3), J2(−1), J2(−1)

)
oder R

(
J5(3), J1(3), J1(3), J2(−1), J2(−1)

)
.

Satz 29.9. Sei A ∈ Mn(K) zerfallend. Dann gibt es eine diagonalisierbare Matrix D ∈
Mn(K) und eine nilpotente Matrix N ∈Mn(K) mit A = D+N und D ·N = N ·D.

Beweis. Wir benötigen hier nicht die volle Jordan–Normalform, sondern nur die Hauptraum-
zerlegung. Sei T ∈ Mn(K) eine invertierbare Matrix wie in Satz 26.9; es gilt also A ′ =

T−1 · A · T = R(A1, . . . , Ar), wobei Ai ∈ Mni
(K) und µAi

= (X − λi)
mi für alle i. Sei

Ni := Ai−λiIni
∈Mni

(K); wegen µAi
= (X−λi)

mi ist dann Nmi

i = 0ni×ni
, also Ni nilpotent.

Wir setzen: D ′ := R(λ1In1
, . . . , λrInr) ∈Mn(K) und N ′ := R(N1, . . . , Nr) ∈Mn(K).

Wegen Ai = λiIni
+Ni für i = 1, . . . , r folgt dann A ′ = D ′+N ′. Nun gilt offenbar (λiIni

)·Ni =

Ni·(λiIni
) für alle i. Mit “Kästchenrechnen” folgt daher auch D ′·N ′ = N ′·D ′. Wir setzen nun

D := T ·D ′·T−1 und N := T ·N ′·T . Dann ist D ähnlich zu D ′, also diagonalisierbar. Mit
m := max{m1, . . . ,mr} gilt Nm

i = 0ni×ni
für alle i, also folgt mit “Kästchenrechnen” auch

N ′m = 0n×n, und schließlich Nm = (T ·N ′·T−1)m = T ·N ′m·T−1 = 0n×n; also ist N nilpotent.
Weiterhin gilt A = T ·A ′·T−1 = T ·(D ′+N ′)·T−1 = T ·D ′·T−1+T ·N ′·T−1 = D+N, und D·N =

(T ·D ′·T−1)·(T ·N ′·T−1) = T ·(D ′·N ′)·T−1 = T ·(N ′·D ′)·T−1 = (T ·N ′·T−1)·(T ·D ′·T−1) = N·D.
Also erfüllen D,N die gewünschten Bedingungen. □

Beispiel 29.10. Sei A =


1 3 4 4

−5 −11 −16 −14

1 2 2 3

2 5 9 6

 ∈M4(R), mit µA = (X+ 1)2 ∗ (X2 − 2).
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Also ist A zerfallend, mit Eigenwerten λ1 = −1, λ2 =
√
2 und λ3 = −

√
2. In der Jordan–

Normalform muss es Blöcke J2(−1) und J1(±
√
2) geben; also ist die Jordan–Normalform

gegeben durch

A =


−1 1 0 0

0 −1 0 0

0 0
√
2 0

0 0 0 −
√
2

 ∈M4(R).

Gehen wir die Prozedur im Beweis von Satz 29.9 durch, so erhalten wir die Zerlegung A =

D+N mit

D =


−1 1 2 2

−1 −7 −12 −10
0 1 1 2

1 4 8 5

 und N =


2 2 2 2

−4 −4 −4 −4
1 1 1 1

1 1 1 1

,

wobei µD = (X + 1) ∗ (X2 − 2) und N2 = 04×4. (Beweis selbst oder Übung.) Es ist hier
bemerkenswert, dass wieder D,N ∈M4(Q) gilt, obwohl es Eigenwerte in R \Q gibt!

Bemerkung 29.11. In Folgerung 29.9 kann man sogar zeigen, dass D und N eindeutig
bestimmt sind. Die Zerlegung A = D + N heißt Jordan–Chevalley–Zerlegung von A;
siehe zum Beispiel Kapitel 8, §5, im Buch von Koecher für weitere Details, oder auch den
etwas ausführlicheren Artikel (mit historischen Bemerkungen):

D. Couty, J. Esterle, R. Zarouf,
Décomposition effective de Jordan–Chevalley, Gazette Math. 129 (2011), 29–49.

In diesem Artikel wird außerdem gezeigt, dass man D, N auf eine völlig andere Weise als im
Beweis von Satz 29.9 bestimmen kann, sogar ohne die Eigenwerte von A zu kennen!

Schließlich sei noch bemerkt, dass es auch mehrere Varianten für den Beweis von Satz 29.2 zur Normalform

von nilpotenten Matrizen gibt; siehe zum Beispiel:

Kapitel 9, §5∗ im Buch von Koecher; oder §8.D im Buch von Axler;

oder die folgenden Artikel (alphabetisch geordnet):

K. BONGARTZ, A direct approach to the rational normal form (2014), online verfügbar

auf https://arxiv.org/abs/1410.1683. (Theorem 2 am Ende des Artikels.)

A. STORJOHANN, An O(n3) algorithm for the Frobenius normal form, ISSAC 1998;

online verfügbar auf https://doi.org/10.1145/281508.281570.

M. WILDON, A short proof of the existence of Jordan normal form; online verfügbar

auf http://www.ma.rhul.ac.uk/~uvah099/Maths/JNFfinal.pdf;

Es wäre daher ein interessantes Thema für eine Bachelor-Arbeit, die Effizienz der Algorithmen, die sich aus

den verschiedenen möglichen Zugängen zur Frobenius– oder Jordan–Normalfall ergeben, systematisch zu

testen und zu untersuchen, inklusive konkreter Implementierungen in GAP oder einem anderen Computer-

Algebra-System, etwa dem neu entstehenden OSCAR; siehe https://oscar.computeralgebra.de/.

https://arxiv.org/abs/1410.1683
https://doi.org/10.1145/281508.281570
http://www.ma.rhul.ac.uk/~uvah099/Maths/JNFfinal.pdf
https://oscar.computeralgebra.de/
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Kapitel VII: Bilinearformen

In Kapitel IV, §18, haben wir das Standard–Skalarprodukt ⟨ , ⟩ : Rn × Rn → R betrachtet,
mit ⟨x, y⟩ = x1y1 + . . . + xnyn, wobei x1, . . . , xn ∈ R die Komponenten des Spaltenvektors
x ∈ Rn sind und y1, . . . , yn ∈ R die Komponenten des Spaltenvektors y ∈ Rn. Wir konnten
damit auch die Norm ∥x∥ eines Vektors x ∈ Rn definieren und haben ein paar interessante
Anwendungen gesehen (etwa die Gaußsche Methode der kleinsten Quadrate). Eine analoge
Definition von ⟨ , ⟩ : Kn × Kn → K ist natürlich auch für beliebige Körper K möglich. Dies
führt auf den allgemeinen Begriff einer “Bilinearform” auf einem K-Vektorraum V .

30. Orthogonalität

Sei K ein beliebiger Körper und V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung β : V × V → K heißt
eine Bilinearform, wenn β linear in beiden Argumenten ist, also:

β(s.v+ t.v ′, w) = sβ(v,w) + tβ(v ′, w) und β(v, s.w+ t.w ′) = sβ(v,w) + tβ(v,w ′)

für alle v, v ′, w,w ′ ∈ V und alle s, t ∈ K. Ist β eine Bilinearform, so heißt β symmetrisch,
wenn β(v,w) = β(w, v) für alle v,w ∈ V gilt.

Beispiel 30.1. (a) Sei V = Kn und β0
(x1...
xn

 ,
y1...
yn

) := x1y1+ . . .+xnyn für alle xi, yj ∈ K.

Dann rechnet man sofort nach, dass β0 eine symmetrische Bilinearform ist. Wir bezeichnen
dieses β0 dann auch als Standard-Skalarprodukt auf V = Kn.

(b) Sei V = Kn und A = [aij] ∈Mn(K) eine fest vorgegebene Matrix. Dann definieren wir

βA

(x1...
xn

 ,
y1...
yn

) :=

n∑
i,j=1

aijxiyj für alle xi, yj ∈ K.

(Die Bilinearform in (a) erhält man mit A = In.) Mit Hilfe der Definition des Matrixpro-
duktes können wir dies auch schreiben als βA(v,w) = vtr · A · w, wobei das Ergebnis eine
1× 1-Matrix der Form [a] mit a ∈ K ist, wofür wir nach unseren Konventionen einfach nur
a ∈ K schreiben. Mit den Regeln für das Matrixprodukt folgt sofort, dass βA bilinear ist.
Mit den allgemeinen Regeln für das Transponieren von Matrizen folgt außerdem: Ist A eine
symmetrische Matrix, also A = Atr, so ist βA eine symmetrische Bilinearform.

Seien e1, . . . , en ∈ Kn die Standardvektoren. Dann ist A · ej die j-te Spalte von A und damit
βA(ei, ej) = e

tr
i ·A · ej = aij für 1 ⩽ i, j ⩽ n. Ist also βA eine symmetrische Bilinearform, so

folgt umgekehrt auch, dass A = Atr gelten muss.

Umgekehrt lassen sich Bilinearformen für dimV <∞ komplett durch Matrizen beschreiben.
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Bemerkung 30.2. Sei β : V × V → K bilinear und 1 ⩽ n := dimV < ∞. Sei B :=

{v1, . . . , vn} eine Basis von V und setze gij := β(vi, vj) für alle i, j. Dann definiere die Matrix
G = GB(β) := [gij]1⩽i,j⩽n ∈Mn(K); diese heißt die Gram–Matrix von β bezüglich B. Wir
können damit die Bilinearform βG : K

n × Kn → K wie oben definieren.
Sind v,w ∈ V beliebig und x := MB(v) ∈ Kn, y := MB(β) ∈ MB(w) ∈ Mn(K) die
zugehörigen Koordinatenvektoren (bezüglich B), so gilt β(v,w) = βG(x, y) = xtr ·G · y.

[Denn: Seien x1, . . . , xn ∈ K die Komponenten von x und y1, . . . , yn ∈ K die Komponenten
von y; also v =

∑n
i=1 xi.vi und w =

∑n
j=1 yj.vj. Mit der Bilinearität von β folgt

β(v,w) = β(
∑n

i=1 xi.vi, w) =
∑n

i=1 xiβ(vi, w) =
∑n

i=1 xiβ(vi,
∑n

j=1 yj.vj)

=
∑n

i=1

∑n
j=1 xiyjβ(vi, vj) =

∑n
i=1 xi

(∑n
j=1 gijyj

)
.

Hier ist
∑n

j=1 gijyj die i-te Komponente von G ·y ∈ Kn; also ist das Ergebnis genau xtr ·G ·y.].

Beachte auch: Ist A ∈ Mn(K) und B die Standardbasis von Kn, so ist GB(βA) = A. (Denn
es gilt βA(ei, ej) = etr

i ·A · ej = aij für 1 ⩽ i, j ⩽ n; siehe oben.)

Lemma 30.3 (Basistransformation, vgl. Kapitel IV, Satz 20.1). Sei β : V ×V → K bilinear
und 1 ⩽ n := dimV <∞. Sind B = {v1, . . . , vn} und B ′ = {v ′1, . . . , v

′
n} Basen von V, so gilt

GB ′(β) = T tr ·GB(β) · T ,
wobei T = [tij] ∈Mn(K) die Basiswechselmatrix ist, also v ′j =

∑n
i=1 tij.vi für j = 1, . . . , n.

Beweis. Sei G := GB(β) = [gij] und G ′ := GB ′(β) = [g ′
ij]. Dann ist g ′

ij = β(v ′i, v
′
j) =∑n

k=1

∑n
l=1 rkitljβ(vk, vl) =

∑n
k=1

∑n
l=1 tkigkltlj. Nun ist

∑n
l=1 gkltlj der (k, j)-Eintrag von

G · T , also ist das Ergebnis der (i, j)-Eintrag von T tr ·G · T , wie behauptet. □

Definition 30.4. Sei β : V×V → K eine Bilinearform. Dann heißt β reflexiv, wenn für alle
v,w ∈ V gilt: β(v,w) = 0⇔ β(w, v) = 0. Ist β reflexiv, so heißen v,w ∈ V orthogonal (in
Zeichen v ⊥ w), wenn β(v,w) = 0 = β(w, v) gilt. Für eine Teilmenge X ⊆ V definiere dann

X⊥ := {v ∈ V | β(x, v) = 0 für alle x ∈ X}.
Weil β linear im zweiten Argument ist, folgt sofort, dass X⊥ ⊆ V ein Teilraum ist. Ist X = V ,
so heißt V⊥ das Radikal von β; gilt V⊥ = {0V }, so heißt β nicht-ausgeartet.

Beispiel 30.5. Jede symmetrische Bilinearform ist natürlich reflexiv. Aber es gibt auch
nicht-symmetrische Beispiele: Sei A =

[
0 1

−1 0

]
∈ M2(K). Dann gilt βA

( [
x1
x2

]
,
[
y1
y2

])
=

x1y2 − x2y1 für alle x1, x2, y1, y2 ∈ K. Es folgt βA(v, v) = 0 und βA(v,w) = −βA(w, v) für
alle v,w ∈ K2. D.h., βA ist nicht symmetrisch (jedenfalls wenn 1+1 ̸= 0 in K), aber reflexiv.

Wir erwähnen ohne Beweis: Ist β : V × V → K eine reflexive Bilinearform, so ist entweder β
symmetrisch oder es gilt β(v,w) = −β(w, v) für alle v,w ∈ V .
(Siehe z.B. Hauptsatz 7.1.15(a) im Buch von Huppert–Willems für einen Beweis.)
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Im Folgenden sei stets 1 ⩽ dimV <∞ und β : V × V → K eine reflexive Bilinearform.

Lemma 30.6. Ist U ⊆ V ein Teilraum, so gilt dimU⊥ ⩾ dimV − dimU. Ist β außerdem
nicht-ausgeartet, so gilt dimU⊥ = dimV − dimU.

Beweis. Sei n := dimV und d := dimU. Sei {v1, . . . , vd} eine Basis von U. Da β linear im
ersten Argument ist, folgt sofort: U⊥ = {v ∈ V | β(vi, v) = 0 für 1 ⩽ i ⩽ d}. Betrachte
nun die Abbildung φ : V → K1×d mit φ(v) :=

(
β(v1, v), . . . , β(vd, v)

)
für v ∈ V . Weil β

linear im zweiten Argument ist, folgt sofort, dass φ linear ist. Es gilt dann U⊥ = Kern(φ).
Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt außerdem n = dimU⊥ + dim Bild(φ); wegen
Bild(φ) ⊆ K1×d ist dim Bild(φ) ⩽ d und damit dimU⊥ ⩾ n − d, wie behauptet. Nehmen
wir an, es sei dimU⊥ > n − d; wir müssen dann V⊥ ̸= {0V } zeigen. Dazu: Nach dem
Basisergänzungssatz können wir vd+1, . . . , vn ∈ V finden, so dass {v1, . . . , vd, vd+1, . . . , vn} eine
Basis von V ist. Betrachte dann den TeilraumW := ⟨vd+1, . . . , vn⟩K ⊆ V , mit dimW = n−d.
Analog zu oben gilt dimW⊥ ⩾ n− (n− d) = d. Mit Kapitel IV, Satz 19.10, folgt

dim(U⊥ +W⊥) + dim(U⊥ ∩W⊥) = dimU⊥ + dimW⊥ > (n− d) + d = n.
Wegen U⊥ +W⊥ ⊆ V ist dim(U⊥ +W⊥) ⩽ n, also folgt dim(U⊥ ∩W⊥) > 0. Sei 0V ̸= v ∈
U⊥ ∩W⊥. Dann ist β(v, vi) = 0 für alle i, also auch β(v, v ′) = 0 für alle v ′ ∈ V (wiederum
weil β linear im zweiten Argument ist); also v ∈ V⊥ und damit V⊥ ̸= {0V }. □

Bemerkung 30.7. Sei n = dimV und B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Sei G = GB(β) ∈
Mn(K) die zugehörige Gram–Matrix. Dann gilt:

β nicht-ausgeartet ⇔ det(G) ̸= 0.
Denn: Sei U := V . Wie im obigen Beweis betrachte die lineare Abbildung φ : V → K1×n

mit φ(v) :=
(
β(v1, v), . . . , β(vn, v)

)
für v ∈ V . Es gilt dann Kern(φ) = V⊥. Sei C =

{f1, . . . , fn} die Standardbasis von K1×n. Für i, j ∈ {1, . . . , n} ist die i-Komponente von φ(vj)
(bezüglich C) gleich β(vi, vj) = gij; also ist G =MB

C(φ) ∈Mn(K) die darstellende Matrix von
φ bezüglich B,C. Also folgt: det(G) ̸= 0 ⇔ G invertierbar ⇔ V⊥ = Kern(φ) = {0V }. □
Ab hier Woche 8
Der folgende Satz beschreibt einen fundamentalen Zusammenhang zwischen der Bilinear-
form β und Endomorphismen φ ∈ End(V).

Satz 30.8. Sei β nicht-ausgeartet. Ist φ ∈ End(V), so gibt es genau ein φ∗ ∈ End(V) mit
β
(
φ(v), w

)
= β

(
v,φ∗(w)

)
für alle v,w ∈ V.

Diese Abbildung φ∗ heißt die zu φ adjungierte Abbildung.

Beweis. Sei n = dimV und B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Sei A := MB(φ) ∈ Mn(K)

die darstellende Matrix von φ und G := GB(β) ∈ Mn(K) die Gram–Matrix von β (beide
bezüglich B). Da β nicht-ausgeartet ist, ist G invertierbar (siehe Bemerkung 30.7). Wir setzen
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A∗ := G−1 ·Atr ·G ∈Mn(K).
Nach Kapitel IV, Satz 19.19, ist die Abbildung End(V) → Mn(K), ψ 7→ MB(ψ), bijektiv.
Also gibt es ein φ∗ ∈ End(V) mit MB(φ

∗) = A∗. Seien nun v,w ∈ V beliebig; seien
x := MB(v) ∈ Kn und y := MB(w) ∈ Kn die zugehörigen Koordinatenvektoren. Dann ist
MB(φ(v)) = A · x ∈ Kn (siehe Kapitel IV, Lemma 19.17), also folgt mit Bemerkung 30.2:

β(φ(v), w) = βG(A · x, y) = (A · x)tr ·G · y = xtr ·Atr ·G · y.
Nun ist Atr ·G = G ·A∗ und MB(φ

∗(w)) = A∗ · y; also folgt
β(φ(v), w) = xtr ·G · (A∗ · y) = βG(x,A∗ · y) = β(v,φ∗(w)),

wie gewünscht. Schließlich zur Eindeutigkeit von φ∗. Sei auch ψ ∈ End(V) mit β(φ(v), w) =
β(v,ψ(w)) für alle v,w ∈ V . Für festes w ∈ V ist dann

β(v,φ∗(w) −ψ(w)) = β(v,φ∗(w)) − β(v,ψ(w)) = β(φ(v), w) − β(φ(v), w) = 0

für alle v ∈ V . Also ist φ∗(w) −ψ(w) ∈ V⊥ = {0V } und damit ψ(w) = φ∗(w). □

Definition 30.9. Sei β nicht-ausgeartet und φ ∈ End(V). Dann heißt φ eine orthogonale
Abbildung (bezüglich β), wenn β

(
φ(v), φ(w)

)
= β(v,w) für alle v,w ∈ V gilt.

Bemerkung 30.10. Sei φ ∈ End(V). Genau dann ist φ eine orthogonale Abbildung, wenn
φ∗ ◦φ = idV gilt. Insbesondere ist in diesem Fall φ invertierbar, mit φ−1 = φ∗.
Denn: Sei zuerst φ∗ ◦ φ = idV . Dann folgt mit der Formel in Satz 30.8: β

(
φ(v), φ(w)

)
=

β
(
v,φ∗(φ(w))

)
= β

(
v, (φ∗ ◦ φ)(w)

)
= β(v,w) für alle v,w ∈ V . Sei umgekehrt φ eine

orthogonale Abbildung. Sei w ∈ V fest. Für alle v ∈ V gilt dann β(v,w) = β
(
φ(v), φ(w)

)
=

β
(
v, (φ∗ ◦φ)(w)

)
, also β

(
v, (φ∗ ◦φ)(w) −w

)
= 0, d.h., (φ∗ ◦φ)(w) −w ∈ V⊥ = {0V }. Da

w ∈ V beleibig war, gilt also φ∗ ◦φ = idV . □

Satz 30.11 (Orthogonale Gruppen). Sei β nicht-ausgeartet. Sei n = dimV und G ∈
Mn(K) die Gram–Matrix von β bezüglich einer Basis B von V. Dann sind

O(V,β) := {φ ∈ End(V) | φ orthogonale Abbildung} und
On(G,K) := {A ∈Mn(K) | A

tr ·G ·A = G}

Gruppen (die erste mit “◦” als Verknüpfung; die zweite mit dem üblichen Matrixprodukt).

Beweis. Sei φ ∈ O(V,β). Nach Bemerkung 30.10 gilt φ∗◦φ = idV , also ist φ invertierbar mit
φ−1 = φ∗; es folgt dann auch φ ◦φ∗ = idV . Für alle v,w ∈ V gilt nun β

(
φ−1(v), φ−1(w)

)
=

β
(
φ∗(v), φ∗(w)

)
= β

(
φ(φ∗(v)), w

)
= β

(
(φ ◦ φ∗)(v), w) = β(v,w), also φ−1 ∈ O(V,β).

Sei nun auch ψ ∈ O(V,β). Dann ist β
(
(φ ◦ ψ)(v), (φ ◦ ψ)(w)

)
= β

(
φ(ψ(v)), φ(ψ(w)

)
=

β
(
ψ(v), ψ(w)

)
= β(v,w) für alle v,w ∈ V , d.h., φ ◦ ψ ∈ O(V,β). Also ist O(V,β) eine

Gruppe. Der Beweis ist völlig analog für On(G,K). □

Beispiel 30.12. Sei V = Kn und β0 das Standard-Skalarprodukt. Sei A ∈ Mn(K) beliebig
und φA : K

n → Kn, x 7→ A · x, die zugehörige lineare Abbildung. Sei B = {e1, . . . , en}
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die Standardbasis von Kn; dann ist MB(φA) = A und G = MB(β0) = In. Definieren wir
A∗ ∈Mn(K) wie im obigen Beweis, so gilt A∗ = G−1 ·Atr ·G = Atr. Also ist φ∗ : Kn → Kn,
x 7→ Atr · x. In diesem Fall ist On(K) := On(In, K) = {A ∈Mn(K) | A

tr ·A = In}.

Beispiel 30.13. Sei K = R und A =

[
a b
c d

]
∈ O2(R) (siehe Beispiel 30.12), also Atr ·A = I2.

Ausmultiplizieren ergibt die Bedingungen a2 + c2 = 1, b2 + d2 = 1 und ab+ cd = 0.
1. Fall: Ist a = 0, so folgt c = ±1 und dann auch d = 0, c = ±1.
2. Fall: Sei a ̸= 0. Aus ab + cd = 0 erhalten wir b = −cd/a und dann 1 = b2 + d2 =

c2d2/a2 + d2 = (a2 + c2)d2/a2 = d2/a2, also d = ±a und dann auch c = ∓b. Also ist

A =

[
a b

∓b ±a

]
mit a2 + b2 = 1. Umgekehrt sieht man sofort, dass eine Matrix dieser

Form orthogonal ist. Der 1. Fall passt auch in dieses Schema, mit a = 0 und b = ±1.
Schließlich beachte: Sind a, b ∈ R gegeben mit a2 + b2 = 1, so gibt es ein eindeutiges
θ ∈ [0, 2π) mit a = cos(θ) und b = sin(θ). Also gilt:

A ∈M2(R) orthogonal ⇔ A =

[
cos(θ) sin(θ)

−δ sin(θ) δ cos(θ)

]
mit δ = ±1, θ ∈ [0, 2π).

Definition 30.14. Sei n = dimV und β symmetrisch. Sei B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V .
Dann heißt B eine Orthogonalbasis (bezüglich β), wenn β(vi, vj) = 0 für alle i ̸= j gilt. Ist
zusätzlich noch β(vi, vi) = 1 für alle i, so heißt B eine Orthonormalbasis von V . In diesem
Fall hat jedes v ∈ V eine eindeutige Darstellung als v = β(v, v1)v1 + . . .+ β(v, vn)vn.

Satz 30.15 (Existenz von Orthogonalbasen). Sei β symmetrisch und 1+ 1 ̸= 0 in K. Dann
gibt es eine Orthogonalbasis von V bezüglich β.

Beweis. (Vollständige Induktion nach n := dimV ⩾ 1.) Für n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei
nun n > 1. Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle:

1. Fall: Es gibt ein 0 ̸= v1 ∈ V mit β(v1, v1) ̸= 0. Setze U := ⟨v1⟩K. Dann ist dimU = 1, also
dimU⊥ ⩾ n−1 nach Lemma 30.6. Wegen β(v1, v1) ̸= 0 ist v1 ̸∈ U⊥, also U⊥ ⫋ V und damit
dimU⊥ = n − 1. Sei β ′ : U⊥ × U⊥ → K die Einschränkung von β. Dann ist natürlich auch
β ′ eine symmetrische Bilinearform. Nach Induktion gibt es eine Orthogonalbasis {v2, . . . , vn}
von U⊥. Wegen v1 ̸∈ U⊥ ist das Tupel (v1, v2, . . . , vn) linear unabhängig, also ist B :=

{v1, v2, . . . , vn} eine Basis von V . Wegen v2, . . . , vn ∈ U⊥ gilt β(v1, vi) = 0 für alle i ⩾ 2, also
ist B insgesamt eine Orthogonalbasis.

2. Fall: Es gilt β(v, v) = 0 für alle v ∈ V . Wir behaupten, dass dann β(v,w) = 0 für alle
v,w ∈ V gilt. (In diesem Fall ist jede Basis von V eine Orthogonalbasis; also gilt der Satz
auch in diesem Fall.) Seien nun v,w ∈ V beliebig. Dann gilt

0 = β(v+w, v+w) = β(v, v) + β(v,w) + β(w, v) + β(w,w) = β(v,w) + β(w, v).
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Wegen der Symmetrie von β folgt 0 = β(v,w) + β(v,w) = (1 + 1)β(v,w), und wegen
1+ 1 ̸= 0 in K dann β(v,w) = 0, wie behauptet. □

Bemerkung 30.16. Der obige Beweis liefert auch ein Verfahren zur Bestimmung einer
Orthogonalbasis. Sei n = dimV und C := {w1, . . . , wn} eine beliebige Basis von V ; bilde
dann A = [aij] := GC(β) ∈Mn(K). Ist A = 0n×n, so ist β(v,w) = 0 für alle v,w ∈ V , also
C eine Orthogonalbasis. Sei nun A ̸= 0n×n. Wir behaupten, dass wir dann ein v1 ∈ V mit
β(v1, v1) ̸= 0 finden können. Dazu: Seien i, j ∈ {1, . . . , n} mit β(wi, wj) = aij ̸= 0. Ist i = j so
ist v1 := wi der gesuchte Vektor. Nehmen wir nun an, es sei i ̸= j und β(wk, wk) = akk = 0
für alle k. Wie im 2. Fall des obigen Beweises erhalten wir die Gleichung

β(wi +wj, wi +wj) = β(wi, wi) + (1+ 1)aij + β(wj, wj) = (1+ 1)aij ̸= 0;
also ist hier v1 := wi+wj der gesuchte Vektor. Wir sind damit im 1. Fall des obigen Beweises.
Sei U := ⟨v1⟩K; dann ist dimU⊥ = n− 1. Wir wenden nun das obige Verfahren rekursiv auf
die Einschränkung von β auf U⊥ an und erhalten eine Orthogonalbasis {v2, . . . , vn} von U⊥.
Wie im obigen Beweis ist dann {v1, . . . , vn} eine Orthogonalbasis von V bezüglich β.

Beispiel 30.17. Sei A =

[
0 1 0
1 0 1
0 1 0

]
∈M3(K) und β = βA : K

3 × K3 → K.

Sei 2 := 1 + 1 ̸= 0 in K, und C = {e1, e2, e3} die Standardbasis von K3. Es gilt β(ek, ek) = 0
für k = 1, 2, 3 aber β(e1, e2) ̸= 0 (zum Beispiel). Setzen wir v1 := e1 + e2, so gilt β(v1, v1) =
(1+ 1)a12 = 2 ̸= 0. Sei U := ⟨v1⟩K. Wir bestimmen dann

U⊥ =

{
v =

[
a
b
c

]
∈ K3

∣∣∣ 0 = β(v1, v) = [1 1 0] ·A · v = a+ b+ c

}
= ⟨v2, v3⟩K,

wobei v2 = e1−e2, v3 = e2−e3. Die Gram–Matrix der Einschränkung von β auf U⊥ bezüglich

der Basis {v2, v3} ist dann gegeben durch A ′ =

[
−2 2
2 −2

]
∈ M2(K). Hier sehen wir direkt,

dass v ′3 := e1−e3 = v2+v3 ⊥ v2 gilt, also ist {v2, v ′3} eine Orthogonalbasis von U⊥ und damit
{v1, v2, v

′
3} eine Orthogonalbasis von K3.

Beispiel 30.18. Auf die Voraussetzung “1 + 1 ̸= 0” im obigen Satz kann nicht verzichtet
werden. Sei nämlich K = F2 und βA : K2 × K2 → K mit A wie in Beispiel 30.5. Wegen
1+ 1 = 0 ist dann βA symmetrisch und es gilt βA(v, v) = 0 für alle v ∈ K2. Nehmen wir an,
es gibt eine Orthogonalbasis {v1, v2} von K2. Dann gilt βA(vi, vi) = 0 für i = 1, 2, und auch
βA(v1, v2) = βA(v2, v1) = 0. Also ist die Gram–Matrix von βA bezüglich der Basis {v1, v2}

die Null-Matrix. Damit folgt auch βA(v,w) = 0 für alle v,w ∈ K2, Widerspruch.

Beispiel 30.19. Sei A ∈Mn(K) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen d1, . . . , dn ∈ K.
Bilde dann die Bilinearform βA : K

n×Kn → K. Diese ist symmetrisch und die Standardbasis
B = {e1, . . . , en} ist eine Orthogonalbasis, mit β(ei, ei) = di für alle i.
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Sei nun di ̸= 0 für alle i und nehmen wir an, es gibt zi ∈ K mit z2i = di; setze damit
vi := z−1i ei. Dann ist B ′ = {v1, . . . , vn} auch eine Orthogonalbasis und es gilt β(vi, vi) =

β(z−1i ei, z
−1
i ei) = z

−2
i β(ei, ei) = z

−2
i di = 1. Also ist B ′ eine Orthonormalbasis.

Wir sehen also, dass die Existenz einer Orthonormalbasis sehr stark vom Körper K abhängt.
Ist K = C, so gibt es stets zi ∈ K mit z2i = di wie oben. Bereits über R ist dies nicht immer
möglich, zum Beispiel wenn di = −1 für ein i gilt.
Ab hier Woche 9

31. Symmetrische Bilinearformen über R

In diesem Abschnitt sei V ein R-Vektorraum und β : V × V → R eine symmetrische Biline-
arform, wobei 1 ⩽ dimV <∞. Nach Satz 30.15 gibt es stets eine Orthogonalbasis B von V
bezüglich β; die zugehörige Gram–Matrix GB(β) ist also eine Diagonalmatrix. Da R ange-
ordnet ist, können wir nach den Diagonal-Einträgen von GB(β) schauen, die positiv oder
negativ sind. Der folgende Satz gibt eine präzise Information dazu.

Satz 31.1 (Trägheitssatz von Sylvester). Sei n := dimV und B = {v1, . . . , vn} eine Ortho-
gonalbasis von V bezüglich β; sei di := β(vi, vi) ∈ R für alle i. Sei p die Anzahl der i mit
di > 0 und q die Anzahl der i mit di < 0. Dann sind p, q eindeutig durch β bestimmt, also
unabhängig von der Wahl von B. — Das Paar (p, q) heißt die Signatur von β.

Beweis. Wir sortieren B so, dass di > 0 für i = 1, . . . , p und di < 0 für i = p+1, . . . , p+q ⩽
n gilt. Sei B ′ = {w1, . . . , wn} eine weitere Orthogonalbasis; sei d ′

i := β(wi, wi) für alle i; sei
analog p ′ die Anzahl der i mit d ′

i > 0 und q ′ die Anzahl der i mit d ′
i < 0. Wiederum sei B ′

so sortiert, dass d ′
i > 0 für i = 1, . . . , p ′ und d ′

i < 0 für i = p ′ + 1, . . . , p ′ + q ′ ⩽ n gilt. Wir
müssen nun zeigen, dass p = p ′ und q = q ′ gilt. Betrachte dazu die Teilräume

U1 := ⟨v1, . . . , vp⟩R und U2 := ⟨wp ′+1, . . . , wn⟩R.
Wir behaupten: U1 ∩ U2 = {0V }. Annahme, es gibt ein 0V ̸= v ∈ U1 ∩ U2. Schreibe v =∑p

i=1 xi.vi mit xi ∈ R. Dann gilt β(v, v) =
∑p

i=1 x
2
idi > 0 (wegen xi ̸= 0 für mindestens

ein i). Schreibe andererseits v =
∑n

i=p ′+1 yi.vi mit yi ∈ R. Da di < 0 für p ′ ⩽ i ⩽ p ′ + q ′

und di = 0 für i > p ′ + q ′ gilt, folgt β(v, v) =
∑n

i=p ′+1 y
2
idi ⩽ 0, Widerspruch.

Also ist U1 ∩U2 = {0V }. Mit Kapitel IV, Satz 19.10, erhalten wir daraus
dim(U1 +U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩U2) = dimU1 + dimU2 = p+ n− p ′.

Wegen U1 + U2 ⊆ V ist dim(U1 + U2) ⩽ n, also folgt p + n − p ′ ⩽ n und damit p ⩽ p ′.
Indem man die Rollen von B und B ′ vertauscht, folgt mit einem völlig analogen Argument
auch p ′ ⩽ p. Also gilt p = p ′. Um auch q = q ′ zu zeigen, setzen wir β̃(v,w) := −β(v,w) für
alle v,w ∈ V . Dann ist auch β̃ : V × V → R eine symmetrische Bilinearform, und B,B ′ sind
natürlich weiterhin Orthogonalbasen bezüglich β̃. Definieren wir analog die Anzahlen p̃, q̃
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und p̃ ′, q̃ ′ für β̃ (bezüglich B und B ′), so ist offensichtlich p̃ = q, q̃ = p, p̃ ′ = q ′, q̃ ′ = p ′.
Nach dem vorherigen Argument gilt p̃ = p̃ ′, also folgt auch q = p̃ = p̃ ′ = q ′. □

Folgerung 31.2. Sei (p, q) die Signatur von β.
(a) Es gilt q = 0 genau dann, wenn β(v, v) ⩾ 0 für alle v ∈ V gilt. In diesem Fall bezeichnen
wir β als positiv-semidefinit.
(b) Es gilt p = dimV und q = 0 genau dann, wenn β(v, v) > 0 für alle 0V ̸= v ∈ V

gilt. In diesem Fall heißt β positiv-definit und das Paar (V,β) ein Euklidischer Raum;
außerdem gibt es in diesem Fall eine Orthonormalbasis von V bezüglich β.
(c) Ist β positiv-semidefinit und nicht-ausgeartet, so ist β positiv-definit.

Beweis. Sei n = dimV . Nach Satz 30.15 gibt es eine Orthogonalbasis B = {v1, . . . , vn}; setze
di := β(vi, vi) für alle i. Dann ist GB(β) die Diagonalmatrix mit Einträgen d1, . . . , dn auf
der Diagonalen. Sei v ∈ V und schreibe v = x1.v1 + . . .+ xn.vn mit xi ∈ R. Dann gilt

β(v, v) =
∑n

i=1

∑n
j=1 xixjβ(vi, vj) =

∑n
i=1 x

2
iβ(vi, vi) =

∑n
i=1 x

2
idi.

(a) Sei zuerst q = 0, also di ⩾ 0 für alle i. Dann ist mit obiger Formel auch β(v, v) ⩾ 0. Sei
umgekehrt β(v, v) ⩾ 0. Insbesondere ist di = β(vi, vi) ⩾ 0 für alle i, also q = 0.
(b) Sei zuerst p = n und q = 0. Wegen p = dimV ist dann di > 0 für alle i. Ist also
v ̸= 0V , so ist xi ̸= 0 für mindestens ein i und damit β(v, v) =

∑n
i=1 x

2
idi > 0. Sei umgekehrt

β(v, v) > 0 für alle 0V ̸= v ∈ V . Insbesondere ist di = β(vi, vi) > 0 für alle i, also p = n. Da
jedes di eine Quadratwurzel in R hat, gibt es eine Orthonormalbasis wie in Beispiel 30.19.
(c) Da β nicht-ausgeartet ist, gilt d1 · · ·dn = det(GB(β)) ̸= 0; siehe Bemerkung 30.7. Also
ist di ̸= 0 für alle i. Da β positiv-semidefinit ist, gilt außerdem q = 0 nach (a), also di ⩾ 0
für alle i. Also ist di > 0 für alle i und damit p = n, d.h., β ist positiv-definit nach (b). □

Beispiel 31.3. (a) Das Standard-Skalarprodukt β0 : Rn × Rn → R ist positiv-definit, wie
bereits zu Beginn von Kapitel IV, §18, bemerkt.
(b) In Einsteins Relativitätstheorie spielen gewisse β : R4 ×R4 → R mit Signatur (3, 1) eine
bedeutende Rolle (“Minkowski–Raum”); siehe z.B. §7.5 im Buch von Huppert–Willems.

Wir beschreiben nun eine allgemeine Konstrukton, um orthogonale Abbildungen in O(V,β)
zu erhalten (wenn β nicht-ausgeartet ist).

Beispiel 31.4. Sei β nicht-ausgeartet und ein Vektor 0V ̸= r ∈ V gegeben mit β(r, r) ̸= 0.
Dann definiere die Abbildung φr : V → V durch

φr(v) := v− 2β(r, r)
−1β(r, v)r für alle v ∈ V.

Man rechnet nach, dass φr ∈ O(V,β) und φ2r = idV gilt; außerdem φr(r) = −r und φr(v) = v
falls v ⊥ r (siehe Übungen). Die Abbildung φr heißt Spiegelung mit Wurzel r.
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Betrachten wir speziell den Euklidischen Raum (R2, β0); eine orthogonale Abbildung in
O(R2, β0) wird dann (bezüglich der Standardbasis von R2) durch eine Matrix A ∈ O2(R)
wie in Beispiel 30.13 dargestellt. Mit den dortigen Bezeichnungen sei δ = −1. Dann gilt

χA = (cos(θ) − X) ∗ (− cos(θ) − X) − sin(θ)2 = X2 − cos(θ)2 − sin(θ)2 = X2 − 1;
es gibt also die beiden Eigenwerte λ1 = 1 und λ2 = −1. Mit Hilfe der Additionstheoreme für
sin und cos in Kapitel II, §10, findet man zugehörige Eigenvektoren (mit Norm 1):

v1 =

[
cos(θ/2)
sin(θ/2)

]
∈ R2 und v2 =

[
− sin(θ/2)

cos(θ/2)

]
∈ R2.

Dann ist {v1, v2} sogar eine Orthonormalbasis von R2. Sei nun v ∈ R2 beliebig und schreibe
v = sv1 + tv2 mit s, t ∈ R. Dann ist A · v = A · (sv1 + tv2) = sv1 − tv2. Sei φv2 ∈ O(R2, β0)
die Spiegelung mit Wurzel v2. Wegen v1 ⊥ v2 gilt dann φv2(v) = sφv2(v1) + tφv2(v2) =

sv1 − tv2 = A · v. Also wird φv2 durch die Matrix A beschrieben. (Ist dagegen δ = 1, so
überzeugt man sich, dass A die Drehung im Uhrzeigersinn um den Winkel θ darstellt.)

Folgerung 31.5. Sei β positiv-definit. Gegeben seien v,w ∈ V mit β(v, v) = β(w,w). Dann
gibt es ein φ ∈ O(V,β) mit φ(v) = w.

Beweis. Ist v = w, so können wir φ = idV nehmen. Sei nun v ̸= w und r := v−w ̸= 0V . Da
β positiv-definit ist, gilt β(r, r) ̸= 0; wir können also die Spiegelung φr ∈ O(V,β) bilden.
Dann gilt φr(v) = v−2β(r, r)−1β(r, v)r. Nun ist β(r, v) = β(v−w, v) = β(v, v)−β(w, v) =
β(v, v) − β(v,w); außerdem β(r, r) = β(v − w, v − w) = β(v, v) − 2β(v,w) + β(w,w) =

2β(v, v) − 2β(v,w) = 2β(r, v). Also ist φr(v) = v− r = v− (v−w) = w. □

Um zu testen, ob unsere gegebene Bilinearform β positiv-definit ist, könnte man gemäß dem
Verfahren in Bemerkung 30.16 eine Orthogonalbasis von V bestimmen und dann schauen,
ob alle Diagonaleinträge der zugehörigen Gram–Matrix positiv sind. Unser nächstes Ziel ist
ein alternatives Kriterium, welches oft nützlich ist.

Lemma 31.6. Sei G = GB(β) ∈ Mn(R) die Gram–Matrix von β bezüglich einer Basis B
von V. Ist β positiv-definitiv, so gilt G = T tr · T mit einer invertierbaren Matrix T ∈Mn(K)

und damit det(G) = det(T)2 > 0.

Beweis. Nach Folgerung 31.2(b) gibt es eine Orthonormalbasis C von V bezüglich β. Dann
ist GC(β) = In und damit G = T tr · T wobei T ∈Mn(R) die Basiswechselmatrix zwischen B
und C ist; siehe Lemma 30.3. Wegen det(T tr) = det(T) folgt also detG = det(T)2 > 0. □

Die obige Aussage lässt sich erheblich verstärken. Dazu benutzen wir die folgende Konstruk-
tion zu beliebigen Matrizen, die auch von allgemeinem Interesse ist.
Sei K ein beliebiger Körper und A = [aij]1⩽i,j∈n ∈Mn(K). Setzen wir
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Ak :=

a11 . . . a1k
...

...
ak1 . . . akk

 ∈Mk(K) für k = 1, 2, . . . , n,

so heißen die Determinanten det(Ak) für k = 1, . . . , n die Hauptminoren von A.

Satz 31.7 (LU-Zerlegung). Sei A ∈ Mn(K) so, dass alle Hauptminoren von A ungleich 0
sind. Dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix L ∈Mn(K) mit 1 entlang der Diagonalen, und
eine obere Dreiecksmatrix U ∈Mn(K) mit A = L ·U. Ist K = R und sind alle Hauptminoren
von A positiv, so sind auch alle Diagonaleinträge von U positiv.

(Hier steht L für “lower” und U für “upper”.)

Beweis. (Vollständige Induktion nach n.) Ist n = 1, also A = [a11], so gilt die Aussage mit
L = [1] und U = [a11]. Sei nun n > 1. Wir teilen A wie folgt in Blöcke auf:

A =

[
A ′ w

vtr a

]
mit A ′ ∈Mn−1(K), v,w ∈ Kn−1 und a ∈ K.

Nach Voraussetzung sind alle Hauptminoren von A ′ ungleich 0, also gibt es nach Induktion
eine untere Dreiecksmatrix L ′ ∈ Mn−1(K) mit 1 entlang der Diagonalen, und eine obere
Dreiecksmatrix U ′ ∈Mn−1(K) mit A ′ = L ′ ·U ′. Dann ist

A = L1 ·

[
In−1 y

xtr a

]
·U1 mit L1 :=

[
L ′ 0n−1

0tr
n−1 1

]
, U1 :=

[
U ′ 0n−1

0tr
n−1 1

]
wobei x := (U ′tr)−1 · v ∈ Kn−1 und y := (L ′)−1 ·w ∈ Kn−1, wie man einfach mit “Kästchen-
rechnen” nachprüft. Ebenso rechnet man einfach nach, dass gilt:[

In−1 y

xtr a

]
= L2 ·U2 mit L2 :=

[
In−1 0n−1

xtr 1

]
, U2 :=

[
In−1 y

0tr
n−1 c

]
,

wobei c := a − xtr · y ∈ K. Insgesamt also A = L · U mit L := L1 · L2 und U := U2 · U1.
Beachte: Mit L1, L2 ist auch L eine untere Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen, und
mit U1, U2 ist U eine obere Dreiecksmatrix. Sei schließlich K = R und alle Hauptminoren
von A positiv. Dies gilt dann auch für A ′, also sind nach Induktion alle Diagonaleinträge von
U ′ positiv. Damit sich auch alle Diagonaleinträge von U1 positiv und det(U1) = det(U ′) > 0.
Weiterhin ist det(U2) = c, also det(U) = det(U2) det(U1) = c det(U1). Wegen det(L) = 1

ergibt dies 0 < det(A) = det(L)c det(U1) = c det(U1) und damit c > 0, wie behauptet. □

Satz 31.8 (Determinanten-Kriterium für Definitheit). Sei G = GB(β) ∈ Mn(R) die
Gram–Matrix von β bezüglich einer beliebigen Basis B von V. Genau dann ist β positiv-
definit, wenn alle Hauptminoren von G positiv (ungleich 0) sind.

Beweis. Sei n = dimV . Sei zuerst β positiv-definit. Sei 1 ⩽ k ⩽ n. Schreiben wir B =

{v1, . . . , vn}, so sei U := ⟨v1, . . . , vk⟩K. Dann ist Gk die Gram–Matrix der Einschränkung von
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β auf U bezüglich der Basis {v1, . . . , vk} von U. Diese Einschränkung ist natürlich weiterhin
positiv-definit, also gilt det(Gk) > 0 nach Lemma 31.6.
Seien nun umgekehrt alle Hauptminoren von G positiv. Betrachte dann eine LU-Zerlegung
G = L · U wie in Satz 31.7, wobei alle Diagonaleinträge von U positiv sind. Wir setzen
T := (L−1)tr ∈Mn(R) und D := T tr ·G ·T = L−1 ·G ·T = U ·T . Mit L ist auch L−1 eine untere
Dreiecksmatrix mit 1 entlang der Diagonalen, also ist T eine obere Dreiecksmatrix mit 1
entlang der Diagonalen (siehe Übungen 1. Semester), und damit D eine obere Dreiecksmatrix
mit den gleichen Diagonaleinträgen wie U. Nun ist G symmetrisch, also gilt auch Dtr =

(T tr ·G · T)tr = T tr ·Gtr · (T tr)tr = T tr ·G · T = D. Da gleichzeitig D eine obere Dreiecksmatrix
ist, muss D eine Diagonalmatrix sein; wie oben bereits bemerkt, sind die Diagonaleinträge
von D die gleichen wie die von U, also alle positiv.
Damit folgt nun leicht, dass β positiv-definit ist. Denn sei 0V ̸= v ∈ V beliebig und x =

MB(v) ∈ Rn der Koordinatenvektor von v; sei y := T−1 ·x ∈ Rn. Wegen v ̸= 0V ist x ̸= 0n und
y ̸= 0n. Nach Bemerkung 30.2 gilt β(v, v) = xtr ·G·x = ytr ·T tr ·G·T ·y = ytr ·D·y =

∑n
i=1 y

2
idi

wobei yi die Komponenten von y und di die Diagonaleinträge von D sind. Wegen di > 0 für
alle i, und yi ̸= 0 für mindestens ein i, ist β(v, v) > 0. □

32. Der Spektralsatz (über R)

Der im Titel dieses Abschnittes genannte “Spektralsatz” ist einer der zentralen Sätze der
Linearen Algebra. Wir formulieren und beweisen hier zunächst eine Version für Matrizen;
danach folgt dann eine abstraktere Umformulierung für Endomorphismen.

Im Folgenden betrachten wir ausschließlich den Euklidischen Raum (Rn, β0) wobei β0 =

⟨ , ⟩ : Rn × Rn → R das Standard-Skalarprodukt ist, also β0(x, y) = ⟨x, y⟩ = xtr · y für
alle x, y ∈ Rn. Für x ∈ Rn ist dann ∥x∥ =

√
xtr · x die übliche Euklidische Norm. Eine

Matrix T ∈ On(R) (siehe Beispiel 30.12) heißt hier einfach orthogonale Matrix; es gilt
also T tr · T = In, d.h., T ist invertierbar und die inverse Matrix ist auf besonders einfache
Weise gegeben, nämlich durch T−1 = T tr. (Es folgt dann auch T · T tr = In.)

Lemma 32.1. Sei φ : Rn → Rn eine beliebige lineare Abbildung und T ∈Mn(R) die Matrix
mit φ(x) = T · x für alle x ∈ Rn. Seien v1, . . . , vn ∈ Rn die Spalten von T . Dann gilt φ ∈
O(Rn, β0) ⇔ T ∈ On(R) ⇔ {v1, . . . , vn} ist eine Orthonormalbasis von Rn bezüglich ⟨ , ⟩.

Beweis. Zunächst beachte: Für 1 ⩽ i, j ⩽ n gilt φ(ei) = T · ei = vi und
⟨vi, vj⟩ = ⟨T · ei, T · ej⟩ = Eintrag an der Stelle (i, j) von T tr · T .

Damit folgt bereits: T tr · T = In ⇔ {v1, . . . , vn} ist eine Orthonormalbasis, also die 2. Äquiva-
lenz. Sei nun φ ∈ O(Rn, β0). Dann gilt mit obigen Formeln δij = ⟨ei, ej⟩ = ⟨φ(ei), φ(ej)⟩ =
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⟨vi, vj⟩ = Eintrag an der Stelle (i, j) von T tr · T . Also folgt T tr · T = In, d.h., T ∈ On(R). Ist
umgekehrt T ∈ On(R), so folgt ⟨φ(x), φ(y)⟩ = ⟨T ·x, T ·y⟩ = xtr · (T tr ·T) ·y = xtr ·y = ⟨x, y⟩
für alle x, y ∈ Rn, und damit φ ∈ O(Rn, β0). □

Beispiel 32.2. Sei 0n ̸= v1 ∈ Rn mit ∥v1∥ = 1. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
T ∈Mn(R) deren erste Spalte durch v1 gegeben ist.
Dazu: Nach dem Basisergänzungssatz gibt es v2, . . . , vn ∈ Rn, so dass {v1, v2, . . . , vn} eine
Basis von Rn ist. Mit dem Gram–Schmidt–Verfahren in Kapitel IV, Satz 18.3, erhalten wir
eine Orthogonalbasis {w1, w2, . . . , wn} von Rn, wobei nach Konstruktion w1 = v1 gilt. Setze
v ′i := ∥wi∥−1wi für i = 2, . . . , n. Dann ist {v ′1, v

′
2, . . . , v

′
n} eine Orthonormalbasis von Rn.

Nach Lemma 32.1 ist die Matrix T ∈Mn(R) mit Spalten v ′1, v ′2, . . . , v ′n orthogonal. □

Lemma 32.3. Ist A ∈Mn(R) symmetrisch, so ist A zerfallend, d.h., das charakteristische
Polynom χA ∈ R[X] zerfällt vollständig in Linearfaktoren in R[X].

Beweis. Wir fassen A = [aij]1⩽i,j⩽n als Matrix inMn(C) auf. Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra zerfällt χA in Linearfaktoren über C. Wir zeigen, dass alle Nullstellen von χA bereits
in R sind. Sei also λ ∈ C eine Nullstelle (= Eigenwert) von A, und v ∈ Cn ein zugehöriger
Eigenvektor. Seien x1, . . . , xn ∈ C die Komponenten von v. Dann gilt also

∑n
l=1 aklxl = λxk

für k = 1, . . . , n. Wegen Atr = A folgt damit:
n∑

k,l=1

aklxkx̄l =

n∑
l=1

( n∑
k=1

aklxk

)
x̄l =

n∑
l=1

( n∑
k=1

alkxk

)
x̄l =

n∑
l=1

(λxl)x̄l = λ

n∑
l=1

xlx̄l.

Mit komplexer Konjugation und A ∈ Mn(R) gilt andererseits
∑n

l=1 aklx̄l =
∑n

l=1 āklx̄l =∑n
l=1 aklxl = λ̄x̄k für k = 1, . . . , n; also folgt:

n∑
k,l=1

aklxkx̄l =

n∑
k=1

xk

( n∑
l=1

aklx̄l

)
=

n∑
k=1

xk(λ̄x̄k) = λ̄

n∑
k=1

xkx̄k.

Nun beachte, dass
∑n

k=1 xkx̄k =
∑n

l=1 xlx̄l eine reelle Zahl ist, die wegen v ̸= 0n ungleich 0
(sogar > 0) ist. Also folgt λ = λ̄. □

Lemma 32.4. Sei A ∈ Mn(R) symmetrisch. Gegeben seien r ⩾ 1 paarweise verschiedene
Eigenwerte λ1, . . . , λr ∈ R von A. Für i = 1, . . . , r sei wi ∈ EA(λi). Dann gilt ⟨wi, wj⟩ = 0 für
i ̸= j. Insbesondere: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Beweis. Es gilt A ·wi = λiwi für alle i. Sei nun i ̸= j. Dann ist
λi⟨wi, wj⟩ = ⟨λiwi, wj⟩ = ⟨A ·wi, wj⟩ = (A ·wi)tr ·wj = (wtr

i ·Atr) ·wj.
Da A symmetrisch ist, ist die rechte Seite gleich:

(wtr
i ·A) ·wj = wtr

i · (A ·wj) = ⟨wi, A ·wj⟩ = ⟨wi, λjwj⟩ = λj⟨wi, wj⟩.
Also gilt (λi − λj)⟨w1, w2⟩ = 0. Wegen λi ̸= λj folgt ⟨wi, wj⟩ = 0. □
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Satz 32.5 (Spektralzerlegung über R). Sei A ∈ Mn(R) symmetrisch. Dann gibt es eine
orthogonale Matrix T ∈ Mn(R) und eine Diagonalmatrix D ∈ Mn(R) mit T tr · A · T = D.
Insbesondere ist A diagonalisierbar, wobei die Eigenwerte die Diagonaleinträge von D sind.

Ab hier Woche 10
Beweis.4 Nach Lemma 32.3 ist A zerfallend; sei Z(µA) = {λ1, . . . , λr} ⊆ R. Wir zeigen
nun, dass A diagonalisierbar ist. Dazu verwenden wir das Minimalpolynom–Kriterium in
Kapitel IV, Satz 20.15 (siehe auch Bemerkung 26.10). Wir müssen also zeigen, dass jedes λi
nur eine einfache Nullstelle von µA ist. Sei i fest und nehmen wir an, λi ist eine mehrfache
Nullstelle; d.h., es gilt (X − λi)

2 | µA. Schreibe µA = (X − λi)
2 ∗ f mit f ∈ R[X], und setze

g := (X − λi) ∗ f. Dann ist Grad(g) < Grad(µA), also g(A) ̸= 0n×n. Es gibt also ein v ∈ Rn

mit w := g(A) · v ̸= 0n. Dann folgt
(∗) 0 ̸= ⟨w,w⟩ = wtr ·w = (g(A) · v)tr · (g(A) · v) = vtr · (g(A)tr · g(A)) · v.
Wegen Atr = A gilt auch g(A)tr = g(Atr) = g(A), also g(A)tr · g(A) = g(A)2 = g2(A). Nun
ist g2 = (X−λi)

2 ∗ f2 = f∗µA, also folgt g2(A) = f(A) ·µA(A) = 0n×n. Folglich ist die rechte
Seite von (∗) gleich vtr ·

(
g2(A) · v

)
= vtr · (0n×n · v) = 0, Widerspruch.

Also ist in der Tat A diagonalisierbar. Sei nun ni := dimEA(λi) für i = 1, . . . , r. Sei zunächst
Bi irgendeine Basis von EA(λi). Wie in Kapitel IV, Definition 18.4, erklärt, kann man diese
mit dem Gram–Schmidt–Verfahren in eine Orthonomalbasis Ci von EA(λi) überführen. Wie
im Beweis von Kapitel IV, Satz 20.13, folgt, dass n = n1+ . . .+nr gilt und C := C1∪ . . .∪Cr
eine Basis von Rn ist. Nach Lemma 32.4 ist dies sogar insgesamt eine Orthonormalbasis
von Rn. Ist T ∈ Mn(R) die invertierbare Matrix mit Spalten gegeben durch die Vektoren
in C, so ist T ∈ On(R) (siehe Lemma 32.1) und D := T−1 ·A · T eine Diagonalmatrix. □

Beispiel 32.6. Set A =

[
0 1 −1
1 0 1

−1 1 0

]
∈M3(R); offenbar ist A symmetrisch. Wir berechnen

χA = det(A − XI3) = . . . = (X + 2) ∗ (X − 1)2; es gibt also die beiden Eigenwerte λ1 = −2

und λ2 = 1. Wir finden EA(λ1) = ⟨v1⟩R und EA(λ2) = ⟨v2, v3⟩R, wobei

v1 =

[
1
−1
1

]
, v2 =

[
1
1
0

]
, v3 =

[
−1
0
1

]
.

Es gilt ⟨v1, v1⟩ = 3, ⟨v2, v2⟩ = 2 und ⟨v2, v3⟩ = −1; die Basis {v2, v3} ist also noch keine
Orthogonalbasis des Eigenraums. Wir können nun das Gram–Schmidt–Verfahren anwenden,
oder direkt wie folgt vorgehen: Gesucht sind a, b ∈ R so dass 03 ̸= v ′3 := (av2 + bv3) ⊥ v2

gilt, also 0 = ⟨v2, av2 + bv3⟩ = 2a− b; eine Lösung (a, b) ̸= (0, 0) ist gegeben durch a = 1,

b = 2, also v ′3 := 2v3 + v2 =

[
−1
1
2

]
; dann folgt ⟨v2, v ′3⟩ = 0, ⟨v ′3, v ′3⟩ = 6 und {v2, v

′
3} ist

4Dieser Beweis stammt aus dem Buch von Kaye–Wilson, siehe dort §13.3.
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eine Orthogonalbasis des Eigenraums. Sei T ∈M3(R) die Matrix mit Spalten gegeben durch√
3
−1
v1,

√
2
−1
v2,

√
6
−1
v ′3. Nach Lemma 32.1 ist T eine orthogonale Matrix; es gilt dann

T tr ·A · T = Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen −2, 1, 1.

Es folgt nun noch eine Umformulierung von Satz 32.5 in eine Aussage über Endomorphis-
men eines Euklidischen Raums. Wir erinnern an Bemerkung 25.2, wo wir Eigenwerte und
Eigenvektoren für Endomorphismen definiert haben.

Folgerung 32.7 (Spektralzerlegung, 2. Version). Sei (V,β) ein Euklidischer Raum (siehe
Folgerung 31.1) und φ ∈ End(V) selbst-adjungiert, d.h., es gilt φ∗ = φ. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis von V (bezüglich β), die aus Eigenvektoren von φ besteht.

Beweis. Nach Folgerung 31.2(b) gibt es eine Orthonormalbasis B von V (bezüglich β). Sei
A = MB(φ) ∈ Mn(R) die darstellende Matrix von φ und G = In die Gram-Matrix von β,
wobei n = dimV . Wie im Beweis von Satz 30.8 ist MB(φ

∗) = G−1 · Atr · G = Atr. Wegen
φ∗ = φ ist die linke Seite auch gleich A, also A symmetrisch. Nach Satz 32.5 gibt es eine
orthogonale Matrix T ∈Mn(R), so dass D := T−1 ·A · T ∈Mn(R) eine Diagonalmatrix ist.

Sei B := {v1, . . . , vn}. Schreiben wir T = [tij] ∈ Mn(R), so setze v ′j =
∑n

i=1 tij.vi für
j = 1, . . . , n. Weil T invertierbar ist, ist auch B ′ := {v ′1, . . . , v

′
n} eine Basis von V . Nach

Lemma 30.3 gilt GB ′(β) = T tr ·GB(β) · T = T tr · In · T = In, also ist auch B ′ eine Orthonor-
malbasis. Nach Kapitel IV, Satz 20.1, gilt MB ′(φ) = T−1 ·MB(φ) · T = T−1 ·A · T = D, also
ist jeder Basisvektor v ′j ein Eigenvektor von φ. □

33. Anwendung 1: Singulärwertzerlegung

Als eine erste Folgerung aus dem Spektralsatz betrachten wir die Singulärwertzerlegung
einer Matrix (englisch: singular value decomposition, kurz SVD). Diese wird in zahlrei-
chen Anwendungen aus den unterschiedlichsten Bereichen eingesetzt; siehe

C. D. Martin and M. A. Porter, The extraordinary SVD, Amer. Math. Monthly 119
(2012), 838–851; http://dx.doi.org/10.4169/amer.math.monthly.119.10.838

für einen Überblick mit vielen weiterführenden Referenzen. (Sie werden auch sicherlich in
Vorlesungen zur angewandten Mathematik mehr dazu erfahren.)

Lemma 33.1. Sei A ∈ Rm×n beliebig und r := Rang(A) ⩽ min(n,m). Dann gilt:
(a) Es ist auch Rang(Atr ·A) = r.
(b) Die Eigenwerte von Atr ·A ∈Mn(R) sind reell und ⩾ 0; es gibt r Eigenwerte ̸= 0.

http://dx.doi.org/10.4169/amer.math.monthly.119.10.838
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Beweis. (a) Sei x ∈ N(A), also A·x = 0m. Dann ist auch (Atr ·A)·x = 0n, also x ∈ N(Atr ·A).
Umgekehrt: Sei x ∈ N(Atr ·A), also (Atr ·A) ·x = 0n. Dann ist auch ∥A ·x∥2 = ⟨A ·x,A ·x⟩ =
(A · x)tr · (A · x) = xtr · (Atr · A) · x = 0, also A · x = 0m und damit x ∈ N(A). Damit ist
N(A) = N(Atr ·A) gezeigt, also folgt mit Lemma 20.6 (Kapitel IV):

Rang(A) = n− dimN(A) = n− dimN(Atr ·A) = Rang(Atr ·A).
(b) Sei B := Atr · A ∈ Mn(R); dann ist B symmetrisch. Nach dem Spekralsatz gibt es eine
orthogonale Matrix V ∈ Mn(R) so dass D := V−1 · B · V = V tr · B · V eine Diagonalmatrix
ist. Nach Kapitel IV, Bemerkung 19.14, gilt Rang(D) = Rang(B) = r, d.h., genau r der
Diagonaleinträge von D sind ungleich 0. Sei schließlich λ ∈ R ein Eigenwert von B = Atr ·A
(also ein Diagonaleintrag von D) und v ∈ Rn ein zugehöriger Eigenvektor, also v ̸= 0n und
B ·v = λv. Dann gilt ∥A ·v∥2 = ⟨A ·v,A ·v⟩ = (A ·v)tr ·(A ·v) = vtr ·(B ·v) = vtr ·(λv) = λ∥v∥2.
Wegen ∥v∥ > 0 und ∥A · v∥ ⩾ 0 folgt dann auch λ ⩾ 0. □

Satz 33.2 (SVD). Sei A ∈ Rm×n mit m,n ⩾ 1 beliebig; sei r = Rang(A) ⩾ 0. Dann gibt es
orthogonale Matrizen U ∈Mm(R) und V ∈Mn(R) mit A = U·S·V tr, wobei S = [sij] ∈ Rm×n

Diagonalgestalt hat, mit sij = 0 für alle i ̸= j sowie s11 ⩾ . . . ⩾ srr > 0 und sii = 0 für
i > r. Die Diagonaleinträge s11, s22, . . . von S heißen Singulärwerte von A.

Beweis. Sei B := Atr · A ∈ Mn(R). Wie oben im Beweis gibt es eine orthogonale Matrix
V ∈Mn(R) so dass V−1 ·B ·V = V tr ·B ·V eine Diagonalmatrix ist; seien λ1, . . . , λn ∈ R die
Einträge auf der Diagonalen. Wir könnnen dies so einrichten, dass λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ⩾ λn gilt.
Nach Lemma 33.1 gilt λi ⩾ 0 für alle i; außerdem ist λi = 0 für i > r. Setze αi :=

√
λi ∈ R

für 1 ⩽ i ⩽ n; dann ist auch α1 ⩾ . . . ⩾ αr > αr+1 = . . . = αn = 0. Seien v1, . . . , vn ∈ Rn

die Spalten von V ; dann gilt B · vi = λivi für 1 ⩽ i ⩽ n. Wir setzen uj := α−1
j A · vj ∈ Rm für

1 ⩽ j ⩽ r. Weil V eine orthogonale Matrix ist, ist {v1, . . . , vn} eine Orthonormalbasis von Rn.
Damit folgt für 1 ⩽ i, j ⩽ r:

⟨ui, uj⟩ = α−1
i α

−1
j ⟨A · vi, A · vj⟩ = α−1

i α
−1
j

(
vtr
i ·Atr ·A · vj

)
= α−1

i α
−1
j

(
vtr
i · (B · vj)

)
= α−1

i α
−1
j

(
vtr
i · (λjvj)

)
= α−1

i α
−1
j λj⟨vi, vj⟩.

Ist i ̸= j, so ist ⟨vi, vj⟩ = 0, also auch ⟨ui, uj⟩ = 0. Ist i = j, so ist λj = αiαj und ⟨vi, vi⟩ = 1,
also auch ⟨ui, ui⟩ = 1. Aus diesen Relationen folgt sofort, dass (u1, . . . , ur) l.u. ist (siehe
Übungen). Sei W := ⟨u1, . . . , ur⟩R ⊆ Rm. Nach Lemma 30.6 gilt dimW⊥ = m − dimW =

m − r. Ist w ∈ W ∩W⊥, so folgt ⟨w,w⟩ = 0 also w = 0m. Damit ist W ∩W⊥ = {0m}

und es folgt dim(W +W⊥) = dimW + dimW⊥ − dim(W ∩W⊥) = dimW + dimW⊥ = m,
also Rm =W +W⊥. Mit dem Gram–Schmidt–Verfahren können wir eine Orthonormalbasis
{ur+1, . . . , um} von W⊥ finden. Wegen Rm = W + W⊥ und dimW + dimW⊥ = m ist
{u1, . . . , um} insgesamt eine Basis, also eine Orthonormalbasis von Rm. Sei U ∈ Mm(R)
die orthogonale Matrix mit Spalten u1, . . . , um. Jetzt betrachte S = [sij] := U−1 · A · V =
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Utr · A · V . Für 1 ⩽ i ⩽ m und 1 ⩽ j ⩽ n gilt also sij = utr
i · A · vj. Für i beliebig und

1 ⩽ j ⩽ r gilt A · vj = αjuj und damit sij = utr
i · A · vj = αj⟨ui, uj⟩ = αjδij. Für j > r ist

∥A · vj∥2 = ⟨A · vj, A · vj⟩ = vtr
j · (Atr ·A) · vj = vtr

j · (B · vj) = vtr
j · 0n = 0, also A · vj = 0m und

damit auch sij = utr
i ·A · vj = 0 für alle i. Folglich ist A = U · S · V−1 = U · S · V tr und S hat

die gewünschte Diagonalgestalt. □

Beachte: Ist m < n, so ist es einfacher, erst die SVD für Atr zu bestimmen und am Ende
das Ergebnis wieder zu transponieren, um die SVD für A zu erhalten.

Beispiel 33.3. Sei A =

[
1 0
1 1
0 1

]
∈ R3×2. Dann ist B := Atr · A =

[
2 1

1 2

]
∈ M2(R) mit

χB = (X − 3) ∗ (X − 1). Mit dem Verfahren in Beispiel 32.6 finden wir eine orthogonale
Matrix V ∈M2(R), so dass V tr · B · V eine Diagonalmatrix ist; in diesem Fall:

V tr · B · V =

[
3 0

0 1

]
mit V =

√
2
−1

[
1 1

1 −1

]
.

Die Singulärwerte von A sind also α1 =
√
3 und α2 = 1. Seien v1, v2 ∈ R2 die beiden Spalten

von V . Wie oben im Beweis setzen wir anschließend

u1 := α
−1
1 A · v1 =

√
6
−1

[
1
2
1

]
und u2 := α

−1
2 A · v2 =

√
2
−1

[
1
0
−1

]
.

Zum Schluss müssen wir noch einen Spaltenvektor u3 ∈ R3 finden, so dass die Matrix U ∈
M3(R) mit Spalten u1, u2, u3 eine orthogonale Matrix ist; in diesem Fall geht dies mit

u3 =
√
3
−1

[
1
−1
1

]
und damit U :=

√
6
−1

 1
√
3

√
2

2 0 −
√
2

1 −
√
3

√
2

.

Mit S :=

√3 0
0 1
0 0

 ∈ R3×2 erhalten wir also die Singulärwertzerlegung A = U · S · V tr.

Und dann ist Atr = U ′ · Str · (V ′)tr mit U ′ := V , V ′ := U die Singulärwertzerlegung für Atr.

Bemerkung 33.4. Sei A = U · S · V tr und r = Rang(A), wie in Satz 33.2. Für 1 ⩽ k ⩽ r
sei S(k) ∈ Rm×n die Matrix in Diagonalgestalt mit Diagonaleinträgen s11, . . . , skk, d.h., S(k)
entsteht aus S, indem wir die ersten k Diagonaleinträge in S beibehalten und die restlichen
Diagonaleinträge an den Positionen k+ 1, . . . , r alle gleich 0 setzen. Dann heißt

A(k) := U · S(k) · V tr ∈ Rm×n “Rang-k-Approximation” von A.
Beachte, dass tatsächlich Rang(A(k)) = k gilt; man kann zeigen, dass A(k) die “beste” Appro-
ximation von A durch eine Matrix mit Rang gleich k ist (Satz von Eckart–Young; siehe §1
im oben zitierten Artikel von Martin und Porter). Für 1 ⩽ i ⩽ k sei ui ∈ Rm die i-te Spalte
von U und vi ∈ Rn die i-te Spalte von V . Dann ist ui · vtr

i ∈ Rm×n und die Definition der
Matrixmultiplikation zeigt sofort folgende Formel: A(k) :=

∑k
i=1 sii

(
ui · vtr

i

)
.



LAAG 2 61

Die mn Einträge von A(k) sind also bestimmt durch die insgesamt k(m+n+ 1) Einträge in
den Spaltenvektoren u1, . . . , uk ∈ Rm, v1, . . . , vk ∈ Rn plus den k Singulärwerten s11, . . . , skk.

Dies findet Anwendungen zum Beispiel im Bereich der Datenkompression. Denken Sie etwa
an die Millionen von Farb- und Helligkeitswerten in einem digitalen Photo; wenn man dies
auf einem kleinen Bildschirm betrachten möchte, so braucht man nicht alle diese Werte genau
zu kennen. Es genügt also, eine komprimierte Version der Matrix aller Werte zu speichern.

Beispiel 33.5. Zur Veranschaulichung betrachten wir ein extrem vereinfachtes Beispiel, mit
digitalen Schwarz-Weiss-Photos in einem 20×20 Raster; jeder Punkt im Raster ist entweder
weiss, grau oder schwarz. Wir stellen dies mit einer Matrix A = [aij] ∈ M20(R) dar, wo aij
gleich 0, 1 oder 2 ist, je nach dem, ob der entsprechende Punkt im Raster weiss, grau oder
schwarz ist. Für ein solches Photo müssen wir also die 400 Einträge von A speichern. (Die
Photos mit heutigen Smartphones brauchen natürlich viel mehr Speicherplatz.) Beispiel:

□□□□□□□□□□□□□□□□□□□□
□□□□□□□■■■■■□□□□□□□□
□□□□□■■■■■■■■■■■□□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□■■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□□■■■■■■■■■■■■□□□□
□□□□□■■■■■■■■■■□□□□□
□□□□□□■■■■■■■■□□□□□□
□□□□□□□□□□□□□□□□□□□□

A =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0
0 0 0 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 0 0 0
0 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 1 1 0 0 0
0 0 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 0 0
0 0 2 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 0 0
0 0 2 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 0 0
0 0 2 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Sei A = U · S · V tr die SVD von A. Zum Beispiel mit Sage erhalten wir diese wie folgt:

SageMath version 9.3, Release Date: 2021-05-09
Using Python 3.9.2. Type "help()" for help.
sage: A=matrix(RDF,[ # obige Matrix A

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,0,0,0,0],
...
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]])

sage: U,S,V=A.SVD()

Der Rang von A ist gleich 12; die Singulärwerte ungleich 0 (also die ersten 12 Diagonaleinträ-
ge von S) sind wie folgt in Dezimaldarstellung gegeben, gerundet auf 2 Nachkommastellen:

18,88 6,02 4,71 3,06 2,27 1,79 1,26 1,15 0,79 0,69 0,56 0,40.
Betrachten wir die Rang-4-Approximation von A. Runden wir die Einträge von A(4) jeweils
zu 0, 1, 2 auf oder ab, so erhalten wir eine Annäherung an das ursprüngliche Bild; siehe
Tabelle 1. Nun beachte, dass A(4) gegeben ist durch zwei Matrizen der Größe 20×4, plus die
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Tabelle 1. Approximationen an A

□□□□□□□□□□□□□□□□□□□□
□□□□□□□■■■■■□□□□□□□□
□□□□□■■■■■■■■■■■□□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□■■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□□□■■■■■■■■■■■□□□□
□□□□□■■■■■■■■■■□□□□□
□□□□□□■■■■■■■■□□□□□□
□□□□□□□□□□□□□□□□□□□□

Rang-4-Approximation A(4)

□□□□□□□□□□□□□□□□□□□□
□□□□□■■■■■■■■■■■□□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□■■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□■■■■■■■■■■■■■■■■□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□■■■■■■■■■■■■■■□□□
□□□□■■■■■■■■■■■■□□□□
□□□□□■■■■■■■■■■■□□□□
□□□□□■■■■■■■■■■■□□□□
□□□□□□□□□□□□□□□□□□□□

Rang-2-Approximation A(2)

4 Singulärwerte, also brauchen wir für A(4) nur noch 164 = 2 · 80+ 4 Zahlen zu speichern —
deutlich weniger als die Hälfte der ursprünglichen Anzahl! Für die Rang-2-Approximation
bräuchten wir noch viel weniger Speicherplatz, aber die Qualität des Bildes ist dagegen ziem-
lich schlecht; hier bleibt im Wesentlichen nur die ungefähre Form erhalten.
Experimentieren Sie selbst mit der SVD–Funktion, um zu sehen, wie sich die Qualität des
Bildes für unterschiedliche Werte von k ∈ {1, 2, . . . , 12} ändert.

34. Anwendung 2: Quadriken und Hauptachsentransformation

Als eine klassische Anwendung des Spektralsatzes behandeln wir in diesem Abschnitt einen
kleinen Höhepunkt der elementaren analytischen Geometrie. Dabei geht es um Lösungs-
mengen nicht nur von linearen Gleichungen, sondern von quadratischen Gleichungen in n
Variablen. Für n = 2 hat eine solche Gleichung die allgemeine Form

f(x1, x2) := α1x
2
1 + α2x

2
2 + α12x1x2 + β1x1 + β2x2 + γ = 0,

wobei die Koeffizienten α1, α2, α12, β1, β2, γ ∈ R fest vorgegeben und alle x1, x2 ∈ R gesucht
sind, so dass f(x1, x2) = 0 gilt. Zum Beispiel ist für f(x1, x2) = x21+ x22− 1 die Lösungsmenge
ein Kreis in der reellen Ebene mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung (0, 0). Gibt es
mehr Terme in der Gleichung mit Koeffizienten ungleich 0, so wird es schon schwieriger,
gleich zu sehen, um welche geometrische Figur es sich handelt; Beispiele:

f(x1, x2) = 5x
2
1 + 2

√
3x1x2 + 7x

2
2 − 16 = 0,

f(x1, x2) = x
2
1 + 2x1x2 + x

2
2 + 3x1 − 4x2 + 1 = 0.

Die Idee ist nun, eine Koordinatentransformation vorzunehmen, so dass in den “neuen” Ko-
ordinaten die Gleichung “möglichst einfach” wird. Behandeln wir dies gleich für beliebiges
n ⩾ 1. Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung ist
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f(x1, . . . , xn) := α1x
2
1 + . . .+ αnx

2
n︸ ︷︷ ︸

rein quadratisch

+
∑

1⩽i<j⩽n

αijxixj︸ ︷︷ ︸
gemischt quadratisch

+β1x1 + . . .+ βnxn︸ ︷︷ ︸
linear

+γ = 0,

mit vorgegebenen Koeffizienten αi, αij, βj, γ ∈ R. Um triviale Sonderfälle zu vermeiden,
nehmen wir an, dass mindestens ein αi oder ein αij ungleich 0 ist, also quadratische Terme
(rein oder gemischt) tatsächlich vorkommen. Die Lösungsmenge

Q :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ R1×n

∣∣ f(x1, . . . , xn) = 0}
heißt Quadrik oder Hyperfläche zweiten Grades; für n = 2 spricht man auch von
Kegelschnitten. Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrik für Hintergrund dazu.

Bemerkung 34.1. Sei T ∈Mn(R) eine orthogonale Matrix. Ist x ∈ Rn, so gilt
∥T · x∥2 = ⟨T · x, T · x⟩ = (T · x)tr · (T · x) = xtr · (T tr · T) · x = xtr · x = ∥x∥2,

und damit ∥T ·x∥ = ∥x∥, d.h., T erhält die Norm von Vektoren. Etwas allgemeiner heißt eine
Abbildung φ : Rn → Rn eine Bewegung, wenn es eine orthogonale Matrix T ∈Mn(R) und
einen Spaltenvektor u ∈ Rn gibt mit φ(x) = T · x+ u für alle x ∈ Rn. In diesem Fall gilt

∥φ(x) −φ(y)∥ = ∥T · x− T · y∥ = ∥T · (x− y)∥ = ∥x− y∥,
für alle x, y ∈ Rn, d.h., φ erhält die Abstände zwischen Vektoren.

Als geeignete Koordinatentransformation betrachten wir nun eine Bewegung φ : Rn → Rn

wie oben; es gibt also eine orthogonale Matrix T = [tij] ∈ Mn(R) und ein u ∈ Rn mit
φ(y) = T · y + u für alle y ∈ Rn. Seien u1, . . . , un ∈ R die Komponenten von u. Jedes
x ∈ Rn können wir schreiben als x = φ(y) = T · y + u mit y ∈ Rn. Sind x1, . . . , xn ∈ R die
Komponenten von x und y1, . . . , yn ∈ R die Komponenten von y, so gilt also

xi =
( n∑
j=1

tijyj

)
+ ui für 1 ⩽ i ⩽ n.

Setzen wir diese Ausdrücke in die Gleichung f(x1, . . . , xn) = 0 ein, so erhalten wir eine neue
quadratische Gleichung f ′(y1, . . . , yn) = 0 in den Variablen y1, . . . , yn.

Satz 34.2 (Normalformen von Quadriken). Es gibt eine Bewegung φ : Rn → Rn, so
dass die ursprüngliche quadratische Gleichung f(x1, . . . , xn) = 0 mittels der Transformation
x = φ(y) in eine der folgenden Gleichungen in y1, . . . , yn überführt werden kann:

(Typ 1) λ1y
2
1 + . . .+ λry

2
r + γ = 0 mit 1 ⩽ r ⩽ n, oder

(Typ 2) λ1y
2
1 + . . .+ λry

2
r + βyn = 0 mit 1 ⩽ r < n,

wobei jeweils λi, β, γ ∈ R sowie β ̸= 0 und λi ̸= 0 für 1 ⩽ i ⩽ r gilt.

Eine Bewegung, die die ursprüngliche Gleichung f(x1, . . . , xn) = 0 in eine der Gleichungen
1) oder 2) überführt, heißt Hauptachsentransformation.

https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrik
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Beweis. Wir definieren eine Matrix A = [aij] ∈Mn(R) durch aij :=


αi für i = j,
αij/2 für i < j,
αji/2 für i > j;

dann ist A ̸= 0n×n (weil mindestens ein αi oder ein αij ungleich 0 ist). Sei b ∈ R1×n der
Zeilenvektor mit Komponenten β1, . . . , βn. Dann ist A symmetrisch und es gilt

f(x1, . . . , xn) = x
tr ·A · x+ b · x+ γ für alle x ∈ Rn.

Wir zeigen nun, dass man in maximal 4 Schritten diese Gleichung auf Typ (1) oder (2)
transformieren kann.

1. Schritt. Nach dem Spektralsatz gibt es eine orthogonale Matrix T ∈ Mn(R), so dass
D := T−1 ·A ·T = T tr ·A ·T eine Diagonalmatrix ist; seien λ1 . . . , λn ∈ R die Diagonaleinträge
von D. Wir können diese so anordnen, dass λi ̸= 0 für 1 ⩽ i ⩽ r und λr+1 = . . . = λn = 0

gilt (wobei r ∈ {1, . . . , n}, weil A ̸= 0n×n). Betrachte die Bewegung φ1 : Rn → Rn, y 7→ T ·y;
schreibe x = φ1(y) und setze b ′ := b · T ∈ R1×n; dann hat die neue Gleichung die Form

f ′(y1, . . . , yn) = (T · y)tr ·A · (T · y) + b · (T · y) + γ
= ytr ·D · y+ (b · T) · y+ γ = λ1y

2
1 + . . .+ λry

2
r + b

′ · y+ γ;
d.h., es gibt keine gemischt quadratischen Terme mehr. — Je nach Fall werden wir jetzt noch
weitere Bewegungen anwenden müssen, um Typ (1) oder (2) zu erreichen.

2. Schritt. Damit wir nicht ständig neue Namen für die Variablen einführen müssen, nehmen
wir nun an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form hat, also

f(x1, . . . , xn) = λ1x
2
1 + . . .+ λrx

2
r + β1x1 + · · ·+ βnxn + γ,

wobei λi, βi, γ ∈ R und λi ̸= 0 für 1 ⩽ i ⩽ r. Betrachte nun die Bewegung φ2 : Rn → Rn,
y 7→ y + c, wobei c ∈ Rn ein Spaltenvektor mit Komponenten c1, . . . , cr, 0, . . . , 0 sei (und
c1, . . . , cr ∈ R noch zu bestimmen sind). Schreibe xi = yi + ci für 1 ⩽ i ⩽ r und xi = yi für
r+ 1 ⩽ i ⩽ n. Dann ergibt sich als neue Gleichung

f ′(y1, . . . , yn) =

r∑
i=1

λi(yi + ci)
2 +

r∑
i=1

βi(yi + ci) +

n∑
i=r+1

βiyi + γ

=

r∑
i=1

λiy
2
i +

r∑
i=1

(2λici + βi)yi +

n∑
i=r+1

βiyi +

r∑
i=1

(λic
2
i + βici) + γ︸ ︷︷ ︸
γ ′:=Mit ci := −βi/(2λi) für 1 ⩽ i ⩽ r erhalten wir:

f ′(y1, . . . , yn) =

r∑
i=1

λiy
2
i +

n∑
i=r+1

βiyi + γ
′,

d.h., die Variablen in den quadratischen und den linearen Termen wurden getrennt.

3. Schritt. Nehmen wir nun wieder an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form
hat, also f(x1, . . . , xn) = λ1x

2
1 + . . . + λrx

2
r + βr+1xr+1 + . . . + βnxn + γ, wobei λi, βi, γ ∈ R

und λi ̸= 0 für 1 ⩽ i ⩽ r. Ist r = n oder βr+1 = . . . = βn = 0, so haben wir Typ (1) erreicht.
Nehmen wir schließlich an, es sei r < n und es gibt ein k ∈ {r + 1, . . . , n} mit βk ̸= 0.
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Betrachte nun die Bewegung φ3 : Rn → Rn, y 7→ y + cek, wobei c ∈ R noch zu bestimmen
ist. Schreibe xk = yk + c und xi = yi für i ̸= k. Dann ergibt sich als neue Gleichung

f ′(y1, . . . , yn) =

r∑
i=1

λiy
2
i +

n∑
i=r+1

βiyi + βkc+ γ︸ ︷︷ ︸
γ ′:=

.

Mit c := −γ/βk erhalten wir γ ′ = 0, d.h., es gibt keinen konstanten Term mehr.

4. Schritt. Nehmen wir wiederum an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form
hat, also f(x1, . . . , xn) = λ1x21+ . . .+λrx2r+βr+1xr+1+ . . .+βnxn, wobei λi, βi ∈ R und λi ̸= 0
für 1 ⩽ i ⩽ r; außerdem ist mindestens ein βi ungleich 0. Um Typ (2) zu erreichen, müssen
wir noch eine Bewegung φ4 : Rn → Rn finden, so dass nach der Transformation x = φ4(y)

nur der lineare Term in yn übrig bleibt.
Dazu: Sei v ∈ Rn der Spaltenvektor mit Komponenten 0, . . . , 0, βr+1, . . . , βn. Dann ist v ̸= 0n;
sei β := ∥v∥ > 0. Sei w := βen ∈ Rn; dann ist ∥w∥ = β = ∥v∥. Ist v = w, so sind wir fertig.
Sei nun v ̸= w. Nach Folgerung 31.5 gibt es ein φ4 ∈ O(Rn, β0) mit φ4(v) = w (nämlich
die Spiegelung mit Wurzel v − w). Sei T ∈ Mn(R) die Matrix mit φ4(x) = T · x für alle
x ∈ Rn; nach Lemma 32.1 ist T ∈ On(R). Schreibe wieder x = φ4(y) = T · y; da die ersten
r Komponenten von v und w gleich 0 sind, gilt ei ⊥ (v−w) und damit T · ei = φ4(ei) = ei,
also auch xi = yi für 1 ⩽ i ⩽ r. Als neue Gleichung ergibt sich:

f ′(y1, . . . , yn) =

r∑
i=1

λiy
2
i +

n∑
i=r+1

βi

( n∑
j=1

tijyj

)
=

r∑
i=1

λiy
2
i +

n∑
j=1

( n∑
i=r+1

βitij

)
yj︸ ︷︷ ︸

=(vtr·T)·y

.

Nun ist T ·w = v, also vtr = wtr · T tr = wtr · T−1 und damit vtr · T = wtr = βetr
n . Schließlich

folgt (vtr · T) · y = βetr
n · y = βyn, wie gewünscht. □

Beispiel 34.3. Sei f(x1, x2) = x21+ 2x1x2+x22+ 3x1− 4x2+ 1. Wir gehen die obigen Schritte

durch. Die Matrix A ist gegeben durch A =

[
1 1
1 1

]
, mit χA = det(A − XI2) = X2 − 2X; es

gibt also die beiden Eigenwerte λ1 = 2 und λ2 = 0. Wie in Beispiel 32.6 finden wir

T−1AT =

[
2 0
0 0

]
mit der orthogonalen Matrix T =

√
2
−1

[
1 1
1 −1

]
.

Die Transformation x1 =
√
2
−1
(y1 + y2), x2 =

√
2
−1
(y1 − y2) ergibt die neue Gleichung

f ′(y1, y2) = 2y
2
1 −

√
2
−1
y1 + 7

√
2
−1
y2 + 1 = 0.

Schreibe nun y1 = z1 + u, y2 = z2 wobei u ∈ R noch zu bestimmen ist. Einsetzen ergibt

2(z1+u)
2−

√
2
−1
(z1+u)+7

√
2
−1
z2+1 = 2z

2
1+4z1u+2u

2−
√
2
−1
z1−

√
2
1
u+7

√
2
−1
z2+1.

Mit u := (4
√
2)−1 erhalten wir die Gleichung f ′′(z1, z2) = 2z21 + 7

√
2
−1
z2 + 15/16 = 0.

Schließlich schreibe z1 = w1, z2 = w2 + r wobei r ∈ R so zu bestimmen ist, dass der
konstante Term verschwindet. Mit r = −15

√
2/112 erhalten wir die Gleichung f ′′′(w1, w2) =
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2w21 + 7
√
2
−1
w2 = 0 (d.h. Typ 2), was in der reellen Ebene R2 (mit Koordinatenachsen

w1, w2) einer Parabel entspricht.
Ab hier Woche 11

35. Normale Matrizen und die Spektralzerlegung über C

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen eine Spek-
tralzerlegung für Matrizen über K = C möglich ist. (Dieser Abschnitt ist logisch unabhängig
von den vorherigen Abschnitten, obwohl ähnliche Argumente verwendet werden; er hätte
also auch am Anfang dieses Kapitels stehen können.) Um das Standard-Skalarprodukt von
Rn auf Cn zu verallgemeinern, ist es sinnvoll, irgendwie die komplexe Konjugation ins Spiel
zu bringen. Für n = 1 ist der Absolutbetrag von z ∈ C durch |z| :=

√
zz̄ definiert. Für n ⩾ 1

beliebig definieren wir nun eine Abbildung ⟨ , ⟩ : Cn × Cn → C durch〈x1...
xn

 ,
y1...
yn

〉
:= x1ȳ1 + . . .+ xnȳn für alle xi, yj ∈ C.

Sei x ∈ Cn mit Komponenten x1, . . . , xn ∈ C. Dann definieren wir x̄ ∈ Cn als den Spal-
tenvektor mit Komponenten x̄1, . . . , x̄n ∈ C. Sei y ∈ Cn mit Komponenten y1, . . . , yn ∈ C.
Dann gilt die Regel:

⟨x, y⟩ = x1ȳ1 + . . .+ xnȳn = x̄1 ¯̄y1 + . . .+ x̄n ¯̄yn = y1x̄1 + . . .+ ynx̄n = ⟨y, x⟩.

Insbesondere folgt ⟨x, x⟩ = ⟨x, x⟩ = |x1|
2 + . . . + |xn|

2 ∈ R für alle x ∈ Cn. Das Ergebnis ist
sogar ⩾ 0, also können wir ∥x∥ :=

√
⟨x, x⟩ als die Norm von x definieren; beachte: Auch

hier gilt ∥x∥ = 0 nur für x = 0n. Wir bezeichnen ⟨ , ⟩ als die standard-hermitesche Form
auf Cn. Analog zu Kapitel IV, §18, können wir dann auch schreiben:

⟨x, y⟩ = xtr · ȳ für alle x, y ∈ Cn,
wobei das Ergebnis eine 1 × 1-Matrix der Form [u] mit u ∈ C ist, wofür wir nach unseren
Konventionen einfach nur u ∈ C schreiben.

Satz 35.1 (Gram–Schmidt–Orthogonalisierung über C). Sei U ⊆ Cn ein Teilraum mit
m := dimU ⩾ 1 und {v1, . . . , vm} eine Basis von U. Dann gibt es eine Basis {w1, . . . , wm}

von U mit folgenden Eigenschaften:

(a) di := ∥wi∥2 > 0 und ⟨wi, wj⟩ = 0 für alle 1 ⩽ i, j ⩽ m mit i ̸= j;

(b) w1 = v1 und wk = vk −

k−1∑
j=1

d−1j ⟨vk, wj⟩.wj für k = 2, 3, . . . ,m.

Beweis. Völlig analog zu Satz 18.3 in Kapitel IV. □

Definition 35.2. (a) Sei A = [aij] ∈Mn(C) beliebig. Dann setzen wir Ā := [āij] ∈Mn(C)
und A∗ := Ātr. Man sieht sofort (A∗)∗ = A und (A · B)∗ = B∗ ·A∗ für B ∈Mn(C).
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Ist A = A∗ so heißt A eine hermitesche Matrix. (Ist also A ∈Mn(R), so ist A hermitesch
genau dann, wenn A symmetrisch ist.)
(b) Eine Matrix U ∈ Mn(C) heißt unitäre Matrix, wenn U∗ · U = In gilt. In diesem Fall
ist also U invertierbar, und die inverse Matrix ist wiederum auf besonders einfache Weise
gegeben, nämlich durch U−1 = U∗. (Es folgt dann auch U ·U∗ = In.)

Lemma 35.3. Sei U ∈ Mn(C) eine beliebige Matrix; seien v1, . . . , vn ∈ Cn die Spalten
von U. Genau dann ist U unitär, wenn B = {v1, . . . , vn} eine Orthonormalbasis von Cn

bezüglich der standard-hermiteschen Form ⟨ , ⟩ : Cn × Cn → C, (x, y) 7→ xtr · ȳ, ist.

Beweis. Für 1 ⩽ i, j ⩽ n gilt ⟨vi, vj⟩ = ⟨U · ei, U · ej⟩ = (U · ei)tr ·U · ej = etr
i · (Utr · Ū) · ēj =

Eintrag an der Stelle (i, j) von Utr · Ū = (U∗ · U)tr. Also ist U∗ · U = In genau dann, wenn
⟨vi, vi⟩ = 1 und ⟨vi, vj⟩ = 0 für 1 ⩽ i, j ⩽ n mit i ̸= j gilt. □

Beispiel 35.4. (a) Für θ ∈ R, 0 ⩽ θ < 2π, und z,w ∈ C mit |z|2 + |w|2 = 1 setzen wir

U :=

[
w z

−u(θ)z̄ u(θ)w̄

]
∈M2(C) wobei u(θ) := cos(θ) + sin(θ)i ∈ C.

Dann prüft man leicht nach, dass U unitär ist. Umgekehrt kann man zeigen, dass jede unitäre
Matrix in M2(C) obige Form hat. (Dies ist eine sehr gute Übungsaufgabe.)

(b) Sei 0n ̸= v1 ∈ Cn mit ∥v1∥ = 1. Völlig analog zu Beispiel 32.2 gibt es dann eine unitäre
Matrix U ∈Mn(R) deren erste Spalte durch v1 gegeben ist.

Eine Matrix A ∈ Mn(C) heißt unitär diagonalisierbar, wenn es eine unitäre Matrix
U ∈ Mn(C) gibt, so dass U−1 · A · U = U∗ · A · U eine Diagonalmatrix ist. Wir wollen
herausfinden, unter welchen Bedingungen dies möglich ist.

Bemerkung 35.5. Sei A ∈Mn(C) unitär diagonalisierbar. Dann gilt A ·A∗ = A∗ ·A.

Denn sei U ∈ Mn(C) unitär, so dass D := U∗ · A · U eine Diagonalmatrix ist. Dann ist
A = U · D · U∗ und A∗ = (U · D · U∗)∗ = (U∗)∗ · D∗ · U∗ = U · D∗ · U∗. Es folgt A · A∗ =

(U ·D · U∗) · (U ·D∗ · U∗) = U · (D ·D∗) · U∗ und analog A∗ · A = U · (D∗ ·D) · U∗. Da D
und D∗ beide Diagonalmatrizen sind, gilt D ·D∗ = D∗ ·D und damit auch A ·A∗ = A∗ ·A.

Ist A ∈ Mn(C) und gilt A · A∗ = A∗ · A, so heißt A eine normale Matrix. Zum Beispiel
sind hermitesche oder unitäre Matrizen automatisch auch normale Matrizen.

Lemma 35.6. Ist A ∈Mn(C) eine normale Matrix, so gilt ∥A · x∥ = ∥A∗ · x∥ für x ∈ Cn.

Beweis. Sei x ∈ Cn. Dann ist (A∗·x)tr = (Ātr·x)tr = xtr·Ā und damit
∥A∗·x∥2 = ⟨A∗·x,A∗·x⟩ = (A∗·x)tr ·A∗·x = xtr·(Ā ·A∗)·x̄ = xtr·(A ·A∗)·x̄;
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andererseits gilt auch ∥A·x∥2 = ⟨A·x,A·x⟩ = (A·x)tr ·A·x = xtr·(Atr · Ā)·x̄ = xtr·(A∗ ·A)·x̄.
Nach Voraussetzung sind die beiden rechten Seiten gleich. □

Satz 35.7 (Spektralzerlegung über C). Sei A ∈Mn(C) eine normale Matrix, also A·A∗ =

A∗ · A. Dann ist A unitär diagonalisierbar; es gibt also eine unitäre Matrix U ∈Mn(C) so
dass D := U−1 ·A ·U = U∗ ·A ·U ∈Mn(C) eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. (Vollständige Induktion nach n.) Ist n = 1, so ist A = [a] mit a ∈ C und die
Aussage gilt mit U = [1], D = [a]. Sei nun n ⩾ 2. Da C algebraisch abgeschlossen ist,
hat das Minimalpolynom µA ∈ C[X] eine Nullstelle, also gibt es einen Eigenwert λ1 ∈ C;
sei w1 ∈ Cn ein zugehöriger Eigenvektor, d.h., w1 ̸= 0n und A · w1 = λ1w1. Setzen wir
v1 := ∥w1∥−1w1 ∈ Cn, so ist auch v1 ein Eigenvektor (mit Eigenwert λ1) und ∥v1∥ = 1.
Nach Beispiel 35.4(b) gibt es eine unitäre Matrix U1 ∈ Mn(C) deren erste Spalte durch v1
gegeben ist. Wir setzen A1 := U∗

1 · A · U1 ∈ Mn(C). Wir zeigen nun, dass auch A1 normal
ist. Dazu: Es gilt A∗

1 = (U∗
1 · A · U1)∗ = U∗

1 · A∗ · (U∗
1)

∗ = U∗
1 · A∗ · U1. Mit A · A∗ = A∗ · A

erhalten wir A1 ·A∗
1 = (U∗

1 ·A) · (U1 ·U∗
1) · (A∗ ·U1) = U∗

1 · (A ·A∗) ·U1 = U∗
1 · (A∗ ·A) ·U1 =

(U∗
1 ·A∗) · (U1 ·U∗

1) · (A ·U1) = A∗
1 ·A1, wie behauptet.

Nun ist U1 ·e1 = v1, also ist die erste Spalte von A1 gegeben durch A1 ·e1 = (U∗
1 ·A)·(U1 ·e1) =

U∗
1 · (A · v1) = λ1(U

∗
1 · v1) = λ1(U

−1
1 · v1) = λ1e1. Die Einträge in der ersten Spalte von A1

sind also λ1, 0, . . . , 0; insbesondere ist ∥A1 · e1∥ = |λ1|. Seien b1, . . . , bn ∈ C die Einträge in
der ersten Zeile von A1; insbesondere b1 = λ1. Wegen A∗

1 = A
tr
1 sind dann b̄1, . . . , b̄n die

Einträge in der ersten Spalte von A∗
1. Mit Lemma 35.6 folgt

|λ1|
2 + |b2|

2 + . . .+ |bn|
2 = |b1|

2 + |b2|
2 + . . .+ |bn|

2 = ∥A∗
1 · e1∥2 = ∥A1 · e1∥2 = |λ1|

2,
und damit b2 = . . . = bn = 0. Also hat A1 eine Blockdiagonalgestalt wie folgt:

U∗
1 ·A ·U1 = A1 =

 λ1 0 tr
n−1

0n−1 A2

 mit A2 ∈Mn−1(C).

Da A1 normal ist, folgt mit einer leichten Rechnung, dass auch A2 normal ist. Nach Induktion
gibt es also eine unitäre Matrix U2 ∈Mn−1(C), so dass D2 := U∗

2 · A2 · U2 ∈Mn−1(C) eine
Diagonalmatrix ist. Setzen wir

U := U1 ·U ′
2 mit U ′

2 :=

 1 0 tr
n−1

0n−1 U2

 ∈Mn(C)

so sieht man sofort, dass U ′
2 und dann U unitär sind; außerdem gilt

U∗ ·A ·U = (U ′
2)

∗ ·
(
U∗
1 ·A ·U1

)
·U ′

2 = (U ′
2)

∗ ·

 λ1 0 tr
n−1

0n−1 A2

 ·U ′
2 =

 λ1 0 tr
n−1

0n−1 U
∗
2·A2·U2

,

und die rechte Seite ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleinträge durch λ1 und die Dia-
gonaleinträge von D2 gegeben sind. □
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Ist A ∈ Mn(C) normal und D = U∗ · A · U die Spektralzerlegung wie oben, so sind die
Diagonaleinträge von D genau die Eigenwerte von A. Für hermitesche Matrizen ergibt sich:

Lemma 35.8. Sei A = [aij] ∈Mn(C) beliebig.
(a) Ist λ ∈ C ein Eigenwert von A, so ist λ̄ ∈ C ein Eigenwert von Ā.
(b) Ist A hermitesch (also A = A∗), so sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis. (a) Sei v ∈ Cn ein zu λ gehöriger Eigenvektor, also v ̸= 0n und A · v = λv. Seien
z1, . . . , zn ∈ C die Komponenten von v. Für i ∈ {1, . . . , n} ist dann die i-te Komponente
von A · v gleich λzi. Sei v̄ ∈ Cn der Spaltenvektor mit Komponenten z̄1, . . . , z̄n. Die i-te
Komponente von Ā · v̄ ist dann gegeben durch

n∑
j=1

āijz̄j =

n∑
j=1

aijzj =
∑
1⩽j⩽n

aijzj = λzi = λ̄z̄i;

also gilt Ā · v̄ = λ̄v̄ und damit ist λ̄ ein Eigenwert von Ā, mit Eigenvektor v̄.

(b) Sei λ ein Eigenwert von A, mit Eigenvektor 0n ̸= v ∈ Cn. Nach (a) ist λ̄ ein Eigenwert
von Ā, mit Eigenvektor v̄ ∈ Cn. Wegen Ā = Atr folgt einerseits

vtr · Ā · v̄ = (vtr ·Atr) · v̄ = (A · v)tr · v̄ = (λvtr) · v̄ = λ(vtr · v̄) = λ∥v∥2.
Andererseits ist die linke Seite auch gleich vtr · (Ā · v̄) = vtr · (λ̄v̄) = λ̄(vtr · v̄) = λ̄∥v∥2.
Also folgt λ̄∥v∥2 = λ∥v∥2. Wegen v ̸= 0n ist ∥v∥ ≠ 0 und damit λ = λ̄. □

Bemerkung 35.9. Sei A ∈ Mn(C) eine normale Matrix. Um die Spektralzerlegung in
Satz 35.7 zu berechnen, kann man entweder induktiv wie im obigen Beweis vorgehen, oder
mit einem Verfahren analog zu Beispiel 32.6: also zuerst Eigenwerte bestimmen, dann Basen
für die Eigenräume, sowie schließlich Orthonormalbasen dieser Eigenräume (zum Beispiel
mit Gram–Schmidt).

Sei zum Beispiel A =

 1 i i 1
−i 1 1 −i
−i 1 3 i
1 i −i 3

 ∈M4(C). Dann ist A = A∗, also insbesondere A

eine normale Matrix. Wir erhalten χA = det(A− XI4) = . . . = X
2 ∗ (X− 4)2; es gibt also die

beiden Eigenwerte λ1 = 0 und λ2 = 4. Mit dem obigen Verfahren ergibt sich mit

U :=
1

2
√
3


−i

√
6 −

√
3 i

√
2 1√

6 i
√
3

√
2 −i

0 −i
√
3 2

√
2 i

0
√
3 0 3

 ∈M4(C),

dass U unitär ist und D := U∗ · A · U eine Diagonalmatrix mit Einträgen 0, 0, 4, 4 auf der
Diagonalen; Details in den Übungen (oder selbst).
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Kapitel VIII: Allgemeine Theorie der Vektorräume

In diesem Kapitel ist K wieder ein beliebiger Körper und V ein Vektorraum über K. Es
geht hier darum, erstens einige der Begriffe aus früheren Kapiteln von Matrizen auf Endo-
morphismen von V zu verallgemeinern, und zweitens neue Methoden und Konstruktionen
einzuführen, die ohne irgendwelche Voraussetzungen an die Dimension von V funktionieren.

36. Das Lemma von Zorn und die Existenz von Basen

Sei A eine nicht-leere Menge und ⩽ eine Ordnungsrelation auf A, also ⩽ reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv (siehe Kapitel I, §4). Die Relation ⩽ heißt eine totale Ordnung,
wenn a ⩽ b oder b ⩽ a für alle a, b ∈ A gilt. Zum Beispiel ist die übliche Relation ⩽ auf
A = N eine totale Ordnung. Ist andererseits zum Beispiel A = P(X) die Potenzmenge einer
nicht-leeren Menge X, so ist ⊆ eine Ordnungsrelation, die aber keine totale Ordnung ist.
Das Lemma von Zorn ist eine rein mengentheoretische Aussage, die unter bestimmten Be-
dingungen die Existenz von maximalen Elementen in A garantiert. Ein Element a ∈ A heißt
maximales Element, wenn es kein b ∈ A gibt mit a < b. (Allgemein schreiben wir a < b,
wenn a ⩽ b gilt und a ̸= b.) Für endliche Mengen ist dies kein Problem:

Lemma 36.1. Sei A eine endliche Menge. Dann besitzt A ein maximales Element.

Beweis. Sei d := |A| ⩾ 1 und nehmen wir an, es gibt kein maximales Element. Sei a1 ∈ A
beliebig. Dann ist a1 nicht maximal, also gibt es ein a2 ∈ A mit a1 < a2. Wiederum ist a2
nicht maximal, also gibt es ein a3 ∈ A mit a2 < a3. Nach d Schritten haben wir Elemente
a1, . . . , ad ∈ A gefunden mit a1 < a2 < . . . < ad. Dann ist aber A = {a1, a2, . . . , ad} und ad
doch ein maximales Element, Widerspruch. □

Definition 36.2. Eine Teilmenge ∅ ̸= X ⊆ A heißt Kette in A, wenn x ⩽ y oder y ⩽ x
für alle x, y ∈ X gilt (d.h., ⩽ ist eine totale Ordnung auf X). Wir sagen, dass A induktiv
geordnet ist, wenn die folgende Bedingung erfüllt ist:

(Z) Ist ∅ ̸= X ⊆ A eine Kette in A, so gibt es ein a ∈ A mit x ⩽ a für alle x ∈ X.
Oder kurz: Jede Kette in A besitzt eine obere Schranke in A.

Satz 36.3 (Lemma von Zorn, 1933). Ist A induktiv geordnet (und nicht-leer), so gibt es
ein maximales Element in A.

Beweis. Dies folgt aus dem Auswahlaxiom, das wir in Kapitel I, §6, formuliert haben. Die
Herleitung ist rein mengentheoretischer Natur, und nicht ganz einfach; für die Details siehe
§16 im Buch von Halmos. (Dies wäre auch geeignet für 1-2 Proseminarvorträge.) □
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Eine der klassischen Anwendungen des Lemmas von Zorn ist die allgemeine Existenz von
Basen in Vektorräumen. Sei also V ein beliebiger K-Vektorraum, V ̸= {0V }. Eine Teilmenge
∅ ̸= X ⊆ V heißt linear unabhängig, wenn jedes Tupel (v1, . . . , vd) mit d ⩾ 1 und
paarweise verschiedenen v1, . . . , vd ∈ X linear unabhängig ist (so wie in Kapitel IV, §17,
definiert). Die leere Menge ∅ wird ebenfalls als linear unabhängig deklariert. Eine Teilmenge
B ⊆ V heißt Basis von V , wenn B linear unabhängig ist und V = ⟨B⟩K gilt. Wie in Kapitel IV,
§17, sieht man dann sofort, dass sich jedes v ∈ V auf eindeutige Weise schreiben lässt als
v =

∑d
i=1 si.vi wobei v1, . . . , vd ∈ B paarweise verschieden sind und si ∈ K für alle i gilt.

Man sieht sehr leicht, dass diese Definition mit der “vorläufigen” Definition einer Basis in
Kapitel IV, Bemerkung 17.8, übereinstimmt. D.h., eine Teilmenge B ⊆ V ist genau dann
eine Basis von V , wenn V = ⟨B⟩K gilt und V ̸= ⟨B ′⟩K für jede echte Teilmenge B ′ ⫋ B.

Satz 36.4 (Existenz von Basen). Sei V ein beliebiger Vektorraum, V ̸= {0V }. Dann gibt es
eine Basis B von V. Genauer: Ist S ⊆ V eine linear unabhängige Teilmenge, so gibt es eine
Basis B von V mit S ⊆ B.

Beweis. Sei S ⊆ V linear unabhängig (hier ist S = ∅ erlaubt). Sei A die Menge aller linear
unabhängigen Teilmengen B ⊆ V mit S ⊆ B. Wegen S ∈ A ist A ̸= ∅. Durch ⊆ wird eine
Ordnungsrelation auf A definiert. Wir zeigen, dass damit A induktiv geordnet ist.
Sei ∅ ̸= X ⊆ A eine Kette in A, und bilde B ′ :=

⋃
B∈X B. Dann gilt sicherlich B ⊆ B ′ für

alle B ∈ X; also ist B ′ eine obere Schranke für X. Wir müssen noch zeigen, dass B ′ linear
unabhängig ist. Sei dazu d ⩾ 1 und seien v1, . . . , vd ∈ B ′ paarweise verschieden. Zu jedem i

gibt es ein Bi ∈ X mit vi ∈ Bi. Nach Lemma 36.1 hat die geordnete Menge {B1, . . . , Bd} ⊆ X

ein maximales Element. Wir wählen die Bezeichnungen so, dass dies Bd ist; es gilt also vi ∈ Bd
für alle i. Wegen Bd ∈ X ist das Tupel (v1, . . . , vd) linear unabhängig, wie verlangt.
Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales Element in A; sei B ∈ A ein solches
maximales Element. Insbesondere gilt S ⊆ B und B ist linear unabhängig; wir müssen noch
zeigen, dass V = ⟨B⟩K gilt. Annahme, es wäre ⟨B⟩K ⫋ V ; sei dann v ∈ V \ ⟨B⟩K. Wir bilden
damit die Menge B ′ := B ∪ {v}. Analog zu Kapitel IV, Lemma 17.10, zeigen wir nun, dass
B ′ linear unabhängig ist. Seien also d ⩾ 1 und v1, . . . , vd ∈ B ′ paarweise verschieden mit
0 =

∑d
i=1 si.vi, wobei si ∈ K. Gilt {v1, . . . , vd} ⊆ B, so ist (v1, . . . , vd) linear unabhängig, d.h.,

si = 0 für alle i. Sei nun vi = v für ein i; wir wählen die Bezeichnungen so, dass i = d ist (und
damit v1, . . . , vd−1 ∈ B). Ist sd = 0, so erhalten wir auch

∑d−1
i=1 si.vi = 0; weil (v1, . . . , vd−1)

linear unabhängig ist, folgt dann auch si = 0 für i = 1, . . . , d− 1. Ist andererseits sd ̸= 0, so
folgt sd.vd ∈ ⟨v1, . . . , vd−1⟩K, also auch v = vd ∈ ⟨v1, . . . , vd−1⟩K ⊆ ⟨B⟩K, Widerspruch.

Also ist B ′ linear unabhängig, d.h., B ′ ∈ A. Wegen B ⫋ B ′ erhalten wir also einen Wider-
spruch dazu, dass B ein maximales Element von T ist. □
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Bemerkung 36.5. Sei B eine Basis von V ; wir schreiben B = {bi | i ∈ I} mit einer Index-
menge I. (Die Abbildung I → B, i 7→ bi, ist also eine Bijektion.) Ist 0V ̸= v ∈ V beliebig,
so können wir v auf eindeutige Weise schreiben als v = s1.bi1 + . . . + sd.bid , wobei d ⩾ 1,
s1, . . . , sd ∈ K \ {0} und i1, . . . , id ∈ I paarweise verschieden sind.
(a) Sei nun W ein weiterer K-Vektorraum. Für jedes i ∈ I sei ein wi ∈ W gegeben. (Hier
wird nicht verlangt, dass wi ̸= wj für i ̸= j gilt.) Analog zu Kapitel IV, Lemma 19.6(c),
gibt es dann genau eine lineare Abbildung φ : V → W mit φ(bi) = wi für alle i ∈ I.
(Ist 0V ̸= v ∈ V beliebig, so schreiben wir v = s1.bi1 + . . . + sd.bid wie oben; dann ist
φ(v) = s1.wi1 + . . .+ sd.wid .)
(b) Für i ∈ I definiere die lineare Abbildung γi : V → K durch γi(bi) := 1 und γi(bi ′) := 0

für alle i ̸= i ′ ∈ I. Sei nun v ∈ V und Iv := {i ∈ I | γi(v) ̸= 0}. Dann ist |Iv| < ∞ und es
gilt v =

∑
i∈Iv γi(v).bi. (Denn: Ist v = 0V , so Iv = ∅; andernfalls schreiben wir wie oben

v = s1.bi1 + . . .+ sd.bid ; dann ist Iv = {i1, . . . , id} und s1 = γi1(v), . . ., sd = γid(v).)

Folgerung 36.6. Sei V ein beliebiger Vektorraum, V ̸= {0V }. Ist 0V ̸= v0 ∈ V gegeben, so
gibt es eine lineare Abbildung λ : V → K mit λ(v0) = 1.

Beweis. Nach Satz 36.4 gibt es eine Basis B von V mit v0 ∈ B. Nach obiger Bemerkung gibt
es eine lineare Abbildung λ : V → K mit λ(v0) = 1 und λ(v) = 0 für alle v0 ̸= v ∈ B. □

Man kann zeigen, dass das Auswahlaxiom und das Lemma von Zorn äquivalent sind. Das
Auswahlaxiom erscheint allerdings als unmittelbar einsichtiger . . .
Ab hier Woche 12

37. Faktorräume und direkte Summen

In Kapitel II, §8, haben wir die Ringe Z/mZ (für m ∈ N) mit Hilfe einer Äquivalenzrelation
auf Z eingeführt. Eine analoge Konstruktion ist auch für Vektorräume möglich.

Sei V ein K-Vektorraum und U ⊆ V ein Teilraum. Für v,w ∈ V definiere v ∼ w falls
v−w ∈ U gilt. Dies ist eine Äquivalenzrelation:
Reflexivität: v− v = 0V ∈ U, also v ∼ v. Symmetrie: Aus v ∼ w folgt v−w ∈ U, dann auch
w− v = −(v−w) ∈ U, also w ∼ v. Transitivität: Aus u ∼ v und v ∼ w folgt u− v ∈ U und
v−w ∈ U, also auch u−w = (u− v) + (v−w) ∈ U, d.h., u ∼ w.
Die Äquivalenzklasse von v ∈ V ist wie folgt gegeben:

Kv = {w ∈ V | v ∼ w} = {w ∈ V | v−w ∈ U}
= {w ∈ V | w = v+ u für ein u ∈ U} =: v+U.

Für v, v ′ ∈ V folgt dann sofort: v+U = v ′ +U ⇔ v− v ′ ∈ U ⇔ v ∼ v ′.

Für v ∈ V heißt v := v+U die Nebenklasse von v nach U oder auch affiner Unterraum.
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Beispiel 37.1. Sei A ∈ Km×n und b ∈ Km. Sei L := {x ∈ Kn | A · x = b} ⊆ Kn die
Lösungsmenge des inhomogenenen LGS mit erweiterter Matrix [A|b]. Sei L ̸= ∅ und x0 ∈ L
eine feste Lösung. Dann gilt L = x0 + U wobei U = N(A) = {x ∈ Kn | A · x = 0m} der
Lösungsraum des homogenen LGS mit Matrix A ist; siehe Kapitel IV, Beispiel 16.5.
Also ist die Lösungsmenge eines LGS (falls sie nicht-leer ist) stets ein affiner Unterraum.

Satz 37.2. Sei U ⊆ V ein Teilraum und V/U = {v = v + U | v ∈ V} die Menge der
Äquivalenzklassen von ∼ (wie oben). Dann gilt:
(a) V/U ist ein K-Vektorraum mit v+w := v+w und s.v := s.v für alle v,w ∈ V und s ∈ K.
Das neutrale Element ist 0V = 0V +U = U; das Inverse von v ∈ V/U ist −v = −v ∈ V/U.
(b) Die Abbildung πU : V → V/U, v 7→ v, ist linear und surjektiv, mit Kern(πU) = U.

Der Vektorraum V/U heißt Faktorraum oder Quotientenraum von V nach U, und die
Abbildung πU : V → V/U der kanonische Homomorphismus.

Beweis. (a) Wie im Fall der Ringe Z/mZ müssen wir zeigen, dass die obigen Definitionen
der Verknüpfungen auch tatsächlich “wohl-definiert” sind, d.h., konkret: Sind v, v ′, w,w ′ ∈ V
mit v = v ′ und w = w ′ gegeben, so gilt auch v+w = v ′ +w ′ und s.v = s.v ′ für alle s ∈ K.
Dazu: Wegen v = v ′ und w = w ′ folgt v−v ′ ∈ U und w−w ′ ∈ U, also (v+w)−(v ′+w ′) =

(v− v ′) + (w−w ′) ∈ U und damit v+w = v ′ +w ′. Völlig analog sieht man s.v = s.v ′.
Die Vektorraumaxiome für V/U ergeben sich dann unmittelbar aus den Vektorraumaxiomen
für V (analog zum Beweis von Sazt 8.1 in Kapitel II).

(b) Für v,w ∈ V gilt πU(v + w) = v+w = v + w = πU(v) + πU(w), sowie πU(s.v) =

s.v = s.v = s.πU(v) für s ∈ S. Also ist πU linear; Surjektivität ist klar. Schließlich gilt
Kern(πU) = {v ∈ V | v = 0V } = {v ∈ V | v ∼ 0V } = {v ∈ V | v ∈ U} = U. □

Satz 37.3. Sei dimV <∞. Dann gilt dim(V/U) = dimV − dimU.

Beweis. Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt dimV = dim Kern(πU) + dim Bild(πU).
Nach obigem Satz gilt Kern(πU) = U und Bild(πU) = V/U. Aus dem Beweis dieses Sat-
zes erhalten wir auch die folgende Aussage zu Basen. Sei 1 ⩽ n := dimV < ∞ und
1 ⩽ d := dimU ⩽ n. Sei {v1, . . . , vd} eine Basis von U; wir ergänzen diese zu einer Basis
{v1, . . . , vd, vd+1, . . . , vn} zu einer Basis von V . Dann ist {vd+1, . . . , vn} eine Basis von V/U. □

Satz 37.4 (Homomorphiesatz). Seien V,W Vektorräume über K und φ : V → W eine
lineare Abbildung. Sei U ⊆ V ein Teilraum mit U ⊆ Kern(φ). Dann gibt es eine eindeutige
lineare Abbildung φ : V/U→W mit φ = φ ◦ πU. Es gilt Bild(φ) = Bild(φ).
Ist U = Kern(φ), so ist φ injektiv und φ : V/Kern(φ) → Bild(φ) ist ein Isomorphismus; in
Zeichen V/Kern(φ) ∼= Bild(φ).
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Beweis. Für v ∈ V setze φ(v) := φ(v). Wiederum müssen wir zuerst zeigen, dass dies “wohl-
definiert” ist, d.h., sind v, v ′ ∈ V gegeben mit v = v ′, so muss φ(v) = φ(v ′) gelten. Dazu:
Aus v = v ′ folgt v − v ′ ∈ U ⊆ Kern(φ), also φ(v) − φ(v ′) = φ(v − v ′) = 0V und damit
φ(v) = φ(v ′). Dann folgt auch sofort, dass φ linear ist. Es gilt Bild(φ) = {φ(v) | v ∈
V} = {φ(v) | v ∈ V} = Bild(φ). Nach Konstruktion ist (φ ◦ πU)(v) = φ(v) = φ(v) für alle
v ∈ V , also gilt φ ◦ πU = φ. Sei auch auch ψ : V/U→ W linear mit ψ ◦ πU = φ. Dann gilt
ψ(v) = ψ(πU(w)) = (ψ ◦ πU)(v) = φ(v) = φ(v) für alle v ∈ V , also ψ = φ.
Sei schließlich U = Kern(φ). Sei v ∈ Kern(φ), also φ(v) = φ(v) = 0W, d.h, v ∈ Kern(φ) =
U und damit v = 0V . Also ist φ injektiv. □

Beispiel 37.5. Wie in Kapitel II, §9, sei F := Abb(N0,Q) die Menge aller Folgen f = (an)n⩾0

mit an ∈ Q für alle n ∈ N0. Mit den dort definierten Verknüpfungen ist F ein Q-Vektorraum,
mit dimF = ∞. Sei F0 die Menge aller f = (an)n⩾0 ∈ F, die eine Cauchy–Folge sind (siehe
Analysis); dann sieht man leicht, dass F0 ein Teilraum von F ist. Jede Cauchy-Folge hat einen
Grenzwert in R; wir erhalten damit eine lineare Abbilding φ : F0 → R, (an)n⩾0 7→ lim

n→∞(an)

(wobei wir R als Q-Vektorraum auffassen). Dann ist φ surjektiv (denn jede reelle Zahl ist
Grenzwert einer Cauchy-Folge) und Kern(φ) besteht genau aus den Null-Folgen in F0. Mit
dem Homomorphiesatz folgt F0/Kern(φ) ∼= R (Isomorphismus als Q-Vektorräume).

Beispiel 37.6. Sei φ : V → V linear und U ⊆ V ein invarianter Teilraum, d.h., es gilt
φ(U) ⊆ U. Betrachte die lineare Abbildung φ ′ := πU ◦ φ : V → V/U. Sei u ∈ U. Dann ist
nach Voraussetzung φ(u) ∈ U, also φ ′(u) = πU(φ(u)) = 0V/U, d.h., es gilt U ⊆ Kern(φ ′).
Nach Satz 37.4 gibt es genau eine lineare Abbildung φ̃ : V/U→ V/U mit πU ◦φ = φ ′ = φ̃ ◦
πU, d.h., φ̃(v) = φ̃(πU(v)) = πU(φ(v)) = φ(v) für alle v ∈ V . Sei nun 1 ⩽ n := dimV <∞
und 1 ⩽ d := dimU < n. Sei C = {v1, . . . , vd} eine Basis von U; wir ergänzen diese zu einer
Basis B = {v1, . . . , vd, vd+1, . . . , vn} von V . Wegen φ(U) ⊆ U hat dann A =MB(φ) ∈Mn(K)

eine Blockdiagonalgestalt der Form

A =MB(φ) =

[
A ′ ∗
0 A ′′

]
mit A ′ ∈Md(K) und A ′′ ∈Mn−d(K),

wobeiA ′ die Matrix vonφ|U ∈ End(U) bezüglich C ist undA ′′ die Matrix von φ̃ ∈ End(V/U)
bezüglich der Basis {vd+1, . . . , vn} von V/U. (Wir haben dies implizit bereits im Beweis des
Lemmas von Jacob in §28 benutzt.) Dazu beachte: Für j > d gilt

φ̃(vj) =
(
φ̃ ◦ πU

)
(vj) = φ

′(vj) =
(
πU ◦φ

)
(vj) = πU

(∑n
i=1 aijvi

)
=

∑n
i=1 aijvi

und in der letzten Summe ist vi = 0V für 1 ⩽ i ⩽ d; die Summation braucht also nur über
i = d+ 1, . . . , n zu laufen.



LAAG 2 75

Wir kommen nun zu direkten Summen von Vektorräumen. Sei d ⩾ 2 und seien V1, . . . , Vd
Vektorräume über K. Wir betrachten das kartesische Produkt

V1 × . . .× Vd = {(v1, . . . , vd) | vi ∈ Vi für alle i};
dieses ist wieder ein K-Vektorraum mit den Verknüpfungen
(v1, . . . , vd) + (v ′1, . . . , v

′
d) := (v1 + v

′
1, . . . , vd + v

′
d) und s.(v1, . . . , vd) := (s.v1, . . . , s.vd),

wobei vi, v ′i ∈ Vi und s ∈ K. (Den Fall d = 2 haben wir bereits in Kapitel IV, Bemerkung 19.9,
betrachtet.) Man bezeichnet V1× . . .×Vd auch als äußere direkte Summe von V1, . . . , Vd.
Gilt dimVi <∞ für alle i, so ist (siehe wieder Kapitel IV, Bemerkung 19.9, für d = 2):

dim(V1 × . . .× Vd) = dimV1 + . . .+ dimVd.

Definition 37.7. Sei V ein K-Vektorraum. Gegeben seien Unterräume U1, . . . , Ud ⊆ V

(wobei d ⩾ 2). Wir bilden U1 × . . .×Ud wie oben und betrachten die Abbildung
φ : U1 × . . .×Ud → V , (u1, . . . , ud) 7→ u1 + . . .+ ud.

Man sieht sofort, dass φ linear ist, mit Bild(φ) = U1 + . . . + Ud. Wir bezeichnen V als
die direkte Summe (oder genauer auch innere direkte Summe) von U1, . . . , Ud, wenn
φ bijektiv ist, d.h., wenn V = U1 + . . . +Ud gilt und sich jedes v ∈ V auf eindeutige Weise
schreiben lässt als v = u1 + . . .+ ud mit ui ∈ Ui für = 1, . . . , d.
In diesem Fall schreiben wir V = U1 ⊕ . . .⊕Ud.

Lemma 37.8. Seien U1, . . . , Ud ⊆ V Teilräume (mit d ⩾ 2). Sei dimV <∞. Genau dann
ist V = U1 ⊕ . . .⊕Ud, wenn V = U1 + . . .+Ud und dimV = dimU1 + . . .+ dimUd gilt.

Beweis. Sei zuerst V = U1 ⊕ . . .⊕Ud, d.h., φ ist bijektiv und damit dim(U1 × . . .×Ud) =
dimV (siehe Kapitel IV, Beispiel 19.8). Die linke Seite ist auch gleich dimU1+ . . .+ dimUd
(siehe oben). Nun gelte umgekehrt V = U1+. . .+Ud und dimV = dimU1+. . .+dimUd. Dann
ist φ surjektiv, also Bild(φ) = V . Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt dim Kern(φ) =
dim(U1×. . .×Ud)−dim Bild(φ) = dimU1+. . .+dimUd−dimV = 0, also ist φ injektiv. □

Beispiel 37.9. Sei A ∈ Mn(K) diagonalisierbar. Seien λ1, . . . , λr ∈ K die verschiedenen
Eigenwerte von A. Für jedes i sei EA(λi) ⊆ Kn der zugehörige Eigenraum. Nach Bemer-
kung 26.10 ist dann Kn = EA(λ1)+ . . .+EA(λr) und n = dimEA(λi)+ . . .+dimEA(λi). Also
folgt mit Lemma 37.8: Kn = EA(λ1) ⊕ . . .⊕ EA(λr) (direkte Summe der Eigenräume).

Beispiel 37.10. Seien U1, U2 ⊆ V Teilräume mit V = U1⊕U2. Wir definieren wie folgt eine
Abbildung π : V → U2. Sei v ∈ V ; dann schreibe v = u1 + u2 mit eindeutigen u1 ∈ U1, u2 ∈
U2, und setze π(v) := u2. Man sieht sofort, dass π linear und surjektiv ist, mit Kern(π) = U1.
Nach dem Homomorphiesatz erhalten wir also einen Isomorphismus π : V/U1 → U2.

Bemerkung 37.11. Für d = 2 gibt es noch eine weitere Charakterisierung von direkten
Summen. Seien also U1, U2 ⊆ V Teilräume und betrachte wieder φ : U1 ×U2 → V . Nun ist
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Kern(φ) = {(u1, u2) ∈ U1 ×U2 | u1 = −u2} = {(u,−u) | u ∈ U1 ∩U2}.
Also ist φ injektiv genau dann, wenn U1 ∩U2 = {0V } gilt. Weiterhin gilt natürlich wie oben,
dass φ surjektiv ist genau dann, wenn V = U1 +U2. Damit folgt:

V = U1 ⊕U2 ⇔ V = U1 +U2 und U1 ∩U2 = {0V }.

Beispiel 37.12. Sei V der R-Vektorraum aller Funktionen f : R → R. Wir sagen, dass f ∈ V
gerade ist, wenn f(−x) = f(x) für alle x ∈ R gilt; wir sagen, dass f ∈ V ungerade ist, wenn
f(−x) = −f(x) für alle x ∈ R gilt. Man sieht leicht, dass die Teilmenge V+ ⊆ V aller geraden
Funktionen ein Teilraum ist; analog ist die Teilmenge V− ⊆ V aller ungeraden Funktionen
ein Teilraum. Wir behaupten, dass V = V+ ⊕ V− gilt.
Dazu: Sei f ∈ V+ ∩ V−. Für x ∈ R gilt dann f(x) = f(−x) = −f(x), also 2f(x) = 0 und
damit f(x) = 0. Also ist V+ ∩V− = {0}. Sei nun f ∈ V beliebig. Wir definieren f± ∈ V durch
f+(x) := 1

2
(f(x) + f(−x)) und f−(x) := 1

2
(f(x) − f(−x)) für alle x ∈ R. Man sieht sofort, dass

f+ ∈ V+ und f− ∈ V− gilt. Außerdem ist f(x) = f+(x) + f−(x) für alle x ∈ R und damit
f ∈ V+ + V−, d.h., es ist V = V+ + V−. Also folgt die Behauptung mit Bemerkung 37.11.

Bemerkung 37.13. Seien U1, U2 ⊆ Kn beliebige Teilräume sowie A1 ∈ Kn×n1 und A2 ∈
Kn×n2 mit ni ⩾ 1 und Ui = SR(Ai) für i = 1, 2. Mit dem folgenden Zassenhaus–
Algorithmus kann man Basen für U1 ∩U2 und U1 +U2 berechnen.
Dazu bilde die folgenden Blockmatrizen der Größe (n1 + n2)× 2n:[

Atr
1 Atr

1

Atr
2 0

]
Gauß-Verfahren

−→
 Ctr ∗
0 Dtr

0 0

,

wobei die rechte Seite in Stufenform ist und die Aufteilung in Blöcke so erfolgt, dass Ctr und
Dtr jeweils n Spalten haben sowie alle Zeilen von Ctr und Dtr ungleich der Null-Zeile sind.
Dann ist U1 +U2 = SR(C) und U1 ∩U2 = SR(D).
[Begründung: Sei U ′

i := ZR(Atr
i ) ⊆ K1×n für i = 1, 2. Wie im Beweis von Kapitel IV, Satz 19.10, sei W ′ :=

{u1 + u2, u1) | u1 ∈ U ′
1, u2 ∈ U ′

2} ⊆ K1×n × K1×n; dort haben wir dann gesehen, dass π1(W
′) = U ′

1 + U ′
2

und Kern(π1) ∩W ′ = {(0n, u) | u ∈ U ′
1 ∩ U ′

2} gilt, wobei π1 : U
′
1 × U ′

2 → U ′
1 die Projektionsabbildung auf

die erste Komponente ist. Wir fassen nun die Paare von Zeilenvektoren in K1×n×K1×n als Zeilenvektoren in

K1×2n auf; damit ist also W ′ ⊆ K1×2n. Da W ′ von den Zeilenvektoren (u1, u1) (mit u1 ∈ U ′
1) und (u2, 0V)

(mit u2 ∈ U ′
2) erzeugt wird, ist W ′ der Zeilenraum der linken oberen Matrix. Nach Kapitel IV, Beispiel 17.9,

ändert sich der Zeilenraum einer Matrix unter elementaren Zeilenumformungen nicht. Also ist W ′ auch der

Zeilenraum der rechten oberen Matrix. Schauen wir jeweils nur auf die ersten n Spalten der obigen Matrizen,

so ist klar, dass ZR(Ctr) der von den Zeilen von Atr
1 und Atr

2 erzeugte Teilraum ist, also ZR(Ctr) = U1 +U2.

Andererseits besteht Kern(π1)∩W ′ genau aus denjenigen Zeilenvektoren in W ′, bei denen alle Komponenten

in den ersten n Spalten gleich 0 sind, also folgt Kern(π ′
1) ∩W ′ = {(0V , u) | u ∈ ZR(Dtr}.]
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Gegegen seien zum Beispiel U1 = ⟨u1, u2⟩R ⊆ R4 und U2 = ⟨u ′
1, u

′
2⟩R ⊆ R4 mit

u1 :=

 1−10
1

 , u2 :=

 001
−1

 , u ′
1 :=

 50−3
3

 , u ′
2 :=

 05−3
−2

.

Dann bilden wir 1 −1 0 1 1 −1 0 1
0 0 1 −1 0 0 1 −1
5 0 −3 3 0 0 0 0
0 5 −3 −2 0 0 0 0

 Gauß-Verfahren−→
 1 0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 −1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 1 −1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 1 −1 0 1

.

Also folgt: U1 +U2 =
〈100
0

 ,
 010
−1

 ,
 001
−1

〉
und U1 ∩U2 =

〈 1−10
−1

〉
.

38. Dualraum und transponierte Abbildungen

Sind V,W Vektorräume über K, so ist Hom(V,W) = {φ : V → W | φ linear} wieder ein
K-Vektorraum; siehe Kapitel IV, §20. Wir betrachten nun den Spezialfall W = K.

Definition 38.1. Der K-Vektorraum V∗ := Hom(V,K) heißt der Dualraum von V . Die
Elemente von V∗ sind also lineare Abbildungen λ : V → K; auch genannt Linearformen.
Beachte: Ist dimV < ∞, so gilt dimV∗ = dim Hom(V,K) = (dimV)(dimK) = dimV (siehe
Kapitel IV, Satz 20.4).

Beispiel 38.2. (a) Sei V = Kn und seien a1, . . . , an ∈ K fest. Definiere λ : V → K durch

λ
([x1

...
xn

])
:= a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn für alle xi ∈ K;

dann ist λ ∈ V∗. Nach Kapitel IV, Lemma 19.4, ist umgekehrt jede Linearform in V∗ von
dieser Form (also gegeben durch einen Zeilenvektor in K1×n).

(b) Sei V := {f : [a, b] → R | f stetig}. Dann ist V ein R-Vektorraum und die Abbildung
λ : V → R, f 7→ ∫b

a
f(x)dx, eine Linearform (nach Sätzen der Analysis).

(c) Sei X ̸= ∅ eine Menge und V := Abb(X,K). Sei x0 ∈ X fest. Dann ist λx0 : V → K,
f 7→ f(x0), eine Linearform (“Auswertung an x0”); wie bereits in Kapitel IV, Beispiel 19.2,
bemerkt. Seien nun x1, . . . , xn ∈ X paarweise verschieden und λi := λxi ∈ V∗ für i = 1, . . . , n.
Behauptung: Das Tupel (λ1, . . . , λn) ist linear unabhängig in V∗.
Dazu: Seien s1, . . . , sn ∈ K so, dass

∑n
i=1 si.λi = 0 gilt. Für 1 ⩽ j ⩽ n definiere fj ∈ V durch

fj(xj) := 1 und fj(x) := 0 für alle x ̸= xj. Dann ist fj(xj) = 1 und fj(xi) = 0 für alle i ̸= j.
Damit folgt 0 =

(∑n
i=1 si.λi

)
(fj) =

∑n
i=1 sifj(xi) = sj für alle j.
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Beispiel 38.3. Sei β : V ×V → K eine reflexive Bilinearform. Für festes w ∈ V erhalten wir
dann eine Abbildung βw : V → K, v 7→ β(v,w). Wegen der Bilinearität von β ist βw ∈ V∗

und die Abbildung β̂ : V → V∗, w 7→ βw, linear. Es gilt
Kern(β̂) = {w ∈ V | βw = 0} = {w ∈ V | β(v,w) = βw(v) = 0 für alle v ∈ V} = V⊥.

Also ist β̂ genau dann injektiv, wenn β nicht-ausgeartet ist.

Satz 38.4. Sei n = dimV <∞ und B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V. Zu jedem vi gibt es
genau ein λi ∈ V∗ mit λi(vi) = 1 und λi(vj) = 0 für alle j ̸= i. Dann ist B∗ := {λ1, . . . , λn}

eine Basis von V∗ und heißt die zu B duale Basis von V∗; wir schreiben dann auch λi = v∗i
für alle i. Für v ∈ V beliebig gilt dann v =

∑n
i=1 λi(v)vi, und für λ ∈ V∗ gilt λ =

∑n
i=1 λ(vi)λi.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der λi ist klar nach allgemeinen Sätzen zu linearen Ab-
bildungen; siehe Kapitel IV, Lemma 19.6. Wir wissen bereits, dass dimV∗ = dimV gilt. Wir
zeigen jetzt, dass V∗ = ⟨λ1, . . . , λn⟩K gilt. Dazu sei λ ∈ V∗ beliebig. Dann ist(∑n

i=1 λ(vi)λi
)
(vj) =

∑n
i=1 λ(vi)λi(vj) = λ(vj) für j = 1, . . . , n.

Also gilt λ =
∑n

i=1 λ(vi)λi ∈ ⟨λ1, . . . , λn⟩K; außerdem ist damit die Formel für die Zerlegung
von λ gezeigt. Schließlich sei v ∈ V beliebig und v =

∑n
i=1 si.vi mit si ∈ K. Dann gilt

λj(v) =
∑n

i=1 siλj(vi) = sj für alle j, also gilt auch die Formel für die Zerlegung von v. □

Bemerkung 38.5. Die Aussage des obigen Satzes gilt nicht wenn dimV = ∞. Sei zum
Beispiel V = K[X] der Polynomring über K in der Unbestimmten X; dann ist V ein K-
Vektorraum mit Basis B = {Xi | i ∈ N0}. Für i ∈ N0 definiere wie oben λi ∈ V∗ durch
λi(X

i) = 1 und λi(Xj) = 0 für alle j ̸= i. Angenommen, es wäre V∗ = ⟨λi | i ∈ N0⟩K. Sei dann
λ ∈ V∗ die Auswertung an 1, also λ(f) = f(1) für f ∈ K[X]. Wegen V∗ = ⟨λi | i ∈ N0⟩K gibt es
dann ein n ⩾ 0 und s0, . . . , sn ∈ K mit λ =

∑n
i=0 siλi. Aber andererseits gilt 1 = λ(Xn+1) =∑n

i=0 siλi(X
n+1) = 0, Widerspruch.

Ab hier Woche 13
Satz 38.6. Sei V∗∗ := (V∗)∗ der Bidualraum von V.
(a) Für jedes v ∈ V ist εv : V∗ → K, λ 7→ λ(v), eine lineare Abbildung, also εv ∈ V∗∗.
(b) Die Abbildung ε : V → V∗∗, v 7→ εv, ist linear und injektiv.
(c) Ist dimV <∞, so ist ε : V → V∗∗ ein Isomorphismus.

Beweis. (a) Dies ist klar weil εv die Auswertung an v ist (siehe Beispiel 38.2(c)).
(b) Für v,w ∈ V und λ ∈ V∗ gilt ε(v + w)(λ) = εv+w(λ) = λ(v + w) = λ(v) + λ(w) =

εv(λ) + εw(λ) = (εv + εw)(λ) = (ε(v) + ε(w))(λ); also ist ε(v+w) = ε(v) + ε(w). Genauso
sieht man ε(s.v)(λ) = (s.ε(v))(λ), d.h., ε(s.v) = s.ε(v). Also ist ε linear. Nehmen wir an, es
sei Kern(ε) ̸= {0V }; sei dann 0V ̸= v0 ∈ Kern(ε) und λ ∈ V∗ wie in Folgerung 36.6(b), also
λ(v0) = 1. Wegen v0 ∈ Kern(ε) gilt εv0 = ε(v0) = 0, d.h., λ(v0) = εv0(λ) = 0, Widerspruch.
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(c) Wegen dimV <∞ ist dimV∗∗ = dimV∗ = dimV <∞. Da ε : V → V∗∗ injektiv, muss φ
bijektiv sein (siehe Kapitel IV, Beispiel 19.8). □

Definition 38.7. Sei M ⊆ V eine Teilmenge. Der Annulator von M ist definiert als
M◦ := {λ ∈ V∗ | λ(m) = 0 für alle m ∈M}.

Man sieht sofort, dass M◦ stets ein Teilraum von V∗ ist.

Satz 38.8. (a) Sei M ⊆ V eine Teilmenge und U := ⟨M⟩K. Dann gilt M◦ = U◦.
(b) Ist dimV <∞ und U ⊆ V ein Teilraum, so gilt dimU◦ = dimV − dimU.

Beweis. (a) WegenM ⊆ U ist es klar, dassU◦ ⊆M◦ gilt. Sei umgekehrt λ ∈M◦, also λ(m) =

0 für alle m ∈ M. Weil λ linear ist, gilt dann auch λ(m ′) = 0 für jede Linearkombination
m ′ ∈ U von Elementen von M. Also ist auch m ∈ U◦.
(b) Betrachte die Abbildung f : V∗ → U∗, λ 7→ λ|U (Einschränkung von λ auf U). Dann ist f
linear und Kern(f) = {λ ∈ V∗ | λ(u) = 0 für alle u ∈ U} = U◦. Behauptung: f ist surjektiv.
Dazu sei µ ∈ U∗ beliebig. Sei n := dimV < ∞ und d := dimU < ∞. Sei {v1, . . . , vd} eine
Basis von U; diese können wir zu einer Basis {v1, . . . , vd, vd+1, . . . , vn} von V ergänzen. Nun
definiere µ̂ ∈ V∗ durch µ̂(vi) := µ(vi) für 1 ⩽ i ⩽ d, und µ̂(vi) := 0 für i > d. Dann
ist µ = µ̂|U = f(µ̂) ∈ Bild(f), wie gewünscht. Mit der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt
schließlich dimV − dimU◦ = dimV∗ − dimU◦ = Bild(f) = dimU∗ = dimU. □

Sei U ⊆ Kn ein beliebiger Teilraum, d := dimU. In Kapitel IV, Beispiel 19.12, haben wir
gesehen, dass es eine Matrix A ∈ K(n−d)×n gibt mit U = N(A) = {x ∈ Kn | A ·x = 0n−d}. Der
folgende Satz erklärt nun etwas besser, wie A zustande kommt.

Folgerung 38.9. Sei dimV <∞ und U ⊆ V ein Teilraum. Sei r = dimU◦ und {λ1, . . . , λr}

eine Basis von U◦. Dann gilt dimU = dimV−r und U = {v ∈ V | λi(v) = 0 für i = 1, . . . , r}.

Beweis. Für u ∈ U ist λi(u) = 0 für i = 1, . . . , r. Also ist U ⊆ U ′ := {v ∈ V | λi(v) =

0 für i = 1, . . . , r}. Mit Satz 38.8(b) folgt dimV − r = dimU ⩽ dimU ′. Also genügt es,
dimU ′ ⩽ dimV − r zu zeigen. Dazu setze Y := U◦ = ⟨λ1, . . . , λr⟩K ⊆ V∗ und betrachte die
Abbildung ε : V → V∗∗, v 7→ εv, in Satz 38.6. Dann gilt ε(U ′) ⊆ Y◦ ⊆ V∗∗.
Denn sei v ∈ U ′ beliebig. Für 1 ⩽ i ⩽ r gilt dann ε(v)(λi) = εv(λi) = λi(v) = 0. Weil
{λ1, . . . , λr} eine Basis von Y ist, folgt ε(v)(y) = 0 für alle y ∈ Y, also ε(v) ∈ Y◦.

Weil ε bijektiv ist, folgt schließlich dimU ′ = dim ε(U ′) ⩽ dim Y◦. Und mit Satz 38.8(b) dann
auch dimU ′ ⩽ dim Y◦ = dimV∗ − dim Y = dimV∗ − dimU◦ = dimV − r. □

Definition 38.10. Seien V,W Vektorräume über K und φ : V →W eine lineare Abbildung.
Für µ ∈W∗ ist dann µ ◦φ : V → K auch linear, also erhalten wir eine Abbildung
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φ∗ : W∗ → V∗, µ 7→ µ ◦φ.
Dann heißt φ∗ die zu φ transponierte Abbildung (oder auch duale Abbildung).
Man sieht leicht, dass φ∗ linear ist. Denn für µ, µ ′ ∈W∗ und v ∈ V folgt:(

φ∗(µ+ µ ′)
)
(v) =

(
(µ+ µ ′) ◦φ

)
(v) = (µ+ µ ′)(φ(v)) = µ(φ(v)) + µ ′(φ(v))

= (µ ◦φ)(v) + (µ ′ ◦φ)(v) = φ∗(µ)(v) +φ∗(µ ′)(v) =
(
φ∗(µ) +φ∗(µ ′)

)
(v);

also φ∗(µ+ µ ′) = φ∗(µ) +φ∗(µ ′); analog zeigt man φ∗(s.µ) = s.φ∗(µ) für s ∈ K.

Es folgt eine Interpretation der transponierten Matrix mittels Homomorphismen:

Satz 38.11. Sei φ : V →W linear, wobei n = dimV <∞ und m = dimW <∞. Sei B eine
Basis von V und C eine Basis C. Sei A =MB

C(φ) ∈ Km×n die Matrix von φ bezüglich B,C.
Dann gilt MC∗

B∗ (φ
∗) = Atr ∈ Kn×m, wobei B∗ und C∗ die zu B und C dualen Basen sind.

Beweis. Sei B = {v1, . . . , vn} und C = {w1, . . . , wm}. Nach Definition von A = [aij] ∈ Km×n

gilt φ(vj) =
∑m

i=1 aijvi für j = 1, . . . , n. Nun folgt einerseits für 1 ⩽ j ⩽ m und 1 ⩽ l ⩽ n:(
φ∗(w∗

j )
)
(vl) = (w∗

j ◦φ)(vl) = w∗
j (φ(vl)) =

m∑
k=1

aklw
∗
j (wk) =

m∑
k=1

aklδjk = ajl;

und andererseits:
( n∑
i=1

ajiv
∗
i

)
(vl) =

n∑
i=1

ajiv
∗
i (vl) =

n∑
i=1

ajiδil = ajl.

Also gilt φ∗(w∗
j ) =

∑n
i=1 ajiv

∗
i für j = 1, . . . ,m, d.h., MC∗

B∗ (φ
∗) = Atr. □

39. Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte

Genauso wie Determinanten sind Tensorprodukte in einer einführenden Vorlesung zur Linea-
ren Algebra meist ein etwas kniffliges Thema. Das liegt einerseits daran, dass die Definition
ziemlich abstrakt ist; andererseits kommen substanzielle Anwendungen von Tensorproduk-
ten meist erst in weiterführenden Vorlesungen vor. Nichtsdestotrotz sind Tensorprodukte
ein vielseitiges und grundlegendes Instrument mit diversen Anwendungen nicht nur in der
Mathematik selbst, sondern zum Beispiel auch in der Physik.
Nachdem wir bereits Bilinearformen und Dualräume behandelt haben, bietet sich hier eine
erste, kurze Einführung zu Tensorprodukten an, wobei wir einem Online-Artikel von Timo-
thy Gowers (Fields-Medaille 1998) folgen mit dem Titel “How to loose your fear of tensor
products”; siehe https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtg10/tensors3.html.

Sei K ein Körper. Sei d ⩾ 2 und seien V1, . . . , Vd Vektorräume über K. Wir betrachten das
kartesische Produkt V1 × . . . × Vd = {(v1, . . . , vd) | vi ∈ Vi für alle i}. Sei auch W ein K-
Vektorraum. Eine Abbildung f : V1 × . . . × Vd → W heißt multilinear, wenn f linear in
jedem Argument ist, d.h., für jedes i ∈ {1, . . . , d} gilt

f(v1, . . . , vi−1, s.v+ t.w, vi+1, . . . , dd)

https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtg10/tensors3.html
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= s.f(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vd) + t.f(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , dd)

wobei v,w ∈ Vi, s, t ∈ K und vj ∈ Vj für alle j ̸= i. Sei nun W = K. Dann bezeichnen wir mit
L(V1, . . . , Vd;K) die Menge aller multilinearen Abbildungen f : V1× . . .×Vd → K; man sieht
sofort, dass dies ein Teilraum von Abb(V1 × . . . × Vd, K) ist. Wir betrachten im Folgenden
den Dualraum L(V1, . . . , Vd;K)

∗.

Definition 39.1. Sind vi ∈ Vi für i = 1, . . . , d gegeben, so erhalten wir eine Linearform
µv1,...,vd ∈ L(V1, . . . , Vd;K)

∗ mit µv1,...,vd(f) := f(v1, . . . , vd) für alle f ∈ L(V1, . . . , Vd;K).
Das Tensorprodukt von V1, . . . , Vd ist dann definiert als der Teilraum

V1 ⊗ . . .⊗ Vd :=
〈
µv1,...,vd | vi ∈ Vi für i = 1, . . . , d

〉
K
⊆ L(V1, . . . , Vd;K)

∗.
Wir bezeichnen µv1,...,vd auch mit v1 ⊗ . . .⊗ vd. Mit dieser Bezeichnung ist also

V1 ⊗ . . .⊗ Vd =
〈
v1 ⊗ . . .⊗ vd | vi ∈ Vi für i = 1, . . . , d

〉
K
.

Lemma 39.2. Sei W := V1 ⊗ . . . ⊗ Vd. Dann ist die Abbildung τ : V1 × . . . × Vd → W,
(v1, . . . , vd) 7→ v1 ⊗ . . .⊗ vd, multilinear.

Beweis. Sei i ∈ {1, . . . , d}. Seien v,w ∈ Vi, s, t ∈ K und vj ∈ Vj für alle j ̸= i. Für f ∈
L(V1, . . . , Vd;K) gilt dann
τ(v1, . . . , vi−1, s.v+ t.w, vi+1, . . . , vd)(f) = (v1⊗ . . .⊗vi−1⊗ (s.v+ t.w)⊗vi+1⊗ . . .⊗vd)(f)

= µv1,...,vi−1,s.v+t.w,vi+1,...,vd(f) = f(v1, . . . , vi−1, s.v+ t.w, vi+1, . . . , vd).
Weil f multilinear ist, ist dies gleich
sf(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vd) + tf(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vd) = . . .

= (s.τ(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vd) + t.τ(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vd))(f).
Da f beliebig war, folgt also
τ(v1, . . . , vi−1, s.v+ t.w, vi+1, . . . , vd)

= s.τ(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vd) + t.τ(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vd). □

Satz 39.3. Seien V1, . . . , Vd Vektorräume über K mit dimVi <∞ für 1 ⩽ i ⩽ d. Dann gilt
dim(V1 ⊗ . . .⊗ Vd) = (dimV1) · . . . · (dimVd) <∞.

Beweis. Sei Bi = {b
(i)
j | j ∈ Ii} Basis von Vi, wobei Ii eine Indexmenge ist mit |Ii| = dimVi.

Behauptung: B := {b
(1)
j1

⊗ . . .⊗ b(d)jd | j1 ∈ I1, . . . , jd ∈ Id} ist eine Basis von V1 ⊗ . . .⊗ Vd.

Dazu: V1 ⊗ . . . ⊗ Vd wird erzeugt von allen v1 ⊗ . . . ⊗ vd mit vi ∈ Vi. Jedes vi ist hier
eine Linearkombination von Bi. Weil τ wie in Lemma 39.2 multilinear ist, folgt sofort, dass
v1 ⊗ . . .⊗ vd eine Linearkombination von B ist. Also gilt V1 ⊗ . . .⊗ Vd = ⟨B⟩K. Es ist dann
noch zu zeigen, dass B linear unabhängig ist. Sei∑

j1∈I1,...,jd∈Id

sj1,...,jd .b
(1)
j1

⊗ . . .⊗ b(d)jd = 0V1⊗...⊗Vd mit sj1,...,jd ∈ K.

Sei B∗
i = {b̂

(i)
j | j ∈ Ii} die zu Bi duale Basis von V∗

i . Seien ki ∈ Ii für i = 1, . . . , d. Dann
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definiere λk1,...,kd : V1 × . . .× Vd → K durch
λk1,...,kd(v1, . . . , vd) := b̂

(1)
k1
(v1) · . . . · b̂(d)kd (vd) für alle vi ∈ Vi.

Man sieht sofort, dass λk1,...,kd multilinear ist, also λk1,...,kd ∈ L(V1, . . . , Vd;K). Nach obiger
Definition ist V1 ⊗ . . .⊗ Vd ⊆ L(V1, . . . , Vd;K)

∗. Es folgt nun:
0 =

∑
j1∈I1,...,jd∈Id

sj1,...,jd
(
b
(1)
j1

⊗ . . .⊗ b(d)jd
)
(λk1,...,kd) =

∑
j1∈I1,...,jd∈Id

sj1,...,jdλk1,...,kd(b
(1)
j1
, . . . , b

(d)
jd
)

=
∑

j1∈I1,...,jd∈Id

sj1,...,jd b̂
(1)
k1
(b

(1)
j1
)︸ ︷︷ ︸

=δk1j1

· · · b̂(d)kd (b
(d)
jd
)︸ ︷︷ ︸

=δkdjd

= sk1,...,kd .

Also sind alle Koeffizienten in obiger Linearkombination gleich 0. □

Der folgende Satz ist das zentrale Hilfsmittel, um mit Tensorprodukten zu arbeiten.

Satz 39.4 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Gegeben seien ein Vektor-
raum W über K und eine multilineare Abbildung φ : V1 × . . .× Vd →W.
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung φ̃ : V1 ⊗ . . . ⊗ Vd → W mit φ = φ̃ ◦ τ, d.h., es
gilt φ̃(v1 ⊗ . . .⊗ vd) = (φ̃ ◦ τ)(v1, . . . , vd) = φ(v1, . . . , vd) für alle vi ∈ Vi (1 ⩽ i ⩽ d).

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz von φ̃. Dazu betrachten wir zuerst den Spezialfall
W = K. In diesem Fall ist φ ∈ L(V1, . . . , Vd;K) und wir erhalten eine lineare Abbildung
L(V1, . . . , Vd;K)

∗ → K, µ 7→ µ(φ). Wegen V1 ⊗ . . . ⊗ Vd ⊆ L(V1, . . . , Vd;K) erhalten wir
durch Einschränkung eine lineare Abbildung φ̃ : V1 ⊗ . . .⊗ Vd → K mit

φ̃(v1 ⊗ . . .⊗ vd) = (v1 ⊗ . . .⊗ vd)(φ) = µv1,...,vd(φ) = φ(v1, . . . , vd)
für alle vi ∈ Vi. Die linke Seite ist gleich (φ̃ ◦ τ)(v1, . . . , vd); also folgt φ̃ ◦ τ = φ.

Nun zum allgemeinen Fall, wo W ein beliebiger K-Vektorraum ist. Sei B eine Basis von W.
Wir schreiben B = {bi | i ∈ I} wie in Bemerkung 36.5; für i ∈ I sei auch die lineare
Abbildung γi : W → K wie dort definiert. Nun ist γi ◦ φ ∈ L(V1, . . . , Vd;K). Nach dem
gerade behandelten Spezialfall gibt es also eine lineare Abbildung

φ̃i : V1 ⊗ . . .⊗ Vd → K mit γi ◦φ = φ̃i ◦ τ.
Damit können wir jetzt eine Abbildung φ̃ : V1 ⊗ . . .⊗ Vd →W definieren durch:

φ̃(x) :=
∑
i∈I

φ̃i(x).bi für alle x ∈ V1 ⊗ . . .⊗ Vd.

(Beachte: Falls dimW = ∞, so muss man sich hier zuerst überlegen, dass es zu jedem x nur
endlich viele i ∈ I gibt mit φ̃i(x) ̸= 0.—Übung oder selbst.) Weil jedes φ̃i linear ist, folgt
sofort, dass φ̃ linear ist. Außerdem ist

(φ̃ ◦ τ)(v1, . . . , vd) = φ̃(v1 ⊗ . . .⊗ vd) =
∑

i∈I φ̃i(v1 ⊗ . . .⊗ vd).bi
=

∑
i∈I γi(φ(v1, . . . , vd)).bi = φ(v1, . . . , vd)

für alle vi ∈ Vi; also φ̃ ◦ τ = φ.
Schließlich zur Eindeutigkeit von φ̃: Sei auch ψ : V1 ⊗ . . . ⊗ Vd → W linear mit φ = ψ ◦ τ.
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Für vi ∈ Vi gilt ψ(v1 ⊗ . . . ⊗ vd) = ψ(τ(v1, . . . , vd)) = (ψ ◦ τ)(v1, . . . , vd) = φ(v1, . . . , vd),
und analog φ̃(v1⊗ . . .⊗ vd) = φ(v1, . . . , vd). Also gilt ψ(v1⊗ . . .⊗ vd) = φ̃(v1⊗ . . .⊗ vd) für
alle vi ∈ Vi. Wegen V1⊗ . . .⊗Vd =

〈
v1⊗ . . .⊗vd | vi ∈ Vi für i = 1, . . . , d

〉
K

folgt ψ = φ̃. □

Im Folgenden werden wir praktisch nie wieder die ursprüngliche Definition des Tensorpro-
dukts benutzen, sondern immer nur die obige “universelle Eigenschaft”.

Beispiel 39.5. Seien V,W Vektorräume über K. Für λ ∈ V∗ und w ∈ W erhalten wir eine
Abbildung σλ,w : V → W mit σλ,w(v) := λ(v).w für alle v ∈ V . Man prüft sofort nach, dass
σλ,w linear ist und dann die Abbildung σ : V∗×W → Hom(V,W), (λ,w) 7→ σλ,w, bilinear ist.
Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts gibt es also eine lineare Abbildung

σ̃ : V∗ ⊗W → Hom(V,W) mit σ̃(λ⊗w) = σλ,w für alle λ ∈ V∗ und w ∈W.
Behauptung: Sind dimV <∞ und dimW <∞, so ist σ̃ ein Isomorphismus.
Dazu: Sei n = dimV und m = dimW. Sei B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V und C :=

{w1, . . . , wm} eine Basis von W. Sei B∗ = {v∗1, . . . , v
∗
n} die duale Basis von V∗. Für 1 ⩽ k ⩽ m

und 1 ⩽ l ⩽ n definiere ψkl ∈ Hom(V,W) durch ψkl(vl) := wk und ψkl(vj) := 0W falls j ̸= l.
Dann ist MB

C(ψkl) die Standardmatrix E(m,n)kl ∈ Km×n wie in Kapitel III, Beispiel 11.7 (mit 1
an der Position (k, l) und 0 überall sonst). Diese Standardmatrizen bilden eine Basis von
Km×n; also ist {ψkl | 1 ⩽ k ⩽ m, 1 ⩽ l ⩽ n} eine Basis von Hom(V,W) (nach Kapitel IV,
Satz 19.19). Man prüft sofort nach, dass ψkl(vj) = σv∗l ,wk

(vj) für 1 ⩽ j ⩽ n gilt, also ist
ψkl = σv∗l ,wk

= σ̃(v∗l ⊗ wk) ∈ Bild(σ̃). Weil die ψkl eine Basis von Hom(V,W) bilden, ist
also σ̃ surjektiv. Andererseits gilt dim(V∗ ⊗W) = (dimV∗)(dimW) = (dimV)(dimW) =

dim Hom(V,W), also ist σ̃ auch injektiv.

Beispiel 39.6. Sei V ein K-Vektorraum und φ : V → V linear. Sei n = dimV < ∞ und
B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Bilden wir die darstellende Matrix A = [aij] =MB(φ) ∈
Mn(K), so haben wir Spur(A) :=

∑n
i=1 aii ∈ K definiert, und in Lemma 24.3 gesehen,

dass Spur(A) nicht von der Wahl der Basis B anhängt. Man kann also auch Spur(φ) :=

Spur(MB(φ)) definieren. Gibt es eine direkte Definition von Spur(φ), ohne den Umweg über
darstellende Matrizen? Die Antwort is JA, und zwar mit Hilfe des Tensorprodukts! Betrachte
dazu die Abbildung ψ : V∗×V → K, (λ, v) 7→ λ(v). Man sieht sofort, dass ψ bilinear ist, also
gibt es eine lineare Abbildung ψ̃ : V∗⊗V → K mit ψ̃(λ⊗v) = λ(v) für alle λ ∈ V∗ und v ∈ V .
Nach Beispiel 39.5 haben wir einen Isomorphismus σ̃ : V∗⊗V → Hom(V,V). Wir überlassen
es dann als Übung zu zeigen, dass Spur(φ) = (ψ̃ ◦ σ̃−1)(φ) für alle φ ∈ Hom(V,V) gilt.

Ab hier Woche 14
Beispiel 39.7. Seien V,W Vektorräume über K. Seien φ : V → V und ψ : W → W linear.
Dann ist V×W → V⊗W, (v,w) 7→ φ(v)⊗ψ(w), bilinear; also gibt es nach der universellen
Eigenschaft eine lineare Abbildung V ⊗W → V ⊗W mit v ⊗ w 7→ φ(v) ⊗ ψ(w) für alle
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v ∈ V und w ∈W. Diese wird mit φ⊗ψ bezeichnet; es gilt also
(φ⊗ψ)(v⊗w) = φ(v)⊗ψ(w) für alle v ∈ V und w ∈W.

Sei nun n = dimV < ∞ und m = dimW < ∞. Sei B1 = {v1, . . . , vn} eine Basis von V und
B2 = {w1, . . . , wm} von W. Sei A =MB1(φ) ∈Mn(K) und B :=MB2(ψ) ∈Mm(K). Was ist
die darstellende Matrix von φ⊗ψ bezüglich der Basis von V⊗W in Satz 39.3? Die Antwort
ist die Blockmatrix

A⊗ B :=


a11B . . . a1nB

...
...

an1B . . . annB

 ∈Mnm(K),

die auch als Kronecker–Produkt von A und B bezeichnet wird. (Details siehe Übungen.)

Beispiel 39.8. Sei K in einem größeren Körper L enthalten, so dass die Operationen in K
durch die Einschränkungen der entsprechenden Operationen in L gegeben sind. Typische
Beispiele sind K = Q ⊆ L = R oder K = R ⊆ L = C. Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Wie
in Kapitel IV, Beispiel 16.1(b), bemerkt, ist in obiger Situation auch L ein K-Vektorraum.
Also können wir das Tensorprodukt VL := L⊗ V bilden, das als Skalarerweiterung von K
nach L bezeichnet wird. Wir behaupten, dass VL auch ein L-Vektorraum ist. Dazu müssen
wir eine skalare Multiplikation L × VL → VL definieren. Dies geht wie folgt: Für ein festes
s ∈ L betrachte die Abbildung L× V → VL, (t, v) 7→ (st)⊗ v. Diese ist K-bilinear, also gibt
es eine K-lineare Abbildung γs : VL → VL mit γs(t⊗ v) = (st)⊗ v für alle t ∈ L und v ∈ V .
Dies liefert die gewünschte Abbildung L × VL → VL, (s, x) 7→ γs(x). (Man muss natürlich
noch zeigen, dass damit die Vektorraumaxiome erfüllt sind.) Es gilt dann auch: Ist B eine
Basis von V , so ist BL := {1⊗ b | b ∈ B} eine Basis von VL (als L-Vektorraum); insbesondere
ist die Dimension von V über K gleich der Dimension von VL über L.

40. Affine und projektive Räume

In jedem Vektorraum V gibt es einen ausgezeichneten Punkt, nämlich 0V ; jede lineare Ab-
bildung von V in sich lässt diesen Punkt fest. Motiviert durch Anwendungen ist es aller-
dings wünschenswert, einen Formalismus zu entwickeln, in dem alle Punkte gleichberechtigt
sind und auch allgemeinere Abbildungen benutzt werden können (etwa die Bewegungen bei
Hauptachsentransformationen). Zum Beispiel in physikalischen Anwendungen wirken Kräfte
an Punkten des 3-dimensionalen Anschauungsraums; diese haben eine Richtung und einen
Wert, und können durch einen Pfeil veranschaulicht werden, der von einem beliebigen Punkt
ausgeht. Dies führt zur abstrakten Definition eines affinen Raumes.

Definition 40.1. Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Eine Menge A ̸= ∅ heißt
affiner Raum über V , wenn es eine Abbildung A × A → V , (P,Q) 7→ −→

PQ, gibt mit
folgenden Eigenschaften:
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(A1) Zu jedem P ∈ A und v ∈ V gibt es genau ein Q ∈ A mit
−→
PQ = v.

(A2) Für P,Q, R ∈ A gilt
−→
PQ+

−→
QR =

−→
PR.

Zu festem v ∈ V können wir damit auch eine Abbildung τv : A → A wie folgt definieren:
Zu P ∈ A gibt es nach (A1) genau ein Q ∈ A mit

−→
PQ = v; setze dann τv(P) := Q. Die

Abbildung τv wird als Translation (oder auch “Verschiebung”) bezeichnet.

Die Elemente von A bezeichnen wir meist als “Punkte”, und
−→
PQ als den “Pfeil” von P nach Q.

Wir setzen auch dimA := dimV .

Bemerkung 40.2. (a) Für alle P,Q ∈ A gilt
−→
PQ = −

−→
QP und

−→
PP = 0V . Denn: Nach (A2)

gilt
−→
PP+

−→
PP =

−→
PP, also

−→
PP = 0V . Wiederum nach (A2) folgt dann auch

−→
PQ+

−→
QP =

−→
PP = 0V .

(b) Zu festem P0 ∈ A ist A → V , Q 7→ −−→
P0Q, bijektiv. (Dies folgt sofort aus (A1).)

Beispiel 40.3. (a) Sei V ein K-Vektorraum und A := V . Zu P,Q ∈ V definiere
−→
PQ :=

Q− P ∈ V . Dann gelten (A1), (A2). Dies ist der affine Standardraum zu V .
Für V = K2 heißt A affine Ebene über K. Also zum Beispiel für A = V = R2:

-

6

�
�
�
�
��

t

t
t

0

P

Q

−→
PQ

��������1

HHH
HHj

y

x

−→
0P +

−→
PQ =

−→
0Q

(Vektoraddition)

(b) Sei W ein K-Vektorraum und V ⊆ W ein Teilraum. Sei w0 ∈ W fest und setze A :=

w0+V = {w0+ v | v ∈ V}; dies ist also ein affiner Unterraum wie in §37. Für P,Q ∈ A setze
wieder

−→
PQ := Q− P ∈ V . Dann ist A affiner Raum über V . Konkretes Beispiel:

V :=


 0x1...
xn

 ∣∣∣ xi ∈ K
 ⊆W := Kn+1 und A :=


 1x1...
xn

 ∣∣∣ xi ∈ K
.

Beispiel 40.4. Sei A = V = R2 die affine Ebene über R2 wie in Beispiel 40.3(a). (Wir
schreiben der Einfachheit halber die Vektoren in R2 als Zeilenvektoren.)
Gegeben seien zwei Punkte (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 mit (x1, y1) ̸= (x2, y2). Dann gibt es genau
eine Gerade durch diese beiden Punkte; diese ist gegeben durch
G := {(u, v) ∈ R2 | au+ bv = c}, wobei a := y1 − y2, b := x2 − x1, c := x2y1 − x1y2;

beachte a ̸= 0 oder b ̸= 0 gilt. Seien nun zwei Geraden G1, G2 gegeben, also
Gi = {(u, v) ∈ R2 | aiu+ biv = ci} für i = 1, 2 (wobei ai, bi, ci ∈ R).

Dann erhält man die Schnittmenge G1 ∩ G2 als Lösungsmenge des LGS a1x + b1y = c1,
a2x + b2y = c2. Es gilt also 3 Fälle: Entweder ist G1 ∩ G2 = ∅ (die Geraden sind parallel,
verschieden), oder |G1 ∩G2| = 1 (die Geraden sind nicht parallel) oder G1 = G2.



86 LAAG 2

Definition 40.5. Sei A ein affiner Raum über V und n = dimV < ∞. Sei P0 ∈ A fest.
Eine Menge S = {P0, P1, . . . , Pn} ⊆ A heißt affines Koordinatensystem, wenn B :=

{
−−→
P0P1, . . . ,

−−→
P0Pn} eine Basis von V ist; der Punkt P0 heißt dann hier “Ursprung”.

Ist P ∈ A gegeben, so setze v :=
−→
P0P ∈ V . Dann ist P = τv(P0) und v lässt sich auf eindeutige

Weise schreiben als v =
∑n

i=1 si.
−−→
P0Pi mit si ∈ K.

Ist zum Beispiel A = V = Kn und B = {e1, . . . , en} die Standardbasis von Kn, so ist
S = {0n, e1, . . . , en} das affine “Standard”-Koordinatensystem (mit “Ursprung” 0n); aber man
könnte eben auch jeden anderen Punkt P0 ∈ A = Kn als “Ursprung” nehmen.

Lemma 40.6. Sei A ein affiner Raum über V. Gegeben seien P1, . . . , Pn ∈ A (n ⩾ 2) und
s1, . . . , sn ∈ K mit s1 + . . .+ sn = 1. Dann gibt es genau ein Q ∈ A mit

−→
PQ = s1.

−→
PP1 + . . .+ sn.

−−→
PPn für alle P ∈ A.

Dann heißt Q das Baryzentrum (oder der Schwerpunkt) der mit den si gewichteten
Punkte Pi. (Zur Veranschaulichung stelle man sich si als die “Masse” von Pi vor.)

Beweis. Sei P ∈ A und v := s1.
−→
PP1 + . . . + sn.

−−→
PPn ∈ V . Nach (A1) gibt es genau ein Q ∈ A

mit
−→
PQ = v. Sei nun auch P ′ ∈ A und v ′ := s1.

−−→
P ′P1 + . . . + sn.

−−→
P ′Pn ∈ V ; sei Q ′ ∈ A mit

−−→
P ′Q ′ = v ′. Mit (A2) ist

−→
PP ′ =

−→
PPi +

−−→
PiP

′ =
−→
PPi −

−−→
P ′Pi für alle i und damit

−→
PP ′ =

( n∑
i=1

si
)
.
−→
PP ′ =

n∑
i=1

si.
−→
PP ′ =

n∑
i=1

si.
−→
PPi −

n∑
i=1

si.
−−→
PiP

′ = v− v ′.

Es folgt
−−→
PQ ′ =

−→
PP ′ +

−−→
P ′Q ′ = (v− v ′) + v ′ = v =

−→
PQ, also Q = Q ′ mit (A1). □

Definition 40.7. Seien V,V ′ Vektorräume über K. Sei A ein affiner Raum über V und A ′

ein affiner Raum über V ′. Eine Abbildung α : A → A ′ heißt affine Abbildung, wenn es eine
lineare Abbildung φ : V → V ′ gibt mit φ(

−→
PQ) =

−−−−−−→
α(P)α(Q) für alle P,Q ∈ A.

Beispiel 40.8. Sei A ein affiner Raum über V . Für jedes v ∈ V ist die Translation τv : A → A

eine bijektive affine Abbildung, mit zugehöriger linearer Abbilding φ = idV : V → V .

Dazu: Die Bijektivität folgt sofort aus (A1). Seien nun P,Q ∈ A; setze P ′ := τv(P) und
Q ′ := τv(Q); also

−→
PP ′ = v und

−−→
QQ ′ = v. Mit (A2) folgt

−−−−−−−→
τv(P)τv(Q) =

−−→
P ′Q ′ =

−−→
P ′Q+

−−→
QQ ′ =

(
−→
P ′P +

−→
PQ) +

−−→
QQ ′. Nach Bemerkung 40.2(a) gilt

−→
P ′P = −

−→
PP ′ = −v = −

−−→
QQ ′, also ist

(
−→
P ′P +

−→
PQ) +

−−→
QQ ′ = (−v+

−→
PQ) + v =

−→
PQ = idV(

−→
PQ).

Beispiel 40.9. Sei A = V = Kn und A ′ = V ′ = Km (jeweils wie in Beispiel 40.3(a)). Eine
Abbildung α : A → A ′ ist affin genau dann, wenn es eine Matrix A ∈ Km×n und einen Vektor
b ∈ Km gibt mit α(v) = A · v+ b für alle v ∈ Kn.
Dazu: Sei zuerst α affin und φ : Kn → Km die zugehörige lineare Abbildung. Dann gibt es
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eine Matrix A ∈ Km×n mit φ(v) = A · v für alle v ∈ Kn; setze b := α(0n) ∈ Km. Sei
nun P ∈ A = Kn und v :=

−−→
0nP = P − 0n = P; dann folgt A · v = φ(v) = φ(

−−→
0nP) =

−−−−−−−→
α(0n)α(P) =

−−−→
bα(P), also A ·v = α(P)−b. Seien umgekehrt A ∈ Km×n und b ∈ Km gegeben;

definiere φ : Kn → Km durch φ(v) := A · v für alle v ∈ Kn. Für P,Q ∈ A = Kn folgt dann
φ(

−→
PQ) = φ(Q− P) = φ(Q) −φ(P) = φ(Q) + b− (φ(P) + b) = α(P) −α(Q) =

−−−−−−→
α(P)α(Q).

—————————————————————-

Definition 40.10. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heißt P(V) := {⟨v⟩K | 0V ̸= v ∈ V} der
projektive Raum über V ; als Menge besteht P(V) also genau aus den 1-dimensionalen
Teilräumen von V . (Ist V = {0V }, so gilt P(V) = ∅.) Ist 1 ⩽ n = dimV < ∞, so heißt
dimP(V) := n− 1 die Dimension von P(V).
Beachte: Für 0 ̸= s ∈ K und 0V ̸= v ∈ V gilt ⟨v⟩K = ⟨s.v⟩K; der durch v definierte 1-
dimensionale Teilraum ändert sich also nicht bei Multiplikation mit einem Skalar ̸= 0.

Ist V = Kn+1, so bezeichne kurz Pn(K) := P(Kn+1). Ist 0n+1 ̸= v ∈ Kn+1 gegeben, mit
Komponenten x0, x1, . . . , xn ∈ K, so schreiben wir auch ⟨v⟩K = (x0 : x1 : . . . : xn) ∈ Pn(K).
Es gilt dann (x0 : x1 : . . . : xn) = (sx0 : sx1 : . . . : sxn) für 0 ̸= s ∈ K.

Beispiel 40.11. Für n = 0 besteht P0(K) aus einem Element, nämlich ⟨[1]⟩K.
Sei nun n = 1. Wir beschreiben alle Elemente (x : y) ∈ P1(K), wobei x, y ∈ K mit x ̸= 0

oder y ̸= 0. Ist x ̸= 0, so gilt (x : y) = (1 : z) mit z := x−1y ∈ K. Ist x = 0, so ist y ̸= 0 und
(0 : y) = (0 : 1). Damit erhalten wir P1(K) = {(1 : z) | z ∈ K} ∪ {(0 : 1)}. — Identifizieren wir
(1 : z) mit z ∈ K, und schreiben P(∞) := (0 : 1), so gilt also P1(K) = K∪ {P(∞)}, d.h., P1(K)
entsteht aus K durch Hinzunahme eines weiteren Punktes.

Beispiel 40.12. Für K = R ist noch eine andere Konstruktion möglich. Betrachten wir nur
den Fall n = 2. Sei S2 := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} die Oberfläche der Kugel mit
Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung von R3. (Wir schreiben hier wieder die Elemente
von R3 als Zeilenvektoren.) Dann ist die Abbildung S2 → P2(R), (x, y, z) 7→ (x : y : z),
surjektiv. (Zu jedem x = ⟨v⟩R ∈ P3(R) können wir v so wählen, dass ∥v∥ = 1 gilt; dann gibt
es genau zwei Urbilder von x unter f, nämlich ±v. Es ist also S2 “fast” gleich zu P2(R).)
Sei N := (0, 0, 1) ∈ S2 der “Nordpol” der Kugel und definiere

f : S2 \ {N} → R2, (x, y, z) 7→ ( x

1− z
,
y

1− z

)
.

Diese Abbildung ist bijektiv und heißt stereographische Projektion. Anschaulich betrach-
tet man die Gerade durch N und (x, y, z) ∈ S2 \ {N}; dann ist f(x, y, z) ∈ R2 der Schnitt-
punkt dieser Geraden mit der “Äquatorebene” {(x, y, 0) | x, y ∈ R} (wie im Bild unten, wo
N = P(∞), α,β ∈ S2 und A, B die entsprechenden Punkte in der Äquatorebene sind; für
mehr dazu siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Projektiver_Raum).

https://de.wikipedia.org/wiki/Projektiver_Raum


88 LAAG 2

Es folgt dann also P2(R) = {⟨N⟩R} ∪ {⟨f−1(u, v)⟩R | u, v ∈ R}.

Beispiel 40.13. Sei n = 2; dann heißt P2(K) die projektive Ebene über K.
Eine Teilmenge X ⊆ P2(K) heißt projektive Gerade, wenn es ein Tripel (a, b, c) ∈ K1×3

gibt mit (a, b, c) ̸= (0, 0, 0) und X = {(x : y : z) ∈ P2(K) | ax+ by+ cz = 0}.
Wir wollen zeigen, dass durch je zwei Punkte von P2(K) genau eine projektive Gerade geht
(völlig analog zur Situation in der affinen Ebene A = K2).
Seien also ⟨v1⟩K ̸= ⟨v2⟩K in P2(K) gegeben. Dann ist das Tupel (v1, v2) linear unabhängig
und dim⟨v1, v2⟩⊥ = 1 (siehe Lemma 30.6, wobei ⊥ bezüglich des Standard-Skalarproduktes
gebildet wird). Sei (0, 0, 0) ̸= (a, b, c) ∈ ⟨v1, v2⟩⊥. Wir betrachten die projektive Gerade
X = {(x : y : z) ∈ P2(K) | ax+by+cz = 0}. Wegen (a, b, c) ∈ ⟨v1, v2⟩⊥K folgt ⟨v1⟩K, ⟨v2⟩K ∈ X.
Sei nun auch (a ′, b ′, c ′) ̸= (0, 0, 0) ein Tripel mit ⟨v1⟩K, ⟨v2⟩K ∈ X ′ := {(x : y : z) ∈ P2(K) |
a ′x+b ′y+c ′z = 0}. Dann ist wiederum (a ′, b ′, c ′) ∈ ⟨v1, v2⟩⊥K ; wegen dim⟨v1, v2⟩⊥ = 1 muss
also (a ′, b ′, c ′) ein skalares Vielfaches von (a, b, c) sein und damit X ′ = X.

Die folgende Aussage zeigt allerdings einen bemerkenswerten Unterschied zwischen der affi-
nen und der projektiven Ebene. — Mehr dazu in einer Geometrie–Vorlesung.

Lemma 40.14. Seien X1, X2 ⊆ P2(K) beliebige projektive Geraden. Dann gilt X1 ∩ X2 ̸= ∅.

Beweis. Für i = 1, 2 schreiben wir Xi = {(x : y : z) ∈ P2(K) | aix + biy + ciz = 0} mit
(0, 0, 0) ̸= (ai, bi, ci) ∈ K1×3. Das homogene lineare Gleichungssystem mit Matrix

A :=

[
a1 b1 c1
a2 b2 c2

]
∈ K2×3

besitzt dann eine nicht-triviale Lösung 03 ̸= v ∈ K3 (einfach deshalb, weil das homogene
LGS mehr Variablen als Gleichungen hat). Es folgt ⟨v⟩K ∈ X1 ∩ X2. □
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Ausblick
Wie geht’s weiter in den nächsten Semestern im Bereich Algebra ?

Im 3. Semester gibt es die Algebra-Vorlesung. Sie ist nicht Pflicht, aber Grundlage für vieles
Weitere im Bereich Algebra. Insbesondere ist diese empfohlen, wenn Sie an einen Master in
Mathematik denken. (Für das Lehramt gibt es alternativ auch eine Algebra-Vorlesung im
Sommersemester.) Es werden unter Anderem folgende Themen behandelt:

• Das weitere Studium von Gruppen, Ringen und Körpern; vor allem nicht-abelsche
Gruppen bieten reichhaltiges und interessantes Material; siehe zum Beispiel

https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_einfache_Gruppe.
• Die Lösbarkeit von Polynomgleichungen der Form xn+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 = 0.
Für n = 2 kann man die Lösungen bestimmen mit Hilfe von “quadratischer Ergän-
zung” (jedenfalls über K = C). Gibt es solche Lösungsformeln auch für n = 3, 4, . . .?

Im anschließenden Wahlbereich gibt es (aktuell in Stuttgart) folgende Schwerpunkte:

• Darstellungstheorie: Dort wird die hier behandelte Matrix-Theorie verallgemeinert,
indem zum Beispiel versucht wird, simultan gemeinsame Normalformen von mehreren
Matrizen zu finden (und nicht nur einer einzelnen Matrix wie hier).

• Lie-Algebren und Lie-Gruppen: Diese haben Verbindungen und Anwendungen in der
Mathematik selbst, der Geometrie, der Physik . . . In der Algebra werden wichtige
Klassen von (endlichen) Gruppen mittels Lie-Theorie konstruiert.

• Algebraische Geometrie: Hier werden noch einmal allgemeinere Gleichungssysteme
betrachtet, nämlich nicht nur lineare Gleichungen oder Polynomgleichungen in einer
Variablen, sondern Systeme von Polynomgleichungen in mehreren Variablen. Zum
Beispiel sind die orthogonalen Matrizen der Gruppe On(K) (Beispiel 30.12) durch ein
solches Gleichungssystem definiert: Ist A = [aij]1⩽i,j⩽n ∈Mn(K), so gilt

A ∈ On(K) ⇔ n∑
k=1

akiakj = δij für i, j = 1, . . . , n.

D.h., wir haben ein System von n2 Polynomgleichungen vom Grad 2 in den n2 Ein-
trägen aij. Kann man zum Beispiel wieder so etwas wie die “Dimension” der Lö-
sungsmenge eines solches Systems definieren? Gibt es eine Verallgemeinerung des
Gauß–Verfahrens, um die Lösungen algorithmisch zu bestimmen?

Historisch bedeutsam ist hier “Fermat’s Letztes Problem”, nämlich die Aussage, dass es für
n ⩾ 3 keine Lösung (x, y, z) ∈ Q3 gibt mit xn + yn = zn und xyz ̸= 0. Dies wurde erst 1993
von Andrew Wiles bewiesen. (Beachte: Für n = 2 gibt es unendlich viele Lösungen, nämlich
die sogenannten “Pythagoras–Tripel”, zum Beispiel (x, y, z) = (3, 4, 5).)
Siehe dazu auch https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_Last_Theorem.

https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_einfache_Gruppe
https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_Last_Theorem
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