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Dieses Skript zur Vorlesung Algebra (V4U2, 14-15 Wochen) ist geeignet sowohl fiir die
Bachelor- als auch die Lehramtsvariante; es handelt sich um eine etwas schlankere, leicht

modifizierte und umorganisierte Version des Textes:

M. GECK, Algebra: Gruppen, Ringe, Kéorper — Mit einer Einfihrung in die Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen. Edition Delkhofen, 2014. (Erhéiltlich z.B. im Stuvus-Kopierladle.)

In diesem Skript ist insbesondere das erste Kapitel eine ausfiihrlichere Einleitung, in der
an Definitionen und Beispiele erinnert wird, die vermutlich schon zumindest ansatzweise in
der Vorlesung Lineare Algebra I (oder Analysis I) eine Rolle spielten. Auferdem werden
hier bereits einige grundlegende Begriffe und Konstruktionen eingefiihrt, bevor sie in den

spateren drei Kapiteln zu Gruppen, Ringen und Koérpern vertieft werden.

Die “Galois-Theorie” wird in obigem Text behandelt (und auch dort bereits in einer gegen-
tiber vielen Lehrbiichern vereinfachten Form), kommt aber hier nicht mehr vor. Alternativ
ist dieser Teil des Stoffes auch zum Beispiel gut geeignet fiir 4-5 Vortrége in einem Hauptse-
minar in einem der folgenden Semester. Auch ohne Galois-Theorie werden wir trotzdem das
Ziel erreichen, den berithmten “Satz von Abel-Ruffini” zu zeigen: Es gibt keine allgemeinen

Losungsformeln fiir Polynomgleichungen vom Grad > 5.

Der obige Text enthélt ansonsten einige Ergdnzungskapitel, die weitere Algebra-Themen
behandeln und auch zum Selbststudium geeignet sind (z.B. eine Einfithrung in die Charak-
tertheorie endlicher Gruppen). Umgekehrt findet sich bis auf wenige Ausnahmen alles, was
in diesem Skript vorkommt, auch in obigem Text (manchmal mit alternativen Beweisen).
Eine solche Ausnahme ist die Beschreibung des RSA-Verschliisselungs-Verfahrens in §5; eine
weitere der sogenannte Hauptsatz tiber symmetrische Polynome (siehe §14). Schlieflich wird

in einem Anhang die Existenz eines algebraischen Abschlusses eines Korpers diskutiert.

Im Durchschnitt werden pro Woche etwa 6 Seiten dieses Skriptes behandelt (am Anfang,
bei den Wiederholungen aus der Linearen Algebra, etwas mehr). Kommentare sehr will-

kommen! (Insbesondere Druckfehler, sonstige Unklarheiten, Verbesserungsvorschlige etc.)

Stuttgart, April 2024


https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/idsr/idsr1/geckmf
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Kapitel I: Grundlagen

In der Linearen Algebra haben Sie vermutlich bereits die Definitionen der grundlegenden
algebraischen Strukturen gesehen: Gruppen, Ringe, Korper und natiirlich Vektorrdume. In
diesem Einleitungskapitel beginnen wir mit einigen Erinnerungen, Beispielen und grundlegen-
den Konstruktionen. Alle Argumente werden hier etwas ausfiihrlicher als spéter ausgefiihrt,

weil sie tatsachlich wesentlich zum Verstandnis des weiteren Stoffes sind.

1. Algebraische Strukturen

Eine nicht-leere Menge G zusammen mit einer Verkniipfung x: G x G — G heifst Gruppe,
wenn die Verkniipfung assoziativ ist (also a x (b x¢) = (a * b) x ¢ fiir alle a,b,c € G),
es ein neutrales Element gibt (also ein e € G mit axe = ex a = a fiir alle a € G) und
jedes Element von G ein Inverses besitzt (es also zu jedem a € G ein a’ € G gibt mit
axa’ = a’xa = e). Wie bei Vektorrdumen zeigt man dann leicht, dass das neutrale Element
e eindeutig bestimmt ist, und dass das Inverse eines Elements ebenfalls eindeutig bestimmt
ist. Beachte: Fiir das Inverse eines Produktes gilt die Regel (axb)’ = b’xa’ fiir alle a,b € G.
(Denn: Setze ¢ := b’ xa’. Dann gilt bxc =bx (b’ xa’) = (bxb’)xa’ =exa’ = a’ und
damit (a*b)*xc=ax*(b*c)=ax*a’=e; analog sieht man c x (axb) =e.)

Beispiele von Gruppen:

e Sei n > 1. Die symmetrische Gruppe S, ist die Menge aller bijektiven Abbildungen
o:{1,...,n} — {1,...,n} (auch Permutationen genannt), zusammen mit der Hinterein-

anderausfithrung “o” als Verkniipfung. Das neutrale Element ist die identische Abbildung

id € S, (mit id(i) =1 fiir 1 <i < n) und das Inverse von o € S, die Umkehrabbildung o~".

Elemente von S,, schreiben wir in der Form o = 1 zZ o ...oom € S,.
o(1) o(2) ... o(n)
Sei etwan =3 und 0 = G%g) €S3, 1= (} gz) € S3; dann ist coT = ( ?) (denn (ooT)(1) =

12

23

o(t(1)) =0(1) =2, (007)(2) = 0(t(2)) = 0(3) =3, (0071)(3) = 0(T(3)) = 0(2) =1).
e Etwas allgemeiner: Sei X # & eine Menge und Sx die Menge aller bijektiven Abbildungen
0: X — X. Dann ist Sx eine Gruppe mit der Hintereinanderausfiihrung “o” von Abbildungen
als Verkniipfung. Das neutrale Element ist die identische Abbildung idx; das Inverse von ¢ €
Sx ist wiederum die Umkehrabbildung von o. Diese Gruppe heifst symmetrische Gruppe
auf X. Dann gilt also S, = Sx mit X ={1,...,n}.

e Sei K ein Korper und n > 1. Mit M,,(K) bezeichnen wir den Vektorraum aller n x
n-Matrizen mit Eintrdgen in K. Aus der Linearen Algebra ist bekannt: A € M, (K) ist
invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 gilt; aufserdem: Fiir A, B € M,,(K) gilt det(A-B) =
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det(A) det(B). Damit ist GL, (K) :={A € M (K) | det(A) # 0} eine Gruppe mit der tiblichen
Matrixmultiplikation als Verkniipfung; das neutrale Element ist die Einheitsmatrix I,,. Diese

Gruppe heifst die allgemeine lineare Gruppe.

Definition 1.1. Eine Gruppe G heikt abelsch (zu Ehren des Mathematikers H. N. Abel),
wenn die Verkniipfung kommutativ ist, also a x b = b % a fiir alle a,b € G. In diesem Fall
wird die Verkniipfung auch oft als Addition a + b geschrieben, das neutrale Element mit 0

bezeichnet und das Inverse von a € G mit —a.

Beispiele: Die Gruppe der ganzen Zahlen Z, mit der iiblichen Addition, ist abelsch. (Beziiglich
der Multiplikation ist Z keine Gruppe, weil nicht jedes Element ein Inverses besitzt.) Die

symmetrischen Gruppen S; und S, sind ebenfalls abelsch. Fiir n = 3 gilt:

(123 (123 L e (123) Lreg (123
°=213) " li32 °°t=\231) 77T \312)

Also ist S3 nicht abelsch; genauso sieht man, dass S, fiir n > 3 niemals abelsch ist. Fiir
n =1 ist GL1(K) ={(a) | 0 # a € K} abelsch; fir n > 2 ist GL,(K) nicht abelsch. (Finden

Sie selbst zwei invertierbare Matrizen, die nicht vertauschbar sind.)

Abelsche Gruppen sind bereits aus der Linearen Algebra vertraut: Ein Vektorraum V iiber
einem Korper K ist zundchst eine abelsche Gruppe (V,+), auf der zusétzlich eine “Gufere”
Verkniipfung K x V. — V (Multiplikation von Vektoren mit Skalaren aus einem Korper K)

definiert ist, so dass die bekannten Bedingungen gelten.

Ein Ring R ist eine abelsche Gruppe (R, +), auf der zusétzlich eine Multiplikation e: RxR —
R definiert ist, die assoziativ ist und so dass die Distributivregeln gelten: a e (b +¢) =
aeb+aecund (a+b)ec=aec+bec fiir alle a,b,c € R.

Aus diesen Regeln folgt zum Beispiel sofort: ae(0=0ea=0 fiir alle a € R.

Wir bezeichnen R als kommutativen Ring, wenn die Multiplikation kommutativ ist, also
aeb =Dbea gilt fiir alle a,b € R.

Standard-Beispiele: R = Z ist ein kommutativer Ring, mit der iiblichen Addition und Multi-
plikation von ganzen Zahlen. Auferdem ist R = M,,(K) ein Ring mit der iiblichen Addition

und Multiplikation von Matrizen. Dieser Ring ist kommutativ genau dann, wenn n = 1.

Definition 1.2. Sei R ein Ring, der ein neutrales Element 1y beziiglich der Multiplikation

besitzt (kurz: R ist ein Ring mit 1). Ein Element a € R heift Einheit, wenn a beziiglich der

Multiplikation ein Inverses besitzt, es also ein b € R gibt mit aeb = b e a = 1z. Dann heifst
R* :={a € R | a Einheit}

die Einheitengruppe von R. Zum Beispiel ist Tg € R*. Man sieht sofort, dass R* tatsdchlich

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation in R ist; das neutrale Element ist Tg.
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Beachte: Der Extremfall Tg = 0 ist in der Definition nicht ausgeschlossen. Aber aus 1g =0
folgt a =aelg=ae0 =0 fiir alle a € R; also R = R* ={0}.

Ein Koérper K ist damit ein kommutativer Ring mit 1 #£ 0, so dass K* = K\ {0} gilt. Dann
heifst K* auch die multiplikative Gruppe von K. Standard-Beispiele sind Q, R und C; fiir
jede Primzahl p gibt es auch einen Korper F, mit p Elementen (den Sie vielleicht schon in

der Linearen Algebra gesehen haben; ansonsten siehe §4).

Beispiele zu Einheitengruppen: Fiir R = Z ist Z* = {1, —1}. Fiir R = M,,(K) (mit K Kérper)
ist M, (K)* ={A € M,.(K) | A invertierbar} = GL,, (K).

Eine Methode, um neue algebraische Strukturen zu erhalten, besteht darin, Unterstrukturen

zu betrachten (analog zu Unterrdumen von Vektorrdumen).

Definition 1.3. (a) Sei (G, *) eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. Dann heifst U eine
Untergruppe von G (in Zeichen: U < G), wenn gilt:

1g e U, axbel und a’' e U fiir alle a,b € U.

(Hier ist a’ das Inverse von a.) Dann ist U zusammen mit der Einschrénkung der Verkniip-

fung auf G auch selbst eine Gruppe. Zum Beispiel sind {1g} und G immer Untergruppen.

(b) Sei (R, +, ®) ein Ring und S C R eine Teilmenge. Dann heifst S ein Teilring von R, wenn
S eine Untergruppe von R beziiglich der Addition + ist und aufserdem a e b € S fiir alle
a,b € S gilt. Wiederum ist S selbst zusammen mit den Einschrankungen der Verkniipfung

auf R auch selbst ein Ring. Zum Beispiel sind {0} und R immer Teilringe.

Bemerkung 1.4. Sei {U;}ic; eine Familie von Untergruppen von G (mit beliebiger Index-
menge I). Dann ist auch ();.; U; eine Untergruppe (wie Sie sofort nachpriifen), aber (J;o; U;
ist im Allgemeinen keine Untergruppe (siche Ubungen). Analoge Aussagen gelten fiir Durch-

schnitte von Teilringen.

Beispiel 1.5. Sei G = GL,(K) die allgemeine lineare Gruppe. Sei B,,(K) C G die Teilmen-
ge, die aus allen oberen Dreiecksmatrizen mit Eintragen ungleich Null auf der Diagonalen
besteht. Dann ist B, (K) eine Untergruppe. Denn erstens gilt I,, € B, (K). Sind aufserdem
A, B € B,(K), so folgt leicht aus der Definition des Matrixprodukts, dass auch A -B eine obe-
re Dreiecksmatrix ist; sind aufserdem ay, ..., a, die Diagonaleintrdge von A und by,..., b,
die Diagonaleintrage von B, so sind a;by,..., a,b, die Diagonaleintrige von A - B. Also sind
auch diese alle ungleich Null und damit A-B € B, (K). Schlieklich gilt det(A) = a; --- a, # 0,
also ist A invertierbar. Dann muss man sich noch {iberzeugen, dass A~" ebenfalls eine obere

Dreiecksmatrix ist, mit Diagonaleintragen a?l, ...ya;! Also ist auch A~! € B, (K).
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Beispiel 1.6. Die Gaufl’schen Zahlen Z[i] := {(n+ mi | n,m € Z} C C bilden einen
Teilring des Korpers C (wobei wie iiblich i = v/=1 € C). Denn sind n + mi € Z[i] und
n’' +m'i € Z[i], so gilt

Mm+mi)+ ' +mi) =n+n')+ (m+m')ie Z[il,

Mm+mi)- (M +m'i) = (Mn/ —mm’') + (nm’ +n'm)i € Z[l.
Daran sieht man sofort, dass die Teilring-Bedingungen gelten. Da C ein Kérper ist, ist Z[i]

ein kommutativer Ring. Die Zahl 1 ist das neutrale Element beziiglich der Multiplikation.

Behauptung: Zi)* ={1,—1,1,—i}.

Dazu: Es ist klar, dass +1 und +1i Einheiten sind. Sei umgekehrt 0 # n + mi € Z[i]*.
Dann gibt es also n/;m’ € Z mit 1 = (n + mi)(n’ + m’i). Anwenden von komplexer
Konjugation ergibt T = (n — mi)(n’ — m’/i), also ist auch n — mi € Z[i]* und damit

n?4+m? = (n4+mi)(n—mi) € Z[i]*. Also gibt esn”, m” € Zmit 1 = (M?*+m?)(n"+m"i) =
(M24+m?)n”+(n?+m?)m”i; dann muss aber 1 = (n?4+m?)n” gelten, also n*+m? = +1. Dies
ist nur moglich fiir n =0, m = 41 oder fir n = +1, m = 0. — Wie man an diesem Beispiel

erahnt, kann es fiir beliebige Ringe durchaus schwierig sein, die Einheiten zu bestimmen.

Bemerkung 1.7. Sei R ein Ring und S C R ein Teilring. Besitzt R ein Eins-Element, so
muss S nicht unbedingt ein Eins-Element besitzen. Und selbst wenn dies der Fall ist, so

kénnen R und S verschiedene Eins-Elemente besitzen. Beispiele:

e Sei S := 27 = {alle geraden ganzen Zahlen} C R = Z. Dann ist S ein Teilring; dieser besitzt

aber kein Eins-Element.
e Sei S = {(g g) | a € Q} € R=M;(Q). Dann ist S ein Teilring mit Eins-Element (3) g) #+ 1,.

SchlieRlich: Ist 0 # s € S eine Einheit in R, so gibt es also ein Inverses s~' € R, aber es muss
nicht unbedingt s~' € S gelten. Beispiel: S=Z CR=0Q, 27" = % e Q\Z.

Ein weiteres allgemeines Konstruktionsprinzip sind direkte Produkte.

Definition 1.8. Seien (Gy,*;) und (Gj, %) Gruppen. Wir betrachten das kartesische Pro-
dukt G := G; x G, ={(ay,a;2) | a1 € G1,a; € G,} und definieren eine Verkniipfung auf G
durch (aj, a;) % (by,by) := (a; *x1 by, az x; by) fiir alle a;,b; € Gy und ay, b, € G,. Dann
sieht man leicht, dass (G,*) auch eine Gruppe ist, die als direktes Produkt bezeichnet
wird. Das neutrale Element ist e := (ej,e;) € G wobei ey das neutrale Element in G; und
e; € G, das neutrale Element in G, ist. Das Inverse von (aj,a;) € G ist gegeben durch
(a1,az2)" = (aq,a3), wobei jeweils a/ € G; das Inverse zu a; in G ist. Sind G; und G;
abelsch, so ist auch G abelsch.
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Analog definiert man auch das direkte Produkt von zwei Ringen (R;, +7, e7) und (Rz, +3, e2).
Man bildet das kartesische Produkt R := R; x R; und definiert Verkniipfungen

(aryaz) + (by,b2) :=(a; +1 by, a2 +2by) und (as,az) e (by,by) := (a; ¢; by, a, e, by)

fiir alle aj, by € Ry und a,,b; € R;. Dann sieht man leicht, dass (R, +, ) wieder ein Ring ist.
Sind R; und R, kommutativ, so ist auch R kommutativ. Besitzen R; und R, Eins-Elemente
Tg, und Tg,, so ist Tx = (Tg,, Ig,) ein Eins-Element von R. In diesem Fall folgt dann auch
sofort, dass R* = Ry x R} gilt.

Schliefslich erwédhnen wir, dass direkte Produkte nicht nur mit zwei Faktoren, sondern auch

mit endlich vielen Faktoren gebildet werden kénnen.

2. Faktorstrukturen

Sei M eine nicht-leere Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M (also eine reflexive,
symmetrische, transitive Relation). Fiir m € M bezeichne [m] := {m’ € M | m’ ~ m} die
Aquivalenzklasse von m. Sei M/~ die Menge der Aquivalenzklassen. Ist M nicht nur eine
Menge, sondern eine algebraische Struktur, und ist ~ mit dieser Struktur vertrdglich, so
besteht eine gute Chance, dass auch M/~ wieder eine (neue) algebraische Struktur ist. Dies

ist ein sehr vielseitiges und schlagkriftiges Konstruktionsprinzip.

Als erstes und bekanntes Beispiel behandeln wir die rationalen Zahlen, also Briiche 7- € Q mit
n, m € Z wobei m # 0. Ein Bruch wie % € Q kann auf verschiedene Weise dargestellt werden,
2 _4_ -0

etwa § = ¢ = —z. Der formal korrekte Hintergrund dieser verschiedenen Darstellungsweisen

ist letztlich eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 2.1. (Konstruktion von Q aus Z). Sei M := Z x (Z \ {0}), also die Menge aller
Paare (a,b) mit a,b € Z und b # 0. Wir definieren eine Relation ~ auf M wie folgt: Fiir
(a,b) € M und (c,d) € M sei (a,b) ~ (¢,d), wenn ad = bc. Diese Relation ist reflexiv,
denn es gilt (a,b) ~ (a,b) wegen ab = ba. Sie ist symmetrisch, denn aus (a,b) ~ (c,d)
folgt ad = bc und damit auch cb = da, also (c,d) ~ (a,b). Schlieklich ist ~ auch transitiv,
denn seien (a,b) ~ (¢,d) und (c,d) ~ (e,f); dann gilt ad = bc, ¢f = de und damit
daf = (ad)f = (bc)f = b(cf) = b(de) = dbe. Nun ist d # 0, also kann man d auf beiden
Seiten kiirzen. Also gilt auch af = be und (a,b) ~ (e, f).

Damit ist ~ eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von (a,b) € M bezeichnen wir
mit a/b; die Menge aller Aquivalenzklassen definieren wir als Q :={a/b | a,b € Z,b # 0}.

Wir wollen nun Verkniipfungen auf QQ definieren. Fiir (a,b) € M und (¢, d) € M setzen wir:

a/b + ¢/d:= (ad + be)/bd und a/b - ¢/d:= (ac)/(bd).
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(Beachte: Wegen b # 0 und d # 0 ist auch bd # 0.) Damit diese Operationen iiberhaupt
sinnvoll sind, muss zuerst gezeigt werden, dass sie wohl-definiert sind, d.h., nicht von der
Wahl der Représentanten (a,b) und (c, d) abhéngen. Konkret heifst das in diesem Fall: Seien
(a’;b’) € M und (¢/,d’) € M mit (a,b) ~ (a’,b’) und (c,d) ~ (c’,d’); dann muss man
zeigen, dass auch (ad+bc,bd) ~ (a’d’+b’c’,;b’d’) und (ac,bd) ~ (a’c’,b’d’) gilt, also bei
der Berechnung der Addition oder Multiplikation jeweils das gleiche Ergebnis herauskommt.
Diese einfache Rechnung sei als Ubung iiberlassen. Man rechnet dann insgesamt nach, dass Q
mit diesen Operationen ein kommutativer Ring mit 1 ist. Das neutrale Element beziiglich der
Addition ist die Aquivalenzklasse 0/1 € Q; das neutrale Element beziiglich der Multiplikation
ist 1/1 ={a/a|0#a€Z}.

Weiterhin erhélt man: Ist a/b € Q und a/b # 0/1, so folgt a # 0 und b # 0; also ist auch
b/a € Q und a/b-b/a = 1/1. Folglich ist Q ein Korper, denn alle Elemente ungleich 0/1
in Q sind Einheiten. Schlieflich kénnen wir Z als eine Teilmenge von Q auffassen, indem
wir 1 € Z mit dem Bruch n/1 € Q identifizieren. Die Abbildung n +— n/1 ist injektiv,
denn n/1T = m/1 (fir n,m € Z) impliziert n = m nach Definition von ~. Mit dieser
Identifikation entsprechen dann auch die iibliche Addition n + m und Multiplikation nm
in Z den Operationen n/1 4+ m/1 und n/1-m/1.

Man sieht, dass im Detail viele Regeln verifiziert werden miissen, aber dies meistens Routine-

Aufgaben sind, nachdem einmal gezeigt ist, dass die Operationen “wohl-definiert” sind.

Beispiel 2.2. In einer Vorlesung (oder einem Lehrbuch) zur Analysis werden Sie vielleicht
die Konstruktion von R aus Q mit Hilfe von Cauchy-Folgen gesehen haben. Auch dies ist
ein Beispiel fiir obiges allgemeines Konstruktionsprinzip: Man erhilt R als Menge der Aqui-
valenzklassen von Cauchy-Folgen (a,)neny (mit a, € Q fiir alle n € N), wobei (a,)neny und
(bn)nen in Relation stehen, wenn (a, — by )ney eine Nullfolge ist. Genauso wie in obigem
Beispiel muss man dann zahlreiche Regeln im Detail nachweisen, um zu sehen, dass die
Menge der Aquivalenzklassen ein Kérper ist (also R), in dem jede Cauchy-Folge konvergiert.
SchlieRlich fassen wir Q als Teilmenge von R auf, indem wir x € Q mit der Aquivalenzklasse

der Folge (x,x,X,...) identifizieren.

Fiir das folgende Beispiel wiederholen wir einige Grundtatsachen zu ganzen Zahlen. Zunéchst
sei an die Bezeichnungen N ={1,2,3/...} und Ny = N U{0} erinnert. (In manchen Biichern
ist N=1{0,1,2,3,...}.) Seien m,n € Z. Wie iiblich schreiben wir m | n, wenn m ein Teiler
von M ist, es also ein k € Z mit n = km gibt. Wir setzen auferdem die Division mit Rest
als bekannt voraus. Sind also m € N und n € Z gegeben, so gibt es g, € Z mit n = qm-+r

und 0 < r < m; hierbei sind q, T eindeutig bestimmt. Zum Beispiel fiir m =5 und n = 17:
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Esgilt 1-5,2-5,3-5< 17 aber 4-5 > 17; dies ergibt 17 =3-542, also q = 3, r = 2; dann
ist =17 =(-3)-5—2=(-3)-54+(3—5)=(—4)-5+3,alsoq=—4,r=3.

Beispiel 2.3. (Die Ringe Z/mZ). Sei m € N fest. Wir definieren eine Relation ~ auf Z durch
a~b, wenn m|b—a (fiir a,b € Z). Man sieht leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.
Die Aquivalenzklasse von a € Z bezeichnen wir mit @ und die Menge aller Aquivalenzklassen

mit Z/mZ. Weitere Schreibweise: a=bmodm fallsm|b—a.

Durch Division mit Rest erhalten wir a = qm + r mit q,r € Z und 0 < r < m. Also ist
a = rmod m und damit @ = . Es folgt Z/mZ = {0,71,...,m—1} und |Z/mZ| = m. Wir

wollen nun eine Addition und eine Multiplikation auf Z/mZ definieren. Fiir a,b € Z setze
a+b:=a+b und @ -b:=ab.

Wie iiblich miissen wir zuerst zeigen, dass dies wohl-definiert ist. Seien also a,b,a’,b’ € Z
mit@=a’und b=0b’, dh., m|a’—aund m|b’—b. Dann ist auch (a’+b’) —(a+b) =
(a’— a)+ (b’ — b) ein Vielfaches von m; und ebenso a’b’ — ab = a’b’ — ab’+ ab’ — ab =
(a’—a)b’+a(b’—b). Also gilt a+b = a’+b’ und ab = a’b’, wie gewiinscht. Aufgrund der
obigen Definition ist klar, dass O neutrales Element beziiglich "+ und 1 neutrales Element
beziiglich ”-” ist. Jedes @ € Z/mZ hat ein Inverses beziiglich ”+”, ndmlich —a. Die weiteren
Ring-Axiome folgen sofort aus den entsprechenden Regeln in Z, zum Beispiel:
a-(b+c)=a-(b+c)=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=a-b+a-c.

Man rechnet insgesamt nach, dass Z/mZ ein kommutativer Ring mit T ist.

Fir m = 1ist Z/1Z = {0}. Fiir m = 2 ist Z/27Z = {0,1} mit 1+ 1 = 0. Fiir m = 3,4 sind
die Verkniipfungstabellen wie folgt gegeben:

+[0 T 2 0 2

0/0 1 2 0 0 1 =

m=3 71720 072 (also )
21201 0 1
+10 12 3 101 2 3
0/01 23 0|0 0 00

m=4 1|1 230 110123 (kein Korper)
212301 210 20 2
3/1301 2 3|03 21

In 2/52 ={0,1,2,3,4) gilt: 1 '=1, 2'=3  3'=2 7' =%

In §4 werden wir sehen, dass Z/mZ genau dann ein Korper ist, wenn m eine Primzahl ist.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir die obige Konstruktion von Z/mZ in einen

etwas allgemeineren Kontext versetzen.
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Definition 2.4. Sei (R, +, ) ein Ring. Eine Teilmenge I C R heifst ein Ideal in R (in Zeichen
[ < R), wenn I eine Untergruppe von (R,+) ist und fiir alle a € I, b € Rauch a-b € 1
und b - a € I gilt. Wir definieren eine Relation ~ auf R wie folgt. Seien a,b € R; dann ist
a~Db falls b— a € L. Dies ist eine Aquivalenzrelation. Dazu: Die Relation ist reflexiv, denn
a—a =0 € I; sie ist symmetrisch, weil mit b—a € I auch a—b = —(b—a) € I gilt; sie ist
transitiv, weil mit b—a € lundc—b € lauchc—a = (c—b)+ (b—a) € I gilt. (Jedesmal
benutzen wir, dass I eine Untergruppe beziiglich der Addition ist.) Die Aquivalenzklasse von

a € R bezeichnen wir mit @ und die Menge aller Aquivalenzklassen mit R/I. Es gilt:
a={beR|b—aell={beR|b—a=cfireincel}={a+c]|cel}

wir schreiben dies auch kurz als a+ I. Wir wollen nun eine Addition und eine Multiplikation
auf R/I definieren. Fiir a,b € R setze

A+b:=a+b und a-b:=a-b.

Wie zuvor miissen wir zuerst zeigen, dass dies wohl-definiert ist. Seien also a,b,a’,b’ € R
mitda=a’und b="b’, dh.,a’—a€lund b’—b € L. Dann ist auch (a’+b’)—(a+b) =
(a’—a)+ (b’—b) € I, weil I eine Untergruppe von R beziiglich der Addition ist; und ebenso
a-b’—a-b=da’-b'—a-b’+a-b’—a-b=(a’—a)-b’+a-(b’'—b) € I aufgrund der weiteren

Bedingung an I. Also gilt a+b = a’4+b’ und a-b = a’-b’, d.h., die Verkniipfungen sind
wohl-definiert. Sobald dies gezeigt ist, folgt wiederum sofort aus den Ring-Axiomen fiir R,
dass die Axiome auch fiir R/I gelten. Der Ring R/I heift Faktorring von R nach I. Ist R

kommutativ, so auch R/I; besitzt R ein Eins-Element 1g, so ist 1k ein Eins-Element in R/I.

Beispiel 2.5. Sei (R,+,:) ein kommutativer Ring. Wir setzen (a) :(={a-b|b € R} C R
fiir ein festes a € R. Dann sieht man sofort, dass (a) ein Ideal ist. Ideale dieser Form heifen
Hauptideale. Wir konnen also den Faktorring R/(a) fiir jedes a € R bilden.

Ist R=Zund m € N, so ist (m) = mZ die Menge aller n € Z mit m | n. Damit gilt
b—ae(m & m|b—a& a=bmodm fir alle a,b € Z. Also ist Z/mZ (wie in
Beispiel 2.3) das Gleiche wie Z/(m).

3. Der Satz von Lagrange

In Analogie zu obiger Definition eines Faktorringes werden wir in §7 auch Faktorgruppen
nach bestimmten Untergruppen bilden. Hier zeigen wir nun zunédchst den Satz von Lagrange,

der grundlegend fiir viele Aussagen iiber endliche Gruppen ist.

Sei G eine Gruppe. Meistens schreiben wir nun die Verkniipfung in G als a-b oder einfach als

ab. Ublicherweise wird dann auch das neutrale Element mit 1¢ (oder einfach 1) bezeichnet,
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sowie das inverse Element mit a~'. Die Méchtigkeit |G| wird auch als Ordnung von G be-
zeichnet. Wir werden sowohl endliche als auch unendliche Gruppen betrachten. Fiir beliebige

Teilmengen A, B C G schreiben wir
A-B:={a-b|laeA,be B} und Al:={a"acAlL

Ist ge G,soseig-A:={g-ala€Alund A-g:={a-g|a € A}. Damit gilt fiir eine
Teilmenge U C G: U ist eine Untergruppe <= lgelU, U-UCU, U'CU.

Satz 3.1. Set U < G eine Untergruppe. Wir definieren wie folgt eine Relation ~y auf G.
Fiir a,b € G schreibe a ~y b, falls a™' -b € U. Dann gilt:

(a) Die Relation ~y ist eine Aquivalenzrelation. Sei G/U die Menge der Aquivalenzklassen.
Diese sind von der Form a-U mit a € G und heiffen Linksnebenklassen. Ist also T ein
Vertretersystem der Aquivalenzklassen, so gilt
G= U t-u (disjunkte Vereinigung).
teT

(b) Fiir jedes feste a € G ist U — a-U, u— a-u, eine Bijektion. Also gilt |a - U| = [U].

Beweis. (a) Die Relation ~ ist reflexiv: Fiir a € Gist I =a™' - a € U also a ~y a.

Die Relation ~ ist symmetrisch: Fiir a,b € G mit a ~y b ist a™'-b € U also auch
b'-a=(a'-b)" €U und damit b ~y a.

Die Relation ~y ist transitiv: Seien a,b,c € G mit a ~y b und b ~y c. Dann ist a™' -b € U
und b'-ce U, alsoaucha™-c=(a'-b)-(b~"-c) € U und damit a ~y c.

Damit ist ~y eine Aquivalenzrelation. Sei a € G fest. Dann gilt a~y b & a'-be U &
a'-b=ufiremuelU&b=a-ufireinueU&beca-U Also sind alle
Aquivalenzklassen von der Form a - U mit einem a € G.

(b) Die Abbildung ist offenbar surjektiv; sie ist injektiv da a € G ein Inverses besitzt. Aus

-1 1

a-u=a-u folgtalsou=1Ig-u=(a'-a)-u=a'(au)=a' (a-u)=...=u". O

Bemerkung 3.2. Wir konnen auch eine Relation ~{; wie folgt definieren: a ~/, b PEN

a-b! € U fiir alle a,b € G. (Beachte: Ist G abelsch, so sind ~y und ~{; gleich; aber im

Allgemeinen ist dies nicht der Fall.) Dann gelten die analogen Aussagen wie oben, also:

(a) ~{ ist eine Aquivalenzrelation. Sei U\G die Menge der Aquivalenzklassen. Diese sind von
der Form U - a mit a € G und heifsen Rechtsnebenklassen. Ist also T’ ein Vertretersystem

der Aquivalenzklassen, so gilt G = Users U - t, wobei die Vereinigung disjunkt ist.
(b) Fiir jedes feste a € G ist U — U - a, u+— u- a, eine Bijektion. Also gilt [U| = [U - a].

Die Beziehung zwischen ~ und ~{, ist wie folgt gegeben:
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(c) Ist T ein Vertretersystem der Aquivalenzklassen von ~y, so ist T’ := T~ ein Vertretersy-
tem der Aquivalenzklassen von ~{,. Es gilt also |G/U| = [U\G].

Denn: Sei a € G. Dann gibt es eint € T mit a' € t-U, also a™' = t-u mit u € U,

und damit a = (t-u)' =u' -t € U-t'. Also folgt bereits G = Uer U - t~!. Diese
Vereinigung ist disjunkt, denn seien ty,t; € T mit U-t?] ﬂU-tz’] # &. Dann gibt es u,v € U

mit u-t;' =v-t; ', also t; -ty =u-ve U, dh., t ~y t; und damit t; = t,.

Satz 3.3 (Lagrange). Sei |G| < oo. Ist U < G eine Untergruppe, so gilt |G| = |U] - |G/U];
insbesondere ist |U| ein Teiler von |G|. Dann heifst [G : U] :=|G/U| der Index von U in G.
(Beachte: Wegen Bemerkung 3.2(c) gilt auch [G : U] = [U\G].)

Beweis. Sei T = {ty,...,t.} ein Vertretersystem wie in Satz 3.1. Dann gilt |G/U| = r und
|Gl = X ;U t;]. Wegen [U| = [U - t;] fiir alle 1 folgt also |G| = r[U. O

| Ab hier Woche 2]
Sei G beliebig und g € G fest. Fiir jedes m € Z konnen wir die Potenz g™ € G bilden (mit

den Konventionen: g> =g-g-g, ¢° =1g, g = (g '), usw.). Es gilt dann g"™™ = g™ g™
und g"™ = (g")™ fiir alle m,n € Z, und man sieht sofort, dass (g) := {g™ | m € Z} eine
Untergruppe von G ist; diese heifst die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G.
Gilt G = (g) fiir ein g € G, so bezeichnen wir G als zyklische Gruppe und sagen, dass
G von g erzeugt wird. Dies sind gewissermafen die Gruppen mit der einfachst moglichen
Struktur; offensichtlich sind zyklische Gruppen abelsch.

Standardbeispiele von zyklischen Gruppen: (Z, +) und (Z/mZ,+) (mit m € N); diese werden

von 1 bzw. 1 erzeugt (beachte, dass die Verkniipfungen hier additiv geschrieben werden).

Definition 3.4. Sei g € G. Gibt es ein m € N mit g™ = 1¢, so definieren wir
o(g) :=min{fm € N| g™ = 1g};
gibt es kein solches m, so setzen wir o(g) = co. Dann heifst o(g) die Ordnung von g. Diese

kann sowohl endlich oder unendlich sein.

Ist zum Beispiel G = GL,(Q) und g = ((1) }) € G, so gilt g" = (é T]L> fiir alle n € Z,

also ist o(g) = oo. Ist dagegen g = (1) _]] , so erhalten wir o(g) = 6, denn

,  (—1 —1 3 [—1 0 4 0 1 5 1 1 6
9—(]O>9—0_1»9—_1_1)9—_1()»9—12-

Lemma 3.5. Sei g € G fest.

(a) Sei m € N mit g™ = 1g; dann gilt o(g) | m.

(b) Ist o(g) < 00, so gilt o(g) = |(g)| und (g) ={1g,9,9%...,9°9"}.

(c) Ist o(g) = oo, so gilt g* # @ fiir alle i,j € Z, i # j; folglich ist |{g)| = oo.
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Beweis. (a) Sei d := o(g) < oo. Division mit Rest ergibt m = qd + r mit q,r € Z und
0 < r < d. Damit ist g™ = g9 = (g4)9-g" =1 - g" = ¢g". Da g™ = 1g gilt, ist also auch
g" = 1 und damit r = 0 wegen der Minimalitdt von d. Also gilt o(g) = d | m.

(b) Sei wieder d := o(g). Sei i € Z beliebig. Division mit Rest ergibt i = dq + r mit
q,7 € Z und 0 < v < d. Wie oben folgt g' = g44*" = g". Damit ist (g) = {g' | i € Z} =
{1,9,9%...,g% "L Fiir 0 <i<j <d-—1ist g # ¢, denn sonst wire g = 1g mit
1 <j—1i<d, Widerspruch zur Minimalitdt von d. Also ist |(g)| = d = o(g).

(c) Gibt es i >j in Z mit g' = ¢, so folgt g*7 = Tg und damit o(g) < oo. O

Folgerung 3.6. Sei G eine endliche Gruppe, also |G| < oo. Fiir alle g € G ist dann

o(g) < oo ein Teiler von |G| und es gilt g'° =1.

Beweis. Ware o(g) = oo, so auch [(g)] = oo nach Lemma 3.5(c), und damit |G| = oo,
Widerspruch. Nach Lemma 3.5(b) hat die Untergruppe (g) < G genau o(g) Elemente, also
ist o(g) ein Teiler von |G| nach dem Satz von Lagrange. Schreiben wir |G| = o(g)m mit
m € N, so folgt also g/l = (g°9)™ =1 = 15. O

Bemerkung 3.7. Sei g € G mit o(g) < oco. Behauptung: Fiir d € N mit d | o(g) gilt
0(g%) = o(g)/d. Dazu: Sei m := o(g?) und n := o(g)/d. Dann ist (g4)" = gi" = g°l9) = 1,
also m = o(g%) | n nach Lemma 3.5. Umgekehrt ist 1g = (g4)™ = g™, also o(g) | dm

(wiederum nach Lemma 3.5) und damit n = o(g)/d | m. Also folgt n = m.

Allein mit dem Satz von Lagrange und den obigen Folgerungen kénnen wir bereits eine Reihe

von Beispielen untersuchen.

Beispiel 3.8. (a) Sei |G| = p eine Primzahl. Dann ist G zyklisch, und G besitzt iiberhaupt
nur die Untergruppen {1g} und G. Denn ist U < G, so ist |U| ein Teiler von p = |G|, also
U] =1 oder [U] =p, also U ={1g} oder U = G. Ist g # 1g, so folgt damit {15} # (g) = G.

ist G = (g) zyklisch. Sonst gilt g> = 1 fiir alle g € G. ¢ x y z
1 G 1 G X y z
Dann ist G = {1g, x, VY, z} mit folgender Multiplikationstabelle: x| x lg z vy
yly z lg x
z |z y x lg

Dazu: Betrachte xy € G. Dies muss also gleich 1g, x, y oder z sein. Ist xy = 1g, so
x =y =y (wegen y* = 1¢), Widerspruch; ist xy = x, soy = 1g, Widerspruch; ist xy =y,
so x = 1g, Widerspruch. Also muss xy = z gelten. Analog findet man alle anderen Produkte.

Insbesondere sieht man, dass G abelsch ist. Ein solches G heifst Klein’sche Vierergruppe.
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Beispiel 3.9. Sei G = S;. Dann besteht G genau aus den 6 Permutationen:

G (123 123\ 123\ 123\ (123 , (123
“\123) 7 \213) 2 \usz2) 321 " \2s31) T T \s12)

Wir berechnen 0% = 03 = 03 = id, 7 = 7/ und 7@ = 7”® = id. Also gilt o(07) = o(0z) =

0(03) =2 und o(m) = o(n’) = 3. Damit erhalten wir folgende zyklische Untergruppen:
U; = (0;) ={id, 03} firi=1,2,3, V = (n) = (') ={id, m, '}.

Wir behaupten, dass dies alle echten Untergruppen von G sind. Sei also U’ < G eine beliebige
Untergruppe mit {id} # U’ # G. Nach Lagrange ist |[U’| ein Teiler von 6, also [U’'| = 2 oder 3.
Nach Beispiel 3.8(a) ist U’ zyklisch und muss daher eine der obigen Untergruppen sein.

Beispiel 3.10. Wir betrachten die folgenden Elemente in G = GL,(C):

10 0 1 0 i i 0
E:(o 1)’ I:(—1 o)’ IZ(i o)’ K:(o —i)’

(wobei wie iiblich i = v/—T1). Man rechnet sofort nach, dass I>? = J> = K> =1-]-K = —E gilt;
daraus erhiilt man I7' = —1, 7' = —], KT = Ksowie . ] = —K ' =K, ] - K=-I""=1,
[- K = —J. Damit sieht man auch leicht, dass Qg := {£E, I, +]J, £K} eine Untergruppe
von GL;(C) ist. Diese Gruppe wird als Quaternionengruppe bezeichnet; sie hat genau
8 Elemente und ist nicht abelsch (zum Beispiel ist [ - ] = K und ] - I = —K). Die obigen
Rechnungen zeigen, dass o(—E) = 2 und o(+I) = o(£]) = o(+K) = 4 gilt. Wir erhalten
also die folgenden zyklischen Untergruppen:

U = <I> ={+E £I}, W = <I> ={*E,£J}, U= <K> ={*+E,+K}, Z= <_E> = {£E}L

Wir behaupten wiederum, dass dies alle echten Untergruppen von G sind. Sei also U’ < Qg
eine beliebige Untergruppe mit {id} # U’ # Qs. Nach Lagrange ist [U’| ein Teiler von 8, also
[U'| =2 oder 4. Ist |U’'| = 2, so ist U’ zyklisch, also muss U’ = Z gelten, denn es gibt nur ein
Element der Ordnung 2 (ndmlich —E). Sei nun |[U'| = 4. Ist U’ zyklisch, so muss U" = U;
fiir i € {1, 2, 3} gelten, denn jedes Element der Ordnung 4 liegt in einer dieser Untergruppen.
Bleibt also noch die Moglichkeit, dass U’ nicht zyklisch ist. Nach Beispiel 3.8(b) enthélt dann
U’ aber 3 Elemente der Ordnung 2, Widerspruch.

Beispiel 3.11. Sei G eine zyklische Gruppe, also G = (g) mit einem g € G. Dann gilt:
Ist U < G beliebige Untergruppe, so ist U zyklisch; es gibt ein m € Ny mit U = (g™).

Dazu: Ist U = {15}, so gilt die Behauptung mit m = 0. Sei nun U # {Ig}; es gibt also ein
i€ Z,i# 0, mit gt € W Ist i <0, so gilt auch g7 = (g7')! € U. In jedem Fall existiert
also ein m € N mit g™ € U; sei m minimal mit dieser Eigenschaft. Wegen g™ € U ist auch
(g™) C U. Umgekehrt sei u € U beliebig. Schreibe uw = ¢/ mit j € Z. Division mit Rest
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ergibt j = qm + 1 mit q,7 € Zund 0 < r < m. Dann ist g" = g/ 9™ =g/ - (g™) "9 € W. Ist
r > 0, so erhalten wir einen Widerspruch zur Minimalitdt von m. Also muss r = 0 gelten
und damit u =g = (g™)9 € (g™). Also gilt auch U C (g™), und damit Gleichheit.

4. Die Eulersche Phi-Funktion

In diesem Abschnitt erinnern wir zunéchst an einige Begriffe und Definitionen aus der ele-
mentaren Zahlentheorie. Seien d,n € Z mit d # 0 und n # 0. Gilt d | n (d.h., d teilt n),
so folgt natiirlich auch (—d) | n und |d| < n. Also gibt es nur endlich viele positive Teiler

von 1. Sind my,n € Z mit m # 0 oder n # 0 gegeben, so definieren wir
geT(m,n) :=max{a € Nl|esgilt a| mund a|n}

als den gréfiten gemeinsamen Teiler von m und n. Gilt ggT(m,n) = 1, so bezeichnen

wir m und n als teilerfremd.

Lemma 4.1 (Lemma von Bézout). Gegeben seien myn € Z mit m # 0 oder n # 0. Dann
gibt es a,b € Z mit ggT(m,n) = am+ bn. Insbesondere: Ist auch d’ € N ein gemeinsamer

Teiler von m und n, so gilt nicht nur d’ < d, sondern d’ | ggT(m,n).

Beweis. Zunéchst beachte ggT(m,n) = ggT(n, m). Aukerdem sieht man sofort ggT(m,n) =
ggT(£m, +n); gilt weiterhin ggT(m,n) = am + bn mit a,b € Z, so erhdlt man analoge
Darstellungen von ggT(+m,+n) (z.B. ggT(—m,n) = (—a)(—m)+bn). Also geniigt es, den
Fall m,n > 0 zu betrachten. Wir verwenden vollstandige Induktion nach m.

Ist m=0,s0ist n >0 und n =ggT(0,n) =0-m+1-n, also gilt die Aussage.

Sei nun m > 0 und n > 0 beliebig. Teilen mit Rest ergibt n = gm + r mit q,r € Z und
0 < v < m. Nach Induktion gibt es a;,b; € Z mit d := ggT(r,m) = a;r + bym. Nun
beachte: Ein gemeinsamer Teiler von r,m ist wegen n = qm + 1 auch ein gemeinsamer
Teiler von m,n; und umgekehrt ist ein gemeinsamer Teiler von m,n wegen 1 = n — qm
auch ein gemeinsamer Teiler von r, m. Also folgt ggT(m,n) = ggT(r, m) = d; aukerdem ist
d=agr+bm=agn—gm)+bm=(b;—qa;)m+ amn. O

Aus dem obigen Beweis erhélt man sogar ein Verfahren, genannt (erweiterter) Euklidischer
Algorithmus, zur Bestimmung von ggT(m,n) und a,b € Z mit ggT(m,n) = am+bn. Sei
zum Beispiel m =462 und n = 1071. Teilen mit Rest ergibt 1071 = 2 - 462 4 147, also gilt
geT(462,1071) = ggT(147,462) (siehe obiger Beweis). Erneutes Teilen mit Rest ergibt 462 =
3-147 421, also nun ggT(147,462) = ggT(21,147). Und nochmaliges Teilen mit Rest ergibt
147 = 7-214-0, also schlieklich ggT(21,147) = ggT(0,21) = 21. Nun gehe obige Gleichungen

vom Ende her durch, um a,b € Z zu bestimmen mit ggT(m,n) = am + bn. Hier erhalten
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wir aus der vorletzten Gleichung 21 = 462 — 3 - 147; aus der vorherigen Gleichung erhalten
wir 147 = 1071 —2-462; Einsetzen ergibt 21 =462—3-(1071—-2-462) = 7-462+(—3)-1071.

Zum Beispiel in Python kann man den ganzen Algorithmus in nur 5 (!) Zeilen programmieren.
“Input” sind m,n > 0; “Output” ist (ggT(m,n),a,b) wobei ggT(m,n) = am + bn:

>>> def EuclAlg(m,n):
if m==0: return n,0,1
q,r=divmod(n,m) # Teilen mit Rest
d,al,bl=EuclAlg(r,m)
return d,bl-g*al,al
>>> EuclAlg(462,1071)
(21, 7, -3)

Bemerkung 4.2. Seien m;, my,n € Z, my; # 0 und m;, # 0. Dann gilt:

(a) geT(myn)=1 firi=1,2 = geT(mmy,n) =1,

(b) geT(my,my)=1 und my|nfiri=1,2 = mim; | n.

Diese Aussagen folgen sofort aus der eindeutigen Zerlegung von ganzen Zahlen in Primfak-
toren, aber man kann sie auch sehr leicht direkt mit Bézouts Lemma zeigen.

Zu (a): Es gibt ai, by € Z mit aym; + bin = 1 fiir i = 1,2. Dann erhalten wir auch eine
Gleichung 1 = (a;my+bin)(a;my;+bn) = aja;mim; + (aymyby+bra;my+bibon)n. Ist
d € N ein Teiler von m;m,; und n, so teilt d die rechte Seite der Gleichung und damit d = 1.
Zu (b): Es gibt a,b € Z mit 1 = amy + bmy; aukerdem ist n = ¢;ymy mit ¢; € Z fiir i =1, 2.

Dann erhalten wir n = amyn + bmyn = amyc,m; + bm,cymy, also mym; | n.

Satz 4.3. Sei m € N und a € Z. Dann ist a € (Z/MZ)* genau dann, wenn ggT(a, m) =1
gilt. Insbesondere ist Z./mZ genau dann ein Kdorper, wenn m eine Primzahl ist.

Ist p eine Primzahl, so schreiben wir auch I, := Z/pZ.

Beweis. Fiir a € Z gelten die folgenden Aquivalenzen:
a€(Z/mZ)* & l=a-b=abfirenbeZ & m|ab—1fireinbeZ
& 1=ab+cmfiirein b € Z und ein ¢ € Z.

Nach Bézouts Lemma ist aber die letzte Bedingung dazu dquivalent, dass ggT(a, m) = 1 ist.
Sei nun m eine Primzahl. Ist a # 0, so gilt m { a und damit ggT(a,m) = 1, also a €
(Z/mZ)*. D.h., jedes Element ungleich 0 in Z/mZ ist eine Einheit. Also ist Z/mZ ist ein
Korper. Umgekehrt: Ist m keine Primzahl, d.h., m = mym; mit 0 < m;,m; < m, so
gilt my-my; = m = 0, aber m; =+ 0 und ™M, #* 0. Wire Z/mZ ein Korper, so existiert
m;' € Z/mZ. Aber dann folgt 0= m;! 0= m;' - (m; - my) = m,, Widerspruch. O

Definition 4.4. Fiir m € N setze ¢(m) = |(Z/mZ)*|. Wegen Z/mZ = {0,1,...,m—1}
ist ¢(m) also nach Satz 4.3 die Anzahl der i € {0,1,...,m — 1} mit ggT (i, m) = 1. Diese



Algebra: Gruppen, Ringe, Korper 15
Funktion heifst Fulersche Phi-Funktion. Hier sind einige Werte:

m\1234567891o111z
¢(m)\11zz4264641o4

Es gilt stets ¢(m) > 0 (denn 1 € (Z/mZ)*, und dies gilt auch fir m = 1). Ist p eine
Primzahl, so gilt offenbar ¢(p) =p — 1.

Folgerung 4.5 (Satz von Euler). Sei m € N. Dann gilt a®™ = 1 mod m fiir alle a € Z
mit ggT(a,m) = 1.

Beweis. Sei a € 7Z und ggT(a,m) = 1. Nach Satz 4.3 ist also a € (Z/mZ)*. Wegen
|(Z/mZ)*| = ¢(m) erhalten wir a®™ = 1 mit Folgerung 3.6, also die Behauptung. O

Folgerung 4.6 (Kleiner Satz von Fermat). Ist p eine Primzahl, so gilt a®> = a mod p fir
alle a € 7.

Beweis. Sei zuerst p 1 a, also ggT(a,p) = 1. Wegen ¢(p) = p — 1 folgt a?~! = 1 mod p
aus dem Satz von Euler, also auch a? = a mod p. Ist p | a, so gilt auch p | a? und damit

ebenfalls a? = 0 = a mod p. 0J

Beispiel 4.7. Eine Mersenne-Zahl ist eine Zahl der Form 2™ — 1 mit n € N. Diese Zahlen
sind besonders geeignet, um grofe Primzahlen zu finden. Ist ndmlich p eine Primzahl, so gilt
q > p fiir alle Primzahlen q mit q | 2P — 1.

Beweis: Ist q | 2P — 1, so gilt also 2»=1in Z,/q7Z. Damit ist 2 eine Einheit in 7,/ q7Z. Wegen
2» =1 folgt o(2) | p; siehe Lemma 3.5. Wegen 2 #* 1 und weil p eine Primzahl ist, gilt
0(2) = p. Nach Satz 4.3 ist Z/qZ ein Korper, also |(Z/qZ)*| = q — 1. Mit Folgerung 3.6
folgt dann p = 0(2) | ¢ — 1 und damit p < q.

Hier ist eine weitere Charakterisierung von ¢(n), mittels Erzeugern fiir zyklische Gruppen.

Satz 4.8. Sei G = (g) eine zyklische Gruppe mit n := o(g) < oo. Fir i € Z gilt dann
G =(g") & ggT(i,n) = 1. Folglich ist (1) gleich der Anzahl der x € G mit G = (x).

Beweis. Sei zuerst G = (g) = (g'). Dann ist g = (g")™ = g'™ fiir ein m € Z. Daraus
folgt g™ ! = 15, also n = o(g) | im — 1 und damit im — 1 = an mit a € Z. Dann ist
1 =im—an, also ggT(i,n) = 1. Sei umgekehrt ggT(i,n) = 1. Nach Bézout gibt es a,b € Z
mit 1 = ai+ bn. Dann folgt g = g' = g®™" = (g")®- (g™)® = (g")* - 1 = (¢g')* € (g'), also
auch G = (g) C (g'). Die umgekehrte Inklusion ist klar, also gilt Gleichheit.

Nun ist G ={g' |0 <i<n—1} Seix € G, also x = g mit 0 < i < n— 1. Dann gilt
G = (x) = (¢g") & ggT(i,n) = 1. Also ist die Anzahl der x € G mit G = (x) genau gleich
der Anzahl der i € {0, 1,...,n— 1} mit ggT(i,n) = 1, also gleich ¢(n). O



16 Algebra: Gruppen, Ringe, Korper

5. Fine Anwendung: Das RSA-Verfahren

Als eine Anwendung von Bézouts Lemma und dem Satz von Euler beschreiben wir nun das
RSA-Verschliisselungsverfahren, das 1977 von R. Rivest, A. Shamir und L. Adleman
entwickelt wurde; siehe auch https://en.wikipedia.org/wiki/RSA_(cryptosystem).

Alice erwartet von Bob (iibliche Namen in Texten zur Verschliisselung) eine Nachricht, aber
sie mochte vermeiden, dass andere auch diese Nachricht verstehen kénnen (selbst wenn sie
die Nachricht sehen kénnen). Eine Nachricht ist hier einfach eine Zahl m € N, die man nach

einem bestimmten Verfahren aus Buchstaben oder sonstigen Daten bildet.

Konkretes Beispiel: Alice erwartet von Bob einen Tipp, ob der VIB Stuttgart am néchsten
Bundesliga-Spieltag gewinnt, verliert oder unentschieden spielt. Um dies zu vereinfachen, soll
Bob einfach nur ein G, V oder U senden, also als Zahl 7, 22 oder 21 (Nummer im Alphabet).

Idee der Verschliisselung. Alice wahlt zwei Primzahlen p # q und bildet N := p-q.
Hierbei muss m < N gelten, fiir alle m die man als Nachricht senden mochte. (Und generell
wird die Verschliisselung umso sicherer, je grofer p, g und damit N sind; siehe die Diskussion

weiter unten.) Dann berechnet Alice den Wert von Eulers Funktion ¢(N), wie folgt:

Lemma 5.1. Sei N = pq mit Primzahlen p # q wie oben. Dann gilt $(N) = (p—1)(q—1).

Beweis. Ist 1 < d < N, so gilt ggT(d,N) € {1,p,q}. Hier ist ggT(d,N) = p fir d =
Py2py...,(q — 1)p (und keine dieser Zahlen ist durch q teilbar); analog ist ggT(d,N) = q
fir d = q,2q,...,(p —1)q (und keine dieser Zahlen ist durch p teilbar). Also bleiben fiir
ggT(d,N)=1genau (N—1)—(p—1)—(q—1) = (p—1)(q— 1) Méglichkeiten iibrig. [

Schliefilich wahlt Alice eine weitere Zahl e € N mit
T<e<®d(N) und  ggT(e,p(N)) =1,

also zum Beispiel eine weitere Primzahl, die ¢(N) nicht teilt. Nun veroffentlicht Alice das
Paar (e,N); dieses heiftt daher auch “public key’. (Aber Alice hilt die Primzahlen p,q
geheim.) Alle, die Alice eine Nachricht verschliisselt schicken wollen, kénnen nun wie folgt
vorgehen: Ist m € N die Nachricht (1 < m < N), so berechne m® und dividiere dies mit
Rest durch N; dies liefert ein eindeutiges ¢ € Z mit

m¢ =c mod N und 0<c<N.

Dann verschicke ¢ als verschliisselte Nachricht. Wie kann Alice aus c,e, N die Zahl m (also
die tatséchlich interessierende Nachricht) zuriickberechnen? Nun, es gilt m® = ¢ in Z/NZ;

also miisste sie (oder auch jemand sonst) die e-te Wurzel von ¢ in Z/NZ berechnen. Sie
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konnte also zum Beispiel einfach alle 0 < a < N darauf testen, ob a® = ¢ mod N gilt, aber
fiir grofse N ist dies nicht praktikabel (zu viele Multiplikationen und Divisionen mit Rest).

| Ab hier Woche 3|

Idee der Entschlisselung. Hier kommt nun die Wahl von e ins Spiel. Alice hatte diese
Zahl so gewahlt, dass ggT(e, d(N)) = 1 gilt, d.h., e ist eine Einheit in Z/d(N)Z. Also gibt
es ein eindeutiges d € Z mit 1 < d < ¢(N) und d-e = 1 in Z/$(N)Z. Dieses d wird als
“private key’ bezeichnet, und wird von Alice geheim gehalten. Sie kann d leicht wie folgt
berechnen. Nach Bézouts Lemma gibt es a,b € Z mit 1 = ggT (e, $p(N)) = ae + bPp(N);
dann folgt a-e =1 in Z/¢$(N)Z. Division mit Rest liefert ein d € Z mit a = d mod ¢(N)
und 0 < d < ¢(N); dann ist @ = d und d # 0, also ist d der gewiinschte “private key”.

Die folgende Aussage zeigt nun, dass wir damit eine effiziente Methode erhalten, um die e-te

Waurzel einer Zahl modulo N zu bestimmen.

Lemma 5.2. Mit obigen Bezeichnungen gilt (m¢)¢ = m mod N.

Beweis. Wir zeigen zuerst (m€)4 = m mod p, d.h., p | (m®)4—m. Ist p | m, so auch p | (m¢)¢

und damit (m¢)¢ = 0 = m mod p, wie gewiinscht. Sei nun p  m, also ggT(p, m) = 1. Nun
ist ¢(p) = p — 1. Aus dem Satz von Euler folgt also mP~' = 1 mod p. Die Zahl d war
so definiert, dass e -d = 1 in Z/$p(N)Z gilt, also $(N) | ed — 1. Nach Lemma 5.1 ist
¢(N)=(p—1)(q—1). Also ist auch p—1 | ed — 1 und wir schreiben ed —1 = a(p —1) mit
a € N. Damit erhalten wir
(M4 = m® = med1 = meaP+1 = (MP1)%m = 1%m = m mod p,

wie gewiinscht. Auf vollig analoge Weise zeigt man dann auch (m¢)% = mmod q, d.h.,
q | (m¢)4 —m. Da p, q verschiedene Primzahlen sind, gilt ggT(p,q) = 1 und mit Bemer-
kung 4.2(b) folgt schlieklich auch pq | (m¢)¢ —m, also die Behauptung. O

Alice kann nun leicht die empfangene Nachricht ¢ entschliisseln: Sie bildet ¢¢ (mit dem
“private key” d) und dividiert mit Rest durch N; wegen ¢ = m® ist der Rest genau die
Nachricht m; siche Lemma 5.2. — Noch eine Bemerkung dazu: Zum Berechnen von ¢ (vor
allem fiir grofe d) benutzt man am besten folgende Rekursion:
cd— { (c?)¥2mod N falls d gerade,
T ] c(c)4 D2 mod N falls d ungerade.

Wo liegt die Sicherheit dieses Verfahrens? Alice hilt den private key d geheim, sowie
die Primzahlen p und q, mit denen N gebildet wurde; sie kann d leicht mit dem Euklidischen
Algorithmus und Bézouts Lemma ausrechnen, weil sie $(N) = (p—1)(q—1) kennt. Aber fiir
jemanden, der nur N und e kennt, ist es praktisch extrem schwierig (jedenfalls bei grofen N)

den Wert ¢(N) (und damit dann auch den private key d) zu berechnen. Entweder testet
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man direkt alle 1 € {1,...,N — 1} darauf, ob ggT(i,N) = 1 gilt, oder man versucht die
Faktorisierung N = p-q zu finden. — In Anwendungen werden tatsédchlich Primzahlen p
und q mit Hunderten von Ziffern verwendet, und selbst die schnellsten Computer der Welt
wiirden zu lange brauchen, um ¢&(N) direkt zu berechnen oder die Faktorisierung N = pq
zu finden. (Es gibt allerdings keinen formalen Beweis, dass dieses Problem nicht doch eines

Tages eine effiziente Losung findet.) Fiir weitere Details siehe auch

C. KARPFINGER UND H. KIECHLE, Kryptologie, Algebraische Methoden und Algorithmen,
Vieweg-+Teubner Verlag, 2010.

Zuriick zum konkreten Beispiel mit dem V{B-Tipp. Alice wéhlt p = 101 und q = 103.
Damit erhélt man N = pq = 10403 und ¢(N) = (p —1)(q — 1) = 10200. Aukerdem wihlt
sie e = 1001 und berechnet d = 2201. (Dann gilt in der Tat ed = 1T mod 10200.) Also:

“Public key” (e, N) = (1001,10403), “private key”: d = 2201.
Alice erhilt von Bob die Nachricht: ¢ = 2532.
Welchen Tipp (also welche urspriingliche Nachricht m) hat Bob ihr geschickt?

[Nun, es gilt ¢¢ = 25322201 = 7 mod 10403, also war der Tipp natiirlich m =7, d.h., “Gewinn”,|

Was fiir uns hier bemerkenswert ist:

Am Beispiel des RSA-Verfahrens zeigt sich, dass Betrachtungen zu Primzahlen und Arith-

metik in 7, also Jahrhunderte alten Themen der reinen Mathematik, schliefSlich doch zu

konkreten Anwendungen fiihren kénnen.

1Und die Geschichte hinsichtlich Verschliisselungsverfahren ist hiermit noch keineswegs beendet, Stichwort
“Elliptic Curve Cryptography”; siche zum Beispiel die Diskussion in §6.3.4 im Buch von Karpfinger—-Meyberg,

oder Kapitel 13 im oben genannten Buch von Karpfinger—Kiechle.
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Kapitel II: Gruppen

Wir haben bereits einige Aussagen zu Gruppen gezeigt, aber meistens zu abelschen oder
zyklischen Gruppen. Hier geht es nun um den Fall allgemeiner (nicht unbedingt abelscher)
Gruppen. Wie zuvor schreiben wir die Verkniipfung in einer Gruppe G als a - b oder einfach

als ab; das neutrale Element wird mit 1g bezeichnet, das zu a € G inverse Element mit a™'.

6. Erzeugendensysteme

Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Wir definieren das Erzeugnis von S als
Sy= (1 w
U<G mit SCU
Der Schnitt wird iiber eine nicht-leere Menge gebildet, denn U = G kommt immer in dieser
Menge vor. Wir haben bereits in §1 bemerkt, dass beliebige Durchschnitte von Untergruppen
wieder Untergruppen sind. Also ist (S) eine Untergruppe von G. Fiir S = @ ist (&) = {1}
Ist S = {s1,...,sn} eine endliche Menge, so schreiben wir auch einfach (S) = (s1,...,8n).
Die obige Konstruktion liefert einerseits ein praktisches Verfahren, um Untergruppen einer
gegebenen Gruppe G zu definieren. Andererseits kann man sich fiir G selbst die Frage stellen,

eine moglichst einfache oder kleine Teilmenge S C G mit G = (S) zu finden.

Lemma 6.1. Sei @ # S C G. Dann ist (S) ={1g}U{s1---s; [T = 1,5 € S oders;' € S}.
Fir S ={qg} ist ({g}) = (g) ={g™ | m € Z} (wie bereits in §3 definiert).

Beweis. Sei H die rechte Seite obiger Gleichung. Es gilt 15 € H und man sieht sofort, dass
Produkte und Inverse von Elementen in H wieder in H sind. Also ist H < G. Nun ist S C H,
also kommt H im Durchschnitt in der Definition von (S) vor. Damit gilt (S) C H. Umgekehrt
sei U < G beliebig mit S C U. Dann ist auch H C U, also ist H auch im Durchschnitt in der
Definition von (S) enthalten. Also gilt H = (S). Die Aussage tiber ({g}) ist dann klar. O

Beispiel 6.2. (a) Sei G = S3. Dann gilt G = (07, 0;), wobei o7 = (;fg) und 0, = (:éi)
Beweis: Sei U := (07, 0;) < G. Wie in Beispiel 3.9 gilt o(o7) = o(0;) = 2. Wir berechnen
0j00; = (;;?) = m und o(7) = 3. Wegen o7 € U und 7t € U ist |U| durch 2 und durch 3

teilbar, also durch 6. Also muss U = G gelten.
(b) Sei G = Qs die Quaternionengruppe in Beispiel 3.10. Dann gilt G = (I, ]). Denn sei
U:=(L,]). Es gilt nun —E =I? € U, K =1-] € U, also schlieflich &I, £]J, +K € U.

(c) Sei S ={g1,...,9n} € G und es gelte gig; = g;g; fiir alle i,j. Dann kann man Faktoren
in Produkten der g; beliebig vertauschen. Also folgt sofort dass (S) abelsch ist und es gilt
(S) ={gi" g |m €Zfir <i<nh
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Beispiel 6.3. Die Gruppe G heifst eine Diedergruppe, wenn G von 2 Elementen der Ord-
nung 2 erzeugt wird. Es ist also G = (s,t) mit s #t,s #1,t #1und s> =t* = 1. In
den Ubungen werden Sie zeigen: Ist 3 < m := o(st) < oo, so gilt |G| = 2m und G ist nicht
abelsch. Zum Beispiel ist G = S3 eine Diedergruppe mit m = 3, denn die beiden Erzeuger
07, 07 im obigen Beispiel haben Ordnung 2. Die Quaternionengruppe ist keine Diedergruppe,
denn es gibt in Qg iiberhaupt nur ein Element der Ordnung 2. In den Ubungen haben Sie

gesehen, dass die folgende Menge von Matrizen eine Diedergruppe der Ordnung § ist:

Beispiel 6.4. Sei n € N und G = §,, die symmetrische Gruppe. Wir fiithren einige niitzliche

Bezeichnungen ein. Seien v > 1 und 1i;,...,1, paarweise verschiedene Ziffern in {1,...,n}.
Dann definiere eine Permutation o € S, durch o(j) :=j fiir j & {i1,...,1:}, und
O"(i]) = iz, O'(iz) = 1',3, ey O'(i,r,]) = ir, O'(ir) = i1.

Eine solche Permutation heifst m-Zykel (oder einfach Zykel); wir schreiben dann einfach
o= (i1 12 ... 1;) € S,.. Beachte: Die Reihenfolge der Ziffern 1;,...,1, ist wichtig, aber es ist
egal, wo man den Zykel beginnt; es gilt zum Beispiel auch o = (i, ... i, 1;), und so fort.

Fir r =1ist 0 =id. Fiir r = 2 ist 0 = (i; 1) die Permutation, die i; und 1, vertauscht und

alle anderen Ziffern festlésst; ein solcher 2-Zykel heiftt auch Transposition. Es gilt nun:
(a) Ist r> 1 und o € S,, ein r-Zykel, so ist o(o) = 7.

Denn: Es gilt 0?(i;) = o(o(i1)) = o(i2) = i3 und dann analog c%(i;) = iqy1 # iy fiir
1 < d < 71;also ist o(o) > r. Wegen 0" '(i;) = i, ist 0"(i;) = i;. Analog findet man
o"() =1 fiir 1 <j <, also 0" = id. Damit ist (a) gezeigt.

Sei nun auch T = (j1 j2 ... js) € S, ein s-Zykel, wobei s > 1 und ji,...,js paarweise

verschieden sind. Dann heifen o und T disjunkte Zykeln, wenn {i1,...,1.} N {j1,...,js} = &

gilt. Man sieht leicht, dass disjunkte Zykeln vertauschbar sind. Auferdem gilt:
(b)  Jede Permutation 7t € S,, lisst sich als Produkt von disjunkten Zykeln schreiben?.

Anstatt einen formalen Beweis zu geben, illustrieren wir dies mit einem Beispiel. Sei

(123456738
- \38451276

Dazu beginnt man mit der Ziffer 1 und wendet wiederholt 7t darauf an, bis man wieder 1

)esg w  m=(1345)0(286)0(7).

erhilt, also 1 — 3 — 4 — 5 +— 1. (Beachte: Wegen o(m) < oo muss es ein d > 1 mit

7t4(1) = 1 geben.) Dies definiert den ersten Zykel (1 3 4 5). Dann verfihrt man genauso mit

2Fiir einen formalen Beweis der Zykel-Zerlegung siehe zum Beispiel §9.1 im Buch von Karpfinger-Meyberg.

Auf diese Weise werden Permutationen auch in einem Computer-Algebra-System, z.B. GAP, dargestellt.
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der kleinsten Ziffer, die nicht in diesem Zykel vorkommt, in diesem Fall also 2. Man erhalt
2 — 8 — 6 +— 2; dies definiert den zweiten Zykel (2 8 6). Die kleinste Ziffer, die noch nicht
in diesen beiden Zykeln vorkommt, ist 7. Nun erhélt man 7 — 7, also einen 1-Zykel, d.h.,

die Identitéit, die man dann auch in der Produktdarstellung weglassen kann. Weiterhin gilt:
(¢) Istr>1und o€S, ein r-Zykel, so ist ¢ ein Produkt von r — 1 Transpositionen.

Denn es ist 0 = (i 1) o (iz i3) o -+ o (1,1 1i;), wie man sofort verifiziert (indem man
beide Seiten auf eine beliebige Ziffer j € {1,...,n} anwendet). Zum Beispiel ist (134 5) =
(13)o(34)0(45)und (28 6) = (2 8)0(86), wobei (8 6) = (6 8). Fiir obiges Element
7t € Sg erhalten wir also m= (13)0(34)0(45)0(28)o(68). Oder allgemein:

Satz 6.5. Es ¢qilt S, = ((1j) |1 <i<j<n), d.h., S, wird von Transpositionen erzeugt.

Beweis. Sei m € S, beliebig. Wie oben beschrieben ist 1 = m o - -+ o  mit disjunkten
Zykeln my, ..., m. Weiterhin ist jedes 7tj ein Produkt von Transpositionen, also insgesamt 7t

ein Produkt von Transpositionen und damit me ((ij) |1 <i<j<n). O

Schliefslich zeigen wir, dass abelsche Gruppen spezielle Erzeugendensysteme besitzen. (Dies
wird im néchsten Abschnitt noch weiter behandelt werden; siehe dort Beispiel 7.14.) Im
Folgenden sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, d.h., eine abelsche Gruppe, die
von n € N Elementen erzeugt werden kann. (Zum Beispiel gilt dies fiir jede endliche abelsche
Gruppe, aber hier ist auch |G| = oo erlaubt.) Sei Mg die Menge aller Tupel S = (g1,...,gn)
mit g1,...,gn € G und G = (g1,...,gn)-

Lemma 6.6. Istn > 2, so gibt es ein S = (g1y...,9n) € Mg mit (g1) N {g2y...,gn) =116}

Beweis. 1. Fall: Es gibt ein S = (g71...,gn) € Mg mit g* ¢ H:= (g,,...,gn) fiirallem € N.
Behauptung: Dann gilt bereits (g1) "H = {1g}. Denn: Sei g € (g1) N H; dann ist g = gI" € H
mit m € Z. Nach Voraussetzung muss m < 0 gelten. Aber es ist auch g7' = g;™ € (g1) NH.

Also muss ebenfalls —m < 0 gelten und damit m =0, also g = 1¢.

2. Fall: Zu S = (g1,...,9gn) € Mg gibt es stets ein m € N mit gi* € H:= (ga,...,gn). Wihle
dann S so, dass m minimal mit dieser Eigenschaft ist. Wegen gi* € H gibt es m,,...,m,, € Z
mit gi* = g5?--- g~ (siehe Beispiel 6.2(c) and beachte, dass H abelsch ist). Division mit
Rest ergibt —m; = qim + 7; mit qi, 11 € Z und 0 < 1; < m fiir alle i > 2. Setze:

h:= 919(212"‘9:1“6G und §'= (hagla-”)gn)'

(Dies ist der entscheidende Trick!) Dann ist gy = hg, -+ - g9 € (S); da auch gz,...,gn €
S’ gilt, folgt also (S') = G, d.h., S" € Mg. AuRerdem ist h™ = gI"g3*™ - - - g4"™ und damit

qnm+rn __

"On

Mn

=g7'g, 2o g, =g,

hmgr‘ . Tn q2m+r2

gn _91 92
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Annahme, es gibt ein i € {2,...,n} mit r; > 0. Durch Umsortieren der Elemente von S’
erhalten wir ein neues Tupel S” := (gi,h,y g2, -+, Gi_1,Git1y---,gn) € Mg. Fiir dieses Tupel,

und aus obiger Gleichung h™g3? - - - gir = 1g, erhélt man aber

9? = h_mggrz e 9:?1 g;:ilﬂ e g;rn € <h» 92y -y 9i-1yGit1y .-y gn))

Widerspruch zur Minimalitdt von m. Also gilt r; = 0 fiir 2 < 1 < n, und damit h™ = 1g.
Betrachte nun S’ = (h, ga,...,gn) € Mg. Wegen h™ = 15 ist (h) = {Ig,h,h% ..., h™ 1}
Gibeesein 1 € {1,...,m—1} mit h' € (ga,..., gn), s0 hiitten wir wieder einen Widerspruch

zur Minimalitdt von m. Also gilt (h) N (ga,...,gn) = {1}, wie gewlinscht. O

Satz 6.7 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei G eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe. Dann gibt es endlich viele zyklische Untergruppen Uy, ..., U, < G, so dass
sich jedes g € G auf eindeutige Weise schreiben ldisst als g =uy ---uw, mit wy € U,;.

Beweis. Sei n € N so, dass G von n Elementen erzeugt werden kann. Wir gehen dann mit
Induktion nach n vor. Ist n = 1, so gilt G = (g;) mit g1 € G, also gilt die Behauptung
mit T =1 und Uy = (g7). Sei nun n > 2 und S = (g1,...,9n) € Mg wie in Lemma 6.6.
Setze Uy := (g7) und H := (gz,...,9n); dann gilt sicherlich G = {uh | u € U;,h € H}.
Nach Induktion gibt es zyklische Untergruppen U,,..., U, < H, so dass sich jedes h € H
eindeutig schreiben ldsst als h = u,---u, mit u; € U; fiir 2 < 1 < r. Insgesamt gilt also
G ={wuw---u | uy € U}. Sei nun g € G beliebig und g = wuy-- U, = Vivy--- v,
mit u;,v; € U; fiir alle 1. Setzen wir h := w,---u, € Hund h'/ := v,---v, € H, so ist
g = wh = vih/ und damit v;'u; = h'/h™" € U; N H = {1g}, also v;'u; = 1g = h'h™! und
damit u; = vy, h = h'/. Wegen der Eindeutigkeit in H gilt auferdem w; = v; fir2 <i<r. O

Folgerung 6.8. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und n := max{o(x) | x € G}. Dann
gilt o(x) | n (also nicht nur o(x) < n) fir alle x € G.

Beweis. Seien Uj,...,U, < G wie im obigen Hauptsatz; sei U; = (g;) fiir alle i. Setze

g:=¢i---g- € Gund m:=o(g). Dannist m < nund g*--- g* = g™ = 1g; wegen gi* € U;

und der Eindeutigkeit im Hauptsatz muss also g{* = 1 fiir alle 1 gelten. Ist x € G beliebig,
mim .

so schreibe x = g} - - - g™ mit m; € Ny. Es folgt x™ = g g = (gM)™ - (g™ =

1g, also o(x) | m; dies zeigt n = max{o(x) | x € G} < m, also m =n. O

Beachte: Die obige Aussage wird im Allgemeinen falsch, wenn G nicht abelsch ist. Sei zum

Beispiel G = S3. Dann ist max{o(x) | x € G} = 3, aber es gibt Elemente der Ordnung 2.
| Ab hier Woche 4|
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7. Normalteiler und Homomorphismen

Sei U < G Untergruppe. Dann sieht man leicht, dass folgende Bedingungen dquivalent sind.
(1) gug™' € U fiir alleuw € Uund g € G.
(2) gu C Ug fiir alle g € G.
(3) gu = Ug fiir alle g € G.
[Denn: Es gelte (1). Fiir u € U und g € G ist dann gu = (gug~')g € Ug, also folgt (2). Es gelte (2). Seien
1

T mit einem

u € Uund g € G. Dann ist (ug)™' = g~ 'u™' € g7'U C Ug~ nach (2), also (ug)™' =vg~
v € U. Damit folgt ug = (vg~')~" = gv~' € gU, also (3). SchlieRlich gelte (3). Fiir u € U und g € G ist

dann gu = vg mit einem v € U, also folgt gug™' = (vg)g~' =v € U und damit (1).]

Definition 7.1. Eine Untergruppe U < G heifst Normalteiler (in Zeichen: U < G), wenn
die obigen drei aquivalenten Bedingungen gelten.
Zum Beispiel sind die Untergruppen {15} und G stets Normalteiler. Ist G abelsch, so ist jede

Untergruppe automatisch Normalteiler.

Beispiel 7.2. Sei U < G mit [G: U] =2. Dann ist U < G.

Denn: Sei g € G beliebig. Ist g € U, so gilt gUu = U = Ug. Sei nun g ¢ U. Wegen
[G: U] =2 ist dann G = UUgU. Mit Satz 3.3 gilt auch [U\G| = 2 also G = UUUg. Damit
folgt gU = Ug. Also gilt obige Bedingung (3) fiir alle g € G.

Beispiel 7.3. Sei G = S;. Mit den Bezeichnungen in Beispiel 3.9 sind die echten Unter-
gruppen von S3 gegeben durch Uy = (oy),U; = (02),Us = (03) und V = (m), wobei
01, 02, 03 Transpositionen sind und 7t ein Element der Ordnung 3. Wir rechnen sofort nach:
0,07 0'2_] = 03 € Ujs; also ist Uy kein Normalteiler. Analog sieht man, dass U,, U; auch keine
Normalteiler sind. Nun ist [G : V] = 2, also ist V < G nach Beispiel 7.2.

Beispiel 7.4. Mit Z(G) :={g € G | xg = gx fiir alle x € G} bezeichnen wir das Zentrum
von G. Man sieht leicht, dass Z(G) eine Untergruppe ist. Beachte auch: G = Z(G) & G
abelsch. Behauptung: Es gilt Z(G) < G. Denn sei z € Z(G) und g € G. Dann ist natiirlich

gzg~ " = z wieder mit allen Elementen von G vertauschbar, also gzg~' € Z(G).

Beispiel 7.5. Sei G = Qg. Nach Beispiel 3.10 sind die echten Untergruppen gegeben durch
(I), (J), (K) und (—E). Die ersten drei Untergruppen haben Index 2, sind also Normalteiler
nach Beispiel 7.2. Man stellt leicht fest, dass +E mit allen Elementen von Qg vertauschbar
ist, also ist auch (—E) ein Normalteiler. (Es gilt sogar Z(Qg) = (—E).) Wir haben hier also

ein Beispiel, in dem alle Untergruppen Normalteiler sind, aber G selbst nicht abelsch ist.

Analog zur Konstruktion des Faktorrings eines Ringes nach einem Ideal (siehe Definition 2.4)

erhalten wir nun die Faktorgruppe einer Gruppe nach einem Normalteiler.
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Satz 7.6. Sei G eine Gruppe und U < G ein Normalteiler. Dann ist die Menge der Ne-
benklassen G/U = {gU | g € G} eine Gruppe mit Multiplikation all - bU = (ab)U fir alle
a,b € G. Diese Gruppe heifst die Faktorgruppe von G nach U.

Beweis. Wir wollen eine Verkniipfung G/U x G/U — G/U, (alU,bU) — (ab)U, definieren,
miissen also zuerst zeigen, dass dies wohl-definiert ist. Seien also a,a’;b,b’ € G so, dass
al = a’U und bU = b’U gilt. Dann ist zu zeigen, dass (ab)U = (a’b’)U gilt. Aufgrund der

obigen Aquivalenzen ist b’U = Ub’. Damit erhalten wir
(ab)U C (al)(bU) C (a'U)(b'U) C a’(Ub")U C a’(b'U)U C (a’b’)U,

also gilt auch Gleicheit (weil Nebenklassen entweder gleich oder disjunkt sind). Also ist die
Verkniipfung wohl-definiert. Die Assoziativitit in G impliziert dann auch die Assoziativitét
fiir die Verkniipfung auf G/U. Die Nebenklasse U ist das Einselement dieser Multiplikation
und es gilt (gU)~" = g~ "U fiir alle g € G. O
Uberzeugen Sie sich selbst, dass die “Wohl-Definiertheit” im obigen Beweis nicht funktioniert,
wenn U kein Normalteiler ist, zum Beispiel bereits bei U = ((12)) < G = Ss.

Beispiel 7.7. Sei G = Qs. Dann ist Z = (—E) < Qs und [Qs : Z] = 4. Nebenklassenvertreter
sind gegeben durch {E, I, J, K}, also ist Qg/Z = {E, I, ], K} wobei g = gZ fiir alle g € G. Wie
rechnen wir in Qg/Z? Es gilt I-J=1] =K und J-1=JI = —K = K, weil —E € Z. Genauso:
J’K=I=K-Jund K-I =] =I-K. Also ist Qg/Z abelsch. Ausserdem I? = J2 = K? = —E = E.
Damit ist also Qg/Z eine abelsche Gruppe der Ordnung 4, die nicht zyklisch ist. Also ist
Qs/Z eine Klein’sche Vierergruppe, wie in Beispiel 3.8(b).

Definition 7.8. Seien (G,-) und (H,*) Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H heift ein
Gruppen-Homomorphismus, wenn @ (g7 - g2) = @(g1) x ©(gz) fiir alle g1, g2 € G gilt. Ist
@ bijektiv, so heifst @ ein Isomorphismus und wir sagen, dass G und H zsomorph sind
(in Zeichen: G = H). In diesem Fall kann man in G genauso rechnen wie in H; die beiden

Gruppen sind also in diesem Sinne “gleich”.

Bemerkung: a) Ist ¢: G — H ein Gruppen-Homomorphismus, so gilt @(1g) = Ty und
e(g") = @(g)! fiir alle g € G.

[Denn: 1y = @(16) " *9(1c) = o(lc) ' *@(lg-1g) = (1)

*(p(1c)*(1g)) = Tuxe(lc) = o(1c).
Ausserdem: T = @(1g) = @(g-97") = @(g) x@(g™"), also @(g) ™" = @(g™").]

(b) Ist @: G — H ein bijektiver Gruppen-Homomorphismus, so ist die Umkehrabbildung
@ ': H — G ebenfalls ein Gruppen-Homomorphismus.

[Denn: Seien hy,h, € H und g1,92 € G mit ¢(g;) = h; fiir i =1,2. Dann ist @ (@' (hy xhz)) =hyxhy =
@(g1)* ©(g2) = @(g1 - g2) also @ ' (h1xha) =g1-g2 =@ (i) - @ '(h2) ]
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Lemma 7.9. Sei ¢: G — H ein Gruppen-Homomorphismus, wie oben. Dann gilt:

(a) Ist V < H Untergruppe, so ist auch @ '(V) < G Untergruppe. Ist V. < H, so gilt auch
@ (V) < G. Insbesondere ist Kern(@) :=={g € G | (g) = 11} = @ '({1n}) < G. Ausserdem
qgilt: @ injektiv & Kern(@) = {1g}.

(b) Ist U < G Untergruppe, so ist auch @(U) < H Untergruppe. Insbesondere ist Bild(¢@) =
¢@(G) < H eine Untergruppe. Ausserdem: Ist U < G und ¢ surjektiv, so gilt @(U) < H.

Beweis. (a) Sei V. < H. Wegen @(1g) = 1y € Vist 1g € @ (V). Sind g1,9, € ¢ '(V),
so gilt ©(g1) € V und @(gz) € V, also auch ¢(g7 - g2) = ©(g1) * ©(gz2) € V und damit
g1-92 € @' (V). Analog wird gezeigt: g;' € @~ '(V). Also ist @' (V) < G. Sei nun zusétzlich
V <dH.Seig € @ (V) und x € G. Dann ist @(x-g-x") = @(x)*x@(g)x@(x)™' € V wegen
V < H. Also ist auch @' (V) < G.

Es bleibt noch zu zeigen: @ injektiv & Kern(¢@) = {1g}. Die Richtung “=" ist wegen @(1g) =
Ty klar. Sei nun umgekehrt Kern(¢) = {1g}. Gilt @(g1) = @(gz), so auch @(g; - g;') =
@(g1) x @(g2)"' =1y, also g1 - g;' =1¢, d.h., g1 = ga.

(b) Die erste Aussage wird analog wie in (a) bewiesen. Sei U < G und ¢ surjektiv. Sei x € H
und h € @(U), also h = @(g) mit g € U. Wegen ¢ surjektiv ist x = @(y) mit y € G. Wegen
U< Gfolgty-g-y ' €U alsoxxhix' = o(y)xo(g)xoy) ' =oy-gy ') eol) O

Beispiel 7.10. Sei U < G Normalteiler und G/U die zugehérige Faktorgruppe. Dann ist
my: G — G/U, g — gl,

ein Homomorphismus, denn 7y (gg’) = gg’U = (gU)(g’U) = my(g)mu(g’) fiir alle g, g’ € G.
Es gilt Kern(mmy) ={g € G| gU=1gU}={g € G| g € U} = U und 7y, ist offensichtlich sur-
jektiv. Wir bezeichnen my als den durch U definierten kanonischen Homomorphismus.

Dies zeigt auch, dass jeder Normalteiler Kern eines Homomorphismus ist.

Beispiel 7.11. (a) exp: (R,+) — (R*,:) ist ein Homomorphismus, denn exp(a + b) =
exp(a) - exp(b) fiir alle a,b € R.

(b) Sein > 1und G = S,,. Fiir m € S, bezeichnet N(7) :={(1,j) | 1 <1 <j < n,m(i) > n(j)}
die Menge der Fehlstinde von 7t. Dann heifit (7) := (—1)N™ das Signum von 7. (Dieses
erscheint in der Leibniz-Formel fiir die Determinante einer Matrix.) In der Linearen Algebra
werden Sie sicherlich gesehen haben, dass e(mmo ') = e(m)e(n’) fir alle r, v’ € S, gilt, also
ist €: S, — {£1} = Z* ein Gruppen-Homomorphismus. Dann heift A, := Kern(e) < S,
die alternierende Gruppe vom Grad n. Ist n > 2 und T € S, eine Transposition, so gilt

e(t) = —1, also ist T & A,,. Ist 0 ein r-Zykel mit v > 2, so lasst sich o als Produkt von r—1
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Transpositionen schreiben (sieche Beispiel 6.4(c)) und es folgt (o) = (—=1)""". Also liegen
zum Beispiel alle 3-Zykel in A,,.

(c) Sei K ein Korper und G = GL,(K). Mit den iiblichen Eigenschaften der Determinante

folgt, dass det: G — K* ein Homomorphismus ist mit
SL.(K) :={A € M, (K) | det(A) = 1} = Kern(det) < G;

diese Gruppe heilst spezielle lineare Gruppe. Der Homomorphismus ist surjektiv, denn fiir

0 # a € Kist det(A) = a, wobei A die Diagonalmatrix mit a, 1,..., 1 auf der Diagonalen ist.
(d) Sei K Kérper und V ein K-Vektorraum mit n = dim V < oo. Dann ist
GL(V) :={@: V — V| ¢ linear und bijektiv},

eine Gruppe (mit der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen als Verkniipfung). Sei
B ={v1,...,v,} eine Basis von V. Fiir ¢ € GL(V) sei Mg (@) € GL,(K) die Matrix von ¢
beziiglich B. Dann ist die Abbildung : GL(V) — GL.(K), @ — Mgz(@), ein Isomorphismus.
Es gilt also GL(V) = GL,(K), aber dieser Isomorphismus héngt von der Wahl von B ab.

(e) Seien X,Y nicht-leere Mengen mit |X| = |Y|, d.h., es gibt eine Bijektion f: X — Y. Dann
erhalten wir einen Isomorphismus @: Sx — Sy, 0 +— fooof.

Insbesondere: Ist [X| = n < oo, so gibt es eine Bijektion f: X — {1,...,n}, also gilt Sx = S,..

Satz 7.12 (Homomorphie-Satz). Seien G, H Gruppen und @: G — H ein Homomorphismus.
Sei N < G ein Normalteiler mit N C Kern(@). Dann gibt es genau einen Homomorphismus
©: G/N = H mit @ =@ omn, wobei iy: G — G/N der kanonische Homomorphismus ist.
Es gilt Bild(@) = Bild(¢). Ist N = Kern(@), so ist ¢ injektiv, und G/ Kern(¢@) = Bild(¢).

Beweis. Wir wollen @: G/N — H wie folgt definieren: Fiir gN € G/N mit g € G setze
®(gN) := @(g) € H. Wie iiblich miissen wir zuerst zeigen, dass dies wohl-definiert ist.
Seien also g1, g2 € G mit giN = g,N. Dann ist g,'g; € N C Kern(o), also @(g,)'@(g1) =
©(g;'g1) = 1 und damit @(g1) = @(gz). Also gilt in der Tat ©(g1N) = @(g2N). Sobald dies
gezeigt ist, folgt sofort, dass @ ein Homomorphismus ist. Nach Definition gilt (@ o mty)(g) =
©(mn(g)) = @(gN) = @(g) fiir alle g € G, also @ o Ty = @. Diese Gleichung zeigt auch,
dass Bild(@) = Bild(¢) gilt. Sei auch {: G/N — H ein Homomorphismus mit ¢ =1 o 7.
Dann ist aber P(gN) = (P o7n)(g) = @(g) = @(gN) fiir alle g € G, also p = .

Sei schliefslich N = Kern(¢). Sei gN € Kern(@), also @©(g) = @(gN) = Ty. Es folgt
g € Kern(¢@) = N und damit gN =N = Tgn. O

Beispiel 7.13. (a) Sei K ein Korper. Dann ist det: GL,,(K) — K* ein surjektiver Homomor-
phismus mit Kern(det) = SL,,(K). Also gilt GL,,(K)/SL;,,(K) = K*.
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(b) Sei n > 2. Dann ist die Signum-Abbildung ¢: S, — {£1} surjektiv mit Kern(e) = A,,.
Also gilt S,,/A, ={£1} und damit |[A,| = %n!.

(c) Sei G eine zyklische Gruppe, also G = (g) fiir ein g € G. Dann ist ¢: Z — G, m — g™,
ein surjektiver Homomorphismus. Da (Z,+) zyklisch ist (es gilt Z = (1)), ist auch jede
Untergruppe von (Z,+) zyklisch; siehe Beispiel 3.11. Damit folgt Kern(¢) = (d) = dZ mit
einem d € Ny. Also gilt G = Z/dZ nach Satz 7.12. Ist |G| = o0, so ist d = 0 und damit
G=Z. Ist |G| =d < oo, so gilt G =7Z/dZ und d = o(g). Damit haben wir gezeigt:

Jede zyklische Gruppe ist entweder isomorph zu Z oder zu Z/d7Z fir ein d € N.

Beispiel 7.14. Sei G eine abelsche Gruppe, die von endlich vielen Elementen erzeugt wird.
Nach Satz 6.7 gibt es zyklische Untergruppen Uj,..., U, < G so dass sich jedes g € G

eindeutig schreiben lédsst als g = u; - - - u, mit w; € U;. Betrachte nun die Abbildung
e: Uy x...xU — G, (uh---»ur)Hu]"'um

(wobei das direkte Produkt auf der linken Seite nach Definition 1.8 gebildet wird). Weil
G abelsch ist, folgt sofort, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Die eindeutige Darstellbarkeit
von jedem g € G als g = u;---u, wie oben impliziert, dass ¢ bijektiv ist; also ist ¢ ein
Isomorphismus. Wéhlen wir nun die Numerierung so, dass d; := |U;| < oo fiir T <1 < s und
|Ui| = oo fiir 1 > s gilt (wobei 0 < s < 7). Nach Beispiel 7.13(c) ist dann U; = Z/d;Z fiir
1 <i<sund U; = 7Z fir i > s. Also folgt insgesamt: G = (Z/d17Z) X ... x (Z/dsZ) x 7.
Insbesondere: G = U x Z™*, wobei U eine endliche abelsche Gruppe ist. (Die Struktur von
U wird weiter geklért in Satz 10.7.)

8. Operation von Gruppen auf Mengen

Sei G eine Gruppe und X eine nicht-leere Menge. Wir sagen, dass G auf X operiert, oder
dass X eine G-Menge ist, wenn es eine Abbildung pu: GxX — X, (g,x) — g.x, mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(a) Es gilt 1g.x = x fiir alle x € X.

(b) Es gilt (gh).x = g.(h.x) fiir alle g,h € G und alle x € X.

Genauso wie “Normalteiler” ist dies ein fundamental wichtiger Begriff. Die meisten Anwen-
dungen von Gruppen haben mit Operationen auf geeigneten Mengen zu tun, vor allem in der

Geometrie; viele Strukturaussagen iiber G folgen durch die Betrachtung von Operationen.

Beispiel 8.1. (a) Die Gruppe G = S, operiert auf X ={1,...,n} durch o.i = o(i) fiir alle
o€ S,und i €{1,...,n}. Daraus ergeben sich auch weitere Operationen. Sei zum Beispiel
P(X) die Potenzmenge von X. Fiir S € P(X) ist dann auch 0.5 :={o.i |1 € S} € P(X) mit

|o.X| = |X| und man priift sofort nach, dass dies eine Operation von S, auf P(X) definiert.
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(b) Sei K ein Korper. Die Gruppe G = GL, (K) operiert auf X = K™ (Spaltenvektoren) durch
Av =A-vfiralle A € Gund v € K* (wobei A -v = Multiplikation von A mit v). Auch

hier erhilt man weitere Operationen, zum Beispiel auf den Teilrdumen von X.

(c) Ist U < G eine Untergruppe, so operiert G auf X = G/U durch g.(al) = gal fiir alle
a,g € G. [Dies ist wohl-definiert, denn ist all = bU, so gilt a”'b = 1 mit einem u € U,
also auch (ga)~'gb = a”'b € U und damit gall = gbU.|

| Ab hier Woche 5|

Bemerkung 8.2. Gruppen-Operationen hingen eng zusammen mit dem Konzept der “Sym-

metrie” von gegebenen Objekten (etwa geometrischen Figuren in der Ebene oder im R?).
Beispiel: Sei § ein Graph mit Ecken nummeriert durch {1,...,n} und Kantenmenge V, d.h.,
V ist eine Menge von 2-elementigen Teilmengen von {1...,n}. (Ist v = {i,j} € V, so sind i
und j die beiden Endpunkte einer Kante in §.) Dann erhalten wir die Symmetrie- Gruppe
Sg:={meS,|mveVifirallev e V} <SS, des Graphen § (wobei m.v fiir v={1i,j} € V wie
in Beispiel 8.1(a) definiert ist; man priift sofort nach, dass Sg eine Untergruppe von S,, ist).
Sei etwa G gegeben durch das Quadrat mit Eckpunkten {1, 2, 3,4} und Kanten- ] I:Iz
menge V = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}}. Dann erhalten wir als Symmetrie-Gruppe 4

Sg ={id, (24),(14 3 2),(14)o(23),(12)o(34),(1234),(13),(13)o(24)} <S4
(eine Diedergruppe der Ordnung 8). — Weitere Beispiele in den Ubungen.

3

Satz 8.3. Sei X eine G-Menge und x € X fest. Dann ist Gy = Stabg(x) :={g € G| g.x = x}

eine Untergruppe von G, genannt der Stabilisator von x.

Beweis. Wegen 1g.x = x ist 1g € G4. Seien g,h € Gy, also g.x = x und h.x = x. Dann
ist (gh).x = g.(h.x) = g.x = x, also auch gh € G,. Auferdem gilt x = 1g.x = (g7'g).x =
g '.(g.x) = g '.x und damit auch g7' € G,. O

Satz 8.4. Sei X eine G-Menge und x € X fest. Dann heifst Oy :={g.x | g € G} C X die
Bahn von x. Die folgende Abbildung ist wohl-definiert und bijektiv:
e Oy = G/Gy, g.x — gGy.

Beweis. Ist g.x = h.x mit g,h € G, so gilt (g7"h).x = g7'.(g.x) = 1g.x =x also g"'h € G,
und damit gG, = hGy. Dies zeigt, dass p1, wohl-definiert ist. Die Abbildung ist offensichtlich
surjektiv. Sei schlieklich gG, = hG,, Dann folgt g7'"h € G, also g.x = g.((g"'h).x) =
(gg~"h).x = h.x; damit ist die Abbildung auch injektiv. O

Satz 8.5 (Bahnensatz). Sei X eine G-Menge. Dann sind je zwei Bahnen entweder gleich
oder disjunkt. Die Menge X ist also eine disjunkte Vereinigung von Bahnen, d.h., ist Xo ein

Vertretersystem der Bahnen, so gilt X = |J Oy, wobei die Vereinigung disjunkt ist. Ist

xEXo

|G| < 00, so gilt |G| = |0,]|G4| fir alle x € X.
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Beweis. Seien x,y € X. Dann schreiben wir x ~ y, wenn es ein g € G mit y = g.x gibt.
Dies definiert eine Relation auf X. Wegen 1g.x = x ist ~ reflexiv. Ist x ~ y, also y = g.x
fiir ein g € G, so gilt g7y = g7'.(g.x) = (g7 'g).x = Tg.x = x, also y ~ x; damit ist ~
symmetrisch. Seien schlieflich x ~y und y ~ z, also y = ¢g.x und z = h.y mit g,h € G.

Dann ist z = h.y = h.(g.x) = (hg).x, also x ~ z. Damit gilt: ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Fiir ein festes x € X ist y € X in der gleichen Aquivalenzklasse wie x genau dann, wenn
y = g.x fir ein g € G gilt, also genau dann, wenn y in der Bahn von x liegt. Damit ist
gezeigt, dass X eine disjunkte Vereinigung von Bahnen ist, also je zwei Bahnen entweder
gleich oder disjunkt sind. Die Aussage |G| = |O,]|G,| folgt aus der Bijektion in Satz 8.4. [

Beispiel 8.6. (a) Sei G =S, und X ={1,...,n} wie in Beispiel 8.1(a). Dann gibt es genau
eine Bahn, denn zu jedem i € {1,...,n} gibt es ein o; € S, mit 0y(1) = i (zum Beispiel
o; = (1,1)). Eine solche Operation (d.h., eine Operation mit nur einer Bahn) heifst eine
transitive Operation. Sei nun x := n. Dann ist X die Bahn von n und Stabs, (n) besteht
aus allen Permutationen o € S, mit o(n) = n. Diese Untergruppe besteht aber genau aus
allen Permutationen von {1,...,n—1}, also den Elementen in S,,_;. Die Formel |G| = |O,]|G/
besagt hier also |S,,| = n-|S,_1]. Mit Induktion nach n folgt damit sofort die Formel |S,,| = n!.
(b) Sei G = GL,(K) und X = K™ wie in Beispiel 8.1(b). Dann ist sicher Oy = {0} eine Bahn.
(Diese Operation ist also nicht transitiv.) Andererseits gibt es zu jedem 0 # v € K™ stets eine
invertierbare Matrix A € GL,(K) mit v als erste Spalte. Dann ist Ae; = v, wobei e; € K"
der Standard-Basisvektor mit T in der 1. Komponente und 0 sonst ist. Also ist O, = K™\ {0}
eine Bahn, und K™ = OUQ,, ist die Zerlegung von K" in Bahnen. Es gilt

|z ... a4

1
0
Ge, ={A € GLy(K) [A - =1} = . a; € K,A’ € GL,_(K)

: A’

0

Ist also |[K| = q < 00, so gilt |O,,| = q"—1 und |Ge,| = ¢"'|GL,_;(K)|. Mit dem Bahnensatz
folgt also |GL,(K)| = |0, |G, | = (™ — 1)q""|GL,_1(K)|. Durch Induktion nach n erhalten

wir damit sofort einen Beweis fiir die folgende Formel:
GLa(K) = "™ 2(g" = D)(q" " = 1)+ (g — ).

Beispiel 8.7. Sei K Korper und G = GL,(K). Dann operiert G auf X = M,,(K) (der Menge
aller n x n-Matrizen mit Eintriigen in K) durch g.A = gAg~! wobei g € G und A € M,,(K).
Zwei Matrizen A, A’ € M, (K) liegen also genau dann in der gleichen Bahn, wenn sie dhnlich
sind. Das Problem, ein Vertretersystem der Bahnen anzugeben, ist also dquivalent dazu,

Normalformen fiir Matrizen zu finden (was in der Linearen Algebra behandelt wird).
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Beispiel 8.8. Die Gruppe G operiert auf X = G durch
G xX—X, (g,x) — gxg ', “ Konjugation’.

(Uberzeugen Sie sich selbst davon, dass dies eine Operation ist.) Die Bahn von x € G ist hier
gegeben durch C, = {gxg~' | g € G} und heifit Konjugiertenklasse von x. Der Stabilisator
von x € G ist hier gegeben durch
Ce(x):={geGlgxg' =x}={gecG|gx=xg}

und heiltt Zentralisator von x. Ist G # {1g}, so ist diese Operation sicher nicht transitiv,
denn Cy = {1g} ist immer eine Konjugiertenklasse (mit Cg(1g) = G). Ist also |G| < oo, so
ist G nach dem Bahnensatz eine disjunkte Vereinigung von Konjugiertenklassen:

G=CiU...UC, mit ICil =[G : Cg(gi)] wobei g; € Ci.
Beachte: Fiir x € G gilt x € Z(G) & G = Cg(x) & {x} ist eine Konjugiertenklasse.

Sei zum Beispiel G = S;3. Dann gibt es 3 Konjugiertenklassen, ndmlich C; = {id} und
C;=1{(12),(23),(13)} mit  Cs,((12)) ={d,(12)}
C;={(123),(132)} mit Cs3((] 23)) ={id, (12 3), (1 3 2)}.

Allgemein besteht ein enger Zusammenhang zwischen Konjugiertenklassen und Normaltei-

lern. Ist nimlich N <0 G und x € N, so gilt gxg~' € N fiir alle g € G. Damit folgt C C N,

wobei C die Konjugiertenklasse von x bezeichnet. Da dies fiir alle x € N gilt, ist also N eine

Vereinigung von Konjugiertenklassen von G. Hier ist eine erste Illustration dieses Prinzips.

Beispiel 8.9. Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe mit |G| = p™, n > 1.
Behauptung: Z(G) # {1g} (wobei Z(G) das Zentrum von G ist, siehe Beispiel 7.4).

Dazu betrachten wir wie oben die Konjugiertenklassen: G = C; U... U C,; sei g; € C; und

g1 = lg, also C; = {1g}. Es gilt |Ci| = [G : Cg(gi)], nach Lagrange also |Ci| = p™ mit

0 < n; < n. Dies ergibt p* =G| =Y |, ICi| = > [_;p™. Nun ist n; =0, also erhalten wir
pr=14+p™+...+p".

Wire n; > 1 fur alle i > 2, so erhielten wir p | 1 =p™— (p™2 +...+p™), Widerspruch. Also

gibt es ein 1 > 2 mit ny = 0. Dies bedeutet aber C; = {g;} und damit 1g # g; € Z(G).

Folgerung 8.10. Sei |G| = p? mit einer Primzahl p. Dann ist G abelsch.

Beweis. Nach Beispiel 8.9 ist Z(G) # {1g}. Sei 1g # z € Z(G). Dann ist o(z) = p oder p?. Ist
o(z) = p?, so ist G = (z) und wir sind fertig. Sei nun o(z) = p, also (z) S G.Seiy € G\ (z).
Dann ist {1g} & (z) & (y,2), also muss G = (y,z) gelten (wegen Lagrange und |G| = p?).
Aber aus yz = zy folgt dann wiederum, dass G = (y, z) abelsch ist; siche Beispiel 6.2(c). O

Beispiel 8.11. Sei X # & eine G-Menge, d.h., G operiert auf X. Sei g € G fest. Dann ist
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g: X — X, X — g.X,
eine Bijektion. (Denn es gilt 7y 0 7141 = 7141 0 71y = idx, also hat 7y eine Umkehrabbildung,
ist damit bijektiv.) Also erhalten wir eine Abbildung m: G — Sx, g — m4. Dies ist ein

Gruppen-Homomorphismus, denn
m(gg")(x) = (9g")x = g.(g":x) = mg(mg: (x)) = (719 0 4/) (x) = (7(g) 0 7(g"))(x)
fir alle g,g" € G und x € X, also gilt m(gg’) = 7m(g) o (g’). Damit gilt:
Zu jeder G-Menge X gehort ein Gruppen-Homomorphismus 7t: G — Sx.

Hier ist Kern(7) ={g € G| my =idx} ={g € G | g.x = x fiir alle x € X} =), oy Stabg(x).

xeX
Betrachten wir folgenden Spezialfall: Sei U < G. Dann ist X = G/U eine G-Menge, mit
Operation G x G/U — G/U, (g, xU) — gxU. (Siehe Beispiel 8.1(c).) Also erhalten wir einen

Homomorphismus 7t: G — Sx. Fiir x € G ist
Stabg(xU) ={g € G| gxU=xU}={ge€ G|x 'gx € U}
={geG|gexUx " =xUx"".

1

Insbesondere zeigt dies, dass xUx ™' eine Untergruppe von G ist fiir jedes x € G. Aufserdem

folgt Kern(7t) = (. xUx™' C U.

Satz 8.12 (Cayley). Sei G eine endliche Gruppe. Dann gibt es einm > 1 und einen injektiven

Homomorphismus 7t: G — S,,. Also ist G isomorph zu einer Untergruppe von S,,.

Beweis. Sei n = |G|. Wir wenden die Konstruktion in Beispiel 8.11 an mit U = {1g}, also
IX| = |G/U| = n. Wir erhalten einen Homomorphismus 7t: G — Sx mit Kern(7t) C U = {1g},
d.h., 7t ist injektiv. Wegen |X| = m ist Sx = S,,, also erhalten wir auch einen injektiven

Homomorphismus 7: G — S,.. Dann ist G isomorph zu G = 7(G) < Sh. O
Definition 8.13. Sei K Kérper und n > 1. Fiir o € S, definieren wir eine Matrix

A% = (af)i<ijen € Ma(K) wobei aff = { (1) iilrl;tl. =o(j),

Die Matrix A° heift die zu o gehorige Permutationsmatrix. Einige Beispiele fiir n = 3:
010 010 0 0 1
A =110 0], A2 = (0 0 1], A =0 1 0].
0 01 100 100
(Wir erhalten A, indem wir die Zeilen der Einheitsmatrix geméf o permutieren.)

Lemma 8.14. Mit den Bezeichnungen in obiger Definition ist A° € GL.(K) fir alle o € S,,.
Die Abbildung p: Sn — GL.(K), 0 — A°, ist ein injektiver Homomorphismus.
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Beweis. Ist 0 =1id, so ist A° = [, die Einheitsmatrix. Seien nun o, T € S,,. Der (i,j)-Eintrag
von A°- AT berechnet sich dann als (A°-AT)y = > |, agay;- Nun ist ag; =1 falls k = 1(j),
und O sonst. Also reduziert sich die Summe zu
T falls i = o(T(j))
(AT-AT)y = Qiz(j) = { 0 sonst. ’
Dies ist gleich (A%7)y;, also gilt A - AT = A°°". Damit folgt auch A° - A = Ald =T also
ist A° € GL,(K). Die Gleichung A°-A™ = A°°T zeigt dann, dass p ein Homomorphismus ist.
Ist 0 #id, so ist o(i) # 1 fiir ein i, also A° # [,. Damit ist p injektiv. O

Folgerung 8.15 (Matrixversion von Cayley’s Satz). Sei G eine endliche Gruppe und K ein

Korper. Dann gibt es einn > 1, so dass G isomorph zu einer Untergruppe von GLy(K) ist.

Beweis. Nach Cayley’s Satz 8.12 gibt es ein n > 1 und einen injektiven Homomorphismus

7: G — S,,. Mit p wie in Lemma 8.14 erhalten wir einen injektiven Homomorphismus p o

7: G — GL,(K). Also ist G isomorph zu einer Untergruppe von GL,(K). 0J

9. Einfache Gruppen und auflosbare Gruppen

Besitzt eine Gruppe G einen Normalteiler N < G mit {1g} # N # G, so kann man sich
G aufgebaut denken aus N und der Faktorgruppe G/N, was oft hilfreich bei der weiteren

Untersuchung von G ist. Dies fiihrt einerseits zu folgender Definition.

Definition 9.1. Eine Gruppe G # {1g} heilt eine einfache Gruppe, wenn {15} und G die
einzigen Normalteiler sind. — Ist zum Beispiel |G| = p mit einer Primzahl p, so gibt es nur

die Untergruppen {1g} und G (siehe Beispiel 3.8), also ist G einfach.

Andererseits fithrt es zu der Frage, wie man Normalteiler finden kann. Wir kennen bisher
im Wesentlichen zwei allgemeine Methoden: Es gilt stets Z(G) < G; aukerdem: Ist X eine
G-Menge, so gibt es einen Homomorphismus 7t: G — Sy, mit Kern(7t) < G. Wir stellen nun

noch eine dritte Methode vor (die auch spéter, in Kapitel IV, von Bedeutung sein wird).

Definition 9.2. Fiir g,h € G heikt [g,h] := g7"Th"'gh € G der Kommutator von g, h.

Die Kommutator-Untergruppe® von G ist definiert als
G’ :={lg,hl | g,h € G) <G.

Beachte: Es gilt [g,h] =1 & gh = hg, also ist G’ = {15} genau dann, wenn G abelsch ist.
Wir konnen also die Groke von G’ als ein Mafs dafiir ansehen, wie “nicht-abelsch” G ist.

3Im Allgemeinen ist {[g, h] | g,h € G} keine Untergruppe, siche I. M. Isaacs, Commutators and the com-
mutator subgroup, Amer. Math. Monthly 84 (1977), 720-722; das kleinste solche Beispiel hat Ordnung 96.



Algebra: Gruppen, Ringe, Korper 33

Satz 9.3. (a) Es gilt G’ < G und G/G’ ist abelsch.
(b) Ist H < G beliebig mit G/H abelsch, so ist G' C H.
(c) Ist @: G — H surjektiver Homomorphismus, so gilt @(G’') = H'.

Beweis. Zuerst (c). Zunéchst gilt @(G’) C H’, denn fiir alle g1, g, € G ist

¢([g1,92]) = 9(97"95'9192) = 9(91) ' @(92) " @(g1)@(g2) = [@(g1), @(g2)] € H'.

Nun ist ¢ surjektiv. Sind also hy, h; € H, so gibt es g1,g2 € G mit @(g;) =h; firi=1,2
und dann zeigt obige Rechnung, dass [hi, hy] € @(G’) gilt. Also ist auch H' C ¢(G’).

(a) Sei g € G. Man sieht leicht, dass die Abbildung y4: G — G, x — gxg~', ein Gruppen-
Isomorphismus ist (mit yg] = Yg-1). Mit (c) folgt gG'g™ =v4(G’) = G/, also ist G’ < G.
Betrachte nun den kanonischen Homomorphismus 7t: G — G/G’. Nach (c) gilt (G/G’)’ =
n(G’) ={1g/q'}, also ist nach obiger Bemerkung G/G’ abelsch.

(b) Sei m: G — G/H der kanonische Homomorphismus. Mit (c) folgt m(G’) = (G/H)’ =
{Tg/n}, weil G/H abelsch ist. Also ist G’ C Kern(7r) = H. O

Definition 9.4. Wir definieren Untergruppen G < G wie folgt fiir alle i = 0,1,2,3,....
Seien G© := G und GV := G’. Dann setze GV := (G )’ fiir i = 2,3,.... Die Gruppe G
heit auflésbar, wenn G = {1¢} gilt fiir ein v > 1.

Zum Beispiel ist jede abelsche Gruppe G auflésbar, weil hier bereits G" = G’ = {15} gilt.

Lemma 9.5. Sei G auflosbar. Dann ist jede Untergruppe von G auflosbar. Ist also {1g} #
U< G, so folgt U G U.

Beweis. Sei U < G. Aufgrund der Definition der Kommutator-Untergruppe ist U’ € G’ und
dann auch U® C GW fiir alle i > 1. Nach Voraussetzung gibt es ein r > 1 mit G = {15};
also ist auch U™ = {15} und damit U auflsbar. Sei nun U # {1g}. Wire U’ = U, so auch
U® = U # {1} fiir alle i > 1, Widerspruch. O

Lemma 9.6. Sei N < G ein Normalteiler. Sind N und G/N auflosbar, so ist auch G

auflosbar.

Beweis. Sei H:= G/N und 7t: G — H der kanonische Homomorphismus. Nach Satz 9.3 ist
n(G’) = H’. Durch Einschridnkung erhalten wir auch einen surjektiven Homomorphismus
mlg:: G’ — H’, und es folgt wiederum 7((G’)") = mlg/((G’)’) = (H’)’. Durch weiteres
Wiederholen dieses Argumentes folgt also 71(GV) = H® fiir alle i > 1. Nach Voraussetzung
gibt es ein v > 1 mit HW = {1,}. Dann ist G C Kern(m) = N. Ebenfalls nach Voraussetzung
gibt es ein s > 1 mit N® = {15}). Wie im obigen Beweis folgt dann (G™)® C NG =
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{1¢). Schlieklich beachte: Es gilt GV = (GM)" = (G(”)( , sodann G2 = (GU+1) =
(G = (GM)@ und so fort, also GU+s) = (GM)) = {15}, d.h., G ist auflosbar. O

Beispiel 9.7. Sei |G| = p™ mit n > 0 und einer Primzahl p. Dann ist G auflésbar.

Beweis mit Induktion nach n. Ist n = 0, so ist G = {1g} auflésbar. Sei nun n > 0. Dann
betrachte das Zentrum N := Z(G) < G. Nach Beispiel 8.9 ist N # {1g}. Nach Lagrange also
|G/N| =p™ mit 0 < m < n. Nach Induktion ist G/N auflésbar. Da N abelsch ist, folgt mit

Lemma 9.6 dann auch, dass G selbst auflosbar ist.

Lemma 9.8. Die Gruppe G ist auflosbar <= Fs gibt eine Folge von Untergruppen {1g} =
U <UW < <. < U =G mit Uy < Uy und Uy /Uiy abelsch fir 1 <i<r.

Beweis. Sei zuerst G auflosbar und G = {1g} mit r > 1. Dann ist G 2 G’ = GV D G@

. D G = {14} eine Folge von Untergruppen wie gewiinscht, denn G /G ist abelsch
nach Satz 9.3(a). Sei umgekehrt eine Folge von Untergruppen {1} = Uy < U; < U; < ... <
U, = G wie oben gegeben. Wir zeigen mit Induktion nach r, dass G auflosbar ist. Ist r =1,
so ist G abelsch, also auflésbar. Sei nun r > 2 und N := U, 1 < U, = G. Dann ist G/N
abelsch, also auflosbar. Wegen {1g} = Uy < U; < ... < U,; = N ist N nach Induktion
auflosbar. Mit Lemma 9.6 ist also auch G selbst auflésbar. O

Beispiel 9.9. (a) S;3, S4, Az, A4 sind auflosbar. Denn in jedem Fall gibt es eine Folge von
Untergruppen wie in Lemma 9.8. Nach Beispiel 7.3 hat S3 den Normalteiler {id} IV = A3 <
S3, wobei |[V| = 3 und |S3/V| = 2. Nun hat S4 die Untergruppen {id} < V4 < A4 < 'S4, wobei
Vyl =4, V4 < Ay und Ay < Sy, wobei die Faktorgruppen jeweils abelsch smd.

(b) Sei G = (s, t) eine endliche Diedergruppe, mit s # t der Ordnung 2. Nach Beispiel 6.3 ist
|G| = 2m wobei st Ordnung m hat. Nach Beispiel 7.2 ist N = (st) < G. Wegen |G/N| = 2

ist {Tg} € N C G eine Folge von Untergruppen wie in Lemma 9.8, also G auflosbar.

| Ab hier Woche 6]
Lemma 9.10. Sei n > 3. Dann wird die alternierende Gruppe A, von 3-Zykeln erzeugt

(und alle 3-Zykeln gehéren zu A, ).

Beweis. In Beispiel 7.11(b) haben wir bereits gesehen, dass alle 3-Zykel in A, liegen. Sei nun
id # m € A,,. Nach Satz 6.5 gibt es Transpositionen 1;,...,T, € Sy mit t=7170...07,. Es
gilt e(t;) = —1 fiir alle i. Weil ¢(7t) = 1 ist, muss r gerade sein, also r = 2s mit s > 1. Also
gilt auch 1 = 07 0...0 0, wobei 0y = Ty 1 0Ty fiir 1 <1 < s. Es geniigt also zu zeigen,
dass sich ein Produkt von zwei Transpositionen stets als Produkt von 3-Zykeln schreiben
lasst. Dazu: Seien 1,j,k,l € {1,...,n} gegeben mit i # j und k # 1; wir betrachten das
Produkt o := (ij) o (k 1). Ist {i,j} = {k,1}, so gilt (ij) = (k 1) und damit o = id. Sei nun
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{i,j1n{k, 1} = &. Wegen (j k)o(j k) =idist dann 0 = (ij)o(k 1) = (ij)o(j k)o(j k)o(k 1).
Nun rechnet man leicht nach, dass (1j) o (j k) = (ij k) und (j k) o (k1) = (j k 1) gilt, also
ist 0 = (1j k) o (j k1). Sei schlieklich [{i,j} N{k,1l}] = 1; wir wahlen die Bezeichnungen so,
dass j = k ist. Dann folgt o= (ij)o (k) =(1j)o (U =({j1). O

Satz 9.11. Sein > 5. Dann gilt S| = A,, = A/; damit sind Sy, und Ay, nicht auflésbar.

Beweis. Weil S, /A, abelsch ist, folgt S/ C A,; und natiirlich ist A; C S/. Wir zeigen
nun, dass alle 3-Zykel in A/ liegen. Nach Lemma 9.10 folgt dann A, C A/ und wir sind
fertig. Sei also 0 = (i j k) € A, ein beliebiger 3-Zykel. Wegen n > 5 gibt es noch Ziffern
L,me{1,...,n}\ {i,j,k} und 1 # m. Wir setzen 7t:= (j k) o (m 1) € A,,. Weil die Ziffern-
mengen jeweils disjunkt sind, ist die Transposition (m 1) mit ¢ und mit (j k) vertauschar.

Insbesondere ist 77" = 71; aukerdem o' = (i k j). Damit erhalten wir
o,mM=0'om'oocom=(ikjlo(jklo(mlDo(ijklo(jklo(ml) =...=(ijk),

wobei die letzte Gleichheit mit einer einfachen Rechnung folgt. Also ist 0 = [o,71] € A]. O

Das wohl starkste bekannte Auflosbarkeits-Kriterium ist der folgende Satz:
Feit und Thompson (1963): Ist |G| < oo ungerade, so ist G auflosbar.

Siehe http://en.wikipedia.org/wiki/Feit-Thompson_theorem fiir weitere Informationen

dazu. Der Original-Beweis ist 255 Seiten lang!

Beachte auch, dass wir bisher noch keine einzige nicht-abelsche einfache Gruppe kennen! (Im
néchsten Abschnitt werden wir wenigstens zeigen, dass As einfach ist.) Solche Gruppen sind
im Allgemeinen sehr schwierig zu finden. Umso bemerkenswerter ist es, dass die komplette
Liste aller endlichen einfachen Gruppen seit etwa 1981 bekannt ist. Dies ist generell eines
der bedeutendsten Ergebnisse der Mathematik des 20. Jahrhunderts, und auferordentlich

schwierig zu beweisen; siehe Solomon’s Uberblicksartikel [So].

Viele der endlichen einfachen Gruppen werden nach ihrem Entdecker benannt; so wurde etwa die einfache
Gruppe My7:=((1234567891011), (37 118)0(41056)) < S17 von E. L. Mathieu 1873 entdeckt
und heift die Mathieu-Gruppe M. (Mit GAP konnen Sie leicht die Ordnung von My bestimmen.)

Siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Sporadische_Gruppe. — Solche endlichen einfachen Grup-

pen zu finden ist wie das sprichwortliche Finden einer Nadel in einem Heuhaufen!

10. Sylow-Untergruppen

In diesem Abschnitt sei G stets eine endliche Gruppe. Wir erhoffen uns, dass sich die Struktur
von G irgendwie in der Primfaktorzerlegung von |G| widerspiegelt. Dazu werden wir verschie-

dene Operationen von G betrachten. Wir erinnern vor Allem an die Operation von G auf
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sich durch Konjugation; siehe Beispiel 8.8. Diese Operation lasst sich wie folgt erweitern. Sei
U < G und g € G. Dann ist gUg™' = {gug™' | u € U} wiederum eine Untergruppe (siche
Beispiel 8.11) und es gilt [U| = [gUg~"|. (Die Abbildung u +— gug™' ist ein Isomorphismus
von U auf gUg~'.) Eine solche Untergruppe heift eine zu U konjugierte Untergruppe.
Die Gruppe G operiert dann auf X :={U C G | U Untergruppe} durch

GxX—=X, (g,U) — gUg™.
(Uberzeugen Sie sich selbst davon, dass dies eine Operation ist.) Hier heift
Ng(U) := Stabg(U) ={g € G | gUg ' =U} < G

der Normalisator von U in G.
Beachte: Es gilt stets U C Ng(U); aukerdem ist U < G genau dann, wenn G = Ng(U).

Definition 10.1. Sei p eine Primzahl und |G| = p*m mit a > 0 und p 1 m. Eine Untergruppe
P < G heikt p-Sylow-Untergruppe wenn |P| = p® gilt. Wir bezeichnen mit Syl,(G) die
Menge aller p-Sylow-Untergruppen von G.

Beachte auch: Ist P € Syl,(G) und g € G, so ist auch gPg ' € Sy, (G).

Beispiel 10.2. (a) Sei G = S4. Dann ist |G| = 23 - 3. Es gilt
P:=((12),(13)o(24)) € Syl,(S4) und Q :={((123)) € Syl;(S4).
[Denn: (12)o((13)o(24)) =(1324) hat Ordnung 4, also ist P eine Diedergruppe der Ordnung 8.]

(b) Sei K = Z/pZ Korper mit p Elementen und G = GL,(K). Nach Beispiel 8.6(b) ist

Gl =p™ ™2 (p" = 1)(p" ' = 1)+ (p— 1),

also |G| = p*™V/2m mit p { m. Wie in Beispiel 1.5 sieht man, dass die Menge P C G
aller oberen Dreiecksmatrizen mit 1 auf der Diagonalen eine Untergruppe ist. Da man alle
n(n—1)/2 Eintrédge der Matrizen in P oberhalb der Diagonalen beliebig mit den p Elementen
aus K besetzen kann, gilt [P| = p™™1/2 also P € Syl,(G).

(c) Es muss nicht zu jedem Teiler d von |G| eine Untergruppe U < G mit [U| = d geben.
Zum Beispiel gilt A, = A/ fiir n > 5; es kann hier also keine Untergruppe vom Index 2

geben (denn sonst wére diese ein Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe).

Lemma 10.3. Sei H < G. Dann gilt: Syl,(G) # @ = Syl (H) # @.
Genauer: Ist P € Syl,(G), so gibt es ein g € G mat gPg 'NH ¢ Syl,(H).

Beweis. Die Gruppe H operiert auf X = G/P durch Linksmultiplikation; siehe Beispiel 8.1(c).
Sei G/P = 07U...UO, die Zerlegung in H-Bahnen, wobei die Vereinigung disjunkt ist. Dann
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ist |G/P| =101] 4+ ...+ 10;]. Wegen p t|G/P| muss es ein i geben mit p 1 |0;|. Sei g;P € O;
mit g; € G. Dann ist
Q := Staby(g:P) ={h € H| hg;P = g;P} ={h € H| g; 'hg; € P}
={heH|hegPg '} =gPg;' N"H< giPg; .
Nach Lagrange ist wegen |giPg; 'l = |P| also auch die Ordnung von Q eine p-Potenz. Anderer-
seits ist nach dem Bahnensatz (“Lénge der Bahn gleich Index des Stabilisators”) [H : Q] = |O;]

und dies ist nicht durch p teilbar. D.h., |Q| ist eine p-Potenz, und dies ist genau der p-Anteil
in [H; damit gilt Q = g;Pg;' N H € Syl (H). ]

Satz 10.4 (Sylow). Sei |G| = p®m mit a > 0 und p{m (wobei p Primzahl).
(a) Es gilt Syl,(G) # 2.
(b) Sei U < G mit U] =p® und 0 < b < a. Dann gibt es ein P € Sylp(G) mit U < P.
(c) Sind P, Q € Syl (G), so gibt es ein g € G mit P =gQg™"
(d) Sein,(G):=[Syl,(G)[. Dann gilt n,(G) =1 mod p und n,(G) | m.

Beweis. (a) Sei K = Z/pZ. Nach Folgerung 8.15 gibt es ein n > 1 und einen injektiven
Gruppen-Homomorphismus @: G — GL,(K). Sei G = ¢(G) < GL,(K); dann ist G = G.
Nach Beispiel 10.2(b) ist Syl,(GLn(K)) # @. Also gibt es nach Lemma 10.3 ein Pe Sylp(é).
Sei P:= @ '(P) < G. Weil ¢ injektiv ist, gilt [P| = |P| = p¢, also folgt P € Syl,(G).

(b) Sei Q € Syl,(G). Lemma 10.3 (angewandt mit H = U) zeigt, dass es ein g € G gibt mit
gQg'NU € Syl (U). Wegen [U| = p® ist aber Syl,(U) = {U}, also gilt gQg~'NU = U und
damit U C P:=gQg". Wegen |Q| =[gQg | folgt P € Syl (G).

(c) Da Q € Syl (G), kdnnen wir wieder Lemma 10.3 anwenden (diesmal mit H = P) und
erhalten ein g € G mit gQg ' NP ¢ Syl,(P) = {P}, also P C gQg'. Wegen |P| = |Q| =
1gQg ™| folgt P = gQg"

(d) G operiert auf X = Syl (G) durch Konjugation, denn fiir Q € Syl,(G) und g € G ist
auch gQg~' € Syl (G). Nach (b) ist diese Operation transitiv, d.h., es gibt genau eine Bahn.
Sei P € Syl (G) fest. Dann ist Ng(P) ={g € G| P = gPg~'} der Stabilisator von P unter
dieser Operation. Mit dem Bahnensatz folgt also [Syl,(G)| = [G : Ng(P)]. Wegen P C Ng(P)
folgt aukerdem [G : Ng(P)] | [G : P] = m. Damit gilt n,(G) | m.

Um auch n,(G) = 1 mod p zu zeigen, schranken wir die obige Operation auf P ein, d.h.,
wir lassen P auf Syl (G) durch Konjugation operieren. Diese Operation wird im Allgemeinen

nicht mehr transitiv sein, also betrachten wir die Zerlegung in P-Bahnen:

SyL(G) =0, U0, U... U0, (disjunkte Vereinigung).
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Sei P; € O; wobei wir die Bezeichnungen so wahlen, dass P; = P gilt. Nach dem Bahnensatz
ist |O;] = [P : Np(P;)] = p* mit k; > 0. Fiir i = 1 ist gPg~" = P fiir alle g € P, also O; = {P}
und k; = 0. Sei nun i > 2. Wire auch hier k; = 0, d.h., O; = {P;}, so folgt gP;g~' = P; fiir
alle g € P, also P C Ng(P;). Damit sind P und P; in Syl,(Ng(P;)) enthalten, nach (b) gibt es
also ein h € Ng(P;) mit P = hP;h™' = P;, Widerspruch zu i > 2. Also ist k; > 1 und damit
p | 104 fiir alle 1 > 2. Insgesamt folgt n,(G) = [Syl, (G)| = |O4] + > i ,l0=1Tmodp. O

Folgerung 10.5 (Cauchy). Ist p (Primzahl) ein Teiler von |G|, so gibt es ein g € G der
Ordnung p.

Beweis. Sei wie oben |G| = p®m mit p + m; nach Voraussetzung ist a > 0. Nach Satz 10.4(a)
gibt es ein P € Syl (G). Sei x € P mit x # 1g. Dann ist o(x) = p' mit 1 < i < a; siehe

Folgerung 3.6. Nach Bemerkung 3.7 gilt o(g) = p fir g := xP e G. O

Folgerung 10.6. Sei p Primzahl und P € Sylp(G). Dann gilt: PG & Sylp(G) ={P}.

Beweis. Nach Satz 10.4(b) sind alle Gruppen in Syl,(G) konjugiert zu P. Ist also P < G,
dann folgt Syl ,(G) = {P}. Sei umgekehrt Syl,(G) = {P}. Fiir g € G ist auch gPg~' € Sy, (G),
also folgt gPg~! = P und damit P < G. O

Der Satz von Sylow ist von grundlegender Bedeutung fiir die Theorie der endlichen Gruppen.
Nun zu einigen Anwendungen. Nach Beispiel 7.14 ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe
isomorph zu einem direkten Produkt U x Z¢ wobei d > 0 und U eine endliche abelsche

Gruppe ist. Fiir den endlichen Anteil U erhalten wir:

Satz 10.7 (Hauptsatz tiber endliche abelsche Gruppen). Sei G # {1} eine endliche abelsche
Gruppe. Dann ist G isomorph zu einem direkten Produkt von zyklischen Gruppen der Form

Z/p™Z, wobei p eine Primzahl ist und n > 1.4

Beweis. Sei |G| = p}"' -+ p™ mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und n; > 1 fiir
1<i<r SeiP; € Sylpi(G) fiir 1 < i < r. Weil G abelsch ist, sieht man genauso wie in
Beispiel 7.14, dass die Abbildung @: Py x...xP. — G, (g1y...,9r) = g1+ gy, ein Gruppen-
Homomorphismus ist. Sei U := Bild(¢@) < G. Offenbar ist P; C U fiir 1T < i < 1, also ist
p:it = [Pi] ein Teiler von [U]. Wegen p; # p; fiir i # j folgt also auch |G| = p7"---pi | [U]
und damit U = G, d.h., @ is surjektiv. Wegen [Py X ... x Pyl = [Py]--- [P, = p}' - - p" =G|
ist dann ¢ auch automatisch injektiv, also bijektiv. Es gilt damit G = Py x ... X P,.

Jedes P; ist natiirlich selbst wieder eine endliche abelsche Gruppe. Nach Beispiel 7.14 ist P;
* 4Egs gilt dann sogar, dass diese Darstellung von G als direktes Produkt eindeutig ist bis auf die Reihenfolge

der Faktoren, aber das werden wir hier nicht zeigen; siehe dazu §10.2 im Buch von Karpfinger-Meyberg [KXM].
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isomorph zu einem direkten Produkt von zyklischen Gruppen der Form Z/dZ wobei d € N.

Dabei muss nach Lagrange d ein Teiler von |P;| sein, also ist d eine Potenz von p;. 0

Beispiel 10.8. Sei |G| = 2p mit einer Primzahl p > 3. Behauptung: Entweder ist G zyklisch
oder eine Diedergruppe. Dazu: Nach dem Satz von Cauchy gibt es ein x € G mit o(x) = p
und ein y € G mit o(y) = 2. Wir unterscheiden zwei Félle.

1. Fall: Es gilt g := xy = yx. Nun ist o(g) | 2p. Wegen xy = yx folgt g> = x*y?> = x> # 1g
und gP =xPyP? =yP? =y # 1. Also muss o(g) = 2p gelten, d.h., G = (g) = Z/2pZ.

2. Fall: Es gilt xy # yx. Setze z := xyx~' #y und U = (y,z). BEs gilt 2> = xyx 'xyx™' =

1

xy*x ' =xx""=1g und z # 1g, also o(z) = 2. Wegen y € U und z # y ist |U| gerade und

|U| > 2. Nach Lagrange bleibt nur [U| = 2p {ibrig, also ist G = U = (y, z) eine Diedergruppe.

Schlieflich: Im Spezialfall p = 3 folgt damit G = Z/67Z oder G = S3. Denn: Im 2. Fall setzen
wir H := (y). Dann operiert G auf X = G/H und es gibt einen Homomorphismus 7t: G — Sx
mit Kern(7t) C H; siehe Beispiel 8.11. Da H wegen xyx~' ¢ H kein Normalteiler ist, folgt

Kern () ; H, also Kern(7t) = {1g}. Also ist G isomorph zu einer Untergruppe von Sx. Wegen
IX| = 3 ist Sx = S; (siehe Beispiel 7.11(e)) und [Sx| = |G|, also G = S;.

Es folgen eine Reihe von Beispielen, in denen der Sylow-Satz benutzt wird, um die Auflos-

barkeit von Gruppen zu zeigen.

Beispiel 10.9. (a) Sei |G| = p™q mit Primzahlen p # qund n > 1. Ist ¢+ 1 > p™, so ist G
auflésbar. Denn: Es ist ng(G) | p* und ng(G) = 1 mod q, also bleibt wegen q + 1 > p™ nur
ng(G) = 1 iibrig. Sei Q € Syl (G). Dann ist Q < G nach Folgerung 10.6. Wegen [Q| = q und
IG/Q| =p" sind Q und G/Q nach Beispiel 9.7 auflésbar, also auch G selbst (Lemma 9.6).

(b) Sei |G| = 3p™ mit einer Primzahl p # 3 und n > 1. Dann ist G auflésbar. Dazu:
Sei P € Syl (G). Dann operiert G auf X = G/P und wir erhalten einen Homomorphismus
7m: G — Sx = S3 mit N := Kern(m) C P; siehe Beispiel 8.11. Dann ist [N| = p™ mit m < n,
also N auflosbar (Beispiel 9.7). Nach dem Homomorphie-Satz ist G/N = Bild(7t) < Sx.
Wegen [X| = 3 ist Sx = S3 auflosbar, also auch G/N = Bild(7nt) auflésbar (Lemma 9.5). Also

ist wiederum G selbst auflosbar (Lemma 9.6).

Beispiel 10.10. Ist |G| =30 = 2-3 -5 (der kleinste Fall mit mindestens drei Primzahlen
in |GJ), so ist G auflésbar. Dazu: Es ist ns(G) | 6 und ns5(G) = 1 mod 5, also bleibt nur
n5(G) € {1,6} ibrig. Ist n5(G) = 1, so sei P € Syl;(G). Dann ist P < G. Wegen |[P| =5
ist P = Z/5Z auflosbar; wegen |G/P| = 6 ist G/P auflésbar nach Beispiel 10.9(a). Also ist
G selbst auflgsbar. Sei nun ns(G) = 6 und Syls(G) = {Py,...,Ps}. Wegen P; = Z/5Z gilt
PiNP; ={1¢} fiir i #j, also gibt es 6 (5—1) = 24 Elemente der Ordnung 5 in G. Weiterhin
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ist n3(G) | 10 und n3(G) = 1 mod 3. Ware n3(G) > 1, so n3(G) > 4, also giabe es mit einem
analogen Argument mindestens 4 - (3 —1) = 8 Elemente der Ordnung 3, also hétte G bereits
24 + 8 > 30 Elemente, Widerspruch. Also ist n3(G) = 1. Sei P € Syl;(G); dann ist P < G.
Wegen |G/P| =10 =25 ist G/P auflosbar nach Beispiel 10.9(a); also ist auch G auflésbar.

Beispiel 10.11. Ist |G| = 2023, so ist G auflosbar.

Denn: |G| = 7 - 172, Es folgt ny7(G) | 7 und ny7(G) = 1 mod 17, also bleibt nur ny7(G) = 1
tibrig. Sei P € Syl;,(G). Dann ist P < G mit Folgerung 10.6; auterdem ist P auflésbar nach
Beispiel 9.7. Nun ist |G/P| =7, also G/P zyklisch, auflésbar. Also ist G selbst auflosbar.

(In manch anderen Jahren, in denen diese Vorlesung stattfindet, ist dieses Beispiel nicht so einfach ...)

Folgerung 10.12. (a) Alle Gruppen der Ordnung < 30 sind auflosbar.
(b) Die alternierende Gruppe As ist einfach.

Beweis. (a) Sei G eine Gruppe mit |G| < 30. Ist |G| die Potenz einer Primzahl, so ist G
auflosbar nach Beispiel 9.7. Es bleibt noch |G| € {6, 10,12, 14,15, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 28, 30}
zu betrachten. Mit den Beispielen 10.9 und 10.10 erledigt man alle diese Félle bis auf |G| = 18.
Ist |G| =18 = 2- 3% so sei P € Syl;(G); dann ist [G : P] = 2, also P < G. Nun sind P und
G/P auflosbar, also auch G.

(b) Sei N < As. Annahme: {1g} # N # As. Wegen Lagrange gilt dann |N| < 30 und
|As/N| < 30, also sind N und As/N auflésbar nach (a). Nach Lemma 9.6 ist dann aber auch
A selbst auflosbar, Widerspruch zu Satz 9.11. 0

Bemerkung 10.13. Mit dhnlichen Methoden lésst sich zeigen:

(a) Ist |G| < 60, so ist G auflosbar.

(b) Ist |G| = 60 und G einfach, so folgt G = As.

Damit ist As (bis auf Isomorphie) die kleinste nicht-abelsche einfache Gruppe. Siehe Ubungen
und das Buch Kurzweil-Stellmacher [I<5] fiir weitere Einzelheiten und Anwendungen.

(c) Fiir n > 5 ist die alternierende Gruppe A, stets einfach.

(Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel Satz 4.10 im Algebra-Skript [G141].)

Versuchen Sie selbst dhnliche Aufgaben wie in Beispiel 10.11 oder 10.9, wobei Sie als |G| Thr
Geburtsjahr oder sonstige Zahlen nehmen, die Ihnen gerade einfallen. Sie werden feststellen,
dass es bei einigen Zahlen gar nicht so leicht ist weiterzukommen, zum Beispiel |G| = 168,
360, 504, 660, 1092, 2448, .... Tippen Sie diese Ziffern in die On-Line Encyclopedia of

Integer Sequences ein (siehe http://oeis.org), um den Grund dafiir zu finden.

| Ab hier Woche 7|
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Kapitel III: Ringe

Der Hauptsatz der elementaren Arithmetik besagt, dass sich jede natiirliche Zahl # 1
schreiben lasst als ein Produkt von Primzahlen, wobei die Faktoren bis auf die Reihenfolge
eindeutig bestimmt sind. Wir wollen nun als Erstes untersuchen, unter welchen allgemeinen

Bedingungen eine solche Aussage richtig bleibt.

11. Faktorielle Ringe

Es sei stets (R, 4+, -) ein kommutativer Ring mit 1 # 0 (zum Beispiel R = Z). Sind a,b € R,
so schreiben wir a | b, wenn es ein ¢ € R gibt mit b = a - ¢. Ein Element a € R heift
Nullteiler, wenn es ein 0 # ¢ € R gibt mit a - ¢ = 0. Gibt es keine Nullteiler aufser 0 in R,
so heifst R ein Integritdtsring. In einem solchen Ring gilt also fiir alle a,b € R:
a-b=0 = a=0 oder b=0.

Standardbeispiel: R = Z; dagegen ist R = Z/47 kein Integritétsring, wegen 2 -2 = 0.
Weitere Bemerkungen: Ist 0 # a € R*, so gilt a-b # 0 fiir alle 0 # b € R. [Denn sonst
a-b=0=b=a"'-(a-b) =a'-0=0. Insbesondere: Jeder Korper ist ein Integrititsring;

oder allgemeiner: Jeder Teilring (mit 1 # 0) eines Korpers ist ein Integritdtsring.

Bemerkung 11.1. Sei R ein Integritatsring.

(1) Es gilt folgende Kiirzungsregel: Sind a,b,c € Rmit a-¢ =b-cund ¢ # 0, so gilt a = b.
[Denmna-c=b-c= (a—b)-c=0,also a—b =0 weil ¢ # 0]

(2) Seien a,b € R\ {0}. Gilt a|b und b | a, so folgt b =u - a mit einer Einheit u € R*.
[Denn schreibe b=1u-aund a =v-b mit u,v € R. Dann ist b=u-a=u-v-b. Wegen

b # 0 konnen wir b auf beiden Seiten kiirzen, also folgt T =w-v.]

(3) Seien a,b € R\ {0}. Dann gilt (a) = (b) & b =u- a mit einem u € R*.

[Dazu: Ist b = u-a mit u € R*, soist b € (a), also auch (b) C (a). Ebensoa =u"'-b € (b),
also (a) C (b) und damit (a) = (b). Umgekehrt sei (a) = (b). Dann ist a € (b), also b | q;
genauso b € (a), also a | b. Nach (2) gilt b =u- a mit einem u € R* |

Definition 11.2. Sei R ein Integritétsring. Sei 0 # p € R ein Element, das keine Einheit ist.
(a) p heifst irreduzibel, wenn gilt: Ist p = a - b mit a,b € R, so ist a oder b eine Einheit.
(b) p heikt Primelement, wenn gilt: Sind a,b € Rmit p|a-b, soist p|a oder p | b.

Beachte: Ist u € R* und p € R irreduzibel (oder ein Primelement), so ist auch u-p irreduzibel

(bzw. ein Primelement).

Zum Beispiel sind in Z die irreduziblen Elemente gegeben durch 4+p mit einer Primzahl p.

Fiir diese Elemente gilt auch die Bedingung in (b). Denn sei p € Z irreduzibel und p | ab
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mit a,b € Z. Annahme: p { a. Dann ist ggT(p,a) =1, also gibt es r;s € Z mit 1 =rp +sa
(Bézout). Dann folgt b = rbp + sab; nun teilt p die rechte Seite, also auch b.

Beispiel 11.3. Wir betrachten den Teilring R = Z[v—5] = {n + mv/-5|n,m € Z} C C.
Hier gilt: 2:3=(14++v/-5)(1—+v-5).
Behauptung: R* ={+£1}; aukerdem sind 2,3, 1 4+ +/—5 irreduzibel, aber keine Primelemente.

Dazu: Fiir z € C sei wie iiblich z € C die konjugiert-komplexe Zahl und |z = v/zz der
Absolutbetrag. Wir setzen N(z) := |z|*> = zz. Fiir beliebiges a = n + m+v/—5 € R gilt also:

N(a) = (n + mvV—=5)(n — mv—=5) =n? +5m?, und dies ist eine positive ganze Zahl.

Aufserdem gilt fiir beliebige u,v € C auch |uv| = |u|[v|, also ist hier N(ab) = N(a)N(b) fiir
alle a,b € R. Daraus folgt sofort: Ist a € R*, so muss N(a) = 1 gelten. (Denn ist 1 = ab fiir
ein b € R, so N(a)N(b) = N(ab) = N(1) =1, also N(a) = N(b) = 1.) Aber fiir N(a) =1
gibt es nur die Losung n = +1 und m =0, d.h., a = £1 € R*. Damit ist R* = {£1} gezeigt.

Sei nun 2 = ab mit a,b € R. Dann ist N(a)N(b) = N(ab) = N(2) = 4, also N(a) €
{1,2,4}. Die Formel fiir N(a) zeigt, dass niemals N(a) = 2 sein kann. Ist N(a) = 1, so ist
a==+1¢€ R*. Ist N(a) =4, soist N(b) =1, also b = 1 € R*. Damit ist 2 irreduzibel.
Angenommen, 2 wére ein Primelement. Dann miisste 2 ein Teiler von 1+ +/—5 oder 1—+/—5
sein, also 4 = N(2) ein Teiler von N(1 4 v/—=5) = 6, Widerspruch. Damit ist 2 irreduzibel,
aber kein Primelement. Der Beweis fiir 3 und 1 £ /=5 ist analog.

Der Einfachheit halber schreiben wir ab jetzt ab fiir a - b (wobei a,b € R).

Lemma 11.4. Sei R ein Integrititsring und 0 # p € R. Dann gilt:
R/(p) Integrititring & p Primelement = p irreduzibel.

Beweis. Sei p Primlement. Seien a,b € R mit p = ab. Dann ist p | ab also p | a oder p | b.
Nehmen wir an, es wire p | a, also a = pc mit ¢ € R. Dann ist aber p = ab = pbc. Wegen
p # 0 konnen wir p auf beiden Seiten kiirzen, also folgt 1 = be, d.h., b € R*. Ist p | b, so
folgt analog a € R*. Also ist p irreduzibel.

Betrachte nun R/(p). Fiir a € Rsei a := a+(p) € R/(p). Sei zuerst R/(p) ein Integrititsring;
dann ist 1 # 0, also (p) ; R und damit p ¢ R* (denn sonst 1 = up mit einem u € R und
dann a = aup € (p) fir alle a € R, Widerspruch). Seien nun a,b € R mit p | ab. Dann
folgt ab € (p) und damit a - b=ab=0.Da R/(p) ein Integritatsring ist, folgt a = 0 oder
b = 0. Im ersten Fall ist a € (p), also p | a; im zweiten Fall ist analog p | b.

Sei umgekehrt p ein Primelement. Dann ist p ¢ R* und damit (p) & R (denn sonst 1 = up
mit einem u € R), also 0 # 1 in R/(p). Seien a,b € R mit ab = 0. Dann ist ab = 0 also
ab € (p) und damit p | ab. Da p Primelement, folgt p | a oder p | b, d.h., a € (p) oder
b € (p), also schliefslich a = 0 oder b = 0. O
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Satz 11.5. Sei R ein Integrititsring. Seienm,m = 1 und p1y...,Pnyqiy--., qm € R Primele-
mente mitpy -+ Pn = Uqq - - - qm wobeiu € R*. Dann gilt n = m und es gibt uy,...,u, € R*
mit Qniy = wipi fir 1 <i<n, wobei m: {1,...,n} = {1,...,n} eine Bijektion ist (die also

lediglich eine Umordnung der Reihenfolge der Faktoren bewirkt).

Beweis. Induktion nach n+m > 2. Ist n+m =2, so n = m = 1 und nach Voraussetzung
P1 = uqs, also Behauptung klar. Sei nun n+m > 2. Es gilt p; | p1---pn =uqq -+ - qm, also
auch p1 | g1+ qm (weil u € R*). Behauptung: Es gibt ein i; € {1,..., m} mit p; | qy,.

Dazu: Wegen p; | qi1(q2- - qm) und p; Primelement folgt py | q; oder p; | g2+ qm. Ist
P1 | g1, so sind wir fertig (mit i; = 1). Andernfalls teilt py also q; - - qm. Wiederum folgt
P1 | g2 (und wir sind fertig mit i; = 2) oder p; | q3 - - - qm. Wir fahren auf diese Weise fort,

bis wir schliefslich ein i; € {1,..., m} erhalten mit p; | qs,.

Schreibe nun qi, = wyp; mit u; € R. Nun ist q;, ein Primelement, also auch irreduzibel nach
Lemma 11.4. Weil p; keine Einheit ist, muss also u; € R* gelten. Damit folgt p;---pn =

uqr - Gy 1wiPigi o Gm = (W) g -+ Gy Pigi 41 - Gme Wegen py 7 0 kdnnen wir p;
auf beiden Seiten kiirzen, also erhalten wir eine neue Gleichung

P2- Pn=Uwdq1 - qi;—1Gi; 41 qm mit U’ =uuy € R*.

Nach Induktion ist n —1 =m—1, also n = m, und es gibt uy,...,uy, € R* mit qui) = wips
fir 2 < i< n, wobei m: {2,...,n} — {1,...,41 — 1,i; + 1,..., m} eine Bijektion ist. Setze

(1) = 1;. Dann ist 7t: {1,...,n} — {1,...,n} die gewiinschte Bijektion. O

Definition 11.6. Sei R Integritatsring. Dann heifst R ein faktorieller Ring, wenn folgende
beiden Bedingungen gelten:

(1) Sei 0 # a € R keine Einheit. Dann lésst sich a schreiben als a = pip; - - py mit v > 1
und p; € R irreduzibel fiir alle 1.

(2) Jedes irreduzible Element in R ist ein Primelement.

Nach Satz 11.5 ist dann jede Darstellung wie in (1) bis auf die Reihenfolge der Faktoren
und Multiplikation mit Einheiten eindeutig. Faktorielle Ringe sind also genau die Ringe, in
denen sinngeméf der Hauptsatz der elementaren Arithmetik gilt. Wir wollen nun noch

Kriterien finden, mit denen man (leicht) zeigen kann, dass ein Integritatsring faktoriell ist.

Definition 11.7. Der Ring R heift Hauptidealring, wenn jedes Ideal I < R ein Hauptideal

ist, also von der Form I = (a) mit einem a € R ist (siehe Beispiel 2.5).

Bemerkung 11.8. Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt eine analoge Version des Lemmas
von Bézout. Seien a,b € R mit a # 0 oder b # 0. Dann sieht man leicht, dass die Teilmenge
[:={ra+sb|r,s € R} C Rein Ideal ist. Also gibt es ein 0 # d € R mit [ = (d); insbesondere
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gibt es 1,5 € R mit d = ra + sb. Wegen a,b € I = (d) gilt d | a und d | b; also ist d ein
gemeinsamer Teiler von a und b. Und fiir jeden weiteren gemeinsamen Teiler 0 # d’ € R

von a und b gilt dann wegen d = ra + sb auch d’ | d.

Satz 11.9. Sei R ein Integritatsring, der ein Hauptidealring ist.
(a) Ist p € R irreduzibel, so ist R/(p) ein Kirper.

(b) Jedes irreduzible Element in R ist auch ein Primelement.

Beweis. (a) Fiir a € R schreiben wir a := a + (p) € R/(p). Wegen p ¢ R* folgt zunéchst
(p) & R (denn sonst 1 = up mit einem u € R), also 0 # 1in R/(p). Sei nun a € R mit
a # 0. Wir miissen zeigen, dass a € R/(p) eine Einheit ist.

Nach Bemerkung 11.8 ist [ := {rp +sa | r,s € R} < R ein Ideal und es gibt d,r,s € R mit
[ =(d) und d = rp + sa. Behauptung: d € R*. Denn: Wegen p € I = (d) ist p = c¢d mit
c € R. Wiire d € R*, so miisste ¢ € R* sein, also d = ¢'p mit ¢/ = ¢~ € R und damit p | d.
Nun ist auch a € I = (d), also ¢’p = d | a und damit p | a, Widerspruch zu a # 0.

Also ist in der Tat d € R* und wir erhalten 1 =r'p+s’amit ' =d 'r€ Rund s’ =d's €
R. Dann ist 1 = p +s’a = s’a, also a eine Einheit in R/(p).

(b) Sei p € Rirreduzibel. Nach (a) ist R/(p) ein Korper, also insbesondere ein Integritétsring.
Mit Lemma 11.4 folgt, dass p Primelement ist. U

Definition 11.10. Sei R ein Integritédtsring. Dann heifst R ein Fuklidischer Ring, wenn es
eine “Norm”-Funktion v: R\ {0} — Ny mit folgender Eigenschaft gibt: Zu a,b € R mit b # 0
gibt es q,7 € R mit a = bq + 1, wobei entweder r = 0, oder r # 0 und v(r) < v(b) gilt.

Beispiel 11.11. (a) R = Z ist euklidisch mit v(n) = n| (Absolutbetrag). Denn seien
a,b € Z mit b # 0. Ist b > 0, so teile mit Rest a = qb + r wobei q,1 € Z und 0 < r < b.
Dann ist r = 0 oder v(r) =1 < b = v(b). Ist b < 0, so teile —a mit Rest durch —b, also
—a = —q'b + 1" wobei q',7" € Z mit 0 < v’ < —b. Dann gilt a = gb + r mit q := —q’,
r:=—7', wobei r = 0 oder v(r) = v(—r') =1’ < —b = v(b).

(b) R =Z[i] = n+mi|n,m € Z} ist euklidisch mit v(n +mi) = n? + m?; sieche Ubungen.
(c) Ist K ein Kérper, so ist der Polynomring K[X] euklidisch; mehr dazu in §12.

In einem Euklidischen Ring gibt es dann auch einen (erweiterten) Euklidischen Algorith-

maus, vollig analog zum Verfahren im Beweis vom Lemma von Bézout.

Satz 11.12. Sei R ein Integrititsring. Dann gelten die Implikationen:
R Fuklidischer Ring = R Hauptidealring = R faktoriell.

Beweis. Sei R euklidisch und I < R ein Ideal. Ist I = {0}, so ist natiirlich I = (0) ein
Hauptideal. Sei nun I # {0}. Dann ist X := {v(a) | 0 # a € I} eine nicht-leere Teilmenge
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von Ny, also existiert d := min X € Ny. Sei 0 # ao € I mit v(ap) = d. Behauptung: I = (ay).
Dazu: Sei b € I beliebig. Wegen R euklidisch ist b = qao + v mit q,r € R, wobei entweder
r=0oderr # 0 und v(r) < v(ap) gilt. Warer # 0,sor =b—qao € [und v(r) < v(ay) = d,
Widerspruch zur Minimalitat von d. Also ist r = 0 und damit b € (ao), d.h., I = (ay). Damit
ist gezeigt, dass R ein Hauptidealring ist. (Dieses Argument ist analog zu Beispiel 3.11).

Sei nun R ein Hauptidealring. Nach Satz 11.9(b) gilt Bedingung (2) in Definition 11.6. Wir
bezeichnen mit R# die Menge aller a € R mit a # 0 und a ¢ R*. Wir miissen zeigen, dass
auch Bedingung (1) in Definition 11.6 gilt. Annahme: Dies ist nicht der Fall. Dann gibt es ein
a € R”, so dass sich a nicht als Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen schreiben
lisst. Insbesondere ist a selbst nicht irreduzibel, also gilt a = a;b; mit a;, by € R*. Ist sowohl
a; als auch by ein Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen, so gilt dies natiirlich
auch fir a = a;by, Widerspuch. Also gilt die Bedingung (1) nicht fiir wenigstens eines der
beiden Elemente aj, by; wir wahlen die Bezeichnungen so, dass dies a; ist. Dann ist a; | a,
also (a) C (ay). Wére (a) = (a;), so a = ua; mit einem u € R* (sieche Bemerkung 11.1(3)),
und damit b; = u € R*, Widerspruch. Also ist (a) € (a;). Wir kénnen nun das ganze

Z

Argument mit a; anstelle von a wiederholen. Also gibt es ein a, € R* mit (a;) G (az) und
so, dass Bedingung (1) nicht fiir a, gilt. Durch weitere Wiederholungen dieses Argumentes
folgt die Existenz einer unendlichen Folge (an)nen in R* mit (a) S (a1) & (az) & .... Nun
setze I := J,cy(an). Man sieht leicht, dass I ein Ideal ist, also nach Voraussetzung I = (d)
fir ein d € R. Wegen d € I = (J, oy(an) ist d € (an) fiir ein N € N, also (d) C (an).

Andererseits ist (any) € I=(d) € (an) & (ans1), Widerspruch.” O

Bemerkung 11.13. (a) Sei R = Z. Nach Beispiel 11.11(a) ist Z ein Euklidischer Ring. Nach
Satz 11.12 ist Z also sowohl ein Hauptidealring als auch ein faktorieller Ring. Damit haben

wir als Spezialfall auch noch einmal den Hauptsatz der elementaren Arithmetik bewiesen.
(b) Die Umkehrungen im obigen Satz gelten nicht. Beispiel: Es ist bekannt®, dass
R=A_p={n+mw|n,meZ}CC, wobei w = %(1—#\/—19),

ein Hauptidealring ist, aber kein Euklidischer Ring. Siche Bemerkung 12.3 und Beispiel 13.11

weiter unten fiir Beispiele von faktoriellen Ringen, die keine Hauptidealringe sind.

5Fiir die Fans der Mengentheorie: Egal wie man dieses Argument organisiert, man braucht fiir die Impli-
kation “R Hauptidealring = R faktoriell” das Auswahlaxiom; siehe Corollary 10 in W. HODGES, Lauchli’s
algebraic closure of Q, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 79 (1976), 289-297. Man kann aber die Implika-

tion “R Euklidisch = R faktoriell” direkt zeigen, siehe zum Beispiel Satz 9.7 im Algebra-Skript [G14].
6Siehe zum Beispiel Chap. II, §5 im Buch von Perrin [Pe|, oder R. A. WILSON, An elementary proof

that not all principal ideal domains are Euclidean domains, The Mathematical Gazette 101 (2017), 289-293.
Siehe auch A. BEVELACQUA, A family of non-Euclidean PIDs, Amer. Math. Monthly 123 (2016), 936-939.
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Bemerkung 11.14. Ist R faktoriell, so kénnen wir fiir jedes 0 # a € R eine Ldnge {(a)
definieren: Ist a € R*, so sei {(a) = 0; ist a € R*, so schreibe a = py - - - p; mit irreduziblen
Elementen p; € R und setze {(a) := r. Dies ist wohl-definiert nach Satz 11.5. Dieser Satz
zeigt auch, dass £(ab) = £(a) + £(b) fiir alle a,b € R mit a # 0, b # 0 gilt; auferdem gilt
fir 0 #a €R: a € R* & {(a) =0. Dies wird niitzlich in Induktionsbeweisen sein.

12. Polynomringe

Aus der Linearen Algebra sind Sie sicherlich mit dem Ring der Polynome K[X] mit Koeff-
zienten in einem Korper K vertraut (sowie der Unterscheidung zwischen Polynomen und
Polynomfunktionen). Sei nun R ein kommutativer Ring mit 1. Genauso kann man dann den
Polynomring R[X] in einer Unbestimmten X mit Koeffizienten in R bilden. Es gilt R C R[X].
Jedes 0 # f € R[X] l&sst sich eindeutig schreiben in der Form

f=ay+a X+ -+ a X" mit n > 0, a; € Rund a, # 0.

In diesem Fall heifft n der Grad von f und a,, der Leitkoeffizient. Ist a,, = 1, so heifst f
normiert. (Als Konvention setzen wir auch Grad(0) = —o0.) Ist g = by+b1X+...+b,, X™ €
R[X] ein weiteres Polynom, mit m > 0 und b,, # 0, so gilt

f- g = (lobo + (Cl]bo + (lob1)X + -+ anme‘”m;

ist also anby, # 0, so hat fg den Grad n + m und a,b,, ist der Leitkoeffizient von f - g.
Dies zeigt: Ist R ein Integritdtsring, so auch R[X]; aufserdem ist dann (R[X])* = R*.

(Denn ist f € (R[X])*, so gibt es g € R[X] mit 1 = fg, also 0 = Grad(1) = Grad(f)+ Grad(g)
und damit Grad(f) = Grad(g) =0, d.h., f,g € R und damit f € R*.)

[Zur Erinnering: Wie konstruiert man R[X]? Sei & die Menge aller Folgen (an)so mit a, € R, so dass es
ein ng > 0 gibt (welches von f abhiingt) mit a,, = 0 fiir alle n > ny. Wir definieren eine Addition und
Multiplikation wie folgt: (an)nso0 + (bn)n>o0 := (an +bn)>0 und (an)n>o0 - (bnln>o := (cn)n>0 wobei
Cn =Y i, aibn_i (Cauchy-Produkt). Dann zeigt man, dass (F,+,-) ein kommutativer Ring ist, mit Eins-
Element gegeben durch die Folge (1,0,0,...) € F. Wir konnen R als Teilring von F auffassen, indem wir a € R
mit der Folge (a,0,0,...) identifizieren. Nun setze X := (0,1,0,0,...) € F. Die Definition der Multiplikation
zeigt dann X? = (0,0,1,0,...), X3 = (0,0,0,1,0,...) und so fort. Ist also f = (ap,ar,...,an,0,0,...) € F,

so konnen wir f eindeutig darstellen als f = ap + a1 X+ -+ - + an X™ ]

Bemerkung 12.1. Sei R ein Integritatsring. Sei 0 # g € R[X] wie oben, mit Grad(g) =
m > 0 und Leitkoeffizient 0 # b,,, € R. Ist b,,, € R*, dann ist fiir ein beliebiges f € R[X] die
Division mit Rest durch g moglich, d.h., es gibt Polynome h,r € R[X] mit

f =gh+1r wobei entweder v = 0, oder v # 0 und Grad(r) < Grad(g) gilt.
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Fiir f =0ist f =0 = g-0+0 die gewiinschte Darstellung. Fiir f # 0 benutzen wir Induktion
nach Grad(f) =n. Ist n < m, so ist f = g- 0+ f die gewiinschte Darstellung. Ist n > m, so
setzen wir f/ ;= f — a,b,.'X" ™g, wobei 0 # a, € R der Leitkoeffizient von f ist. Ist f' = 0,

so sind wir fertig (mit 1 = 0 und q = a, b} X™™). Nun ist
f' = an X+ an X"+ ag— (@ X"+ anb b XM L anb X ™).

Hier féllt der Term a,X™ weg. Ist also f’ #£ 0, so folgt Grad(f’) < m; also nach Induktion
f'" = gh/ +r mit v = 0 oder v # 0 und Grad(r) < m. Damit erhalten wir f = f’ +
a,b /X" ™g = gh/ + 1+ a,b X" ™g = gh+ 1 wobei h = h’ + a,b_ 'X>™. O

Hier sind h,r eindeutig bestimmt: Ist auch f = gh/+1’, so g(h—h') =1r' —r. Wére r’' # r,
dann g | " — 1, was wegen Grad(r’ —r) < Grad(g) unméglich ist. Also gilt r = 1’. Dann ist
aber g(h —h’) = 0. Weil R[X] keine Nullteiler hat, ist also auch h = h'.

Beispiel: Sei R=7, f = X*+2X? —4und g =X3+X?—4X—4,alson=4,a; =1, m = 3,
b, = 1. Im ersten Schritt bilden wir f’ := f — a, b, 'X" ™g = f — Xg = —X3 + 6X? +4X — 4.
Danach wird f’ mit Rest durch g dividiert; das Ergebnis ist f' = g-(—1)+7X?—8. Einsetzen
in f = f’' + Xg ergibt f = gh+r mit h=X—1und r =7X* — 8.

| Ab hier Woche 8|

Folgerung 12.2. Sei K ein Korper. Dann ist K[X] ein Euklidischer Ring mit Grad-Funktion
v(f) = Grad(f) fir 0 # f € K[X]. Folglich ist K[X] ein Hauptidealring und faktoriell. Ist
{0} £ 1 < K[X] ein Ideal, so gibt es ein eindeutiges normiertes 0 # f € K[X] mit I = (f).

Beweis. Sei 0 # g € K[X] mit Grad(g) = m > 0 und Leitkoeffizient 0 # b,, € K. Wegen
K* = K\ {0} ist b,, € K*, also konnen wir wie oben mit Rest dividieren. Aus Satz 11.12
folgt dann, dass K[X] ein Hauptidealring und faktoriell ist. Sei nun {0} # I < K[X]. Da K[X]
ein Hauptidealring ist, gibt es ein 0 # f € K[X] mit [ = (f). Indem wir f mit dem Inversen
seines Leitkoeffzienten multiplizieren, konnen wir annehmen, dass f normiert ist. Ist auch
0 # f € K[X] normiert mit I = (f’), so folgt " = cf mit einem ¢ € (K[X])* = K*; siehe
Bemerkung 11.1(c). Also muss ¢ = 1 gelten. O

Bemerkung 12.3. Sei R ein Integritétsring. In den Ubungen wird gezeigt: R[X] ist nur dann
ein Hauptidealring, wenn R ein Korper ist. Konkretes Beispiel: Z[X] ist kein Hauptidealring;
zum Beispiel ist das Ideal I = {2f + Xg | f,g € Z[X]} kein Hauptideal. Aber wir werden
sehen, dass Z[X] ein faktorieller Ring ist (siehe Satz von Gaufs im néchsten Abschnitt).

Definition 12.4. Sind R, S Ringe, so heifst eine Abbildung @: R — S ein Ring- Homomor-
phismus, wenn @ ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (S,+) ist und zusétzlich
noch @(r-12) = @(r1) - @(r) fiir alle ry, 7, € R gilt. Sind sowohl R als auch S Ringe mit 1,

so heifit ein Ring-Homomorphismus ¢@: R — S unitdr, wenn @(1) =1 gilt.
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Wir sagen, dass R und S isomorph sind (in Zeichen: R = S), wenn es einen bijektiven Ring-
Homomorphismus ¢: R — S (auch Isomorphismus genannt) gibt. Wie bei Gruppen sehen
wir leicht, dass die Umkehrabbildung eines bijektiven Ring-Homomorphismus wieder ein

Ring-Homomorphismus ist.

Satz 12.5 (Homomorphie-Satz fiir Ringe). Seien R,S Ringe und @: R — S ein Ring-Homo-
morphismus. Dann ist 1 := Kern(@) ={a € R| ¢(a) = 0} ein Ideal von R und Bild(¢) ein
Unterring von S. Es gilt 1T = {0} genau dann wenn @ injektiv ist. Im Allgemeinen gibt es
einen eindeutigen Ring-Homomorphismus @: R/I — S mit @ = ¢ o7, wobei t: R — R/I,
a— a, der “kanonische Homomorphismus” ist. Es gilt R/1 = Bild(¢).

Beweis. Weil ¢ ein Homomorphismus von abelschen Gruppen von (R, +) nach (S, +) ist, folgt
bereits, dass I C R ein Normalteiler von (R, +) ist und Bild(¢) eine Untergruppe von (S, +);
aukerdem ist R/I = Bild(¢) (als abelsche Gruppen beziiglich Addition) nach Satz 7.12.
Man muss dann noch nachrechnen, dass alles mit der Multiplikation zusammenpasst, also

[ = Kern(¢) ein Ideal ist und ¢ ein Ring-Homomorphismus. (Details selbst als Ubung.) 0]

Satz 12.6 (Universelle Eigenschaft von Polynomringen). Sei R[X] der Polynomring tber
einem kommutativem Ring R mit 1. Sei auch S ein kommutativer Ring mit 1 und y € S
fest. Ist @: R — S ein (unitirer) Ring-Homomorphismus, so erhalten wir einen (unitdiren)

Ring-Homomorphismus @y: RIX] = S (genannt Einsetzungs-Homomorphismus) durch
¢y(f) == @(ao) + ¢(ar)y +--- + @lan)y"™ wobei f=ao+arX+---+ a X" € RIX].

Wir schreiben dann auch einfach f(y) anstelle von @y(f), fir alle f € R[X].

Beweis. Man rechnet einfach nach, dass @ (f4+g) = @y (f)+®y(g) und @y(fg) = @y (f)Py(g)
gilt fiir alle f, g € RIX]. O

Folgender Spezialfall ist bereits aus der Linearen Algebra vertraut. Sei S = R und ¢ = id
die Identitat. Sei f = ap + a;X + ...+ a, X" € R[X] fest. Dann erhalten wir die zugehorige
Polynomfunktion f: R — R durch f(y) := @y(f) =ap+ay+...+ ay" fiir alley € R.

Lemma 12.7. Sei K ein Korper und 0 # f € K[X] ein Polynom vom Grad n > 0. Dann hat
f hochstens n Nullstellen in K. (Eine Nullstelle von f ist ein Element « € K mit f(a) =0.)

Beweis. Induktion nach n. Ist n = 0, so ist f eine Konstante ungleich 0, hat also keine
Nullstellen. Sei nun n > 0. Gibt es iiberhaupt keine Nullstellen von f in K, so ist nichts

weiter zu zeigen. Nehmen wir jetzt an, es gibt eine Nullstelle @ € K von f. Dann gilt

(%) f=(X—a)g mit 0 # g € K[X] und Grad(g) =n —1.
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Denn: Division mit Rest ergibt f = (X—a)g+1 mit r = 0 oder Grad(r) < Grad(X—«) =1,
also 7 € K. Weil Einsetzen ein Homomorphismus ist, folgt 0 = f(«) = (06 — a)g(x) + 1 =17.
Nun ist Grad(f) = Grad(g) + Grad(X — «), also Grad(g) =n —1.

Nach Induktion hat g hochstens n — 1 Nullstellen. Sei nun (3 € K eine Nullstelle von f mit
B # o. Dann ist 0 = f(B) = (B — «)g(PB) (weil Einsetzen in (x) ein Homomorphismus ist).
Wegen 3 — o # 0 muss g(f3) = 0 gelten (da K Koérper), d.h., § ist eine der hochstens n — 1
Nullstellen von g. Also hat f insgesamt hochstens (n — 1) + 1 = n Nullstellen. O

Die Aussage wird falsch im Allgemeinen, wenn der Grundring kein Korper ist. Ist zum
Beispiel R = Z/87, so hat f = X? — 1 € R[X] die 4 (!) Nullstellen 1, 3, 5 und 7 in R.

Satz 12.8. Sei K ein Korper und G eine endliche Untergruppe von K*. Dann ist G zyklisch.

Insbesondere ist also die ganze multiplikative Gruppe K* eines endlichen Kérpers zyklisch.

Beweis. Sei g € G ein Element maximaler Ordnung; sei n = o(g) diese Ordnung. Da G
abelsch ist, gilt o(x) | n, und damit x™ = 1g, fiir alle x € G; siehe Folgerung 6.8. Also sind
alle Elemente von G Nullstellen des Polynoms X™ — 1 € K[X]. Nach Lemma 12.7 gibt es aber
nur hochstens n Nullstellen in K. Also gilt |G] < n und damit G = (g). O

Beispiel 12.9. Sei p € Z eine Primzahl. Dann ist F, = Z/pZ ein Kérper (siehe Satz 4.3)
also F eine zyklische Gruppe der Ordnung p — 1. Einige Beispiele:

IFZX = {1}, F; = (2), F; = <2>> IF;( = <3>
Im Allgemeinen ist keine Formel bekannt, die ein m € Z angibt mit p f m und F} = (m).

Definition 12.10. Sei K Kérper, n > 1 und f = X" — 1 € K[X]. Dann heift
Epni={xeK|f(a) =0} ={xec K|« =1}

die Menge der n-ten Einheitswurzeln in K; es gilt |E,,| < n nach Lemma 12.7. Sind «, 3 €
E, soauch oc- B € E,, und ! € E,,. Also ist E,, eine Untergruppe von K*. Nach Satz 12.8
ist E,, zyklisch. Damit kénnen wir das n-te Kreisteilungspolynom iiber K definieren als
D= [[(X—a) €KX, wobei Ej:={a€Ey|Ey=/{(ax))
a1y 4

Die Elemente in E; heilen auch primitive n-te Einheitswurzeln.
Beispiel 12.11. (a) Sei n = p und K = Z/pZ mit p Primzahl. Nach dem Kleinen Satz von
Fermat gilt aP? = a fiir alle a € E,, also ist in diesem Fall £, = {1} und O, =X-1.

(b) Sei n > 1 beliebig und K = C. Dann ist {, = cos(27t/n) + isin(27t/n) € E, und ¢, hat

Ordnung n, wie sofort mit den Additionstheoremen fiir sin und cos folgt (oder der Formel
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(n = exp(2mi/n)). Also gilt E, = (¢,) und |E,| = n. Nach Satz 4.8 ist E,, = (') genau
dann, wenn ggT(i,n) = 1. Also folgt

Grad(®,) = ¢p(n) uwnd @, = I (X—¢) € CIXL.

1<i<n mit ggT(i,n)=1
Wir begegnen hier also wieder der Eulerschen Phi-Funktion. Die ersten Beispiele:

n=1: E; ={1} G =1 und O =X-—-1;
n=2: E,={£1}, G =—1 und ©; =X+1;
n=3: E={,3(-1£V3)}, G=1-1+V3) und O;=X*+X+T;
n=4: E4={£1,=+i} =1 und @y = X2+ 1.

Satz 12.12. Sei K = C und n > 1. Dann gilt ®, € Z[X] und X* —1 = HdeN:d‘n Dy.

Insbesondere gilt auch die Summenformel n = ZdeN:d‘n o(d).

Beweis. Ist d | n, so ist Eg C E, und damit Ef C E,. Sei umgekehrt o € E,, beliebig und
d die Ordnung von «. Dann ist «® = 1, also & € E4 und dann auch « € Ejj; auferdem gilt
d | n nach Lagrange. Damit ist gezeigt: En = Jg,, E3- Diese Vereinigung ist disjunkt (denn
sonst gibe es ein « € E,;, mit o(g) = d und o(g) = d’, wobei d # d’). Also folgt:
X"—1=J[X-w= T] (H(X—cx)> = I o
®€En deN:din ek} deN:din

Wir zeigen nun ®@,, € Z[X] mit Induktion nach n. Ist n = 1, so ist ®; = X —1 € Z[X].
Sei jetzt n > 1. Nach Induktion ist ®4 € Z[X] fiir alle d < n. Also gilt X™ — 1 = @, g,
wobei g == [[g, 40 Pa € Z[X]. Weil g normiert ist, kénnen wir wie in Bemerkung 12.1
mit Rest dividieren und erhalten q,r € Z[X] mit X™ —1 = gq + 1, wobei r = 0 oder
Grad(r) < Grad(g). Dann folgt r = ®,g — qg = (®,, — q)g. Wére @, # q, so ware v # 0
und Grad(r) = Grad((®,, — q)g) > Grad(g), Widerspruch. Also ist ®,, = q € Z[X]. O

Beispiel 12.13. (a) Sei p > 2 eine Primzahl. Dann zeigt obige Formel XP — 1 = ©,0,,.
Wegen @ =X —Tund XP —1=(X—1)(XP" +XP~2 ...+ X+ 1) folgt damit

O, =XP 4 XP 24 4 X+1.
(b) Fiir n = 105 = 3-5-7 erhiilt man @qg5 = X® +X¥ 4 X% X8 X2 _2X" £ .+ X+1.
(Dies ist das kleinste Beispiel mit Koeffizienten ungleich +1, siehe http://en.wikipedia.
org/wiki/Cyclotomic_polynomial.)
Einheitswurzeln und Kreisteilungspolynome haben erstaunlich viele Anwendungen. Zum Beispiel
erhélt man damit auf relativ einfache Weise Spezialféille des berithmten Primzahlsatzes von Di-
richlet (http://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet’s_theorem_on_arithmetic_progressions).
Siehe Satz 11.5 im Algebra-Skript | | oder die allgemeinere Diskussion in:

S. GUERON AND R. TESSLER, Infinitely many primes in artithmetic progressions: The cyclotomic
polynomial method, The Mathematical Gazette 86 (2002), 110-114.
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Ein weiteres interessantes Thema ist die Darstellung von Wurzeln /£n (fiir n € N) durch Summen
von Einheitswurzeln (sogenannte quadratische Gauf8’sche Summen), siehe dazu:

M. RAM MURTY AND S. PATHAK, Evaluation of the quadratic Gauss sums, The Mathematics
Student (Indian Math. Soc.) 86 (2017), 139-150.

13. Irreduzibilitdat in Polynomringen

Wie zeigen wir, ob ein Polynom f € Q[X] irreduzibel ist, zum Beispiel
f=X —5X°>+3X*+ X3 —-5X+3 oder g=X*—-18X"+15 ?
Wir stellen hier einige grundlegende Verfahren vor, um diese Frage zu entscheiden.

Soweit nicht etwas Anderes gesagt wird, ist in diesem Abschnitt R stets ein Integritatsring.

Bemerkung 13.1. Sei p € R ein Primelement. Fiir a € R sei a := a + (p) € R/(p). Wir
betrachten die Polynomringe R[X], R/(p)[X] und erhalten eine surjektive Abbildung
m: RXI = R/(P)X], =) aX — =) aX.
i=0

i=0
Dies ist ein Ring-Homomorphismus. (Beweis durch Nachrechnen; oder weil 7, ein Einset-

zungs-Homomorphismus ist.) Wir halten die folgenden Aussagen fest:
(a) Da p € R ein Primelement ist, ist R/(p) ein Integrititsring (Lemma 11.4), also auch
R/(p)[X] = Bild(7t,) ein Integritétsring.
(b) Fiir f = Y ', aiX' € RIX] gilt f € Kern(m,) & p | a; fiir alle i & f = pg mit
g € R[X]. Also ist Kern(7,) das von p erzeugte Hauptideal in R[X].
(c) Mit (a) folgt, dass R[X]/Kern(7t,) = Bild(7r,) ein Integritatsring ist. Wegen (b) (und

wiederum Lemma 11.4) ist p also auch ein Primelement in R[X].

Definition 13.2. Sei 0 # f € R[X]. Dann heifst f ein primitives Polynom, wenn gilt: Ist
f = ag mit a € Rund g € R[X] (d.h., alle Koeffizienten von f sind durch a teilbar), so folgt

a € R*. Beispiel: f irreduzibel, oder f normiert = f primitiv.

Lemma 13.3 (Reduktions-Kriterium). Sei 0 # f € R[X] primitiv mit n = Grad(f) > 1 und
Leitkoeffizient a,, € R. Sei p € R Primelement mit p 1 an. Ist f* irreduzibel in R/(p)[X], so

ist auch f irreduzibel in R[X].

Beweis. Wegen p t a, ist 0 # f* € R/(p)[X] und Grad(f*) = n. Annahme, wir hitten f = gh
mit g,h € R[X]. Da R Integritatsring ist, gilt n = Grad(g) + Grad(h). Weil a,, gleich dem
Produkt der Leitkoeffizienten von g und h ist, sind diese auch nicht durch p teilbar. Also ist
g* # 0, h* # 0 und Grad(g*) = Grad(g), Grad(h*) = Grad(h). Nun ist f* = g*h*. Da f* als
irreduzibel vorausgesetzt ist, folgt Grad(g) = Grad(g*) = 0 oder Grad(h) = Grad(h*) = 0.
Da f primitiv ist, muss also g € R* oder h € R* sein. Also ist f irreduzibel. O
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Satz 13.4 (Eisenstein-Kriterium). Sei 0 # f = Y ' a;X' € R[X] primitiv mit n > 1 und
an # 0. Es gebe ein Primelement p € R mitp { an, p | a; fiir alle 0 <i<n—1 aber p* | ao.
Dann ist f irreduzibel in R[X].

Beweis. Annahme, wir hitten f = gh mit g, h € R[X]. Wie im obigen Beweis sind f*, g*, h* €
R/(p)[X] ungleich 0 und es gilt Grad(f*) = Grad(f) = n = m + k mit m = Grad(g*) =
Grad(g), k = Grad(h*) = Grad(h). Schreibe g = Y " b;X" und h = Z};S ¢;X), wobei
0<r<m, b, #0, b, # 0 sowie 0 < s <k, ¢cs # 0, cx # 0. Es geniigt wieder zu zeigen,
dass m =1 =0 (d.h., g € R) oder k = s =0 (d.h., h € R) gilt. Nun, die Voraussetzungen
ergeben f* = a, X" € R/(p)[X]. Es folgt a, X" = f* = g*h* = DrC XS + ... o DG XM,
wobei b,Cs # 0 und byc # 0 (da R/(p) Integritéitsring). Also muss m = v und k = s gelten.
Wiére m =1 >0 und k =s > 0, so folgt by =Co =0, d.h., P | bo und p | ¢p; dann wére aber
p? | boco = ap, Widerspruch. Also ist m = 0 oder k = 0. O

Beispiel 13.5. (a) Das obige Polynom g = X** — 18X” + 15 € Z[X] ist irreduzibel, weil mit

R =7 und p = 3 die Voraussetzungen des Eisenstein-Kriteriums erfiillt sind.

(b) Obiges Polynom f ist reduzibel; wir finden die Faktorisierung f = (X*+ 1)(X® —5X + 3).
Untersuchen wir nun den Faktor X>—5X+3 € Z[X]. Sei p = 2 und betrachte 7,: Z[X] — F,[X]
wie in Bemerkung 13.1, wobei F, = Z/27Z. Dann ist (X3 —5X +3)* = X3 + X + 1 € F,[X].
Wire X3 4+ X + 1 reduzibel, so miisste es einen Faktor vom Grad 1, also eine Nullstelle in

F, geben; aber die beiden Elemente (_),T von [F, sind keine Nullstellen dieses Polynoms. Also
zeigt Lemma 13.3, dass X3 —5X + 3 € Z[X] irreduzibel ist.

(c) Was ist mit dem Faktor h = X* 41 € Z[X] ? Wenn wir sonst nicht weiter wissen, konnen
wir folgendes “ Verfahren von Kronecker’ anwenden. Wire h reduzibel, so miisste es einen
Faktor vom Grad 1 oder 2 geben. Da h keine Nullstellen in @Q hat, ist die einzige Moglichkeit
h = h'h” mit Grad(h’) = Grad(h”) = 2. Sei h’ = aX? + bX 4 ¢ mit a,b,c € Z. Da h
normiert ist, konnen wir a = 1 annehmen. Um die Moglichkeiten fiir b, c zu bestimmen,
wéhlen wir zwei Werte x1,%x; € Z und betrachten y; = h(x;). Wegen h' | h in Z[X] muss
dann auch h'(x;) | yi in Z gelten. Fir (xq,x2) = (0,1) ist (y1,y2) = (1,2) und damit
c=h'(0) e{x1}und b+c+1="h/(1) € {£1,+£2}. Also gibt es nur die Moglichkeiten
(bye) €{(—4,1),(0,1),(=1,1),(=3,1), (=1, =1), (=2, =1), (2, 1), (1, =1)}.

Dann testen wir einfach fiir jede dieser Moglichkeiten, ob das zugehorige Polynom h’ ein
Teiler von h ist. Hier stellen wir fest, dass dies niemals der Fall ist. Also ist h irreduzibel.
(Dieses Verfahren erfordert einiges an Rechenaufwand, aber es liefert auf jeden Fall in endlich

vielen Schritten eine Antwort auf die Frage, ob ein Polynom in Z[X] irreduzibel ist oder nicht.)

Ist f € Z[X] irreduzibel, wie sieht es dann mit der Irreduzibilitat in Q[X] aus? Beispiel:
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24X3 +4X2 —6X —1 = (4X + %)(6X2 — %) = (2X+ %)(12X2 —3) = (6X+1)(4X*—1).
Wir wollen uns nun {iberlegen, dass dies allgemein richtig ist, d.h., eine Faktorisierung iiber

QIX] zieht immer eine Faktorisierung tiber Z[X] nach sich. Dazu sind mehrere Schritte notig.

Lemma 13.6. Sei R faktoriell und 0 # f € R[X]. Dann ist entweder f eine Einheit oder ldsst
sich schreiben als £ = fify---f, mit v > 1 und f; € R[IX] irreduzibel fiir alle i.

Beweis. Wir setzen die Langenfunktion £(a) aus Bemerkung 11.14 wie folgt auf R[X] fort.
Sei 0 # f € RIX] mit Grad(f) = n > 0 und Leitkoeffizient 0 # a,, € R. Dann setze
L(f) := n+ £(a,). Wegen Grad(gh) = Grad(g) + Grad(h) fiir alle 0 # g,h € R[X] (da R
Integritatsring) und €(ab) = £(a) + €(b) fir alle 0 # a,b € R (siche Bemerkung 11.14), gilt:
(1) Ist L(f) =0, so f € R*.
(2) L(gh) = L(g) + L(h) fiir alle 0 # g, h € RIX].
Jetzt zeigen wir die gewiinschte Aussage mit Induktion nach L(f). Ist L(f) = 0, so ist f € R*,
siche (1). Sei jetzt L(f) > 0. Ist f irreduzibel, so sind wir fertig. Andernfalls ist f = gh
mit g,h € R[X], die beide keine Einheiten sind, also L(g) > 0 und L(h) > 0, siehe noch
einmal (1). Wegen (2) ist dann aber auch L(g) < L(f) und L(h) < L(f). Mit Induktion sind
g und h Produkte von irreduziblen Elementen, folglich auch f. U
| Ab hier Woche 9|

Wir benotigen aufterdem noch die folgende technische Aussage zu primitiven Polynomen.

Lemma 13.7. Sei R faktoriell und 0 # f € R[X] primitiv. Gilt f | ag (in R[X]) mit0 # a € R
und g € R[X], so folgt f|g (in R[X]).

Beweis. Induktion nach £(a). Ist £(a) = 0, so a € R* und die Behauptung ist klar. Sei
nun £(a) > 0 und 0 # p € R irreduzibel mit p | a; dann ist a = pa’ mit a’ € R und
€(a’) =€(a)—1. Nun gilt ag = df mit d € R[X], also folgt p | df in R[X]. Wegen R faktoriell
ist p ein Primelement in R, also auch ein Primelement in R[X] (Bemerkung 13.1(c)). Damit
folgt p | d oder p | f. Da f primitiv ist, muss p | d gelten, d.h., d = pd’ mit d’ € R[X]. Aus
pa’g = ag = df = pd’f folgt nun a’g = d’f, also f | a’g und daher f | g mit Induktion. [

Schliefslich lasst sich die Konstruktion von Q aus Z (die wir zu Beginn der Vorlesung in

Beispiel 2.1 disktutiert haben) wie folgt verallgemeinern.

Bemerkung 13.8. Ist unser Integritiatsring R Teilring eines Korpers K und gilt
RCK={ab'|a€R,0#bcR}
so heiftt K Quotientenkérper von R. Zum Beispiel ist Q Quotientenkorper von Z. Vollig

analog dazu, wie Q urspriinglich aus Z konstruiert wird, kann auch zu R ein Quotientenkorper

konstruiert werden. Hier noch einmal die wichtigsten Schritte (Details als Ubung):
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Definiere eine Relation ~ auf R x (R\ {0}) durch: (a,b) ~ (c, d) A% 1d = be. Dies ist eine

Aquivalenzrelation. Bezeichne mit a/b die Aquivalenzklasse von (a,b). Definiere dann eine
Addition und eine Multiplikation auf K :={a/b| a € R;0 # b € R} durch

(a/b) + (¢/d) := (ad + be)/(bd) und (a/b) - (c/d) := (ac)/(bd).
Dann wird gezeigt, dass mit diesen Verkniipfungen K ein Korper ist und die Abbildung
R — K, a — a/1, injektiv ist. Vermoge dieser Abbildung fassen wir R als Teilring von K auf,

d.h., wir identifizieren a € R mit a/1 € K. Dann ist K ein Quotientenkorper von R.

Satz 13.9 (Satz von Gauk). Sei R ein faktorieller Ring, mit Quotientenkérper K.
(a) Sei 0 # f € RIX] mit Grad(f) > 1. Ist f irreduzibel in R[X], so auch in K[X].
(b) Der Polynomring RIX] ist ebenfalls faktoriell.

Beweis. (a) Sei f = gh mit g, h € K[X], wobei Grad(g) > 1 gelte. Dann miissen wir zeigen,
dass h € K gilt. Nun, die Koeffizienten von g und h sind Briiche von Elementen von R. Ist
also 0 # d € R das Produkt der Nenner in all diesen Briichen, so gilt g := dg € R[X] und
h := dh e R[X]; hierbei ist natiirlich Grad(g) = Grad(g) und Grad(h) = Grad(h). Also
erhalten wir eine Gleichung in R[X], nimlich d?f = gh. Wegen Grad(g) = Grad(g) > 1ist g
keine Einheit. Nach Lemma 13.6 gibt es ein irreduzibles f; € R[X] mit f; | g; schreibe g = f1f;
mit f, € R[X]. Dann gilt auch f; | d*f, also folgt f; | f mit Lemma 13.7. Da f € R[X] irreduzibel
und f; keine Einheit ist, gilt also f = uf; mit u € R*. Aus d’uf; = d*f = Qﬂ =1 fzﬁ folgt
dann aber d?u = f,h. Die linke Seite hat Grad 0, also ist auch Grad(h) = Grad(h) = 0.

(b) Nach Lemma 13.6 gilt Bedingung (1) in Definition 11.6. Zu Bedingung (2): Sei 0 # f €
R[X] irreduzibel. Wir miissen zeigen, dass f ein Primelement in R[X] ist. Ist Grad(f) = 0, d.h.,
f € R, so ist f offenbar auch irreduzibel in R, also auch Primelement in R (da R faktoriell)
und damit auch in R[X] (Bemerkung 13.1(c)). Sei jetzt Grad(f) > 1 und seien g,h € R[X]
gegeben mit f | gh (in R[X]). Dann gilt auch f | gh in K[X]. Nach (a) ist f irreduzibel in K[X]
und damit auch ein Primelement in K[X], da K[X] Euklidischer Ring ist (Folgerung 12.2).
Also folgt | g oder f | h in K[X]. Nehmen wir an, es gelte f | g in K[X]. (Das Argument fiir
den anderen Fall ist vollkommen analog.) Es gilt also g = af mit a € K[X]. Multiplizieren

wir mit dem Produkt der Nenner der Koeffizienten von a, so erhalten wir eine Gleichung
dg =af mit 0 #d € Rund a:= da € R[X]. Mit Lemma 13.7 folgt dann f| g (in R[X]). O

Folgerung 13.10. Sei R faktoriell und K Quotientenkdrper von R. Erfillt 0 # f € RIX] die
Voraussetzungen des Reduktions-Kriteriums (Lemma 13.3) oder des Fisenstein-Kriteriums
(Satz 13.4), so ist f nicht nur irreduzibel in R[X], sondern auch in K[X].

Beweis. Klar nach Satz 13.9(a). O
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Beispiel 13.11. Sei n > 1 und R ein kommutativer Ring mit 1. Dann koénnen wir den

Polynomring in n Unbestimmten Xy, ..., X, iiber R rekursiv definieren durch
R[X],Xz] = (R[X]])[Xz], ey R[X],...,Xn] = (R[X],...,an])[xn].
Ein Polynom f € R[Xj,...,X,] ldsst sich also zunéchst schreiben als f =Y " f; X}, mit f; €

R[Xj,..., X 1]; analog dann jedes f; als Polynom in X, _; mit Koeffizienten in R[Xy,..., X;,_5]
und so fort. Multiplizieren wir all dies aus, so erhalten wir am Ende einen eindeutigen
Ausdruck von f als endliche Summe
f - Z ai1 »"'vinX;L] e XLR mlt aily-")in € R’
(i1 yeenyin ) ENT

wobei nur endlich viele Koeffizienten aj, ;. ungleich O sind. Ist f # 0, so definieren wir

Grad(f) := max{i; + ...+ in | ai, i, 7# 0}). Beachte, dass es fiir n > 2 keinen eindeutigen
Leitkoeffizienten mehr zu geben braucht; ist etwa f = 5X3 — X;X3 +7X3X; € Z[X;, X], so ist

Grad(f) = 3, aber fiir alle X? Xizz, die mit Koeffizient # 0 in f vorkommen, gilt i; + i, = 3.

Schlieflich halten wir fest: Ist R ein Integritdtsring, so auch R[X;], sodann R[Xj, X;] und
so fort, also schlieklich auch R[Xq,...,X,], wobei (R[X;j,...,X,.])* = R*. Ist R faktoriell,
so folgt mit wiederholter Anwendung von Satz 13.9, dass auch R[Xq,...,X,] faktoriell ist.
Andererseits beachte: Ist K ein Korper, so ist K[X;] ein Hauptidealring, aber fir n > 2
ist K[Xy,...,X,] kein Hauptidealring, denn sonst wére K[X;,...,X;, 1] ein Korper (siehe
Bemerkung 12.3), Widerspruch zu (K[Xj,..., Xy 4])* = K* G K[Xj,..., X0 4] \ {0}.

14. Symmetrische Polynome

Sei K ein Kérper. Gegeben sei ein quadratisches Polynom f = X* + pX + q € K[X]. Gibt es

Nullstellen z1,z; € K mit f = (X — z1)(X — z3) (hier ist z; = z, erlaubt), so erhalten wir

durch Ausmultiplizieren p = —z; — z, und q = zyz;. Analog ergeben sich fiir ein Polynom
f=X 4+ X2+ aX+ay=X—21)(X—2)(X—23) € K[X] vom Grad 3 die Formeln
A =—2Z1 —Zp — Z3, a) =212y + zpz3 + Z1Z3, Ay = —Z122Z3.

Berechnen Sie selbst auch noch analoge Formeln fiir n = 4. Dieser Zusammenhang zwischen
den Koeffizienten und den Nullstellen eines Polynoms wird als Satz von Vieta bezeichnet

und geht bis ins 16. Jahrhundert zuriick. Allgemein gilt:

Lemma 14.1. Sein > 1 und f = ap+a; X+...+an1 X" +X* € K[X]. Seien z1,...,z, € K
mit f = (X —2z1) -+ (X —z,). (Die z; miissen nicht verschieden sein.) Dann gilt
g = (—])d Z Zi\Ziy **c Zig fUT’] < dén
1<i1<...<id<n

Also an1=—) jocnZis An2 =) jcizicn ZiZj und so weiter bis ap = (—=1)"z12, - - - zyn.
Il x <]\
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Beweis. Fiir 1 < d < nsetze I(n,d) :={(i1,...,iq) €N |1 <i; <... <ig <n}und
Sq = Z Zi Ziy ttt Zig,
(i]s'-'»id)el(nyd)
setze auch sy = 1. Wir wollen also a,_q = (—1)%s4 zeigen. Dazu benutzen wir Induktion
nach n. Ist n = 1, so ist s; = z; und f = qp + X, also z; = —ap und damit ay = —s;. Sei
nunn>1.Sei f':=(X—2z) - (X—2z1) = bo—{-b]X—{—'-'—l—bn,zXn_z—i—Xn_] mit b)' € K.
Seien s}, si,...,s/_; entsprechend fiir f' = (X —2z;) -+ (X — z,_1) definiert, also s{ := 1 und
sy = Z zi,zi, -z, furl<d<n—1.
(i1yemia) €I(N—T1,d)

Behauptung: (%) sp =5/ Xy und sg=sj+sj Xy fir 1 <d<s<n—1.

Dazu: Die Gleichheit s, =s;_; X, ist klar nach Definition von s,, und s;_;. Sei nun T < d <
n—1und (i1,...,1q) € I(n,d). Ist ig = n, so ist (i1,...,1q-1) € [[(n—1,d — 1); andernfalls
ist (i1,...,1q) € I(n —1,d). Damit folgt

I(T\.,d) :I(Tl—1,d) U {(ih'“)id—])n) | (il)°°°)id—1) € I(n_1)d_1)})

wobei die Vereinigung disjunkt ist. Damit erhalten wir
Sq = ( Z z-hziz---z-ld>+< Z zi]ziz---zid_])zn:s(’1+s(’1_]zn.
(i1yenia) €1(n—T,d) (i1yemta_1)ElM—T,d—1)
Also ist (*) gezeigt. Nach Induktion gilt b, 1 4 = (—1)%s/ fiir T < d < n— 1. Nun folgen
aus f = f' - (X — z,) die Relationen ay = —bpz, und a; = b;_; —biz, flir 1 <i<n—1,
wobel wir b,,_7 := 1 setzen. Also erhalten wir fir 1 <d <n—1:

/ —1 .7 / / (%)
An g =bn1-a—bnazn = (=145 — (=120 = (=1)4(s] + si_1z0) = (—1)%s,.

Fiir d = n gilt schlieRlich ay = —boz, = —(=1)""'s} 1z, = (=1)"s,.. O

Die Formeln in Lemma 14.1 zeigen zwei Dinge:

1) Jeder Koeffizient a, 4 in f ist ein polynomialer Ausdruck in z,...,z,.

2) Ist € Sy, eine Permutation, so gilt natiirlich auch f = (X — z1)) - - (X — z()); die

Ausdriicke in 1) sind also “invariant” unter beliebigen Permutationen der z;.
Wir betrachten nun den Polynomring R[Xj,...,X.], wobei n > 1 und R ein kommutativer
Ring mit 1 ist; siche Beispiel 13.11. Analog zu Satz 12.6 haben wir folgende “universelle Eigen-
schaft” Ist @: R — S ein (unitérer) Homomorphismus in einen kommutativen Ring S mit 1,
und sind yi,...,Yyn € S fest gegeben, so gibt es einen Einsetzungs- Homomorphismus
@yypoyn s RIXgy o0y X0 — S

mit @y, . (1) = @(r) fiir v € R und @y, 4. (Xi) = y; fiir 1 <1 < n. (Dies folgt sofort

mit Induktion nach n aus der rekursiven Definition von R[Xj, ..., X,] in Beispiel 13.11.) Wir



Algebra: Gruppen, Ringe, Korper 57

schreiben dann wieder einfach f(yi, ..., yn) anstelle von @y, . (f), fiir alle f € R[Xp, ..., X,].
Wir wenden dies hier in folgender Situation an:

Sei S = R[X;...,X;] und ¢ =id. Ist eine Permutation 7 € S,, gegeben, so sei y; := Xy fiir

1 <1< n. Wir erhalten also einen Einsetzungs-Homomorphismus
70 RIXqy .oy Xud = RIXqy .0 Xa, f=fYry..oyYn) = F(Xnyy oo vy Xoam))-
Definition 14.2. Sei f € R[Xj,...,X,]. Dann heift f ein symmetrisches Polynom, wenn
f =7(f) = f(Xxr)y . oy Xpny) fidr alle 7w € Sy, gilt. Sei
RIXq, ..., X% == {f € R[X1,..., Xy | f symmetrisch}.

Weil 7t: R[Xq,..., X = R[Xq,...,X] fiir alle 7w € S,, ein Ring-Homomorphismus ist, folgt
sofort, dass R[Xj, ..., X,]%" ein Teilring von R[Xj, ..., X,] ist, also Summen, Differenzen und
Produkte von symmetrischen Polynomen wieder symmetrisch sind.

Zum Beispiel sind X;X; - - - X, und X¥+...+X¥ (mit k € N) offenbar symmetrisch, oder etwa
auch die etwas komplizierter aussehenden Ausdriicke 1_[3].:1 (Xi+X;) und [T, 5 gn(Xi—Xj)z.

Beispiel 14.3. Analog zu den Formeln in Lemma 14.1 definieren wir sy := 1 und

Sq == Z Xiln'XidER[X],...,Xn] fir 1 <d<<n.
1< <...<igsn
Dann ist Grad(sq) = d fiir 1 < d < n. Behauptung: Es gilt s4 € R[Xj, ..., X,]%*. Um dies zu
sehen, betrachten wir den Polynomring R[Xj,...,X,11] in n + 1 Unbestimmten und bilden

f.= (Xn—H - X])(Xn—H - XZ) T (Xn—H - Xn) € R[Xb .. ->Xn+1]-

Genauso wie in Lemma 14.1 folgt dann f = ap + a; X4y + ... + an_1X2ﬂ + X7, mit
anq = (—1)%sq4 € R[Xj,..., Xy fir 1 < d < n. Wir fassen nun alle Permutationen 7t €
S, auch als Permutationen in S,,; auf, indem wir t(n + 1) = n 4+ 1 setzen. Dann gilt
offensichtlich 7t(f) = f fiir alle 7w € S,,, also auch 7(a,_q) = an_q fiir 1 < d < n. Also ist

sq € R[X1,...,XnJ%". — Die Polynome s4 heiflen elementar-symmetrische Polynome.

Satz 14.4 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome; Newton, Gaufs). Sei R Integrititsring
und f € R[Xq,...,XuI5". Dann gibt es ein Polynom g € R[X1,...,Xn] mit f = g(s1...,s,).

Beweis. Sei J, die Menge aller Tupel 1 = (i,...,1,) mit i;,...,1, € No. Wir setzen [i| :=
i1 + ...+ i, und definieren wie folgt eine Ordnungrelation C auf J,,. Seien i # j in J,, und
k € {1,...,n} minimal mit i # ji. Dann schreibe i C j falls entweder [i| < [j|, oder [i| = [j|
und i < ji. (Und wir schreiben i C j falls i = j oder i C j.) Diese Ordnung heift graduierte

lexikographische Ordnung; iiberzeugen Sie sich selbst, dass die Relation C transitiv ist.
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Sind endlich viele Tupel in J;, gegeben, so konnen wir diese stets geméfs = anordnen. Ist also

0 # f € R[Xy,...,X,] beliebig, so gibt es ein eindeutiges i = (i1,...,1,) € J, mit
f=ay, i X? . ~Xi{1 + Summe von Termen aj],m,anjﬂ - XIn mit jC i

#0 ) _
Wir bezeichnen dann LT(f) := ay,,. 1, X} -+ - X als den Lestterm von f (beziiglich C).

[Zum Beispiel hat f = 5X;X3 — X3 4+ 3X2X3 — 2X3X, € Z[Xy,X2,X3] den Leitterm LT(f) = —2X3Xy; die
Exponenten-Tupel in J3 zu den vier Termen in f sind (1,0,2) C (0,4,0) C (2,0,2) = (3,1,0).]

In den Ubungen werden Sie zeigen:

(1) LT(f-g) =LT(f) - LT(g) fiir alle f,g € R[Xj,...,X,] mit f #0, g # 0.
Schauen wir uns nun die Leitterme von symmetrischen Polynomen an. Behauptung;:

(2) Ist 0#f € RXpy.ovy Xpl® und LT(f) = @y, 1, X3 -+~ X, s0 gilt 7 > 15 > ... > i,

Dazu: Annahme, es gébe ein k mit i, < iy, 7. Dann betrachte die Transposition T = (k k+1) €

S.. Da f symmetrisch ist, gilt f = T(f). Wenden wir T auf LT(f) an, so erhalten wir
TLT(F) = @iy, X3 X XEXGEIXT - X,

mit Exponenten-Tupel j := (g e e ey lety berty Ty Tt 2y - - o5 1n) € In. Obiger Term kommt wie-

der in f = T(f) vor, also gilt j £ i nach Definition des Leitterms. Da [j| = [i], jx = i1 # &

und die ersten k — 1 Eintrége von j, i gleich sind, bedeutet dies geméf der Definition von C

aber i1 = jx < ik, Widerspruch. Also gilt die obige Behauptung (2).

Sei f = s4 das d-te elementar-symmetrische Polynom. Die zugehorigen Exponenten-Tupel
sind alle 1 € J, mit i;,...,1, € {0, 1}, wobei genau d Einsen vorkommen. Das einzige solche
Tupel mit i, > 1, > ... > 1, ist (1,...,1,0,...,0) (alle Einsen am Anfang). Mit (2) folgt:

(3) LT(Sd) = X]Xz s Xd fiir 1 <d<g<n

Nach diesen Vorbereitungen beschreiben wir jetzt einen Algorithmus, der zu einem gegebenen
0 # f € R[Xy,...,XuJ%" ein Polynom g € R[Xj,...,X,] findet mit f = g(s1,....s,). Dazu
betrachten wir LT (f) = Clu,...,inxi]‘ .-+ X Nach (2) ist 1} > 1, > ... > 1,; damit setzen wir
hi=qy, s 2si gl g Tingin @ RIX L X ]Sm.
Durch mehrfache Anwendung von (1) und (3) erhalten wir
LT(h) = ai,,..;, LT (s1)" LT (s3)? SLT(s3)" ™ -+ - LT(sp)"" ' 7" LT (s3) "™
= ai, 0 X2 GX) TR (XX XE) BT (XX e X ) T (X X - X))

Hier kommt X; mit Exponent (i1 —1;) + (1, —13) + (i3 —14) + ...+ (in1 —in) + 10 = 11 vor,

sodann X; mit Exponent (i, —1i3) + (i3 —14) + ...+ (in_1 — i) +in = 12, und so weiter. Also
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erhalten wir letztendlich LT(h) = ah,...,inx? -+ Xin = LT(f). Da f, h symmetrisch sind, ist
auch f’ := f —h symmetrisch. Ist f' = 0, so ist f = h und wir sind fertig. Ist f’ = 0, so ist das
Exponenten-Tupel im Leitterm von f’ echt kleiner (beziiglich C) als (iy,...,1,), da der Term
ai],._qinXi]‘ e Xi{‘ in f" = f—h wegfallt. Also konnen wir mit f’ fortfahren und so fort. Dieses
Verfahren muss nach endlich vielen Schritten abbrechen. Dazu beachte: Ist i € J,, gegeben,
so gibt es nur endlich viele j € J, mit j E i. (Denn ist j E i, so muss insbesondere [j| < [i

gelten und damit auch j < [i] fir 1 < k < n, d.h., die Eintrdge von j sind beschrankt). O

Beispiel 14.5. (a) Sei f = X? + X3 + X3 € Z[X;, X3, X3]%. Dann ist LT(f) = X? mit
Exponenten-Tupel (i;,12,13) = (2,0,0) € J3. Also betrachten wir h = s%‘ _izsizz_i3 s? = s? und
f/ = f—h = X%—FX%—}—X%—S% = X%—FX%—{-X%—(X] +X2+X3)2 = —2X1X2—2X1X3—2X2X3 = —252.

Hier sind wir also bereits fertig; es gilt f = h+ f' = s? — 2s,.

(b) Sei f = X} + X3 € Z[X;,X;]%2. Dann ist LT(f) = X} mit Exponenten-Tupel (i1,1;) =
(4,0) € J;. Also betrachten wir h = s%‘ _izsizz =stund ' :=f—h =X+ X — (X1 +X)* =
—4X7X3 —6X5X5 —4X3X;,. Nun ist LT(f/) = —4X3X; mit Exponenten-Tupel (i1,1,) = (3,1) €
J,. Also betrachten wir h' := —43}1_12352 = —4s?s; = —4(X; + X2)? X1 X und " :=f' —h/ =
2X3X3 = 2s2. Also sind wir hier fertig und es folgt

f=h+f =h+ (h'+f") =s] —4sls, + 2s3.

Zum Verstindnis dieses Verfahrens mag es wiederum sehr niitzlich sein, ein Computer-
Programm zu schreiben. Dazu benétigt man nun ein Computer-Algebra-System, in dem

man exakt mit Polynomen in mehreren Variablen arbeiten kann, zum Beispiel GAP.

Ein Grund fiir die Bedeutung von Satz 14.4 liegt darin, dass man damit in bestimmten Si-
tuationen Argumente fithren kann, die man ansonsten nur mit Galois-Theorie hinbekommen

wiirde; in diesem Sinne ist dieser Satz sozusagen ein Vorldufer der Galois-Theorie.

Beispiel 14.6. Sei Q C Kund f = ap+a;X+...+a, 1 X" '+X" € K[X]. Seien z;,...,z, € K
mit f = (X —2z;)--- (X —2z,). Sei h € Z[Xy,...,X.]%" beliebig. Was konnen wir dann iiber
h(zi,...,zn) aussagen? Nun, nach dem Hauptsatz gibt es ein g € Z[X;,...,X,] mit h =
g(S1y..-ySn). Durch Kombination von Lemma 14.1 und Definition 14.2 folgt sq(z1,...,2z,) =
(—1)%a,_q fiir 1 < d < n. Mit Hilfe von g erhalten wir damit die Formel

“(lo)a

h(zi,..oyzo) = g(s1(z1y. 0y zn)y oo oy Sulzry e ey Z)) = g(—Qnot, Anzy ooy (1)
d.h., h(zy,...,z,) kann man als Polynom in den Koeffizienten a; von f schreiben.

Verbliiffende Konsequenz: Sind alle Koeffizienten von f bereits in einem Teilring R C K
enthalten (zum Beispiel R =7 oder R = Q), so ist auch h(zy,...,z,) € R.

| Ab hier Woche 10|
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Kapitel IV: Korper

Wir kennen bisher vor allem die Kérper Q, R, C und F, = Z/pZ, fiir eine Primzahl p. Ein
Ziel wird es sein, Methoden zur Konstruktion weiterer Kérper zu beschreiben, zum Beispiel

Korper, iiber denen gegebene Polynome in Linearfaktoren zerfallen, oder endliche Korper.

15. Algebraische und transzendente Elemente

Sei R kommutativer Ring mit 1. Fiir a € R und m € Z kénnen wir m- a € R definieren, mit
den iiblichen Konventionen (also etwa 3-a =a+a+a, 0-a =0g, (—5)-a =—(5-a) usw.).
Es folgt sofort, dass die Abbildung @: Z — R, m +— m - Iy, ein Ring-Homomorphismus ist.
Da Z Hauptidealring ist, gilt also Kern(¢@) = pZ = (p) mit einem eindeutigen p € Ny. Wir
setzen char(R) := p und nennen dies die Charakteristik von R. Es gibt also 2 Félle:

(1) p = 0. Dies gilt genau dann, wenn m - 1g # 0 fiir alle m > 0. In diesem Fall ist ¢
injektiv und Z kann als Teilring von R aufgefasst werden vermdoge dieser Abbildung.
(2) p > 0. Dann ist p - Tg = 0 und p ist minimal mit dieser Eigenschaft. In diesem Fall
erhalten wir nach Satz 12.5 einen injektiven Homomorphismus Z/pZ — R, i i 1r,

konnen also vermoge dieser Abbildung Z/pZ als Teilring von R auffassen.

Bemerkung 15.1. Sei R ein Integritétsring und p := char(R) > 0. Ist p > 0, so muss p
eine Primzahl sein. Denn: Wére p = p1p, mit 0 < p1,p2 < p,s00=p-Tg = (p1p2) - Ir =
(p1 - Tr)(p2 - Tr). Da es keine echten Nullteiler gibt, muss also p; - 1g = 0 oder p; - Tg = 0

gelten, Widerspruch zur Minimalitét von p. Insbesondere folgt:
Die Charakteristik eines Korpers ist entweder O oder eine Primzahl.

Dies ist die erste wichtige Invariante, um Korper voneinander zu unterscheiden. Eine Beson-

derheit von Kérpern mit positiver Charakteristik ist folgende Aussage.

Lemma 15.2. Sei R ein Integrititsring (also zum Beispiel ein Kdrper) mit char(R) =p >
0 wobei p eine Primzahl ist. Dann ist die Abbildung F: R — R, a +— aP, ein injektiver

Ringhomomorphismus, der Frobenius-Homomorphismus genannt wird.

Beweis. Fir a,b € R gilt F(ab) = (ab)? = aPb? = F(a)F(b) weil R kommutativ ist.
Aufserdem ist Kern(F) = {a € R | a? = 0} = {0} weil R Integritatsring ist. Es bleibt also zu
zeigen: F(a +b) = F(a) 4+ F(b), also (a 4+ b)P = aP 4+ bP. Nach der Binomialformel ist

1
(a+b)P = i (?) ca'bP i =aP + (P; (rl)) . aibpfi> +bP.

i=0
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Betrachte nun (f) = p(pf])(?;?:{(pfwn € Nfiir 1 <1< p-—1. Der Zéahler dieses Bruches

ist durch p teilbar, aber wegen 1 <1 < p — 1 ist der Nenner nicht durch p teilbar. Also ist
pl(}) fir 1 <i<p—1unddamit () -a'bP = ((})-1g)-a’bP ' =0inR. O

Sei L ein Korper und K C L ein Teilkorper, d.h., die Addition und Multiplikation in K sind
Einschrankungen der analogen Operationen in L. Wir nennen L O K eine Korpererweite-
rung und L einen Erweiterungskorper von K. Standard-Beispiele sind Q C R oder R C C.
Ist L O K eine Korpererweiterung, so konnen wir L auch als einen K-Vektorraum auffassen,
wobei die Multiplikation von v € L mit einem Skalar s € K einfach durch die Multiplikation

sv in L gegeben ist. (Alle Vektorrraum-Axiome gelten automatisch.) Dann heifst
[L:K]:=dimgL

der Korpergrad von L iiber K. Die Erweiterung L O K heifit endliche Erweiterung, wenn
[L: K] < oo gilt. Beachte auch: Es gilt [L : K] =1 genau dann, wenn L = K ist.

Beispiel 15.3. (a) C O R ist eine Korpererweiterung mit [C : R] = 2; eine R-Basis von C
ist gegeben durch {1,1}. Analog kénnen wir auch Q(i) :={x + iy | x,y € Q} C C definieren.
Dann sieht man sofort, dass Q(i) ein Teilkorper von C ist und [Q(i) : Q] = 2. Wiederum
analog sieht man leicht, dass zum Beispiel Q(v/2) :={x+v2y | x,y € Q} C R ein Teilkérper
ist. Bs gilt [Q(v/2) : Q] = 2, denn {1, v/2} sind linear unabhingig iiber Q (wegen v2 ¢ Q).
Beispiele dieses Typs werden wir im néchsten Abschnitt ausfiihrlicher behandeln.

(b) Es gilt [R : Q] = co. Dies kann einfach gezeigt werden mit Hilfe eines Abzdhlarguments.
Zur Erinnerung: Eine Menge X heifst abzdahlbar, wenn es eine Bijektion Ny — X gibt. Sind
X und Y abzihlbar, so auch X x Y. (Zum Beispiel ist Ny x Ny — Ny, (k,n) — 2*2n+1)—1,
eine Bijektion; also erhalten wir auch eine Bijektion zwischen X x Y und X.) Folglich ist X™
abzahlbar fiir alle n > 1, wenn X abzahlbar ist. Nun ist |Q| = oco; aullerdem haben wir eine
surjektive Abbildung Z x (Z\{0}) — Q, (n,m) — . Da Z abzéihlbar ist (warum?), ist also
Q abzéhlbar und damit auch Q™ abzahlbar fiir alle n > 1. Wére nun [R : Q] = n < oo, so
gibe es eine Bijektion R < Q", also wéire R abzéhlbar, Widerspruch (siehe Analysis I).

Bemerkung 15.4. Sei K beliebiger Korper. Betrachte wie oben den Ring-Homomorphismus
©:Z — K, m— m-1g; dann ist Kern(¢@) = pZ, wobei entweder p = 0 oder p eine Primzahl
ist. Ist p > 0, so haben wir bereits gesehen, dass wir F, = Z/pZ als Teilring (also Teilkorper)
von K auffassen konnen. Ist p = 0, so kénnen wir analog Z als Teilring von K auffassen. Nun
sieht man sofort, dass Ky :={(n-1x)/(m-1x) | n € Z,0 # m € Z} C K ein Teilkorper ist, den
wir mit Q identifizieren kénnen (indem wir einen Bruch - € Q mit (n - 1x)/(m - 1x) € Kq
gleichsetzen). Mit diesen Identifizierungen haben wir also stets eine Korpererweiterung

K2Q oder K2, mitp Primzahl
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Hier heifst Q bzw. F, der Primkorper von K.

Definition 15.5. Sei L O K eine Korpererweiterung und o« € L. Sei ¢: K < L die Inklusi-
onsabbildung. Betrachte den Einsetzungs-Homomorphismus @4: K[X] — L, f— ().

(a) Ist Kern(@y) = {0}, so heifst « transzendent; sonst heifst o algebraisch (jeweils tiber K).
(b) Sei o algebraisch, d.h., es gibt ein 0 # f € K[X] mit f(«) = 0. Nach Folgerung 12.2 gibt
es dann ein eindeutiges normiertes 0 # fy € K[X] mit Kern(®,) = (fo). Dieses fy heifst
Minimalpolynom von « (iiber K) und wird mit p, := fy bezeichnet.

(c) Ist jedes « € L algebraisch iiber K, so heifst L O K eine algebraische Korpererweiterung.

Lemma 15.6. Ist [L: K] < oo, so ist L D K eine algebraische Erweiterung.

Beweis. Sei « € L. Sei n = [L: K] > 1. Dann sind 1, «,..., «™ linear abhéngig, also gibt es
ap, Ay, ..., ay € K (die nicht alle gleich Null sind) mit ap+ ajx+ ...+ a,&™ = 0. Damit ist
f:=ao+ aX+...4+ a, X" € K[X] ein Polynom mit f # 0 und f(a) = 0. O

Lemma 15.7. Sei « € L algebraisch und yu, € K[X] das Minimalpolynom von «. Dann ist
Wo irreduzibel und es gilt wy | T fir jedes f € K[X] mit f(«) = 0. Ist umgekehrt f € K[X]
irreduzibel mit f(o) = 0, so gilt f = cpy mit einem 0 # ¢ € K.

Beweis. Zunéchst beachte: Da , eine Nullstelle hat (ndmlich «), gilt Grad(p,) > 1 (und py
ist keine Einheit in K[X]). Sei nun f € K[X] beliebig mit f(a) = 0. Dann ist f € Kern(@,) =
(to), also wy | f und f = gy, mit einem 0 # g € K[X]. Ist f sogar irreduzibel, so muss nun
g eine Einheit sein, also ¢ := g € K\ {0}.

Sei schliefslich p, = f1f, mit fy,f, € K[X]. Weil Einsetzen ein Homomorphismus ist, folgt
0 = polor) = f1(e)fa(x), also fi(x) = 0 oder f(ax) = 0. Ist f1(ax) = 0, so folgt also g | f5
und f; = hy, = hfif; mit 0 # h € K[X]. Durch Kiirzen von f; folgt 1 = hf;, also ist f, € K.
Analog folgt aus f;(o) =0, dass f; € K gilt. Also ist pg irreduzibel. O

Bemerkung: In der Linearen Algebra wird auch jeder Matrix A € M;,(K) ein Minimalpolynom zugeordnet,
also ein eindeutiges normiertes Polynom kleinsten Grades pa € K[X] mit pa (A) = Onxn. Beachte allerdings,
dass pa nicht irreduzibel sein muss; zum Beispiel hat die Diagonalmatrix A € M;(Q) mit Diagonaleintrigen

1 und —1 das Minimalpoynom pay = (X —1)(X+1).

Beispiel 15.8. (a) C D R ist algebraisch, weil [C : R] = 2 gilt. Das Polynom f:=X*+1 €
R[X] ist irreduzibel (weil es keine Nullstelle in R hat) und es gilt f(i) = 0. Also ist f =
nach Lemma 15.7. Analog ist @(\/Z) O Q algebraisch. Das Polynom f := X? — 2 € Q[X] ist
irreduzibel (Eisenstein-Kriterium mit p = 2) und es gilt f(v/2) = 0. Also ist p 5 = f.

(b)) In R D Qsei « = vV—1++/3 € R. Dann ist o = —1 4+ /3, also («®> 4+ 1) = 3 und



Algebra: Gruppen, Ringe, Korper 63

o® + 203 —2 = 0. Damit ist f(x) = 0 fiir f := X®+2X3—2 € Q[X], also « algebraisch iiber Q.
Mit dem Eisenstein-Kriterium (p = 2) folgt, dass f sogar irreduzibel ist, also py = f.

() In C D Q sei « =i+ +2 € C. In diesem Fall gibt es zunichst keinen offensichtlichen
Kandidaten fiir ein f € Q[X] mit f(x) = 0. Wir beginnen dann einfach, Potenzen von « zu
berechnen und versuchen, Relationen zwischen diesen zu finden. In diesem Fall:

o = (1+V2)? = —142iV2+2 = 14+2iV2 = (2 —1)2 = (2iV2)P = -8 = o*—2x*+9 = 0.
Also ist f(o) = 0 mit f := X*—2X?+9 € Q[X]. Hier kann man zwar das Eisenstein-Kriterium
nicht anwenden, aber man zeigt auch leicht direkt (zum Beispiel mit dem Kronecker-Ver-
fahren in Beispiel 13.5(c)), dass f irreduzibel ist, also f = p,. Wir werden dies auch noch auf

etwas andere Weise in Beispiel 16.8 im néchsten Abschnitt sehen.

Im néchsten Beispiel wird mit einem abstrakten Argument gezeigt, dass R O Q keine al-
gebraische Erweiterung ist, also ist auch C O Q keine algebraische Erweiterung. Fiir ein
konkret gegebenes o € C kann es im Einzelfall extrem schwierig sein, zu entscheiden, ob «
algebraisch ist oder nicht. Wir werden aber zeigen konnnen, dass durch algebraische Ope-
rationen (also Summen, Produkte, Wurzelzichen, ...) gebildete Ausdriicke wie oben in (b)

oder (c) immer algebraisch sind, ohne dies explizit nachrechnen zu miissen.

Beispiel 15.9. Es gibt unendlich viele « € R, die transzendent iiber Q sind. Dazu benutzen
wir ein Zdhlargument, das auf Cantor zuriickgeht. Sei Q[X]? die Menge der nicht-konstanten
Polynome in Q[X]. Dann ist Q(X]* = J, ., Pn, wobei P, = {f € QIX]” | Grad(f) = n}. Nun
ist P, in Bijektion zu Q" x Q* (die Koeflizienten ay, ..., a, eines Polynoms # 0 und vom
Grad n bilden ein (n + 1)-Tupel mit a,, # 0), also ist P, abzdhlbar. Fiir jedes n > 1 sei
an: Ng — P, eine Bijektion. Dann ist f: N x Ny — Q[X]*, (n, k) — an(k), bijektiv, also
QI[X]” abzihlbar. D.h., es gibt eine Aufzihlung Q[X]” = {f,, | m € Ny}. Fiir jedes m > 0 sei
N € R die Menge der Nullstellen von f,; dann ist [N,,| < Grad(f,,) < co. Nun folgt, dass
{x € R| « algebraisch tiber Q} = U N
meN,
abzéhlbar ist (weil eine abzdhlbare Vereinigung von endlichen Mengen wieder abzédhlbar
ist). Da R iiberabzahlbar ist, sind also tatséchlich die meisten reellen Zahlen transzendent
iiber Q. — Allerdings kennen wir damit noch kein einziges konkretes Beispiel! Der Beweis,

dass eine gegebene Zahl wirklich transzendent ist, ist erheblich schwieriger. Beispiele:

Hermite (1873): e ist transzendent; Lindemann (1882): 7t ist transzendent.
Liouville (1844): Schnell konvergierende Reihen sind transzendent, z.B. Y >, 10™™.
Literatur dazu: Siehe die Biicher von Fischer-Sacher [I'S, Anhang 2] und Lorenz [l.o, §17].

’ Wir wiinschen Thnen schéone Feiertage und alles Gute fiir das Neue Jahr!‘
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| Ab hier Woche 11| 16. Der Gradsatz

Sei L O K eine Korpererweiterung. Sei M C L ein Teilkorper mit K € M; dann bezeichnen
wir M auch als Zwischenkérper der Erweiterung L D K. Ist [L : K] < oo, so gilt auch
[L:M] < cound [M : K] < co. Die folgende Umkehrung wird sich als sehr niitzlich erweisen.

Satz 16.1 (Gradsatz). Sei M C L Teilkérper mit K C M. Gilt [L: M] < co und [M : K] <
00, so ist auch [L: K] < oo und [L: K] = [L: M][M : K].

Beweis. Sein ;= [M : K] < co und m := [L : M] < oo. Sei {x1,...,Xn} eine K-Basis von M
und {y1,...,Ym} eine M-Basis von L. Wir zeigen:
(%) xy;[1eT<i<n,T1<j<m} ist eine K-Basis von L.

Dazu: Sei z € L beliebig. Dann ist z = 3 L, byy; mit bj € M. Auferdem by = 3, aijx;
mit a;; € K. Also erhalten wir eine endliche Summe z = ZKKn,KKm aixiy;, d.h., obige
Menge ist ein Erzeugendensystem von L iiber K. Nun zur linearen Unabhéngigkeit. Seien
a; € Kund 0 = Z1<i<n,1<)’<m aixyj. Dann ist
0= Z ( Z aﬁxi)yj = Z CjYj mit ¢ = Z aijXi € M.
1G<m  1<ign 1<G<m 1<ign

Da {y;} linear unabhéngig iiber M sind, folgt also ¢; = 0 fiir alle j. Weil {x;} linear unabhéngig
tiber K sind, folgt dann auch ay = 0 fiir alle 1,j. Aus (x) folgt schlieflich [L: K] = mn. O

Sei L O K Korpererweiterung und S C L eine Teilmenge. Analog zur Definition in §6 bei
Gruppen definieren wir K(S) C L als den Durchschnitt aller Teilkorper K’ C L mit K C K’
und S C K’. Da beliebige Schnitte von Teilkérpern wieder Teilkorper sind, ist K(S) ein Zwi-
schenkorper der Erweiterung L D K. Ist S = {«y, ..., &}, so schreiben wir kurz K(o, ..., &)
anstelle von K(S) und nennen dies die Adjunktion von «,...,x € L zu K. Wir befassen
uns nun als Erstes mit dem Spezialfall K(«) fiir ein o € L; derartige Zwischenkorper heifsen

auch einfache Korpererweiterungen.

Beispiel 16.2. Sei o« € L transzendent. Dann ist K(«) = {f(ax)/g(«) | f, g € K[X], g # 0},
denn die Menge auf der rechten Seite ist ein Teilkorper von L, und diese Menge ist sicherlich

in jedem Teilkorper enthalten, der K und o enthélt.

Satz 16.3. Sei o € L algebraisch iber K, mit Minimalpolynom wy € K[X]. Dann gilt K(a) =
{fla) | f € K[X]} C L. Jedes Element von K(w) ldsst sich eindeutig schreiben als Zf:_o] a;ol
mit a; € K, wobei d := Grad(uy) = 1. Insbesondere ist [K(x) : K] = d = Grad ().

Beweis. Betrachte den Einsetzungs-Homomorphismus @4: K[X] — L, f — f(«); es gilt also
Kern(@y) = (1y). Sei R:={f(«) | f € K[X]} C L das Bild von @4. Dies ist ein Teilring von L
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mit K C R; insbesondere ist R ein Integritdtsring. Nach Satz 12.5 ist K[X]/(1s) =R C L. Da
KIX] ein Hauptidealring ist und p, irreduzibel, ist K[X]/(,) ein Korper; siehe Satz 11.9(a).
Also ist R C L ein Teilkorper mit K € R und « € R; insbesondere also K(«) C R (nach
Definition von K(«)). Andererseits ist klar, dass R in jedem Teilkérper K’ C L mit K C K’
und « € K’ enthalten ist. Also folgt K(ax) = R.

Sei nun B € K(a) beliebig, also f = f(«) mit einem f € K[X]. Division mit Rest ergibt
f = guy + v mit g,r € K[X] und entweder v = 0, oder v # 0 und Grad(r) < Grad(py) = d.
In jedem Fall ist r = Y ) a;X! mit a; € K. Dann folgt

d—1
B = fla) = g(e) palo) +7() =7(er) = ) @i’
—0 i=0
Dies zeigt, dass K(ot) von 1, «,..., %" als K-Vektorraum erzeugt wird. Seien nun a; € K

mit Z?;o] a;oct = 0. Dann gilt g(o) = 0 fiir g := Zid;()] a; X' € K[x], also ps | g. Aus g # 0

wiirde d = Grad(py) < Grad(g) < d — 1 folgen, Widerspruch. Also ist g =0, d.h., a; =0

d—1

fiir alle i. Damit ist gezeigt, dass 1, «, ..., «“ " auch linear unabhéngig iiber K sind. Also ist

{1,,...,x% "} eine K-Basis von K(«) und damit [K(e) : K] = d. d

Beispiel 16.4. Sei K ein endlicher Korper. Die Charakteristik von K kann nicht 0 sein, denn
sonst wire Q C K, also [K| = oo, Widerspruch. Also ist char(K) = p und F, C K fiir eine
Primzahl p. Wegen [K| < oo folgt auch n := [K : F;] = dimp, K < co. Nach Satz 12.8 gibt
es ein 0 # o € K mit KX = (). Dann ist K = {0} U{ca' | T < 1 < [K| — 1}; insbesondere ist
K =T, («) eine einfache Erweiterung. Sei 0 # p, € F,[X] das Minimalpolynom von «. Nach
Satz 16.3 ist Grad(py) = [K : F,] = n. Schlieflich sei {z1,...,z,} eine F,-Basis von K. Dann
lasst sich jedes z € K eindeutig schreiben als z = ) | siz; mit s; € Iy, also folgt [K| = p™.

Beispiel 16.5. Seien «y,...,«, € L algebraisch iiber K. Ist v > 1, so kann der Teilkérper

L":=K(aqy...,) C L sukzessive aus einfachen Erweiterungen aufgebaut werden:
Ko, 00) = (K(og))(ag), ..., L' =K(aqy...,00) = (K(ory..oy0-1))(0t).
Jedes «; ist dabei natiirlich weiterhin auch algebraisch iiber K(,..., o 1). Behauptung:

[L': K] < oo und L' ={f(t1y...,00) | feXK[Xi,..., X ]k

Beweis mit Induktion nach r. Fiir r = 1 gelten die Aussagen nach Satz 16.3. Sei nun r > 1;
dann ist M := K(oq,y ..., 1) € L' mit K € M; aukerdem ist L’ = M(«,) und «, algebraisch
iiber M. Nach Induktion gilt [M : K] < oo, und nach Satz 16.3 auch [L’ : M] < oco. Mit
dem Gradsatz folgt also [L’ : K] = [L’ : M][M : K] < oo. Sei nun R = K[Xj,...,X;] und
R’ = K[Xj,...,X;_1]. Nach der rekursiven Definition in Beispiel 13.11 ist R = R’[X,]. Nach
Satz 16.3 ist jedes B € L" von der Form 3 = g(o;) mit g € M[X;]. Schreiben wir g =} ; b; X1
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mit b; € M, so gibt es g; € R’ mit b; = gj(ot,..., 7). Also ist B = f(x4,..., ), wobei
f.= Z]. g;X. € R’[X,] = R. Umgekehrt ist natiirlich auch f(oy, ..., «) € L’ fiirallef € R. O

Folgerung 16.6. Sei M C L Teilkorper mit K € M. Sind L 2 M und M D K jeweils

algebraische Erweiterungen, so ist auch die Erweiterung L O K algebraisch.

Beweis. Sei o« € L und py = Bo + B1X+ ..o + B X™ !+ X™ € M[X] (mit m > 1) das
Minimalpolynom von « iiber M. Jedes 3; € M ist algebraisch iiber K. Nach Beispiel 16.5 ist
Ki .= K(Boy B1.--,Bm_1) € L Teilkorper mit [K; : K] < co. Wegen py € Kq[X] ist aukerdem
o algebraisch iiber Kj, also [Kj(a) : Ki] < oo mach Satz 16.3. Mit dem Gradsatz folgt
Ky (o) : K] = [Ky (o) : Kq][Kq : K] < 00, also ist « algebraisch tiber K. O

Folgerung 16.7. Sei L O K eine Kdrpererweiterung und M die Menge aller « € L, die tiber
K algebraisch sind. Dann ist M ein Teilkérper von L.

Beweis. Seien 0 # o, 3 € M. Seiy € L eines der Elemente 43, -3 und B -o'. Dann gilt
v € K(a, B). Nach Beispiel 16.5 ist [K(e, ) : K] < oo und damit y algebraisch iiber K. [

Beispiel 16.8. Betrachte noch einmal « =i+ /2 € C. Hier sind i, v/2 jeweils algebraisch
iber Q, mit Minimalpolynomen p; = X*> +1 und p Vi = X? — 2. Also ist bereits nach
Folgerung 16.7 klar (ohne weitere Rechnungen), dass o algebraisch iiber Q sein muss.

Sei pe € QIX] das Minimalpolynom. In Beispiel 15.8(c) haben wir gesehen, dass f(«) = 0
gilt fiir f = X* — 2X% + 9; also folgt w, | f. Um zu zeigen, dass p, = f gilt, betrachten wir
nun den Korper L := Q(v/2,1). Wegen i & Q(v/2) ist u; = X? + 1 weiterhin irreduzibel in
(Q(v/2))[X]; also ist p; auch das Minimalpolynom von 1 iiber Q(v/2). Mit dem Gradsatz folgt
[L:Q=[L:Q(v2)]Q(V2):Ql=2-2=4.

Behauptung: Es gilt L = Q(a). Dazu: Aus V2 = a —1 folgt 2 = (e —1)2 = o2 — 20i + 12 =
o? —20i — 1 und damit i = (& —3)/(2x) € Q(«). Aber dann ist auch v2 = « —i € Q(a),
also insgesamt L = Q(v/2,1) € Q(e). Die andere Inklusion ist klar, also gilt L = Q(x).
Wegen [Q(«) : Q] = [L: Q] =4 folgt nun Grad(py) =4, und damit pu, = f.

Definition 16.9. Sei L D K eine Korpererweiterung und 0 # f € K[X] mit n = Grad(f) > 1.

Wir sagen, dass f iiber L in Linearfaktoren zerféllt, wenn gilt
f=cX—o0q) - (X— o) mit ceK und o,...,x, €L

(Die o miissen hier nicht verschieden sein.) Beachte, dass jedes a; algebraisch iiber K ist.
Gilt aukerdem L = K(a,..., &), so nennen wir L einen Zerfdallungskdorper von f.
Gibt es Indizes 1 # j mit &; = oy, so heifit ; eine mehrfache Nullstelle von f; dann ist

also (X — o;)? ein Teiler von f in L[X].
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Beispiel 16.10. (a) Sei f = X?> + pX + q € Q[X]. Durch quadratische Ergéinzung erhalten
wir f = (X4 p/2)2 — A/4 mit A :=p? —4q. In C koénnen wir v/A bilden. Es gilt sogar: Zu
jedem beliebigen z = a + bi € C (mit i = /—1 und a,b € R) gibt es eine explizite Formel

fiir eine Quadratwurzel in C, ndmlich
2

2= (I =+ ) £/} (Val+ b2 —a) ),
wobei das Vorzeichen gleich “+* ist, falls b > 0, und gleich “—”, falls b < 0. (Einfaches
Nachrechnen.) Also ist f = (X — o) (X — &z) mit oy = %(—p +v/A) € C. Wegen 1, %, €
Q(VA), a1 —x; = VA ist L = Q(oy, o2) = Q(vVA) Zerfillungskorper von f, mit [L: Q] < 2.
(b) Sei f =X*—2 € QI[X]. Dann ist f irreduzibel (Eisenstein mit p = 2); wegen

f=X'—2=0=V2)(X2+V2) = (X=V2)(X+ V2)(X = iV2)(X +1V2)

ist L = Q(£v/2,+iv/2) C C ein Zerfallungskorper von f. Was ist [L : Q] ? Dazu: Es gilt
auch L = Q(v/2,1). Nun ist [Q(v/2) : Q] = Grad(f) =4 (da f = H 47, siehe Satz 16.3) und
i ¢ Q(v/2). Also ist X241 auch das Minimalpolynom von i iiber Q(v/2). Mit dem Gradsatz
folgt [L: Q] =[L: Q(V2)]Q(V2):Q]=2-4=38.
(c) Etwas allgemeiner: Sei a € Q, a # 0, fest und f = X"—a € Q[X]. Sei « = {/a € C eine n-
te Wurzel aus a und (,, € C eine Einheitswurzel der Ordnung n. Dann ist (({x)" = o™ = a
fir 1 <i<n, alsogilt f=]]",(X— ) und L =Q(«, ) C C ist ein Zerfillungskorper
von f. Nun ist ®,(,) = 0, also [Q(,) : Q] < ¢p(n); aukerdem (o) =0, also [L: Q(Cn)] < n.
Mit dem Gradsatz folgt [L: Q] = [L: Q(¢,)] - [Q(&h) : Q] < nd(n).

Satz 16.11. Sei 0 # f € K[X] mit n = Grad(f) > 1. Ist L D K ein Zerfillungskérper von f,

so gilt [L: K] < nl. Insbesondere ist L D K eine algebraische Erweiterung.

Beweis. Induktion nach n. Ist n = 1, so ist f = ¢(X — &) mit 0 # ¢ € K; hier ist o € K,
also L = K(oy) = Kund damit [L: K] =1.Seinunn >1Tund f =c(X— o) (X — &n)
mit 0 # ¢ € K und o; € L. Sei f; € K[X] das Minimalpolynom von o;. Wegen f(c¢;) = 0
folgt dann fy | f, also Grad(f;) < n. Nach Satz 16.3 ist M := K(o;) C L ein Teilkérper mit
K C M und [M : K] = Grad(f;) < n.

Wir fassen nun f als Polynom in M[X] auf. Wegen o; € M und f(o;) = 0 folgt f = (X—o)g
mit einem Polynom g € M[X], wobei Grad(g) = n —1 > 1 (siehe (%) im Beweis von
Lemma 12.7). Andererseits ist g = ¢ [ [, (X—ou), also ist L = M(ag, ..., &) 2 M auch ein
Zerfallungskorper von g. Mit Induktion folgt [L : M] < (n — 1)!. Mit dem Gradsatz ergibt
sich schlieflich [L: K] =[L: M]M: K] < (n—1)ln=n!. d
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17. Konstruktion von Korpererweiterungen

Wir stellen nun eine allgemeine Methode vor, um algebraische Erweiterungen zu konstru-
ieren. (Dies ist ein weiteres Beispiel fiir die Verwendung von Faktorstrukturen wie in §2.)
Sei zunéchst R Integritatsring und R[X] der zugehorige Polynomring. Sei 0 # f € R[X] ein
normiertes Polynom mit Grad(f) =n > 1. Wir betrachten das Hauptideal (f) und bilden
R :=R[X]/(f) ={g | g € RIX]} wobei g:=g+ (f).

Sei 7: R[X] — R¢, g — g, der kanonische Homomorphismus. Dann ist Kern(7t|g) = {a € R |
a € (f)} ={0} weil Grad(f) =n > 1 und R ein Integritétsring ist. Also ist 7tz injektiv und wir
koénnen R als Teilring von Ry auffassen. D.h., fiir a € R schreiben wir einfach wieder a € R¢ an-
stelle von a. Ist auerdem o := X € R¢, dann haben wir den Einsetzungs-Homomorphismus,
welcher g € R[X] auf g(«) € Ry abbildet. Fiir ein beliebiges g = Zjnio b;X € R[X] gilt dann
mit diesen Bezeichnungen: (g = ", b X = > o bjod = gla); also Re = {g(«) | g € RIX]}.

Lemma 17.1. Mit obigen Bezeichnungen gilt R C Ry = {Z?;o] ait | a; € R}, und die

Darstellung der Elemente auf der rechten Seite ist eindeutig.

Beweis. Es gilt bereits Ry ={g(«) | g € R[X]}, siehe oben. Sei nun g € R[X]. Weil f normiert
ist, konnen wir mit Rest teilen und erhalten g = fq+7r mit q,r € R[X], wobei entweder r = 0,
oder T # 0 und Grad(r) < Grad(f). Wegen f(a) = f = 0 ist also g(la) =fla)q(ax) + 1(x) =
r(). Genauso wie im Beweis von Satz 16.3 folgt, dass sich jedes Element in Rf wie oben
auf der rechten Seite schreiben ldsst. Seien nun a;, by € R mit 3 ayat = 3 ' bia. Mit
¢ = ai—byist dann 0 = Y M ciad = Y ) eXt = Y eiXi also g o= Y ) Xt e
Kern(mt) = (f) und damit f | g. Aus g # 0 wiirde dann n = Grad(f) < Grad(g) < n—1
folgen, Widerspruch. Also ist g =0, d.h., ¢; = 0 und damit a; = b; fiir alle 1. O

Satz 17.2 (Kronecker). Sei R = K ein Kdrper. Dann ist K¢ ein K-Vektorraum mit dim Ky =
Grad(f) = n und Basis {1, e, ..., ™ "}. Ist auferdem f irreduzibel, so ist K¢ = K(x) selbst
ein Korper und K¢ O K eine Korpererweiterung mit [Ke : K] =n und f(a) = 0.

Beweis. Nach obiger Diskussion ist K ein Teilring von K;. Da K ein Korper ist, ist damit K
ein K-Vektorraum. Jedes Element von Ky lasst sich eindeutig schreiben als Z{!o] a;ot mit
a; € K. Dies zeigt, dass {1, «,..., ™'} eine K-Basis von Kj ist.

Nun ist K[X] ein Hauptidealring. Ist also f irreduzibel, so ist K¢ ein Kérper nach Satz 11.9(a).
Es gilt f(a) = 0, weil f(a) = f = 0. Also ist o« algebraisch iiber K, mit e = f. Wegen
Kt ={g(«) | g € KIX]} (siehe oben) folgt K¢ = K(«). O

Beispiel 17.3. (a) Sei K=R und f = X? 4+ 1 € R[X]. Dann hat f keine Nullstelle in R, also
ist f irreduzibel. Nach obigem Verfahren ist also Ry = R[X]/(f) ein Koérper mit R C R; und
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f(a) =0, d.h., o = —1. Dies ist die formale algebraische Konstruktion des Korpers C. Wir
haben namlich den Einsetzungs-Homomorphismus

R[X] — C, g—g(i)  (wobeii=+/—1€C).
Der Kern ist gerade (X2 +1) also gilt Ry = R[X]/(f) = C nach dem Homomorphie-Satz 12.5.

(b) Sei p =2 und f = X2+ X+1 € F,[X]. Dann ist f irreduzibel (weil es keine Nullstelle in I,
gibt), also ist K := (F,)¢ ein Korper. Sei o := X+ (f). Dann gilt also K ={a+bx | a,b € F,},
d.h., K ist ein Kérper mit 4 Elementen. Es gilt o+ 41 = 0 und mit dieser Relation kénnen
wir in K rechnen, also zum Beispiel ein Produkt (a 4+ ba)(a’ + b’a) wieder in der Form
¢ + da mit ¢,d € F, darstellen. Etwas effizienter ist folgende Darstellungsweise. Betrachte
die multiplikative Gruppe K*; es gilt [K*| = 3. Wegen o« # 1 und o = ot+1 # 1ist o(a) > 2,
also K* = (), d.h., K ={0,1, &, o*}. Damit erhalten wir folgende Verkniipfungstabellen:

+10 1 o« o 10T x &
010 1 o o 0|0 0 0 O
111 0 o « 110 1 o o
x| & 0 1 |0 o o 1
ol a1 0 o? |0 o 1 «

(c) Allgemeiner: Sei p eine Primzahl und n > 1 beliebig. Nehmen wir an, 0 # f € F,[X]
ist ein normiertes, irreduzibles Polynom mit Grad(f) = n. Dann ist K := (F,)¢ 2 F, nach
Satz 17.2 ein Kérper mit [K : Fp,] = n. Wie in Beispiel 16.4 folgt [K| = p™. Problem: Gibt es

ein solches f 7 — Dies ist nicht offensichtlich!

Satz 17.4. Sei K ein Korper und 0 # f € K[X] nicht-konstant; sei n = Grad(f) > 1. Dann
gibt es einen Zerfillungskorper L D K von f und es gilt [L : K] < nl.

Beweis. Induktion nach n. Fiir n = T ist f = ¢X 4+ b mit b,c € K, ¢ # 0; also ist L = K
Zerfallungskorper. Sei nun n > 1 und f; € K[X] normiert, irreduzibel mit f; | f. Nach
Satz 17.2 ist K; := K¢, D K eine Erweiterung, so dass f; (und damit f) zumindest eine
Nullstelle oy € K; hat. Wir fassen f als Polynom in K;[X] auf und schreiben f = (X —
®1)g mit einem g € K;[X]. Wegen Grad(g) = n —1 > 1 gibt es nach Induktion einen
Zerfallungskorper L; O Ky von g. Offenbar zerféllt f auch in L; in Linearfaktoren. Betrachte
nun den Teilkérper L C Ly, der durch Adjunktion der Nullstellen von f an K entsteht. Dann
ist L ein Zerfallungskorper, und nach Satz 16.11 gilt [L: K] < nl. OJ
| Ab hier Woche 12]

Es gibt einen einfachen Trick, um einem Polynom in K[X] direkt anzusehen, ob es mehrfache

Nullstellen in einem Erweiterungskérper L O K gibt oder nicht. In Analogie zur Analysis

definieren wir dazu wie folgt eine formale Ableitung fiir Polynome in K[X]:
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D: KX =KX, f=> aX' +— D(f):=) iaX".
i=0 i=1
(Hierbei ist ia fiir ein a € K als a4+ a+ -+ + a mit i Summanden zu verstehen.) Folgende

Eigenschaften lassen sich leicht durch direktes Nachrechnen zeigen:

(1) D ist K-linear, also D(af 4+ bg) = aD(f) + bD(qg) fiir alle a,b € K und f, g € K[X].
(2) Es gilt die Produkt-Regel D(fg) = fD(g) + D(f)g fiir alle f, g € K[X].
(3) Es gilt D(f*) = nD(f)f"! fiir alle f € K[X]. (Wiederholte Anwendung von (2).)

Anwendung: Seien 0 # f, g € K[X] mit g | f. Wir sagen, dass g ein mehrfacher Faktor von
f ist, wenn g? | f gilt. Solche mehrfachen Faktoren konnen wie folgt gefunden werden. Ist
f = g’h mit h € K[X], so folgt D(f) = 2gD(g)h + g’D(h) = g(2D(g)h + gD(h)). Also ist
g | fund g | D(f). Zum Beispiel kann f = X* + 1 € Z[X] keine echten mehrfachen Faktoren

enthalten, weil f und D(f) = 4X? iiberhaupt keine gemeinsamen Faktoren aufer +1 haben.

Lemma 17.5. Sei 0 # f € K[X] nicht-konstant und L D K eine Korpererweiterung.
(a) Gilt ggT(f,D(f)) =1, so hat f keine mehrfachen Nullstellen in L.
(b) Ist f irreduzibel und D(f) # 0, so hat f keine mehrfachen Nullstellen in L.

Beweis. (a) Nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus gibt es g,h € K[X] mit 1 =
geg'T(f,D(f)) = gf + hD(f). Diese Gleichung kénnen wir natiirlich auch als Gleichung von
Polynomen in L[X] auffassen. Angenommen, es gibe ein « € L mit (X — «)? | f in L[X], d.h.,
X — « ist ein mehrfacher Faktor von f in L[X]. Wie oben gesehen, ist dann aber X — « ein
gemeinsamer Teiler von f und D(f) in L[X], Widerspruch zu ggT(f,D(f)) = 1.

(b) Ist D(f) # 0, so ist Grad(D(f)) < Grad(f). Ist f irreduzibel, so kann es keinen nicht-

konstanten gemeinsamen Teiler von f und D(f) geben, also folgt die Behauptung mit (a). O

Bemerkung 17.6. Sei f € K[X] nicht-konstant, irreduzibel. Ist char(K) = 0, so ist stets
D(f) # 0; also hat f keine mehrfachen Nullstellen. Ist dagegen char(K) =p > 0, so kann es
passieren, dass f mehrfache Nullstellen hat. Beispiel: Sei K = Fy(t) mit einer Unbestimm-
ten t iiber F,. Dann ist f = X? —t € K[X] irreduzibel (Eisenstein-Kriterium beztiglich des
Primelementes t € Fp[t]). Sei L O K ein Zerféllungskorper von f; es gibt also ein oo € L mit
f() = 0. Dann ist o? =t und f = XP — o« = (X — «)P, wobei wir Lemma 15.2 benutzen.
Also ist f zwar irreduzibel, hat aber eine mehrfache Nullstelle in L. Beachte: Dies ist kein
Widerspruch zu Lemma 17.5(b), denn hier haben wir D(f) = pXP~! = 0.

Mit Hilfe der obigen Konstruktionen erhalten wir nun einen vollstandigen Uberblick iiber
alle endlichen Korper. Zur Erinnerung (siehe Beispiel 16.4): Ist K ein endlicher Korper, so

gibt es eine Primzahl p € N so dass |K| = p™ gilt, mit n € N. Nun folgt die Umkehrung;:
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Satz 17.7 (Hauptsatz iiber endliche Korper). Sein > 1 und p eine Primzahl. Dann gibt

n

es einen endlichen Korper K mit |[K| = p™, und alle diese Kérper sind zueinander isomorph.

Konkret erhdlt man K als Fp[X]/(f), mit f € Fp[X] normiert, irreduzibel und Grad(f) = n.

Beweis. Nach Satz 17.4 gibt es einen Zerféllungskorper L O I, des Polynoms @ := Xrt—X e
F,[X]. Sei K:={z € L| ®(z) = 0} die Menge der Nullstellen. Wegen D(®) = p"XP" ' —1 =
—1 gilt offenbar ggT(®,D(®)) = 1. Nach Lemma 17.5 hat @ in L also keine mehrfachen
Nullstellen. Wegen Grad(®) = p™ folgt |K| = p™. Behauptung: K C L ist ein Teilkorper.
Dazu: Es ist ®(0) =0, also 0 € K. Sind «, B € K, so folgt oP" = oc und BP" = {3, also auch
(xB)P" = &P"BP" = af und damit xp € K. Weiterhin gilt (—x)P" = (=1)P"o?" = (—1)P"«.
Ist p > 2, soist (—1)P" = —1, also folgt —a € K. Ist p = 2, so spielt das Vorzeichen keine
Rolle. Fiir o # 0 folgt aukerdem (o ')P" = o« ' und damit o' € K. Es bleibt noch zu
zeigen: o + 3 € K fiir alle o, 3 € K. Dazu verwenden wir den Homomorphismus F: L — L,
z +— zP; sieche Lemma 15.2. Es gilt (o + B)? = F(a + B) = F(a) + F(B) = o« + BP. Durch
wiederholte Anwendung folgt (x+ B)P" = oP” + BP" = a+ B € K. Also ist in der Tat K C L
ein Teilkérper mit [K| = p™. (Weil K alle Nullstellen von @ enthélt, gilt sogar K = L.) Mit

diesem abstrakten Argument ist jedenfalls gezeigt, dass es einen Kérper K mit p™ Elementen

n

gibt. Nach Beispiel 16.4 gibt es ein 0 # o € K mit K = F,(«), wobei das Minimalpolynom
fo := Ho € Fp[X] den Grad n hat. Wegen ®@(x) = 0 folgt dann fo = py | ©.

Sei K’ ein beliebiger Korper mit |[K’| = p™; dann ist wieder F, € K’ und [K’ : F,] = n.
Nach Lagrange (genauer: Folgerung 3.6) gilt BP ' = Ty fiir alle B € K’%, und damit
O(B) = BP" — B = 0; dies gilt auch fiir B = 0. Also sind alle Elemente von K’ Nullstellen
von @; wegen Grad(®) = p" folgt ® = HBEK’(X — B). Nun ist fy | @, also gibt es ein
B € K’ mit fo(B) = 0; damit ist fy auch das Minimalpolynom von  iiber F,,. Nach Satz 16.3
ist Fp(B) € K’ ein Teilkorper mit [F,(B) : Fp] = Grad(py) = n. Wie in Beispiel 16.4 folgt
IFp(B)| = p™, also K" = Fy,(B). Betrachte den Einsetzungs-Homomorphismus ¢: F,[X] — K/,
g — g(B). Wegen K’ = F,(p) ist dieser surjektiv; da f, das Minimalpolynom von { ist,
folgt Kern(¢) = (fo); mit Satz 12.5 dann auch Fy[X]/(fo) = K’. Damit ist gezeigt, dass jeder
endliche Kérper K’ mit [K’| = p™ isomorph zu dem festen Korper F,[X]/(fo) ist. d

Beispiel 17.8. Sein > 1 und p eine Primzahl. Um einen endlichen Kérper mit p™ Elementen
zu konstruieren, miissen wir also “nur” ein normiertes irreduzibles Polynom f € F,[X] mit
Grad(f) = n finden. Der obige Beweis zeigt, dass ein solches f unter den Teilern von XP" —X &
[, [X] zu finden ist. In Beispiel 17.3(b) haben wir bereits den Fall n = p = 2 betrachtet: Dort
gilt XX =X =X =1 =X(X=1)(X2+X+1), und f = X2+ X+ 1 € F,[X] ist irreduzibel.

Sei nun n = 2 und p = 3. Dann ist

X X=X 1) = XX =D X+ 1) =X(X=D(X+ )X+ 1) (X" +1) € F5[X].
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Hier ist X? + 1 irreduzibel (keine Nullstellen in F3). AuRerdem stellt man fest, dass X* +
T = (X24+X—=1)(X2—=X—=1) gilt, wobei X2 +X — 1 und X? — X — 1 irreduzibel sind
(wiederum keine Nullstellen in F3). Wir kénnen also einen endlichen Koérper mit 9 Elementen
bilden als K = F3[X]/(f), wobei f € {X2 +1,X2 +X — 1,X2 — X — 1}. Gibt es Wahlen, die
sinnvoller sind als andere? Um tibersichtliche Verkniipfungstabellen wie in Beispiel 17.3(b)
zu erhalten, erscheint es sinnvoll zu sein, f so zu wahlen, dass « = X + (f) € K = F5[X]/(f)
die multiplikative Gruppe von K* erzeugt’. Fiir f = X2 + 1 folgt aber o = —1, also o = 1
und damit () & K*. Fiir f = X? + X —1 gilt dagegen K* = («). Mehr dazu in den Ubungen.

Sei K[X]# die Menge der nicht konstanten Polynome in K[X]. In Satz 17.4 haben wir gesehen,
dass es zu jedem f € K[X]" eine algebraische Erweiterung L O K gibt, so dass f iiber L in
Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es auch zu jeder endlichen Teilmenge S C K[X]* eine
algebraische Erweiterung L O K, so dass alle f € S iiber L in Linearfaktoren zerfallen.
(Nehme den Zerfallungskorper des Produkts der Polynome in S.) Es stellt sich die Frage, ob
dies auch fiir grofere Teilmengen S, und schlieflich fiir S = K[X]” selbst mdglich ist.

Definition 17.9. Ein Korper K heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-kon-
stante Polynom in K[X] iiber K in Linearfaktoren zerfallt. Ist K selbst nicht algebraisch
abgeschlossen, so heifit ein Koérper L mit L O K ein algebraischer Abschluss von K,

wenn L algebraisch abgeschlossen und die Erweiterung L O K algebraisch ist.

Allgemein kann mit Hilfe des Lemmas von Zorn gezeigt werden, dass es zu jedem belie-
bigen K einen algebraischen Abschluss L O K gibt (Satz von Steinitz). Wir werden dies am
Ende dieses Skripts in einem Anhang weiter diskutieren; inshesondere werden wir dort Fille

behandeln, wo man das Lemma von Zorn nicht benétigt.

Beispiel 17.10. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist C algebraisch abgeschlos-
sen. Aber C ist kein algebraischer Abschluss von Q (weil die Erweiterung C O Q transzen-
dente Elemente enthilt). Ein algebraischer Abschluss von Q ist gegeben durch

Q :={x € C| « algebraisch iiber Q} C C.
Denn: Nach Folgerung 16.7 ist Q C C ein Teilkdrper. Sei f = Y, _, a;X' € Q[X] nicht-konstant mit a; € Q
und a,, # 0. Jedes a; ist algebraisch iiber Q, also ist L := Q(ag,...,an) 2 Q eine algebraische Erweiterung.

Nun zerféllt f iiber C in Linearfaktoren, also f = an, (X — 1)+ (X — &) mit oy € C. Hier ist jedes oy

algebraisch {iber L (weil Nullstelle von f € L[X]) und damit auch iiber Q (siehe Folgerung 16.6), d.h., o € Q.

18. Eine Anwendung: Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Die folgenden Fragestellungen sind klassische Probleme der antiken Mathematik:
" Auf diese Weise werden zum Beispiel endliche Kérper in Computer-Algebra-Systemen, etwa GAP | I,

dargestellt: Jedes Element ist entweder 0 oder Potenz eines Erzeugers der multiplikativen Gruppe.
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e Ist die Quadratur des Kreises moglich? (Also: Kann man aus einem gegebenen Kreis
ein Quadrat mit gleichem Fldcheninhalt konstruieren?).
e Kann man jeden gegebenen Winkel in drei gleich grofse Teile unterteilen?
e Wiirfelverdoppelung? (Also: Kann man aus einem gegebenen Wiirfel einen Wiirfel
mit doppeltem Volumen konstruieren?)
Erlaubte Hilfsmittel sind hierbei nur die “Euklidischen Werkzeuge” Zirkel und Lineal; siehe
auch https://de.wikipedia.org/wiki/Konstruktion_mit_Zirkel_und_Lineal.
Eine Losung dieser Probleme erfolgte erst im 19. Jahrhundert, durch Gaufs, Galois, Wantzel
sowie Lindemanns Beweis der Transzendenz von 7t. — Dies ist ein Musterbeispiel fiir die

Anwendung algebraischer Methoden auf geometrische Fragestellungen.

Wir prézisieren nun, was genau “Konstruktion mit Zirkel und Lineal” bedeutet. Alles spielt
sich in der reellen Ebene R? ab. Gegeben sei eine Teilmenge Py C R?; wir nehmen stets an,
dass (0,0) und (1,0) zu Py gehoren (als Startpunkte). Dann gibt es die beiden folgenden
elementaren Konstruktionsschritte, wobei nur Zirkel und Lineal benutzt werden:

(L) Durch zwei verschiedene Punkte von Py ziehe eine Gerade.

(Z) Schlage einen Kreis um einen Punkt aus Py als Mittelpunkt, wobei der Radius der

Abstand zweier verschiedener Punkte aus Py ist.

(Das Lineal enthélt dabei keine Markierungen von Mafeinheiten; es wird nur benutzt, um eine gerade Linie

zu ziehen. Abstinde wie in (Z) werden also nicht gemessen, sondern mit dem Zirkel abgegriffen.)

Definition 18.1. Sei Py C R? gegeben, wobei (0,0) € Py und (1,0) € Py. Sei (x,y) € R2.
(a) (x,y) heifst elementar aus Py konstruierbar, wenn (x,y) der Schnittpunkt von zwei ver-
schiedenen Graden wie in (L) ist, oder ein Schnittpunkt einer Geraden wie in (L) und eines

Kreises wie in (Z), oder ein Schnittpunkt von zwei verschiedenen Kreisen wie in (Z).

(b) (x,y) heifst mit Zirkel und Lineal aus Py konstruierbar, wenn es ein n > 1 und Punkte
(X1,Y1)y -y (XnyYn) = (x,y) in R? gibt, so dass jedes (xi,y;) fiir 1 < i < n rekursiv aus

Po U{(x1,Y1),.., (Xi—1,Yi—1)} elementar konstruierbar ist.

[Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion der obigen Konstruktionen siehe zum Beispiel Kapitel 22 im Buch von
Karpfinger-Meyberg [I[{\]. Man sieht etwa leicht, dass (x,y) € R? genau dann mit Zirkel und Lineal aus Py

konstruierbar ist, wenn (x,0) und (0,y) aus Py konstruierbar sind.]

Lemma 18.2. Sei Py C R? wie oben und (x,y) € R? elementar aus Py konstruierbar. Sei
Ko = @(u,v | (LL,V) S Po) C R. Dann gilt [Ko(X) 1 Ko) <2 und [Ko(y) s Kol < 2.

Beweis. Vorbetrachtung: Sind zwei verschiedene Punkte (x1,y7) € Py und (x2,y2) € Po

gegeben, so ist die Gerade durch diese beiden Punkte gegeben durch

G ={(u,v) cR? |au+bv =c}, wobei a =y; —ys, b =% —X1, ¢ =X2Yy1 — X1Y3;


https://de.wikipedia.org/wiki/Konstruktion_mit_Zirkel_und_Lineal
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beachte a, b, c € Ky, sowie a # 0 oder b # 0. Auerdem: Ist r der Abstand zwischen (x7,y1)
und (x2,Y3), so ist der Kreis mit Mittelpunkt (x;,y;) und Radius r gegeben durch

{(w,v) e R | (u—x1) + (v—yi)? =17}, wobei 1* = (x —x1)* + (y2 —y1)? € K.
Nun betrachten wir die drei moglichen Konstruktionsschritte fiir (x,y).

1. Fall: (x,y) ist der Schnittpunkt von zwei verschiedenen Geraden wie in (L). Diese beiden
Geraden sind also gegeben durch G; = {(u,v) € R? | aju + byv = ¢} fiir i = 1,2, wobei
ai, by, ¢; € Ko. Wegen Gy # G, gibt es genau einen Schnittpunkt, den man als Losung des

linearen Gleichungssystems a;x + by = ¢, a;x + byy = ¢, erhélt. Hier ist also x,y € K.

2. Fall: (x,y) ist ein Schnittpunkt einer Geraden wie in (L) und eines Kreises wie in (Z).

Dann erfiillt (x,y) also zwei Gleichungen der Form
ax+by=c und (x —%0)* + (y —yo)* =17,

wobei a, b, ¢ € Ky, X0, Yo € Ko und % € Kp. Sei zuerst b # 0. Dann ist y = b~'c—b~ax und

2 = 12 ¢ K,. Multiplizieren wir die linke Seite

wir erhalten (x —x)? + (b~'c — b~ Tax —yo)
aus, so erhalten wir ax? + Bx+v = > mit «, B,y € Ko; dabei ist « = 1+b2a? # 0. Also ist
x Losung einer quadratischen Gleichung mit Koeffizienten in Ky und damit [Ky(x) : K] < 2.
Aus y = b~ 'c — b Tax folgt dann auch y € Ko(x), also [Ko(y) : Ko] < 2. Ist b = 0, so muss

a # 0 gelten und man kann vollig analog argumentieren.

3. Fall: (x,y) ist ein Schnittpunkt von zwei verschiedenen Kreisen wie in (Z). Dann erfiillt

(x,y) also zwei Gleichungen der Form
(x=—x)+y—y)=r wnd  (x—x)+(y—y) =13,

wobei x1,%2,Y2,Y2 € Ko und 13,13 € Ko; dabei ist (x1,Y1) # (x2,Y2). Multiplizieren wir die
obigen Gleichungen aus und subtrahieren sie voneinander, so erhalten wir

206 —x1)x F 2y —y )y =15 =15 +y5 —yi x5 — x4,

also die Gleichung einer Geraden iiber Ky. Damit ist das Problem auf den 2. Fall zuriickge-

fithrt; es folgt also wieder [Ko(x) : Ko] < 2 und [Ko(y) : Ko] < 2. O

Satz 18.3. Seien Py C R? und Ko = Q(u,v | (u,v) € Py) C R wie oben. Ist (x,y) € R? aus
Po konstruierbar, so sind die Korpergrade [Ko(x) : Kol und [Ko(y) : Kol Potenzen von 2.

Beweis. Nach Definition 18.1 gibt es ein n > 1 und (x1,Y1)y..., (X0, Yn) = (x,y) in R?,
so dass jedes (xi,yi) fiir T < 1 < naus Py := PoU{(x1,Y1)y-.., (Xi1,Yi_1)} elementar

konstruierbar ist. Setze Ky := Ko(x1,y1), Kz := Ky (x2,42), - .., Ky := Kyi_1(xn,yn). Dann ist

Ki—] = Q(LL,V | (u,v) € Pi—l) fir 1 < i <n.
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Nach Lemma 18.2 folgt also [Ki_7(x;) : Ki_1] < 2 und [K;_1(y;) : Ki_1] < 2. Insbesondere ist y;
Nullstelle eines Polynoms vom Grad < 2 mit Koeffizienten in K; . Fassen wir dieses Polynom
als Polynom mit Koeffizienten in K;_;(x;) auf, so folgt also auch [Ki_q(xi,yi) : Ki_1(xi)] < 2.

Mit dem Gradsatz erhalten wir dann
[Ki @ Kizg] = [Ki (Xi,yi) s K] = [Kiy (Xi,yi) s Ky (xi)] - [Kig (%) Kiq],

also [K; : Ki_4] € {1,2,4}. Wieder mit dem Gradsatz folgt [K, : Ko] = [K, : Ky q] -+ - [Ky : Ko] =
Potenz von 2. Schliefslich ist [Ky : Ko] = [Ky : Ko(x)][Ko(x) : Kol, also auch [Ky(x) : Ko eine
Potenz von 2; analog ebenso [Ky(y) : Kol. O

Beispiel 18.4. Sei jeweils Py ={(0,0),(1,0)}.

(a) Die Quadratur des Kreises ist unmoglich. Genauer: Gegeben sei ein Kreis mit Mit-
telpunkt (0,0) und Radius 1, also genau dem Abstand der beiden Punkte in Py. Ist es
dann moglich, ausgehend von P, die Eckpunkte (0,0), (a,0), (0, a), (a,a) (mit a > 0) eines
Quadrats mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, dessen Flécheninhalt gleich dem Fléchen-
inhalt des Kreises, also 71, ist? Wenn ja, dann wire a = /7t und mit Satz 18.3 folgt, dass
[Q(/7) : Q] eine 2-Potenz ist. Insbesondere miisste /7t algebraisch sein, und damit auch

y S .
7t = /7, Widerspruch zum Satz von Lindemann (Transzendenz von 7).

(b) Die Wriirfelverdoppelung (auch Delisches Problem genannt) ist unmoglich. Genauer:
Gegeben sei ein Wiirfel mit Kantenldnge 1, also genau dem Abstand der beiden Punkte in Py.
Ist es dann moglich, die Kantenldnge eines Wiirfels mit doppeltem Volumen zu konstruieren,
also ausgehend von Py den Punkt (v/2,0) € RZ? Wenn ja, so miisste [Q(v/2) : Q] eine 2-
Potenz sein; aber mit dem Eisenstein-Kriterium (fiir p = 2) folgt, dass X* —2 € Q[X] das
Minimalpolynom von v/2 ist, also [Q(+v/2) : Q] = 3, Widerspruch.

(c) Die Winkeldreiteilung wird in den Ubungen behandelt.

Betrachte fiir n > 3 die Punkte z,y = (COS(ZT[k/Tl),SiH(ZTEk/Tl)) ceRfiro<k<n—1.
Diese Punkte liegen auf dem Kreis mit (0,0) als Mittelpunkt und Radius 1, und teilen
diesen Kreis in n gleiche Abschnitte ab. Wir erhalten also ein regelmdfliges n-Eck mit
Eckpunkten z, 0y Zn 1y . - .y Znn—1. Lassen sich diese mit Zirkel und Lineal konstruieren? Dazu

zeigen wir zuerst den folgenden Satz, der unabhéngig von Zirkel und Lineal interessant ist.

Satz 18.5 (Gauf, Kronecker). Sein > 1 und ®, € Q[X] das n-te Kreisteilungspolynom
(sieche Beispiel 12.11(b) und Satz 12.12). Dann ist @y irreduzibel, und damit das Minimal-
polynom (iber Q) der primitiven n-ten Einheitswurzel (, = cos(2mt/n) + isin(27t/n) € C.

| Ab hier Woche 13|

Beweis. Nach Satz 13.9(a) geniigt es zu zeigen, dass @,, irreduzibel in Z[X] ist. Sei @, = fg
mit f, g € Z[X] wobei f irreduzibel, Grad(f) > 1 und f({,) = 0 gilt. Weil ®@,, normiert ist,
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kénnen wir auch annehmen, dass f, g normiert sind. Wiederum nach Satz 13.9(a) ist f auch

irreduzibel in Q[X]. Wir behaupten nun, mit Bezeichnungen wie in Definition 12.10:
()  Ist @ € E, mit f(a) =0 und p Primzahl mit p t n, so gilt auch f(o?) = 0.

Zunéachst beachte: Wegen f | @, ist @,,(«x) = 0, also («) = E,,. Und wegen p 1 n gilt auch
(o) = E,, d.h., @, (aP) = 0. Wire also f(aP) # 0, dann miisste g(a«P) = 0 gelten, d.h., o ist
eine Nullstelle des Polynoms g := g(XP) € Z[X]. Wir miissen dies nun zu einem Widerspruch
fiihren. Dazu: Da f normiert und irreduzibel ist, gilt u, = f; also folgt f | g (in Q[X]) mit
Lemma 15.7. Es gibt also ein h € Q[X] mit § = fh. Sei 0 # ¢ € Z so, dass h := ch € Z[X]
gilt. Dann ist cg = (ch)f = hf. Mit Lemma 13.7 gilt dann auch f | g in Z[X].

Wir reduzieren modulo p und rechnen in [F,[X] wobei F, = Z/pZ Kérper mit p Elementen
ist. Fiir ein beliebiges h € Z[X] sei dann wie in Bemerkung 13.1 h* € F,[X] das Polynom,
das wir durch Reduktion der Koeffizienten modulo p erhalten. Damit ist @} = f*g* und
1 g(XP)* in Fp[X]. Sei g =3} ; b;X/. Dann ist

XP) =3 bXP =3 bIXP=> (bX)" beJ
j j j

wobei wir den kleinen Satz von Fermat und Lemma 15.2 benutzt haben. Also folgt auch
f* | (g*)P in F,[X]. Sei f; € F,[X] ein irreduzibler Faktor von f* (also auch Grad(f;) > 1).
Dann ist f; | (g*)P also auch f; | g* und es folgt f2 | 7 in [F, [X]. Dann ist aber auch f3 | Xn—1
und damit f; | D(X*—1) = nX"" in F,[X] (siche die Bemerkungen vor Lemma 17.5). Wegen
n # 0 miisste dann f; = cX mit 0 # ¢ € I, sein, Widerspruch zu f; | X™ — 1.

Damit ist (x) gezeigt. Sei nun d € {1,...,n} beliebig mit ggT(d,n) = 1. Wir schreiben
d =pip;2 - - - px mit Primzahlen p;. Es kann hier p; = p; fiir i # j gelten, aber auf jeden Fall
ist p; t n fiir alle i. Da nun f(,) = 0 gilt, folgt mit (%) auch f(CR') = 0. Anwenden von (x)
auf (P zeigt dann auch f({%'P2) = 0 und so fort, bis zu f({¢) = 0. Also hat f alle ¢4 mit
ggT(d,n) =1 als Nullstellen. Damit Grad(f) > ¢(n), also schlieklich @, = f. O

Satz 18.6 (Gauk). Sein > 3. Sind die Eckpunkte des regelmdfigen n-Ecks mit Zirkel und
Lineal konstruierbar (aus Py = {(0,0),(1,0)}), so muss ¢(n) eine 2-Potenz sein. (Hier ist
wieder d(n) die Eulersche Phi-Funktion.)

Beweis. Nach Annahme ist insbesondere z,,; € R? konstruierbar, also ist [Q(cos(27t/n)) : Q]
nach Satz 18.3 eine 2-Potenz. Wegen cos(27t/n)? + sin(27r/n)? = 1 ist sin(27r/n) Nullstel-
le eines Polynoms vom Grad 2 iiber Q(cos(27t/n)), also gilt [Q(cos(27t/n),sin(27t/n))
Q(cos(2t/n))] < 2. Mit dem Gradsatz folgt, dass [Q(cos(27t/n),sin(27t/n)) : Q] eine 2-
Potenz ist. Wir gehen nun zu C iiber und betrachten K := Q(cos(27t/n), sin(27t/n),i) C C.
Wegen 1?41 = 0 ist [K : Q(cos(27t/n), sin(27t/n))] < 2. Mit dem Gradsatz folgt, dass [K : Q)
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eine 2-Potenz ist. Nun ist {, = cos(27t/n) +1isin(27t/n) € K, also folgt auch [Q(,) : Q] =27
fiir ein v > 0 (wiederum mit dem Gradsatz). Aber nach Satz 18.5 ist @, das Minimalpoynom
von (, tiber Q; also schlieklich ¢(n) = Grad(®,) = [Q((,) : Q] = 2. O

Gaufk hat auch die Umkehrung des obigen Satzes gezeigt, d.h., ist ¢(n) eine 2-Potenz, so ist
das regelmassige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Damit konnte er zum Beispiel
zeigen, dass das regelméfige 17-Eck konstruierbar ist, was der erste echte Fortschritt zu die-
sem Problem seit der Antike war. (Gauk war gerade 19 Jahre alt, als er dies 16ste.) Fiir weitere

Informationen siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Konstruierbares_Polygon.

Beispiel 18.7. Sei n = p > 3 eine Primzahl. Dann ist ¢(p) = p — 1. Ist das regelmékige p-
Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so muss p —1 eine 2-Potenz sein. Solche Primzahlen
heifen Fermat’sche Primzahlen; Beispiele sind 3 = 2+ 1,5 = 224+ 1, 17 = 24 4+ 1,
257 =28 +1, 65537 = 2'° + 1. Es ist nicht bekannt, ob es noch weitere gibt!

19. Lésbarkeit algebraischer Gleichungen

In einer Vorlesung zur Analysis (oder komplexen Analysis) haben Sie vielleicht schon einen

Beweis des folgenden Satzes gesehen.

Satz 19.1 (Fundamentalsatz der Algebra).® Jedes nicht-konstante Polynom in C[X] zerfdllt

in Linearfaktoren tiber C, d.h., C ist algebraisch abgeschlossen.

Der folgende Beweis des Fundamentalsatzes ist “so algebraisch wie moglich”. Er geht auf
Laplace zuriick (um 1795, siehe [I'h, Kap. 4, Anhang]) und benutzt den Hauptsatz tiber
symmetrische Polynome. Wegen C D R werden wir nicht ganz ohne Analysis auskommen;
wir benutzen allerdings nur die folgenden beiden “analytischen” Tatsachen:
(1) Ist f € R[X] nicht-konstant mit Grad(f) ungerade, so hat f eine Nullstelle in R. [Denn:
Sei f normiert. Da Grad(f) ungerade, ist lim,_, o f(x) = 400, lim,_,_o f(x) = —o0;
nach dem Zwischenwertsatz der Analysis muss es also ein xg € R geben mit f(xy) = 0.
(2) Wie bereits in Beispiel 16.10 bemerkt, hat jedes z = a +ib € C (mit 1 = /1)
eine Quadratwurzel in C. Also kann man jedes 0 # f € C[X] vom Grad 2 nach dem
tiblichen Verfahren (quadratische Ergdnzung) in Linearfaktoren iiber C zerlegen.
Nun zum eigentlichen Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jedes nicht-konstante f € C[X] eine
Nullstelle in C hat. Denn ist f(z) = 0 fiir ein z € C, so ist f = (X — z)g mit Grad(g) =

Grad(f) — 1 und wir kénnen mit g fortfahren. Es geniigt sogar zu zeigen:
(%) Jedes nicht-konstante g € R[X] hat eine Nullstelle in C.

8Siehe [I2h, Kap. 4] und die “Note historique” [30, VIL69] fiir einen Uberblick zur Geschichte dieses Satzes.


https://de.wikipedia.org/wiki/Konstruierbares_Polygon
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Denn ist f € C[X] beliebig, so schreibe f = 3 ' ; a;X' mit a; € C und setze = > roaXh
Dann ist g := ff € R[X]. Gilt (x), so gibt es ein z € C mit g(z) = (ff)(z) = f(z)f(z) = 0.
Also ist f(z) = 0 oder f(z) = 0; im letzteren Fall ist auch f(z) = 0. Also hat f auf jeden Fall

eine Nullstelle in C.

Sei also nun 0 # g € R[X] mit n = Grad(g) > T; um zu zeigen, dass (x) gilt, kénnen wir g
als normiert annehmen und schreiben n = 2'm mit 1 > 0 und m > 1 ungerade. Der Beweis
erfolgt mit Induktion nach L. Ist L = 0, so ist n ungerade, also hat g eine Nullstelle, sogar
in R, nach (1). Sei nun 1 > 0 und L O C ein Zerféllungskorper von g. Da g normiert ist,
konnen wir schreiben g = (X — o7) - -+ (X — &) mit o € L. Der geniale Trick des Beweises
besteht darin, fiir ein festes A € R das folgende Polynom zu betrachten:
g\ = H (X — oy — oty — Aoyxs) € LIXI.
1<r<s<n
Es gilt Grad(gy) = jn(n—1) = 12'm(2'm —1) = 2"""m(2'm —1) > 1. Also ist der 2-Anteil
im Grad von gy nur noch 2!, d.h., wir kénnen versuchen, Induktion anzuwenden. Dazu
miissen wir noch zeigen, dass g) € R[X] gilt. Bei diesem entscheidenden Punkt benutzen wir
nun den Hauptsatz iber symmetrische Polynome. Betrachte dazu
Gri= ] (Xuwr =Xe=Xe=AXiXo) € RIXqy. .y Xy Xnpal.
1<r<s<n
Wenden wir irgendeine Permutation 7 € S, (aufgefasst also Permutation in S,.; wobei
m(n+1) = n+1) auf obiges Polynom an, so werden lediglich die Faktoren umgeordnet, man
erhalt also das gleiche Polynom. Schreiben wir also Gy = Zi ngL L mit g5 € RIXq, ..., X4,
so folgt g; € R[X;,..., X5 fiir alle j. Durch Einsetzen erhalten wir
gr = Galor v ey 0ty X) = 3 gi(ay ..., x0)X € L[X].
Nun war g = (X —oq) -+ (X — ) € R[X]. Mit der “verbiiffenden Konsequenz” in Bei-
spiel 14.6 gilt also h(o,..., ) € R fiir jedes h € R[Xj,..., X,/ Insbesondere damit
auch gj(a1,...,x,) € R fiir alle j, also gy € R[X]. Wir kénnen also tatséchlich Induktion
auf g, anwenden; damit gibt es ein z € C mit g,(z) = 0. Die Definition von g, zeigt, dass es
Indizes T < r < s < n gibt mit o, + s + A, = z € C. Wihlen wir nun ein weiteres A’ € R
und verfahren analog, so muss es wieder (moglicherweise andere) Indizes 1 < 1/ < s’ < n
geben mit o + og: + A o xgr € C. Da es unendlich viele Moglichkeiten fiir A € R gibt, aber
nur endlich viele Paare von Indizes in {1,...,n}, muss es verschiedene A,A\’ € R geben, die
zu dem gleichen Paar von Indizes fiithren, d.h., es gibt 1 <1 < s < n mit
o+ o + Ax s € C, o+ o + AN oo € C und A#£N.
Daraus folgt dann aber p := &, + & € C und q := o5 € C, also ist
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(X — o) (X — &) = X2 — (0t + o)X + oo = X2 —pX + q € CIX.
Nach (2) sind o, &5 in C, also haben wir tatséchlich Nullstellen von g in C gefunden.

Beispiel 19.2. Sei f € Q[X] normiert mit Grad(f) = 3. Durch eine Substitution der Form
X — X+ a kann man stets erreichen, dass f = X3 +pX+q mit p, q € Q gilt. Da C algebraisch
abgeschlossen ist, gilt dann f = (X — o) (X — ) (X — o3) mit o € C. Die Cardano’schen
Formeln (16. Jahrhundert) zeigen, dass sich die o; wie folgt explizit aus p, q berechnen

lassen: Da wir in C beliebige Wurzeln ziehen kénnen, bestimmen wir zuerst u,v € C mit
3 _ 3 _ : ¢ p
u——%—l—\/z und v——%—\/z, wobei A= +5%€Q

und VA € C wie in Beispiel 16.10(a) gebildet werden kann. Dann folgt u® +v* = —q und
(W) =1 = (—§+VA)(-$—VA) = 941 —A= —g—; = (—%)?; also kdnnen wir u,v so
wihlen, dass uv = —¥% gilt. Mit dieser Nebenbedingung sind die Losungen gegeben durch

x = U+ v, o = Gu+ (G, oz = GGu+ GV,

wobei (3 € C eine primitive dritte Einheitswurzel ist. (Beweis durch einfaches Nachrechnen:
oGH+po+q = (ut+v)3+p(utv)+q = WH3uv3uw? V3 4p(utv)+q = W3+ (3uv+p) -
(u+v)+q = 0; analog fiir o; und og.) Beispiele: f = X3 + 6X — 20 mit genau einer reel-
len Losung, sowie f = X® — 15X — 4 mit drei reellen Losungen, wie man leicht mit einer

Kurvendiskussion sieht; was ergibt sich jeweils fiir o, 2, ¢z aus obigen Formeln?

In jedem Fall sind die Nullstellen «; von f also enthalten in

M := Q(B1, B2, B3, Ba), wobei By = (3, B% = A, ﬁ% =B2—q/2 und Bi =—PB2—q/2
Hier gilt B € Q, B € Q(B1), B3 € Q(B1,B2), Bi € Q(B1,B2,B3). d.h., wir erhalten

die «; durch wiederholtes Wurzelziehen und die iiblichen Kérper-Operationen +, —, -, / aus
den Koeffizienten von f, dhnlich (nur etwas komplizierter) zum Fall von Polynomen vom

Grad 2. — Dies fiihrt zur folgenden allgemeinen Definition.

Definition 19.3. (a) Sei M D K eine Korpererweiterung. Wir sagen, dass dies eine Radikal-
erweiterung ist, wenn es eine endliche Folge von Elementen Bi,...,p, € M\ {0} und
natiirliche Zahlen n,...,n, € N gibt mit

M =K(B1,...,Br) und B € K(Bry...yPiy) fiir 1 <igr.
Setzen wir Ky := K und K; := K(pB1,..., ;) fir 1 <1<, so gilt

Ki = Ki1(B4), Bt € Kiy und K€Ky C...CK, =M.
Beachte auch: Es gilt [K; : Ki_;] <y fiir 1 <1< rund damit [M : K] < oo (Gradsatz).

(b) Sei f € K[X] nicht-konstant und L O K ein Zerfallungskorper von f. Wir sagen, dass f
durch Radzikale auflosbar ist, wenn L in einer Radikalerweiterung M D K enthalten ist, d.h.,

es gibt einen Kérper M D L, so dass M D K eine Radikalerweiterung wie in (a) ist.
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Beispiel 19.4. Ist L O K Zerfallungskorper von f, so muss L O K nicht unbedingt selbst
schon eine Radikalerweiterung sein. Sei zum Beispiel f = X3 —3X+1 € Q[X]. Dann kann man
sich iiberlegen, dass [L : Q] = 3 gilt (Ubung oder selbst). Wire L D Q eine Radikalerweite-
rung, so miisste L = Q(«) gelten, mit «* € Q und p, = X3 — o®. Wir werden im néchsten
Abschnitt sehen (siehe dort Satz 20.10), dass p, in Linearfaktoren in L zerféllt. Aber dann
ist auch eine primitive dritte Einheitswurzel in L und damit 2 | [L : Q], Widerspruch.

Nach den Beispielen 16.10(a) und 19.2 sind jedenfalls Polynome vom Grad 2 und 3 durch
Radikale aufldsbar; und es ist bekannt, dass dies auch fiir Polynome vom Grad 4 geht (Ferrari-
Formeln, ebenfalls 16. Jahrhundert). Ein bertihmtes Problem der Algebra ist die Frage, ob
dies fiir beliebige Polynome moglich ist. Die systematische Losung dieser Frage (durch Abel,

Galois) ist ein Musterbeispiel fiir das Zusammenspiel von Gruppen, Ringen und Kérpern.

Sei L D K eine Korpererweiterung und G := Aut(L, K) die Menge der Korper-Isomorphismen
0: L — L mit o(x) = x fiir alle x € K. Dann ist G eine Gruppe (mit der Hintereinanderaus-
fiihrung als Verkniipfung), die auf L operiert durch G x L — L, (o,y) — o(y).

Bemerkung 19.5. Seien L O K und G = Aut(L, K) wie oben. Seien z € L und f € K[X]
beliebig. Schreiben wir f =Y ' ; a;X' mit a; € K, so folgt

o(f(z)) = o(}_aiz!) = ¥ ola)o(z) = 3 aiolz) = f(o(2)),
i=0 i=0 i=0

wobei wir o(x) = x fiir alle x € K benutzt haben. Insbesondere gilt: f(z) =0 & f(o(z)) = 0.

Die Menge der Nullstellen von f ist also “invariant” unter G.

Lemma 19.6. Sei L D K Zerfallungskorper von f € K[X], wobei f # 0 und n := Grad(f) > 1.
Dann operiert G = Aut(L,K) auf O :={z € L | f(z) = 0} und der zugehirige Homomorphis-

mus p: G — S ist injektiv; die Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S,,.

Beweis. Sei [0] = m und O ={z;,...,z,} mit m < n. (Es konnte ja mehrfache Nullstellen
geben.) Sei 0 € G und z € O; nach obiger Bemerkung ist dann auch o(z) € O. Damit
schrankt die Operation von G auf L auf eine Operation von G auf O ein. Nach Beispiel 8.11
erhalten wir einen Gruppen-Homomorphismus p: G — Sy = S, < S, mit Kern(p) = {0 €
Glo(zi) =z fur 1 <1< m} Nunist L =K(zy,...,zy); nach Beispiel 16.5 ist ein beliebiges
y € L von der Form y = g(z1,...,zn) mit g € K[X;,..., Xp]. Ist also o(z;) = z; fiir alle 1,
so folgt o(y) = o(g(z1,...,zn)) = glo(z1)y...,0(zn)) = g(z1,...,zn) =y fur alley € L,
d.h., 0 =1id;. Also ist p injektiv. O

Uns stehen an dieser Stelle eigentlich iiberhaupt keine Methoden zur Verfiigung, um Elemente

von Aut(L, K) zu konstruieren; wir konnen nicht einmal ausschliefen, dass Aut(L, K) nur aus
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der Identitdt idp besteht. Um dennoch ein substanzielles Beispiel behandeln zu koénnen,

kommen uns wiederum die symmetrischen Polynome aus §14 zu Hilfe.

Beispiel 19.7. Sei n > 1 und L, Quotientenkdrper des Polynomrings Q[Xq,...,X,]. Es
gilt L, ={f/g | f,g € Q[Xi,...,Xul,g # 0}, und es wird wie iiblich mit solchen Briichen
gerechnet. Sei R, = Q[Xi,..., X% C Q[Xi,...,X,] C L, der Teilring der symmetrischen
Polynome. Dann ist K,, :={f/g € L,, | f, g € Ry, g # 0} ein Teilkdérper von L,,. Wir definieren

das allgemeine Polynom n-ten Grades als
f, = Z(—] s, g X4 e KX (wobei s,,_q = elementar-symmetrisches Polynom).
d=0

Analog zu Beispiel 14.3 gilt die Formel f, = (X — X;3)--- (X —X,,) € L.[X], d.h., f,, zerfallt
in L, D K,, in Linearfaktoren. Wegen L, = K, (Xj,...,Xy) folgt, dass L,, sogar ein Zerfal-
lungskorper von fy, ist, und damit [L, : K;,] < n! (siehe Satz 16.11). Nach Lemma 19.6 ist

Gn := Aut(L,, K,,) isomorph zu einer Untergruppe von S,,, also auch |G| < n!.

Satz 19.8. Mit obigen Bezeichnungen gilt G, = S,,.

Beweis. Um G,, = S, zu zeigen, geniigt es noch zu zeigen, dass |G,,| > n! gilt. Dazu: Fiir jedes
7t € S, haben wir den Einsetzungs-Homomorphismus 7t: Q[Xq, ..., X,] — Q[Xq, ..., Xs] mit
(f) = f(Xxa)y ..y Xam)), wie in §14. Man sieht leicht, dass 7t bijektiv ist, mit inverser
Abbildung &: Q[X,..., X, — QI[Xi,...,X,] wobei 0 = 7. Dann kénnen wir 7 auch
zu einem Automorphismus von L, fortsetzen durch 7(f/g) := 7(f)/nt(g) fir f/g € L,.
(Man priift leicht nach, dass dies wohl-definiert ist.) Wegen 7t(f) = f fiir alle f € R, folgt

Mk, = idy,,, also ist T € G,. Sind 7,7’ € S,, mit 7w # 7', so gibt es ein i € {1,...,n} mit
n(i) # 7'(i); dann ist aber auch 7t(Xi) = Xqu) # Xpp) = 7'(Xi), also 7t # 7', Damit ist
S, — G,, ™ 7, injektiv, also gilt auch |G,| > n!. O

Bemerkung 19.9. Ist L C K eine beliebige Korpererweiterung mit [L : K] < 0o, so kann man
ganz allgemein zeigen, dass stets |Aut(L, K)| < [L: K] gilt; siehe Satz 15.3 im Algebra-Skript
[G11]. Wegen G,, = S, und [L, : K;,] < n! folgt damit auch [L, : K] =nl.

Wir zitieren nun das folgende bedeutende Ergebnis (Beweis im néchsten Abschnitt).

Satz 19.10 (Galois). Sei f € K[X] nicht-konstant und L O K ein Zerfillungskérper von f.
Ist £ durch Radikale auflosbar, so ist Aut(L, K) eine auflosbare Gruppe.
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Nun ist S, flir n > 5 nach Satz 9.11 nicht auflosbar. Also folgt, dass das obige allgemeine
Polynom f,, € K.[X] fiir n = Grad(f,) > 5 nicht durch Radikale auflosbar ist.

Insbesondere ist damit der zuerst von Abel um 1824 vollstindig bewiesene Satz® gezeigt, dass
sich Polynome vom Grad > 5 im Allgemeinen nicht durch Radikale aufiésen lassen. Und

letztlich ist der Grund dafiir, dass die Gruppen Sy, mit n > 5 nicht auflésbar sind !

Natiirlich wiirde man gern auch ein konkretes Polynom sehen, welches nicht durch Radikale
auflésbar ist. Man kann etwa fiir f = X°> — 2X + 2 € QI[X] zeigen, dass Aut(L,Q) = S5 gilt
(siche Beispiel 20.8 unten, mit n = 1); also ist f = X°> —2X+2 definitiv nicht durch Radikale
iiber Q auflésbar! (Und Beispiel 20.8 liefert sogar unendlich viele solche Beispiele!®.)

| Ab hier Woche 14|

20. Der Satz von Galois

Der Satz 19.10 von Galois wird oft in Lehrbiichern (und Vorlesungen) im Anschluss an ein
Kapitel zur “Galois-Theorie” behandelt. Eine Untersuchung der tatsdchlich benétigten Vor-
aussetzungen zeigt allerdings (wie z.B. im Artikel von Rosen [R0]), dass dies auch wesentlich

direkter geht — und genau das ist das Ziel dieses Abschnittes.

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Aussagen zu Koérper-Automorphismen, die auch von
unabhangigem Interesse sind. Zur Erinnerung: Ist L O K eine Korpererweiterung, so bezeich-
nen wir mit Aut(L,K) die Gruppe aller Kérper-Isomorphismen o: L — L (auch Automor-
phismen genannt) mit o(x) = x fiir alle x € K. Ein grundlegendes Problem, bereits in §19

erwahnt, ist: Wie konnen wir iiberhaupt Elemente in Aut(L, K) konstruieren?

Seien K, K’ Koérper und o: K — K’ ein Isomorphismus. Dann kénnen wir o zu einem Isomor-

phismus der zugehorigen Polynomringe fortsetzen, durch die Definition:
5(f) =) o(a)X' €K'X]  wobei f=) aX' €KXl
i=0 i=0

Dies ist ein Einsetzungs-Homomorphismus im Sinne von Satz 12.6 (wobei o auf die Koeffi-

zienten eines Polynoms angewandt wird, und X wieder auf X abgebildet wird).

Lemma 20.1. Seien K, K’ Korper und o: K — K’ ein Isomorphismus. Sei f € K[X] normiert,
irreduzibel und f' := 6(f) € K'[X]. Seien L D K und L’ D K’ Erweiterungen, die Elemente
«x € L mit fla) = 0 und B € L" mit f'(f) = 0 enthalten. Dann g¢ibt es genau einen
Isomorphismus o1: K(a) — K/'(B) mit o7(a) = B und o7(x) = o(x) fiir alle x € K.

9Siehe den Artikel von Rosen [Ro] fiir eine moderne Fassung von Abels urspriinglichem Beweis.
10Weitere Literatur dazu: H. OsaDA, The Galois groups of the polynomials X™ 4+ aX! + b, J. Number

Theory 25 (1987), 230-238. Zum Beispiel ist Aut(L,Q) = S,, fiir f =X — X —1 € QIX], fiir alle n > 5.
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Beweis. Esist K(a) ={g(«) | g € K[X]}. Nehmen wir zuerst an, es existert ein Isomorphismus
o1: K(a) — K’(B) mit den gewiinschten Eigenschaften. Ist g = Y " b X' € K[X], so folgt

o1(g(x)) = oy (Z bix') = Z o1(by)or (o)t = Z o(b;)B = (g)(B).
i—0 =0 0

Dies zeigt bereits, dass 07 dann eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt zeigt die obige Formel
auch, wie wir die gewiinschte Abbildung o7: K(«) — L’ definieren miissen: Fiir g € K[X]
setze 01(g(«)) := d(g)(B) € L'. Dies ist wohl-definiert. Denn sind g1,g, € K[X] so, dass
g1(o) = ga(ed) gilt, dann ist (g1 —g2)(x) =0, also f | g1 — gz in K[X] (wegen f = py). Weil &
ein Homomorphismus ist, gilt auch f' = 6(f) | 6(g1) — 6(gz2) in K'[X]. Wegen f'(3) = 0 folgt
o(g1)(B) = o(g2)(B), also ist o7 in der Tat wohl-definiert. Weil die Abbildung K[X] — L,
g — 0(g)(B), ebenfalls ein Einsetzungs-Homomorphismus ist (bei dem o auf die Koefhi-
zienten eines Polynoms angewandt wird, und f fiir X eingesetzt wird), folgt dann sofort,
dass 07 ein Homomorphismus ist. Es gilt Bild(oy) = {h(p) | h € K'[X]} = K’(B), da o ein

Isomorphismus ist. Da K(«) ein Korper ist, ist 07 automatisch injektiv. O

Beispiel 20.2. Sei m € N und (,, = cos(27t/m) + isin(2tr/m) € C. Dann ist L := Q({n)
Zerfallungskorper von X™ — 1 € Q[X]. Nach Satz 18.5 ist das m-te Kreisteilungspolynom
@, € Q[X] das Minimalpolynom von (,, und damit [L: Q] = ¢(m); wegen @, | X™ — 1 ist
L O @Q auch Zerfallungskorper von @.,. Sei nun 1 < 1 < m gegeben mit ggT(1l,m) = 1. Dann
ist auch ¢! eine Nullstelle von @, (siche Beispiel 12.11) und nach Lemma 20.1 gibt es einen
Automorphismus o7 € Aut(L, Q) mit 0,((,,) = ¢, . Ist umgekehrt o € Aut(L, Q) beliebig, so
ist 0( () wieder eine Nullstelle von @, (sieche Lemma 19.6), also o((,) = C}n mitl<l<m
und ggT(1,m) = 1. Wegen L = Q((,,) folgt 0 = 01. Damit haben wir Aut(L,Q) vollstandig
bestimmt: Es gilt Aut(L,Q) ={o | T <1< m, ggT(l,m) =1}

Beispiel 20.3. Sei K beliebiger Korper, m > 1 und K D K ein Zerfallungskorper von
X™ —1 ¢ K[X]. Sei ¢ € K eine primitive m-te Einheitswurzel. Dann sind alle Nullstellen
von X™ — 1 durch Potenzen von { gegeben, also ist K = K({); siehe auch noch einmal
Definition 12.10. Behauptung: Aut(K, K) ist abelsch.

(Dies ist also ein Spezialfall von Satz 19.10, denn wegen ™ =1 € K ist X™ — 1 durch Radikale auflésbar.)
Dazu: Sei 0 € Aut(K,K). Wegen K = {g(¢) | g € KIX]} ist dann o eindeutig festgelegt
durch o(C). Wegen o({)™ = o(C™) = o(1) = 1 ist o(¢) = ¢' mit einem 1 € Ny. Sei auch
o’ € Aut(K, K); dann ist analog o/(¢) = ¢ mit I/ € Ny. Es folgt (00 0”)(¢) = o(0’(Q)) =
o(l") = o(Q)Y = (Y = ¢'". Analog ergibt sich (o’ 0 6)(() = V' = (0 0 0’)({). Wegen
K ={g(¢) | g € K[X]} ist dann 00 0’ = 0’ 0 0. Also ist Aut(K, K) abelsch.
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Satz 20.4 (Fortsetzungssatz). Seien K, K’ Kérper und o: K — K’ ein Isomorphismus. Sei
f € K[X] nicht-konstant und L D K ein Zerfdallungskorper von f. Sei L D K’ ein Zerfallungs-

korper von ' := o(f) € K'[X]. Dann gibt es einen Isomorphismus T: L — L' mit tlx = o.

Beweis. Induktion nach n = [L: K]. Ist n = 1, so ist L = K, also nichts zu zeigen. Sei nun
n > 1. Wegen K ;Cé L gibt es ein normiertes, irreduzibles g € K[X] mit Grad(g) > 2 und
g|f. Sei g :=0(g) € K'X]; dann ist g’ | f" in K'[X]. Da f in L in Linearfaktoren zerfillt,
gilt das Gleiche auch fiir g; analog fiir f' und g’. Sei & € L eine Nullstelle von g und 3 € L’
eine Nullstelle von g’. Nach Lemma 20.1 gibt es einen Isomorphismus o7: K(a) — K'(3) mit
o1(a) = B und o;(x) = o(x) fiir alle x € K. Nun setze K; := K(«) und K{ := K’(f3); dann
ist [Ky : K] = Grad(g) > 2. Wir fassen f als Polynom in K;[X] und f" als Polynom in Kj[X]
auf. Trivialerweise sind dann auch L O Ky und L" D K Zerféllungskérper von f € K;[X] bzw.
f € K{[X]. Wegen [L : K] = [L : Ky][Ky : K] > [L : Ky] (Gradsatz) kénnen wir Induktion
auf den Isomorphismus o7: K; — Kj und L O Ky, L’ O K; anwenden. Also gibt es einen

Isomorphismus T: L — L’ mit tl, = 07, und damit auch tlx = (tlx, )|k = o1lx = 0. 0O

Folgerung 20.5. Sei f € K[X] nicht-konstant. Sind L O K und L' D K Zerfallungskorper

von f, so gibt es einen Isomorphismus t: L — L' mit T(x) = x fiir alle x € K.

Beweis. Wende Satz 20.4 an mit o = idg; beachte, dass f' := &(f) = f gilt. O

Folgerung 20.6. Sei L O K Zerfillungskorper eines nicht-konstanten f € K[X]. Gegeben
seien Zwischenkérper K C Ky C L und K C Ky C L. Ist 0: Ky — K ein Isomorphismus mit
o(x) =x fir alle x € K, so gibt es ein T € Aut(L,K) mit tlx, = 0.

Beweis. Fassen wir f als Polynom in K;[X] auf, so ist L auch Zerfallungskorper von f iiber Ky;
analog ist L’ ;== L auch Zerfallungskorper von f iiber Ki. Wegen o(x) = x fiir alle x € K ist
f':= o(f) = f. Wende nun Satz 20.4 auf L O Ky, L’ D K{ und o an. O

Folgerung 20.7. Sei L O K Zerfillungskorper eines nicht-konstanten f € K[X]. Ist f irredu-
zibel, so ist die Operation der Gruppe Aut(L,K) auf der Menge O :={x € L | f(x) = 0} der

Nullstellen von f (siehe Lemma 19.6) transitiv.

Beweis. Seien o« # 3 in O beliebig. Wir betrachten K C Ky := K(a) € L und K C K] :=
K(B) € L. Weil o und f Nullstellen des irreduziblen Polynoms f € K[X] sind, erhalten wir
mit Lemma 20.1 einen Isomorphismus o: K; — K mit o(ax) =  und o(x) = x fiir alle
x € K. Nach Folgerung 20.6 gibt es ein T € Aut(L, K) mit tlx, = 07 und damit 7(x) = 3. O

Beispiel 20.8. Wir betrachten ein Polynom der Form f := X°> —2nX+2 € Q[X], mit n € N
beliebig. Sei L O Q ein Zerfallungskorper von f. Da C algebraisch abgeschlossen ist, kdnnen
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wir L C C annehmen. Wir behaupten, dass Aut(L, Q) = S5 gilt.

Dazu: Nach Lemma 19.6 operiert Aut(L, Q) auf der Menge O C C der Nullstellen von f und
es gibt einen injektiven Gruppen-Homomorphismus Aut(L,Q) — Ss; sei U < S5 das Bild
dieses Homomorphismus. Wir miissen zeigen, dass U = S5 gilt. Mit einer Kurvendiskussion
sieht man leicht, dass f genau 3 verschiedene reelle und 2 konjugiert-komplexe Nullstellen
hat; seien diese &, 0z, 3 € R und o4 = o5 € C\ R. Schauen wir uns nun die Operation von
Aut(L,Q) auf O = {0, xg, &3, 044, &5}, und damit U < Ss, genauer an.

Sei T: C — C, z — z, die komplexe Konjugation. Dann ist T € Aut(C,Q); es gilt T(oy) =
o fir i = 1,2,3 und t(oy) = s, T(xs) = &4. Damit folgt T(L) = L. Also ist T/ :=
T € Aut(L,Q); unter dem Homomorphismus Aut(L, Q) — S5 wird T/ auf die Transposition
(4,5) € S5 abgebildet. Also ist (4,5) € U. Weiterhin folgt mit Eisenstein (p = 2) und dem
Satz von Gauss, dass f irreduzibel ist. Nach Folgerung 20.7 operiert Aut(L, Q) also transitiv
auf 0. Mit dem Bahnensatz folgt, dass || =5 ein Teiler von |Aut(L, Q)| ist. Nach dem Satz
von Cauchy gibt es in Aut(L, Q) ein Element der Ordnung 5; dieses wird also auf ein 7w € U
mit o(7t) = 5 abgebildet. In S5 sind aber die einzigen Permutationen der Ordnung 5 genau
die 5-Zykel. Also enthélt die Untergruppe U < S5 eine Transposition sowie einen 5-Zykel.

Es ist dann leicht zu sehen (zum Beispiel mit GAP), dass U = S5 sein muss.

Satz 20.9. Sei L D K eine Erweiterung mit [L : K] < oco. Seien oy..., € L mit L =
Kty .ooyon). Fir1 < i< sei fiyi= s, € K[X] das Minimalpolynom von o. Sei L’ O K
ein Zerfallungskorper von g := fy - - - f, € K[X]; wegen o, ..., € L kénnen wir dabei L C L’

annehmen. Dann gilt L' = K(T(oci) |1 <i<rundTéeAut(l/, K))

Beweis. Es gilt L’ = K(O) mit O :={f € L' | g(p) = 0}. Weil Aut(L’,K) auf O operiert,
gilt T(a;) € O fiir alle T € Aut(L’,K) und T < 1 < r. Sei umgekehrt B € O beliebig. Dann
ist fi(B) = O fiir ein i € {1,...,r}. Wir betrachten K C K; := K(o;) € L und K C Kj =
K(B) € L. Nach Lemma 20.1 gibt es einen Isomorphismus o7: K; — K{ mit o7(e;) = 3 und
o1(x) = x fiir alle x € K. Nach Folgerung 20.6 gibt es dann auch ein T € Aut(L’,K) mit
Tlx, = 07 und damit (o) = . Also ist O ={t(e;) | 1 <i<rund,t e Aut(L',K)} O

Im Folgenden bezeichnen wir eine Erweiterung L O K als normale Korpererweiterung,

wenn L Zerfallungskorper eines nicht-konstanten Polynoms f € K[X] ist.

Satz 20.10. Eine endliche Erweiterung L O K ist genau dann eine normale Erweiterung,

wenn fir jedes « € L das Minimalpolynom wy € K[X] in Linearfaktoren iber L zerfdllt.

Beweis. Wegen [L : K] < oo gibt es o, ..., € L mit L = K(o, ..., «). Jedes «; ist alge-

braisch tiber K; sei f; := py, € K[X] das Minimalpolynom. Wenn wir annehmen, dass jedes
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f; iiber L in Linearfaktoren zerfillt, so ist L D K Zerfallungskorper von f := fy - - - f. € K[X].
Umgekehrt sei L D K Zerfallungskorper eines nicht-konstanten f € K[X]. Sei « € L belie-
big und M DO L Zerfallungskorper von p, (aufgefasst als Polynom in L[X]). Wir miissen
M = L zeigen. Sei 3 € M eine beliebige Nullstelle von p,. Wir haben also Zwischenkor-
per K(a),K(B) € M. Nach Lemma 20.1 gibt es einen Isomorphismus o7: K(a) — K(B).
Da M D K auch Zerfallungskorper von fu, € K[X] ist, konnen wir o7 nach Folgerung 20.6
zu einem T € Aut(M, K) fortsetzen; es gilt also T(x) = . Sei nun L = K(ay,..., ®,) mit
f(o) = O fiir alle i. Dann ist « = g(og,..., ) mit einem g € K[X;,...,X;] (siehe Bei-
spiel 16.5). Nach Bemerkung 19.5 gilt f(t(e)) = O fiir alle 1, und damit T(;) € L. Es folgt
B =r1(x) =1(g(e,...,00)) = g(t(x1),...,7(x)) €L, und damit M = L. O

Nach den obigen Vorbereitungen steuern wir nun auf den Beweis des Satzes von Galois zu.

Lemma 20.11. Gegeben seien Kdrpererweiterungen K C L C M, wobei L O K und M 2 K
jeweils normale Erweiterungen sind. Dann gilt:

Aut(M, L) < Aut(M, K) und Aut(M, K)/ Aut(M, L) = Aut(L, K).
Auferdem: Ist Aut(M, K) eine auflosbare Gruppe, so auch Aut(L,K).

Beweis. Sei L Zerfallungskorper von f € K[X] und O :={«y,..., &} die Menge der Nullstel-
len von f in L. Nach Bemerkung 19.5 ist O invariant unter Aut(M, K); d.h., T(O) = O fiir
jedes T € Aut(M,K). Damit folgt T(L) = L, denn jedes Element z € L ist von der Form
z=¢g(x,...,0) mit g € K[Xq,...,X;]. Also erhalten wir durch Einschrankung eine Abbil-
dung T|.: L — L, die offenbar in Aut(L, K) ist; wir erhalten also eine Abbildung
p: Aut(M, K) — Aut(L, K), T Tl

Man sieht sofort, dass dies ein Gruppen-Homomorphismus ist, mit

Kern(p) = {t € Aut(M,K) | 1(z) = z fiir alle z € L} = Aut(M,L).
Insbesondere zeigt dies, dass Aut(M, L) = Kern(p) < Aut(M, K) ein Normalteiler ist. Mit
dem Homomorphie-Satz folgt aufserdem, dass die Faktorgruppe Aut(M, K)/Aut(M,L) iso-
morph zu Bild(p), also zu einer Untergruppe von Aut(L, K) ist. Nun beachte, dass M D K
auch als normal vorausgesetzt ist. Also konnen wir Folgerung 20.6 anwenden: Jeder Auto-
momorphismus in Aut(L, K) Idsst sich zu einem Automorphismus in Aut(M, K) fortsetzen.
Dies bedeutet, dass p surjektiv ist, also Bild(p) = Aut(L, K).

Sei schliefslich Aut(M, K) auflésbar. Mit den Bezeichnungen wie in §9 gibt es also ein k € N
mit Aut(M, K)® = {idy}. Wie im Beweis von Lemma 9.6 folgt dann auch Aut(L,K)® =
p(Aut(M, K)®) = p({idu}) = {idi}, also ist Aut(L, K) auflésbar. O

Sei nun M O K eine Radikalerweiterung wie in Definition 19.3. Es gibt also eine endliche
Folge von Elementen f31,...,, € M\ {0} und natiirliche Zahlen n;,...,n, € N mit
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M =K(B1,y...,B:) und B € K(Bry...yPiy) fiir 1 <igr.
Setzen wir Ko := K und K; := K(f1,...,B:) fiir T <1< 1, s0 gilt Ky = K1 (1), B € Kiy
und Ko C K; C ... C K, = M. Wir betrachten dann die Gruppe G := Aut(M, K) und setzen

Gi=Aut(M,K;) ={p e G| op(z) =zfiralleze K;} fir0<<i<r.

Man sieht sofort, dass jedes G; eine Untergruppe von G ist; aufserdem ist offenbar G, =
{idu} € G,_; C ... C Gy € Gy = G. Der grundlegende Zusammenhang zwischen Radikaler-

weiterungen und der Auflésbarkeit von Gruppen ist im folgenden Hilfssatz enthalten.

Lemma 20.12. Sei m € N eine natiirliche Zahl mit n; | m fir 1 < 1 < r. Wir nehmen
an, dass M D K eine normale Erweiterung ist und das Polynom X™ — 1 € K[X] bereits
tiber K in Linearfaktoren zerfallt. Fir 1 < i < r ist dann Gy < Gi_1 ein Normalteiler und die

Faktorgruppe Gi_1/G; ist abelsch. Folglich ist G eine auflosbare Gruppe (siehe Lemma 9.8).

Beweis. Sei i€ {1,...,7} fest und ¢; := B € Ky_y. Sei f; := X™ —¢; € Ki1[X].

Behauptung (1):  K; = K;_1(B4) ist ein Zerfallungskorper von f;.

Dazu: Sei L D Ki_; ein Zerfallungskorper von f;. Wegen fi(;) = O konnen wir K; =
Ki—1(B1) € L annehmen. Sei y € L eine beliebige Nullstelle von f;. Dann ist y™ = ¢; = .
Mit ¢ = yB;' € L folgt also {™ = (yB;')™ = 1 und dann auch ¢™ = 1, d.h., ( ist eine
Nullstelle von X™ — 1. Nach Voraussetzung ist folglich ¢ € K C K; und damit vy = (f3; € K;.

Wegen L = K;_;(y € L | fi(y) =0) folgt L C K; und damit K; = L.

Behauptung (2):  Die Gruppe Aut(K;, Ki_1) ist abelsch.

Dazu: Seien @, @’ € Aut(Ki, Ki_q). Es gilt @(Bi)™ = @(B") = @(ci) = ¢, also ist ()
Nullstelle von f; und damit, wie oben, @(f;) = (f; mit ¢ € K C K;_; und ™ = 1. Analog
ist @'(B)™ = ¢/By mit ¢’ € K €Kiy und (¢')™ = 1. Es folgt (@ o @')(B:) = @(@'(Bi)) =
@(CU'Bi) = (o(Bi) = C/'B: und analog (@' o @)(B:) = C'CPsi. Also ist (¢ o @')(Bi) =
(@’ o ©)(Bi). Wegen K; = Ki_1(B¢) ist jeder Automorphismus in Aut(K;, K; 1) eindeutig

festgelegt durch seinen Wert auf ;. Also folgt @ o @’ = @’ o @. Damit ist auch (2) gezeigt.

Da M D K eine normale Erweiterung ist, ist natiirlich auch M D K;_; normal. Wegen (1)
konnen wir Lemma 20.11 auf K;_; C K; € M anwenden. Also ist G; = Aut(M, K;) < G =
Aut(M, K1) und Gi_1/G; = Aut(Ki, Ki_1). Wegen (2) ist also Gi_1/G; abelsch. O

Beweis von Satz 19.10. Sei f € K[X] nicht-konstant und L D K ein Zerfallungskorper von f.
Wir nehmen an, dass f durch Radikale auflésbar ist, d.h., es gibt eine Radikalerweiterung
M D K mit L € M; wie oben sei M = K(f1,...,B;) wobei B € K(B1,..., i) fir

1 <1< r. Um Lemma 20.12 anwenden zu kénnen, miissen wir zundchst M vergrofsern. Dazu

wéhlen wir ein m € N mit n; | m fiir alle i. Auferdem sei w; € K[X] das Minimalpolynom
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von (3; iber K, fir i = 1,...,1. Sei dann g = (X™ — T)uy .-, € K[X] und M D> M
ein Zerfallungskorper von g (aufgefasst als Polynom in M[X]). Wegen g € K[X] und M =
K(B1,...,P:) ist M D K auch Zerfillungskdrper von g € K[X] selbst. Schlielich sei po € M
eine primitive m-te Einheitswurzel und ng := m. Sei py € K[X] das Minimalpolynom von f,.

Weil alle Nullstellen von X™ — 1 Potenzen von 3¢ sind, folgt:

(%1)  K:=K(Bo) 2 K ist ein Zerfallungskorper von X™ — 1 € K[X];
(%2) M D K ist Zerfallungskorper von pop; - - - py € K[X], es gilt K € K € M.

Behauptung: M D K ist eine Radikalerweiterung. Dazu beachte zunéchst, dass M D K aus
der Konstruktion in Satz 20.9 entsteht, angewandt auf K(Bo, B1,...,B:) 2 K; also gilt:

M=K(t(B:)10<i<r,1<j<n) wobei Aut(M,K)={t =idg,T2..., Tu}

Betrachte nun die Folge der erzeugenden Elemente von M iiber K, wie folgt angeordnet:

60) [31) sy BT) TZ(BO)) TZ(B1)> (XS] TZ(Br)) sy Tn(f’O)» Tn([?’])» LERD) Tn(Br)-
Fiir ein Element 7;(;) in dieser Folge gilt 7;(pBi)™ = Tj(Bni) e (K(Boy...,PRi1)) C

K(ti(Bo)y .-+, Tj(Biz1)). (Fir i > 1 gilt dies nach Voraussetzung an M D K; fiir i = 0

n

gilt dies wegen B5° = 1.) Also ist T;(;)™ im von den strikt vorherigen Elementen der obigen

Folge erzeugten Teilkorper enthalten — genau wie in Definition 19.3 verlangt.

Wegen (x;) ist M D K eine normale Erweiterung, also auch M D K; und M D K ist natiirlich
immer noch eine Radikalerweiterung. Wegen Bo € K kénnen wir nun Lemma 20.12 auf die
Erweiterung M D K anwenden. Also ist Aut(M, K) eine auflssbare Gruppe.

Nachdem dies gezeigt ist, konnen wir wie folgt argumentieren. Wegen (%;), (*2) kénnen wir
Lemma 20.11 auf die Erweiterungen K C K C M anwenden. Also ist Aut(M, K) < Aut(M, K)
und Aut(M, K)/Aut(M, K) = Aut(K, K). Nach Bemerkung 20.3 ist Aut(K, K) abelsch, also
aufldsbar. Weil auch Aut(M, K) auflésbar ist, folgt mit Lemma 9.6, dass Aut(M, K) auflésbar
ist. Anschlieffend konnen wir Lemma 20.11 auf die Erweiterungen K C L C M anwenden.
Weil Aut(M, K) auflésbar ist, folgt damit auch, dass Aut(L, K) auflosbar ist. O

Bemerkung 20.13. Sei f € K[X] nicht-konstant und L O K Zerfallungskoérper von f.
(a) Die Umkehrung von Satz 19.10 gilt auch, d.h., ist Aut(L,K) auflésbar, so ist f durch

Radikale auflosbar. Aber dazu muss vorausgesetzt werden, dass char(K) = 0 gilt (was in

obiger Diskussion nicht nétig war); siehe §30.3 im Buch von Karpfinger-Meyberg [I[<)M].

(b) Sei f durch Radikale auflésbar und M D K eine Radikalerweiterung mit L C M, wie in
Definition 19.3. Ist die Annahme (beziiglich m-ter Einheitswurzeln in K) von Lemma 20.12
erfiillt, so gilt sogar, dass L O K selbst bereits eine Radikalerweiterung ist; siehe §6 im Artikel
von Rosen [Ro]. Aber der Beweis ist nicht unbedingt kiirzer als das obige Argument, in dem

von M zu einer noch grékeren Radikalerweiterung M D K iibergegangen wird.
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Anhang: Algebraischer Abschluss (nicht in der Vorlesung behandelt)

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man zu einem gegebenem Kor-
per K einen algebraischen Abschluss konstruieren kann, also eine algebraische Erweiterung
L D K, so dass jedes nicht-konstante Polynom in L[X] iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Um
dies in aller Allgemeinheit zu zeigen, wird das Lemma von Zorn bendtigt, was die ganze
Angelegenheit mengentheoretisch anspruchsvoll macht!!. Wir wollen hier diejenigen Teile
des Beweises ausfiihrlich behandeln, die nichts mit dem Lemma von Zorn zu tun haben.
Als Nebenprodukt erhalten wir das Ergebnis, dass man auf das Lemma von Zorn verzichten
kann, wenn man nur Korper K mit hochstens abzahlbar vielen Elementen betrachtet. Zu-
sammen mit dem Fundamentalsatz der Algebra ist dies fiir viele Zwecke vollig ausreichend.

Wir beginnen mit einer allgemeinen Vorbetrachtung tiber Polynome.

In Beispiel 13.11 haben wir gesehen, wie man den Polynomring in Unbestimmten Xj, ..., X,
(mit n > 2) rekursiv aus Polynomringen mit jeweils einer Unbestimmten konstruieren kann.
Wir stellen nun eine allgemeine Konstruktion von Polynomringen in beliebig vielen Un-
bestimmten vor. Sei dazu I eine nicht-leere Menge. (Dies wird als Indexmenge fiir die zu
konstruierenden Unbestimmten dienen.) Sei X(I) die Menge aller Funktionen &: I — Ny mit
HieI| &) # 0} < oo. Fiir &, &’ € X(I) definieren wir ein Produkt durch

(£-ENA):=&1)+&'(1) firalleiel

Dann ist auch & - & € X(I) und man sieht sofort, dass dieses Produkt assoziativ ist; die
Abbildung 1;: T — Np, i — 0, ist neutrales Element beziiglich dieser Verkniipfung. Fiir
festes 1 € I sei & € X definiert durch &;(i) := 1 und &;(j) := 0 fiir j € I\ {i}. Dann ldsst sich
jedes 11 # & € X(I) auf eindeutige Weise schreiben als

(1) E=&Y-- & mitt>1,i,..., 0 € lund nyy...ym, €N
[Denn sei {j € I'| £(j) # 0} = {i1,...,1;} mit r > 1 und verschiedenen i;,...,i, € I. Mit nj := £(j) € N fiir
1<j<rfolgt &= E,E‘ e E{tr. Umgekehrt sind 11, ...,1, und ny,...,n, hierdurch eindeutig bestimmt.]

Die Elemente in X(I) werden als Monome 1iber 1 bezeichnet.
Sei nun R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir eine beliebige Funktion f: X(I) — R setzen wir
supp(f) = {§ € X(I) | f(&) # 0}. Wir definieren R[I] als die Menge aller f: X(I) — R mit
|supp(f)| < oco. Fiir f, g € R[I] definieren wir eine Summe und ein Produkt durch
(f+9)(&):=F(E)+9g(8) und  (f-g)(&):= > f(€1)g(£2).
£1,E2€X(1) mit &7-Ep=¢

UFiir eine Herleitung des Lemmas von Zorn aus den iiblichen Axiomen der Zermelo-Frenkel Mengentheorie

sowie dem Auswahlaxiom siehe etwa §16 im Buch von Halmos [Ia].
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Beachte: Zu gegebenem & € X(I) gibt es wegen der Eindeutigkeit in (1) nur endlich viele
&1,& € X(I) mit & = & - &,; also ist die Summe in der Definition von f - g endlich. Man
sieht dann leicht, dass auch supp(f + g) und supp(f - g) endliche Mengen sind, also gilt
f+ g € R[I] und f- g € R[I]. Man muss dann nachrechnen, dass mit diesen Verkniipfungen
R[I] ein kommutativer Ring ist. (Dies ist etwas miithsam, aber der Nachweis der einzelnen
Ring-Axiome ist jeweils eine Routine-Angelegenheit.) Dieser Ring besitzt ein Eins-Element,
namlich Tgyy € R[], definiert durch Tgy(11) := Tg und Tgp (&) := 0 fir & € X(I) \ {1}

Wir definieren aufterdem eine skalare Multiplikation von f € R[I] mit a € R durch (a-f)(§) :=
af(§&) fir alle & € X(I). Dann gelten die iiblichen Distributivregeln; aufserdem Og - f = Ogy
und 1y - f = f fiir alle f € R[I]. Damit konnen wir R als Teilring von R[I] auffassen, indem
wir a € R mit a - Tgpy identifizieren. Fiir & € X(I) definiere X; € R[I] durch X¢ (&) := 1g und
Xe(&) :==0 fiir & € X(I) \ {&}. Damit konnen wir jedes Ogy # f € R[I] auf eindeutige Weise
schreiben als endliche Summe
(2) f= Z ag - Xg mit 0 # a¢ € R fiir alle & € supp(f).

E€supp(f)
[Denn sei ag := f(&) € R fiir alle & € supp(f). Setze dann f":= 3 ;¢ ag - Xg € R[] Fir & € X(I)
beliebig folgt f/(£') = 0 falls &' & supp(f); fiir &' € supp(f) erhiilt man genau ag, = f(£'). Also ist f = ']

Speziell fiir & = & mit i € I (wie oben definiert) schreiben wir X; := Xg,. Stellen wir ein
beliebiges & € X(I) wie oben in (1) dar, so folgt aus der Definition der Multiplikation in R[I]:

(3) Xp = X0 X0,
[Denn: Sei 1, > 0. Dann gilt £ =& - &;, wobei &' := 52‘ E,t:} . E,i:q € X(I). Damit folgt
(Xer - Xi,)(0) = > Xer (01)Xs, (C2)-

C1,02€X(1) mit ¢1-C2=C
Ist G =& und (o =&, sogilt (=01 -G =& &, =&und Xg/ (1) = Xg,, ((2) = 1. Dieses Paar ((1, C2)
liefert also den Beitrag 1 zu obiger Summe. Seien nun (y, (2 € X(I) beliebig, so dass der zugehérige Term in
der obigen Summe # 0 ist. Dann folgt Xg/(¢1) # 0, also {; = &’; analog folgt X;,({2) # 0, also { = &;,.
Also gilt (Xes - X4,)(8) =1 und (Xg/ - Xq,)(0) = 0 fiir ¢ € X(I) \ {&}. Es folgt X¢/ - X, = Xe. Ist n, =0, so

fahren wir entsprechend mit n,_; fort, dann mit n,_, und so weiter, bis alle Terme abgearbeitet sind.]

Durch Kombination von (2) und (3) kénnen wir jedes f € R[I] als endliche Summe der Form
f= Z ah,...,irx?ll S XY (ai,..i, €R)

schreiben, wobei r > 0 beliebig, i;,...,1, € [ und ny,...,n, € Ny. Fiir eine Teilmenge I’ C I
erhalten wir einen Teilring von R[I], der aus allen f wie in (3) besteht, wobei aj,,. i, # O nur

fiir i1,...,1, € I’ gilt; diesen Teilring konnen wir einfach mit R[I’] identifizieren.
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Wir bezeichnen RI[I] als den Ring der Polynome in den Unbestimmten X; (i € I) und mit
Koeffizienten in R. Beachte: Ist I = {i} eine T-elementige Menge, so ist R[I] = R[X;] der
Polynomring in einer Unbestimmten X := X;; fir I = {1,...,n} mit n > 1 ist R[] =
R[Xq,..., Xy, wie in Beispiel 13.11. Wie in diesen beiden Féllen gilt auch fiir R[I], mit I
beliebig, eine “universelle Eigenschaft” : Sei S ein kommutativer Ring mit 1 und ¢@: R — S ein
(unitérer) Ring-Homomorphismus. Sei y = {y; |1 € I} C S eine feste Familie von Elementen

in S. Dann gibt es, vollig analog zu Satz 12.6, einen Einsetzungs-Homomorphismus
®y: R =S mit ¢yla) =¢(a) (firaeR) und @y(X;)=y; (firiel).

Es wird also f = _ ai],_._,iTX';‘ ---X{" (wie oben) abgebildet auf ) _ (p(ai],,__,ir)y?]1 ey €8S,

Mit Hilfe der obigen allgemeinen Konstruktion kénnen wir nun zeigen:

Lemma 20.14 (Artin). Es gibt einen kommutativen Ring R mit 1, so dass K C R ein
Teilring ist und jedes nicht-konstante Polynom in K[X] eine Nullstelle in R hat.

Beweis. Sei 1 := K[X]# die Menge der nicht-konstanten Polynome in K[X]. Wir bilden den
Polynomring K[I]. Fiir f € I setze X; in f ein, erhalte also f(X;) € K[I]. Dann sei ] < K[I] das
von allen f(X¢) mit f € T erzeugte Ideal, also die Menge aller endlichen Summen Y !, gifi(X,)
mit v > 1, g; € K[I] und f; € I (siehe auch Ubungen). Behauptung: | # K[I]. Dazu: Ware
] = KI[l, so 1 € ], also gébe es g1,...,g, € K[I] (mit r > 1) und fy,...,f, € [ mit

1= 91f1(Xf1) + ...+ grfr(Xfr).

Sei L D K ein Zerfallungskorper des Polynoms 0 # f;---f, € K[X]. Es gibt also «; € L mit
f-( J=0fir1 <i<r Sei ¢: K— L die Inklusionsabbildung Wir definieren eine Familie
={ys| fe I} CLdurchyg =0 fiir 1 <i<rundye:=0fir fel\{f,...,f}. Wenden

wir den Einsetzungs-Homomorphismus @y : K[I] — L auf obige Gleichung an, so erhalten wir

1= @y(g1)@y(f1(Xs,)) + ... + §y(gr) @y (f:(Xr,))
Oy(gr)@y(filea)) + ...+ @y(gr) @y(frlow)) =0,
—— ——

-0 -0
Widerspruch. Also ist | ; K[I] und wir bilden den Faktorring R := K[I]/]; fiir a € K[I]
schreiben wir a := a+ ] € R. Wegen ] # K[I] ist die Einschréankung K — R, x — X, injektiv;

vermoge dieser Abbildung kénnen wir K als Teilring von R auffassen (indem wir also einfach
x € K mit x € R identifizieren). Sei nun f € I = K[X]#. Dann kénnen wir o := >_<f € Rin
f einsetzen und erhalten f(«) = f(X¢) = f(X;) = 0, weil f(X(f)) € J. Also hat f tatséchlich

eine Nullstelle in R — aber nach Konstruktion ist eben R nur ein Ring, und kein Korper. [
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Eine geschickte Modifikation des obigen Argumentes liefert folgende stirkere Aussage'2.

Lemma 20.15 (Conrad). Es gibt einen kommutativen Ring R mit 1, so dass K C R ein

Teilring ist und jedes nicht-konstante Polynom in K[X] in Linearfaktoren tiber R zerfdllt.

Beweis. Sei wieder K[X]” die Menge der nicht-konstanten Polynome in K[X]. Fiir f € K[X]*
sei ng := Grad(f) > 1 und 0 # a,, € K der Leitkoeffizient von f. Wir bilden den Polynomring

A:=K[I mit T:={fj)|feKX" und1<j<ngh

Diesmal gehen wir noch einen Schritt weiter und betrachten den Polynomring A[X] in einer
Unbestimmten X iiber A. Fiir ein beliebiges f € K[X]# C A[X] schreibe dann

T'Lf—]

f—an, [ [(X—X¢;) = ch f)X¢ € AX]  mit  cq(f) € A.
=1

Sei ] < A das Ideal, das von allen cq(f) mit f € K[X]” und 0 < d < ny — 1 erzeugt wird.
Behauptung: | # A. Dazu: Ware ] = A, so 1 € ], also gibe es eine Gleichung

(%) 1 =gicq, (f1) + ...+ gcq, () mit v > 1,

wobei g; € A, fi € K[X]” und d; € N mit 0 < d; < ny, — 1. Sei L D K ein Zerfillungskorper
des Polynoms 0 # f; - - - f, € K[X]. Fiir jedes 1 € {1,..., 1} gilt dann also
ny,

fi:anfiH(X—oqj) mit O cL fir 1 g) <nfi.
j=1

Sei Ip :={fi,j) |1 <i<rund 1 <j <ng} CL Sei p: K — L die Inklusionsabbildung.
Wir definieren eine Familie y = {y(fﬂ-) | (f,j) € I} € L durch y, 5 := oy fiir (i,j) € Ip und
Yrj) = 0 fiir (f,j) € I\Io. Sei ¢y: A — L der zugehorige Einsetzungs-Homomorphismus. Mit

Hilfe dieses Homomorphismus erhalten wir dann auch einen Einsetzungs-Homomorphismus
®: AX] — L[X],

welcher @y auf die Koeffizienten eines Polynoms in A[X] anwendet; insbesondere ist ®(g) = g

fiir alle g € K[X]. Damit erhalten wir

Tlfi Tlfi

() (anfi H(X — Xfi’j)> = Clnfi H(X — Oéij) = fi = q)(fl) fiir 1 < i < T.
j=1 j=1
Daraus folgt dann aber
Tlf.l*‘l Tlfif] T1.fi
Z @y (ca, (fi)) X = @ ( Z Cdi(fi)xd> =0 <fi — n,, H(X — Xﬁ,j)) =0,
d=0 d=0 j=1
12Sjehe das “expository paper” zu “Constructing algebraic closures, I’ auf Keith Conrad’s Webseite https:

//kconrad.math.uconn.edu/blurbs; siehe auch Bourbaki [Bo, Chap. V, §4].
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also @E(cdi(ﬂ)) = 0 fiir 1 <1< r. Wenden wir nun @, auf (*) an, so erhalten wir

1= ¢y(g1) @ylcq, (1)) +... + @y(gr) Pylcq, (f:)) =0,
Widerspruch. Also ist | ; A und wir bilden wieder den Faktorring R := A/]; fiir a €
A schreiben wir a := a+ ] € R. Wegen | # A ist die Einschriankung K — R, x — x,
injektiv; vermoge dieser Abbildung kénnen wir K als Teilring von R auffassen (indem wir
also einfach x € K mit x € R identifizieren). Wir erhalten dann auch einen (Einsetzungs-)
Homomorphismus A[X] — R[X], bei dem a — a auf die Koeffizienten eines Polynoms in
A[X] angewendet wird. Sei nun f € K[X]” C R[X]. In R[X] erhalten wir dann

Tlf]

f—anfﬁ X — Xf,) ch :6,
j=1

also hat f nicht nur eine Nullstelle in R, sondern zerfillt vollstéindig in Linearfaktoren iiber R,
mit Nullstellen Xf] eRfir1 <j<ny O

Bemerkung 20.16. Ist K endlich oder abzahlbar, so sind die in Lemma 20.14 und 20.15
konstruierten Ringe R O K ebenfalls abzahlbar.

Dazu: Sei S ein endlicher oder abzihlbarer kommutativer Ring mit 1 und S[X]# die Menge der
nicht-konstanten Polynome in S[X]. Mit einem Z&hlargument vollig analog zu Beispiel 15.9
folgt, dass S[X]? abzihlbar ist. Wegen S[X] = S U S[X]” ist dann auch S[X] abzihlbar. Mit
Induktion nach n folgt, dass S[Xy,...,X,] abzéhlbar ist fiir alle n € N.

Nun sei K endlich oder abziahlbar. Dann ist I := K[X]# wie im Beweis von Lemma 20.14 also
ebenfalls abzihlbar. Die Menge I im Beweis von Lemma 20.15 ist enthalten in K[X]# x N,
also auch abzdhlbar. In beiden Fallen gibt es also eine Aufzdhlung I = {i,, | n € N}. Dann ist
K[I] = K[X,, | n € N], wobei X,, := X;, fiir alle n € N. Fiir n € N sei P,, := K[X;,...,X,] C
K[I] der Polynomring in den Unbestimmten Xj,...,X,. Nun ist jedes 0 # a € K[I] eine
endliche Summe wie in (2); schreiben wir die Terme X wie in (3), so sehen wir, dass jeder
dieser Terme in P, liegt fiir ein n € N. Wihlen wir n grofs genug, so liegen alle Terme in
Py, also auch a € Py,. Dies zeigt, dass K[I] = [J, oy Pn gilt. Als abzéhlbare Vereinigung von
abzdhlbaren Mengen ist auch K[I] abzahlbar. Schlieflich ist auch R = K[I] /] abzéhlbar, denn
es gibt eine surjektive Abbildung K[I] — R.

Satz 20.17 (Satz von Steinitz fiir abzéhlbare Korper). Ist K ein endlicher oder abzihlbarer
Korper, so gibt es einen algebraischen Abschluss L O K.

Beweis. Sei R O K wie in Lemma 20.15. Da R abzahlbar ist (siehe Bemerkung 20.16), gibt es
eine Aufzahlung R = {a,, | n € N}. Wir definieren rekursiv eine Folge von Idealen {J,, | n € Ny}
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in R wie folgt!?: Sei Jo := {0}; fiir n > 1 sei dann

Jnfl + (an) falls R 7£ Jn71 + (an))

Jn =
Jn—1 sonst.

Im ersten Fall ist J, eine Summe von zwei Idealen, also selbst ein Ideal. Auferdem gilt

nach Konstruktion {0} = Jo C J; C J, C ...; daraus folgt sofort, dass die Vereinigung

] = UneNo Jn € R ein Ideal ist. Behauptung: M := R/J ist ein Korper.

Dazu: Wére ] =R, so 1 € J, also 1 € J,, fiir ein n € N; sei n minimal mit dieser Eigenschaft.
Dann ist J,, # Jn_1, also J,, = Ja1 + (an) # R. Wegen 1 € |, ist aber R = ], Widerspruch.
Also gilt J & R. Wir miissen nun zeigen, dass M* = M \ {0} gilt. Fiir a € R schreibe
a:=a-+] € M. Sei nun a # 0, also a € R\ J. Dann ist a = a, fiir ein n € N. Wire
R#Ji1+ (an),s0 a =ay € Jn = Jn1 + (an) C J, Widerspruch zur Annahme. Also ist
R =Jw1+ (ay), dh.,esgibteinb € ],y CJund ein ¢c € Rmit 1 =b+ca, =b+ca.

Dann ist 1 = ca, also a € M*.

Wegen | # R ist die Einschrankung K — M, x — X, wieder injektiv, also kénnen wir K
als Teilkorper von M auffassen. Sei f € K[X] nicht-konstant mit n = Grad(f) > 1. In R[X]
gilt dann f = ¢ [[[_;(X — a;) mit 0 # ¢ € K und a; € R. Wiederum haben wir auch den
(Einsetzungs-)Homomorphismus R[X] — M[X], bei dem a — a auf die Koeffizienten eines
Polynoms in R[X] angewendet wird. Damit erhalten wir f = ¢ [[_;(X — a;) € M[X], d.h..
f zerfallt in Linearfaktoren iiber M. Sei nun L := {x € M | « algebraisch iiber K}. Nach
Folgerung 16.7 ist L C M ein Teilkorper, also L D K eine algebraische Erweiterung.

Dann folgt aber auch, dass L algebraisch abgeschlossen ist. Denn sei f € L[X] nicht-konstant
und f; € L[X] ein normierter irreduzibler Faktor von f; wir miissen zeigen, dass Grad(f;) =1
gilt. Dazu sei Ly D L ein Zerfallungskorper von f; und « € L; ein Element mit f;(o) = 0.
Da L1 O L und L D K algebraisch sind, ist auch L; D K algebraisch. Sei 0 # g € K[X]
das Minimalpolynom von «. Fassen wir g als Polynom in L[X] auf, so folgt f; | g in L[X],
denn f; ist das Minimalpolynom von « iiber L. Wie wir oben gesehen haben, zerfallt jedes
nicht-konstante Polynom in K[X] in Linearfaktoren iiber M O L. Dies gilt insbesondere fiir g.
Jede Nullstelle von g in M ist aber algebraisch iiber K, also in L enthalten (nach Definition
von L). Also zerféllt g in Linearfaktoren iiber L, d.h., jeder irreduzible Faktor von g in L[X]
hat Grad 1; also ist auch Grad(f;) = 1. Also ist L D K ein algebraischer Abschluss von K. [

I3Fiir die Fans der Mengentheorie: Eine derartige rekursive Definition iiber alle n € N mag zwar intuitiv
klar erscheinen, bendotigt aber streng genommen auch eine formale Rechtfertigung; diese wird durch den

Rekursionssatz von Dedekind geleistet; siehe §12 im Buch von Halmos [Ha].
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Beispiel 20.18. (a) Sei p eine Primzahl und K = [F,. Da K endlich ist, liefert der obi-
ge Satz einen algebraischen Abschluk L O F,. Sei F: L — L, z ~ 2P, der Frobenius-
Homomorphismus (siche Lemma 15.2). Fiir jedes n € N ist dann auch F*: L — L, z + zP",
ein Homomorphismus. Wie im Beweis des Hauptsatzes iiber endliche Korper sieht man, dass
Fon:={z € L| 2" =z} C L ein Teilkérper mit p™ Elementen ist. Es gilt sogar
L=[JFp.
neN

Denn sei z € L beliebig. Dann ist z algebraisch iiber Fy, also ist Fy,(z) D F, eine endliche
Erweiterung (Satz 15.5), und damit F,(z) ein endlicher Koérper; sei |[Fy(z)| = p™ mit n > 1.
Nach Lagrange ist jedes Element von F,(z) eine Nullstelle von XP" — X € F,[X]. Dieses
Polynom hat aber nur hochstens p™ Nullstellen in L. Da bereits alle Elemente von Fpyn

Nullstellen dieses Polynoms sind, folgt also z € Fy(z) = Fpn.

(b) Sei Ky ein endlicher oder abzéhlbarer Kérper, also etwa ein beliebiger endlicher Kérper
oder ein Erweiterungskorper von Q mit [Ky : Q] < 0o. Sein > 1 und R := Ky[Xy, ..., X,] der
Polynomring in den Unbestimmten X;,...,X,. Wie in Bemerkung 20.16 gezeigt, ist auch R
abzahlbar. Sei

K:=Ko(Xq,...,Xy) DR Quotientenkorper von R.

Gemif der Konstruktion in Bemerkung 13.8 erhélt man K als Menge der Aquivalenzklassen
beziiglich einer Aquivalenzrelation auf R x (R \ {0}); es gibt also eine surjektive Abbildung
R x (R\{0}) — K mit (a,b) — a/b. Da R abzéhlbar ist, ist auch R x (R\{0}) abzédhlbar und
damit K. Also liefert der obige Satz auch einen algebraischen Abschluss L O K.

(c) Sei K = R. Dann kénnen wir zwar den obigen Satz nicht anwenden, aber wir wissen
nach dem Fundamentalsatz der Algebra, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Weil C O R

algebraisch ist, ist also C ein algebraischer Abschluss von R.

Bemerkung 20.19. Mit einer Ausnahme funktioniert die ganze Strategie des Beweises von
Satz 20.17 praktisch wortlich auch fiir einen beliebigen Korper K. Die Ausnahme ist die
Existenz eines Ideals ] < R, so dass M := R/] ein Korper ist. (Dies heifst nichts Anderes, als
dass ] ein maximales Ideal in R ist; siche Ubungen.) Um die Existenz von J im Allgemeinen
sicherzustellen, bendtigt man aber gerade das Lemma von Zorn; siehe zum Beispiel §15.8.3
im Buch von Karpfinger-Meyberg [[XM]|*. Mit dem Lemma von Zorn kann man also vollig
analog wie im obigen Beweis fortfahren, und erhélt einen algebraischen Abschluss als L =

{oc € M | & algebraisch iiber K} D K, fiir beliebiges K.

4Das Lemma von Zorn ist sogar dquivalent dazu, dass es in jedem kommutativen Ring mit 1T # 0 ein
maximales Ideal gibt! Siehe W. HOoDGES, Krull implies Zorn, J. London Math. Soc. 19 (1979), 285-287.
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