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1 Einleitung

In der Darstellungstheorie wird untersucht, wie komplizierte algebraische
Strukturen einfacher dargestellt werden kénnen. Genauer versucht man eine
algebraische Struktur so darzustellen, dass Lineare Algebra anwendbar wird.
Man fiithrt Gruppen und Algebren auf Matrizenringe zuriick, mit denen es im
Allgemeinen viel einfacher ist zu rechnen. Die invertierbaren n x n-Matrizen
bilden eine Gruppe, beliebige n x n-Matrizen bilden eine assoziative Algebra
und durch Multiplikation M « N := MN — NM wird aus der Menge der
n X n-Matrizen eine Lie-Algebra. Eine Darstellung ebendieser Strukturen ist
ein Gruppen- beziehungsweise (Lie-)Algebrenhomomorphismus, der diesen
Strukturen Matrizenrdume zuordnet.

Die Kipptheorie hat eine dhnliche Motivation: Hier wird untersucht, inwiefern
sich die Modulkategorie eines Rings mit der eines anderen Rings vergleichen
lasst. Gilt I' >~ End,(T) fiir zwei Ringe A und I' und einen A-Kippmodul T,
oder allgemeiner einen Kippkomplex 7" von A-Moduln, so sind nach Rickards
Theorem die beschrinkten derivierten Kategorien von A-Mod und I'~-Mod
dquivalent als triangulierte Kategorien. Derivierte Aquivalenz beriicksichtigt
viele Invarianten, wie etwa die Anzahl der irreduziblen Moduln oder die
Endlichkeit der globalen Dimension. Daher versucht man komplizierte Ringe
zu besser bekannten Ringen zu ,kippen®, um Informationen iiber diese In-
varianten zu erhalten.

In [5] stellen Wei Hu und Changchang Xi eine Verbindung zwischen Auslander-
Reiten-Sequenzen, einem wesentlichen Konstrukt in der Darstellungstheo-
rie von Artin-Algebren, und derivierter Aquivalenz her. Auslander-Reiten-
Sequenzen werden verallgemeinert zu beinahe Z-zerfallenden Sequenzen, die

wiederum ein Spezialfall der langeren Sequenzen X i My—>-—=M,%>Y
mit ¢ links- und ¢ rechts-Z-Approximation von M und M; € add(M) Vi
aus Theorem 1 (entspricht Lemma 3.4 in [5]) sind. Aus den Sequenzen wird
dann die derivierte Aquivalenz der Endomorphismenringe End(X @ M) und
End(M @ Y") gefolgert. Damit kann man die teilweise aufwendige oder gar
unmogliche Suche nach einem Kippkomplex umgehen, indem man stattdessen
diese Art von Sequenzen konstruiert.

Mein Ziel ist es nun, dieses Ergebnis zu ringtheoretisieren: Rickards Theo-
rem, welches den Grundstein fiir das Studium derivierter Aquivalenzen als



Verallgemeinerung der Morita-Theorie legt, behandelt die Frage, wann zwei
Ringe deriviert dquivalent sind. Da Hu und Xi Auslander-Reiten-Theorie und
Kipptheorie verbinden wollten, sind ihre Ergebnisse hauptséchlich fiir Artin-
Algebren formuliert. Doch auch fiir die derivierte Aquivalenz von Ringen sind
ihre Ergebnisse niitzlich.

Fiir einen unitdren Ring R mit paarweise orthogonalen Idempotenten e, f, g
werde ich Bedingungen aufstellen, wann die Ringe (e + g)R(e + g) und
(f + 9)R(f + g) deriviert dquivalent sind. Diese Bedingungen habe ich von
den Bedingungen aus Theorem 1 abgeleitet. Ich werde sogar zeigen, dass bei-
de Aussagen dquivalent sind.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt: Zuerst gebe ich die wichtigsten Definitio-
nen und Satze, die dieser Arbeit zugrundegelegt sind, an. Einem Studenten
im Hauptstudium mit algebraischen Vorkenntnissen sollte dies zum Verstéand-
nis der Arbeit ausreichen. Wer sich jedoch schon mit der Darstellungstheorie
von Ko6chern und derivierten Aquivalenzen beschiftigt hat, kann Kapitel 2
ohne Weiteres iiberspringen und nur die ihm unbekannten Definitionen nach-
schlagen.

Im dritten Kapitel werde ich dann die wichtigsten Ergebnisse von Wei Hu
und Changchang Xi zitieren und an einem vermeintlich simplen Beispiel die
Aussagekraft der Ergebnisse untersuchen. Im vierten Teil werde ich einige
Notationen einfithren und eine ringtheoretische Version des Theorems for-
mulieren. Dieses Theorem ist ein Korollar aus dem Theorem von Hu und Xi.
Ich werde jedoch auch einen eigensténdigen Beweis angeben, der dem Beweis
von Theorem 1 angelehnt ist. Als letzten Schritt zeige ich, dass auch Theorem
1 aus der ringtheoretischen Version gefolgert werden kann, und die beiden
Versionen damit dquivalent sind. Es folgen einige Beispiele dafiir, wie Theo-
rem 3 fiir die derivierte Aquivalenz von Kéchern eingesetzt werden kann. In
Kapitel 5 bringe ich dies mit Ein-Punkt-Erweiterungen in Verbindung und
offne damit einem neuen Anwendungsgebiet die Tiir.



2 Definitionen

Das Basiswissen aus einer Algebravorlesung wird vorausgesetzt, alles Weitere
ist im Folgenden definiert.

2.1 Ringe, Algebren und Moduln

Mit R wird hier immer ein Ring mit Einselement 1 bezeichnet. A sei stets
eine Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k.

Definition 1 (Modul). Sei R ein Ring mit 1. Ein R-Linksmodul ist eine
additive Gruppe (M, +), die mit der Multiplikation von R vertrdglich ist so
dass ¥V r,s € R und m,n € M qilt

(i) r(m+n) =rm-+rn
(ii) (r+ s)m =rm+ sm
(iit) (rs)m = r(sm)

(iv) 1gm =m

Ist R eine k-Algebra, so hat M sogar eine Vektorraumstruktur und es gilt
zusdtzlich:

(v) (rA)ym =r(Am) = Arm) V A€ k
Rechtsmoduln sind analog definiert.

Notation. Im Folgenden ist ein Modul immer ein Linksmodul.

Definition 2 (unzerlegbarer Modul). Ein Modul M # 0 heif$t unzerlegbar,
wenn er nicht als direkte Summe von nicht-trivialen Untermoduln geschrieben
werden kann. Die direkte Summe von Moduln ist die direkte Summe der addi-
tiven Gruppen beziehungsweise Vektorraume mit Multiplikation r+(myq, ..., mg) :=

k
(rmyq, ...,rmy) fir (mq,...,mg) € @M; und r € R.
=1

Definition 3 (einfacher Modul). Ein einfacher Modul ist ein Modul # 0,
dessen einziger Untermodul 0 ist.



Definition 4 (Jacobsonradikal). Sei M ein Modul. Dann wird mit rad(M)
der Schnitt aller mazimalen Teilmoduln von M bezeichnet. rad(M) wird
(Jacobson-)Radikal von M genannt.

Definition 5 (freie, projektive und injektive Moduln). Ein Modul F heifit
frei, wenn er eine R-Basis hat. Aquivalent dazu ist, dass F isomorph zu
einer direkten Summe von Kopien von R ist.

Ein Modul P heifit projektiv, wenn er die folgende Eigenschaft erfiillt:
V f: P — N undV Epimorphismen™) h: M — N 3 f': P — M so dass
das folgende Diagramm kommutiert:
P
N
M~—"~N—=0
Dies ist genau dann der Fall, wenn P direkter Summand eines freien Moduls

15t.

Ein Modul I heifit ingektiv, wenn fir alle g : L — I und fiir alle Monomor-
phismen k : L — M ein g’ : M — I existiert, so dass das folgende Diagramm
kommutiert:

0—>L—"=M

RN

1

Definition 6 (projektive Auflosung/ projektive Dimension). Sei M ein R-
Modul. Fine Sequenz

P, P P By 0 mat allen P; projektiv, so
dass die induzierte Sequenz
P, P P, M 0 exakt® ist, heifit pro-

jektive Aufliosung von M. Auch die induzierte Sequenz wird oft als pro-
jektive Auflosung bezeichnet.

(Jeder Modul hat eine projektive Auflosung, siehe [1], S.26, Lemma 5.3(c).)
Fine minimale projektive Prdsentation ist eine exakte Sequenz

= Py M 0 so dass Py projektive Decke von M und P, pro-
jektive Decke des Kerns von Py — M st.

(M Siehe Definition 18.
()Siehe Definition 24.



Als projektive Decke des Moduls N wird der projektive Modul ) bezeich-
net, fir den gilt: 3 f : Q — N surjektiv so dass Q/rad(Q) ~ N/rad(N).
FEine projektive Decke ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Die projektive Dimension pd(M) eines Moduls M ist das minimale n,
fiir das eine projektive Auflosung 0 = P, - -+ = Py = P, = Py = () existiert.
Falls kein solches n existiert, setzte pd(M) = oco.

Definition 7 (Idempotente). Ein Element e € R nennt man Idempotent,
falls €* = e gilt. Ein Idempotent heifit primitiv, wenn es nicht in eine
Summe von nicht-trivialen Idempotenten zerlegbar ist. Zwei Idempotente e, f
heiffen zueinander orthogonal, falls ef =0 = fe gilt.

Es gibt immer eine Zerlequng 1 = e + ... + e, in primitive paarweise or-
thogonale Idempotente. Diese steht in Bijektion zu einer Zerlegqung R =
Rey & ... ® Re, von grR, also R als R-Linksmodul betrachtet, in unzerleg-
bar projektive R-Moduln.

2.2 Kocher

Die Informationen einer komplexen algebraischen Struktur sind oft leichter
zu verstehen, wenn man sie auch grafisch darstellen kann. Jede endlich di-
mensionale basische Algebra ist isomorph zur Wegealgebra eines Kochers mit
Relation (siehe [1], S.64, Theorem 3.7), die somit eine grafische Darstellung
der Algebra bietet und oft leichter zu handhaben ist.

Definition 8 (Kocher). Ein Kdécher st ein gerichteter Graph
Q = (Qo,Q1,s,t), wobei Qy die Menge der Punkte und Q1 die Menge der
Pfeile ist. s und t sind Abbildungen von Q1 nach Qqy: s ordnet jedem Pfeil
seinen Startpunkt (start), t seinen Zielpunkt (target) zu.

Fine Kocherdarstellung X ist eine Sammlung von Vektorrdumen und lin-
earen Abbildungen, so dass jedem Punkt ein Vektorraum und jedem Pfeil eine
lineare Abbildung zwischen diesen Vektorrdaumen zugeordnet wird. Schreibe
X = (Xi, fa)icQoacq: -

Ein Morphismus ¢ zwischen Kocherdarstellungen X und Y st eine Menge
von linearen Abbildungen ¢; : X; — Y;, so dass das daraus entstehende Dia-
gramm, tiberall kommutiert.

Beispiel 1. ) = e <— e —— e st ein Kdicher,

X=0<2 %>k undY = k 20 k2 O k sind Kocherdarstellungen



0 1

O<—k—k

0
und ¢ : X —'Y, gegeben durch io l(1> il , ist ein Morphismus.

Definition 9 (Wegealgebra). Die Wegealgebra A = kQ zu einem Kdcher
Q (oder die Kdcheralgebra zu Q) ist die Algebra, deren k- Vektorraum-Basis
von den Wegen in Q) gebildet wird. Fin Weg der Linge | > 1 mit Start a
und Ziel b ist eine Sequenz a = aa;...oqb mit a =: s(a) und b =: t(a) in Qo
und o; € Q1 und s(aq) = a, t(a;) = s(ay1), t(ay) = b. Assoziiere zu jedem
Element aus Qg einen Weg der Léinge 0. Das Produkt zweier Basisvektoren
a und 3 ist definiert als a5 == ,erst o, dann 3 gehen*, falls t(a) = s(5) und
0 sonst.

Manchmal méchte man zusédtzliche Bedingungen an die Wege im Kécher
stellen, zum Beispiel die Komposition von a und § soll Null sein, oder zwei
(unterschiedliche) Wege mit demselben Start- und Zielpunkt sollen densel-
ben Weg représentieren. Dies kann man erreichen, indem man Relationen
hinzunimmt:

Definition 10 (Relationen). Eine Relation in Q) ist eine endliche Linear-

kombination von Wegen der Linge > 2 mit gleichem Start- und Zielpunkt™ .
k

Etwa ist p = Y A\w; € kQ eine Relation, wobei \; € k und w; Wege der

7=1
Léinge > 2 sind und jedes w; denselben Start- und Zielpunkt hat.

Sei Zq das Ideal in kQ, das von allen Pfeilen erzeugt wird. Ein Ideal I mit
Xy C1C ;%% heifst zuldssiges Ideal. Sei p =< 0; >;c; ein von Relationen
erzeugtes zuldssiges Ideal, dann ist Q) der Kocher mit Relationen p und die
zugehdrige Wegealgebra ist kQ/p.

B
o ——>0
Beispiel 2. Sei Q) der Kécher % \{ , dann ist durch o =
é €
[ ] [ J [ ]

afy — de eine Relation in () gegeben.

Bemerkung 1. Wegen in Q) gebildet wird. Ein Weg

3)Der Nullweg kann iiberall starten und enden.



e Die Darstellungen eines Kochers entsprechen genau den Moduln der
zugehorigen Wegealgebra. Die Begriffe werden daher als gleichbedeutend
gewertet.

e Fine endlich dimensionale Wegealgebra gehért stets zu einem azyklisch-
en Kdocher, beziehungsweise zu einem Kdcher, beir dem jeder Zykel eine
Relation ist.

2.3 Kategorien

Als zusétzliches Nachschlagewerk fiir Kategorien empfehle ich [8], welches
auch auf Deutsch erhéltlich ist (hier mit dem Titel ,Kategorien “). Die
grundlegenden Begriffe sind aber einfacher in [1] definiert, daher werde ich
die folgenden Definitionen aus [1], S.404ff, ibernehmen.

Definition 11 (Kategorie). Fine Kategorie ist ein Tripel €
= (Ob%, Hom% , o) bestehend aus einer Klasse von Objekten Ob%, einer
Klasse von Morphismen Hom% und einer partiell bindren Operation o,
die Komposition genannt wird, so dass qilt:

(i) jedem Paar (X,Y) € Ob€ x Ob€ wird eine Menge Homy(X,Y),
die Menge der Morphismen von X zu Y, zugeordnet, so dass
Homy(X,Y) N Home(V.W) =0 falls (X,Y) # (V,W) gilt und

(i1) fir jedes Tripel (X,Y,Z) € Ob%€ x Ob€ x Ob%¥ st die Operation o
folgendermafen definiert:
o: Homg(Y,Z)x Homg(X,Y) = Homg(X, Z), (g, f) — go f so dass
qilt:

(a) o ist assoziativ und

(b) VX € 0b€ 1x € Homy (X, X) sodassV f € Homy(X,Y), g €
Homy(Z,X) gilt: foly =f und1xog=g.
1x wird Identitdt oder Identitdtsmorphismus genannt.

Bemerkung 2. Formal korrekt miisste es statt ,X € Ob% “ eher ,X Ob-
jekt in € “ heiffen, da ObE eine Klasse und nicht zwangsliufig eine Menge
istY) . Diese abkiirzende Schreibweise hat sich allerdings eingebiirgert und ist
weitgehend unmissverstindlich.

(4 Siehe [8], S.21fF.



Definition 12 (Funktor). Ein Funktor ist eine Abbildung F : € — 2
zwischen zwei Kategorien, die jedem Objekt X € Ob%€ ein Objekt F X € Ob%
und jedem Morphismus ¢ : X — Y in € einen Morphismus F¢ : FX — FY
oder F¢ : FY — FX zuordnet, so dass Flx = lpx fir alle X € Ob€ gilt
und fir alle Morphismen ¢ : X — Y und 0 :Y — Z in € gilt F(6 o ¢) =
F(0) o F(¢), beziehungsweise F(0 o ¢) = F(¢p) o F () falls F' die Reihenfolge
von X undY wvertauscht. Im ersten Fall heifit I kovariant, im zweiten Fall
kontravariant.

Bemerkung 3. Als abkiirzende Schreibweise fiir die Komposition zweier
Morphismen wird meistens fg statt f o g genommen. Da ich in der Kdécher-
algebra die Multiplikation von Wegen af als ,erst a, dann definiert habe
und in Kapitel 4 mehrfach die Multiplikation der Kocheralgebra mit der des
Rings vergleiche, werde ich auch die Multiplikation im Ring dementsprechend
anpassen. Ich definiere also Y := @ o) fiir 1\, Morphismen in R-Mod.
2.3.1 Spezielle Kategorien

Definition 13 ((volle) Unterkategorie). Sei € eine Kategorie. Dann heifst
die Kategorie 9 Unterkategorie von €, falls gilt

(i) ObZ ist eine Teilklasse von Ob¥
(11) fir X,Y € Ob2 ist Homg(X,Y) C Homg(X,Y)
(111) die Komposition von Morphismen ist in 9 genauso definiert wie in €

(iv) ¥V X € Ob2: die Identitit 1% in Homg (X, X) entspricht der Identitit
1X m HOm%’(X,X)

Die Unterkategorie heifit voll, falls in (ii) Gleichheit gilt.
Definition 14 (additive Kategorie). Die Kategorie € ist additiv, falls

(i) endliche direkte Summen existieren: ¥V X1,..., X, € Ob¢ 3 X1 @ ... ®
X, € Ob¢

(i1) die Morphismenmengen Homg(X,Y) fir beliebige XY € ObE die
Struktur einer abelschen Gruppe aufweisen



(111) die Komposition von Morphismen fir alle Tripel (X,Y,Z) € Ob% x
ObE x ObE bilinear ist, also (f+ f')og = fog+fogund fo(g+¢g') =
fog+ fod firalle f,f' € Homg(Y,Z) und g,¢" € Homy(X,Y') gilt
und

(iv) die Kategorie ein Nullobjekt enthdlt: 3 0 € Ob% : 1y ist das Einsele-
ment der abelschen Gruppe Homg(0,0).

Definition 15 (abelsche Kategorie). Eine Kategorie € ist abelsch, falls
(i) sie additiv ist und

(i1) jeder Morphismus f : X — Y einen Kern k : ker(f) — X und einen
Kokern ¢ : Y — coker(f) hat und der induzierte Morphismus f :
coker(k) — ker(c) ein Isomorphismus ist.

Fiir den Kern k von f qilt: fok=0undV Z € Ob% und h : Z — X
mit foh=03/'h :Z — ker(f) mith=koh'
Fiir den Kokern c von f gilt: cof =0 und¥ Z € Ob% undg:Y — Z
mit go f =0 3!¢ : coker(f) = Z mitg=¢g' o f

Beispiel 3. Die Kategorie der R-Linksmoduln wird mit R— Mod bezeichnet,
die der Rechtsmoduln mit Mod — R. Die endlich erzeugten R-Moduln bilden
die volle Unterkategorie R — mod beziehungsweise mod — R. Fiir ein M €
R — mod bezeichnet man mit add(M) die kleinste volle Unterkategorie von
R—mod, die M enthdlt und abgeschlossen ist unter direkten Summanden und
endlichen direkten Summen.

Die wichtigste Kategorie in dieser Arbeit ist die derivierte Kategorie. Diese
wird meistens iiber die Komplexkategorie und die Homotopiekategorie definiert.
Zum Versténdnis dieser Arbeit ist die exakte Definition der derivierten Ka-
tegorie nicht notig. Ein Grundverstéindnis der derivierten Kategorie als Ka-
tegorie, in der die Objekte Komplexe sind und die Morphismen Kombinatio-
nen von normalen Komplexmorphismen und quasi-Isomorphismen, ist ausrei-
chend. Daher werde ich den Schritt iiber die Homotopiekategorie iibersprin-
gen, da die Homotopiekategorie hier nicht weiter benotigt wird. Die Defini-
tionen iibernehme ich von [7]. Dort ist fiir den interessierten Leser auch die
Konstruktion iiber die Homotopiekategorie erklért.

Definition 16 (Komplexkategorie). Sei o7 eine additive Kategorie, etwa
o/ = R — Mod. Ein Komplex tiiber o7 ist ein Diagramm

10



- HMpiMPH&W ,pEZ sodass dPodP =0V p & Z, wobei
MP? tm Grad p des Komplezes steht. EFin Morphismus f : M — N wvon
Komplexen M und N ist ein Morphismus der Diagramme, das heifit jedem
p € Z wird ein f?: MP — NP zugeordnet, so dass fP*'od?, = d%™ o f7 gilt.
Die Kategorie der Komplexe wird meistens mit Cof bezeichnet.

Der shift Funktor [-] schiebt die Objekte im Komplex gleichmdfig in eine
Richtung, das heiffit M[n|P = MP~™.

Definition 17 (derivierte Kategorie). Sei o/ eine abelsche Kategorie. Die
Homologie berechnet den Defekt eines Komplexes, genauer ist die p-te Ho-
mologie wvon M:= HP(M) := ker(d’)/im(d’~'). PEin quasi-
Isomorphismus ist ein Morphismus von Komplexen, der Isomorphismen
in den Homologiegruppen induziert. Die derivierte Kategorie erhdlt man
nun aus der Komplexkategorie, indem man alle quasi-Isomorphismen formal
invertiert. Die deriwvierte Kategorie ist also eine Lokalisierung der Kom-
plexkategorie nach den quasi-Isomorphismen und wird mit D.o/ bezeichnet.

Diese Definition der derivierten Kategorie ist etwas ungenau, jedoch ausrei-
chend prézise fiir die Belange dieser Arbeit. Die derivierte Kategorie ist ein
wichtiges Beispiel fiir triangulierte Kategorien®, die hier nicht weiter be-
trachtet werden.

2.3.2 Spezielle Morphismen

Definition 18. Fin Morphismus in Homg (X, X) heiffit Endomorphis-
mus, man schreibt auch Endy(X) fir Homg(X, X).

Mit Monomorphismus wird ein Morphismus f € Homy(X,Y') bezeichnet,
fiir den gilt: ¥ Z € Ob% und ¥ g,h € Homy(Z,X): fog= foh=g=h.
Epimorphismus nennt man einen Morphismus f € Homg(X,Y), der die
Figenschaft ¥V Z € Ob% und ¥ g,h € Homg(Y,Z): gof =hof=g=h
erfillt.

Bemerkung 4. Im Full € = R — Mod entspricht ein Monomorphismus
etnem injektiven, ein Epimorphismus einem surjektiven Ringhomomorphis-
mus:

Sei f € Homy(X,Y) surjektiv. Vo € X : g(f(x)) = h(f(z)) = Vy € Y :

®)Siehe [4].

11



9(y) =hly) = g=nh.

Andererseits, falls f Epimorphismus ist, setze Z = coker(f) und g : y — [y]
= y + im(f) die Quotientenabbildung; h sei die Nullabbildung. Dann ist
gof=0=hof, also g =h und damit Z =0, also f surjektiv.

Fiir f injektiv, setze Z = ker(f), g Inklusion und h Nullabbildung.

Definition 19 (split Mono, split Epi). Einen Monomorphismus f : X —Y
nennt man split Monomorphismus oder kurz split Mono, falls es einen
Morphismus " :'Y — X gibt, so dass f' o [ = idyx gilt. Ein split Epi-
morphismus, kurz split Epi, ist ein Epimorphismus g : Y — Z zu dem es
einen Morphismus ¢' : Z —'Y qibt, so dass g o ¢ = idy gilt.

Definition 20 (irreduzibel). Ein Morphismus f : X — Y wird irreduzibel
genannt, falls er weder split Mono noch split Epi ist und jede Faktorisierung
f = goh impliziert g split Epi oder h split Mono:

X !
\O/
h g
A

Definition 21 (links-/ rechts-minimal). Fin Morphismus f : X — Y heifit

links-minimal, falls alle Endomorphismen h :' Y — Y mit ho f = f

Automorphismen sind: X N Y = h Automorphismus.

o
\N lh
Y
Rechts-minimal ist analog definiert.

Y = h split Monomorphismus oder g split Epimorphismus.

Definition 22 (beinahe zerfallend). Ein Morphismus f : X — Y heifit
links beinahe zerfallend, falls er kein split Mono ist und jeder Morphis-
mus h : X — V', der nicht split Mono ist, iber f faktorisiert.

Ein Morphismus g : Y — Z heifst rechts beinahe zerfallend, falls er kein
split Epi ist und jeder Morphismus h : V' — Z, der kein split Epi ist, iiber g
faktorisiert.

Definition 23 (links-/ rechts-Z-Approximation). Sei € eine Kategorie und
2 eine volle Unterkategorie.

Ein Morphismus f : X — D heifit links 2-Approximation, falls D € &
und  fir alle D’ € 2 ist  die  induzierte  Abbildung

12



f*: Homg(D,D') — Homy(X,D'), h — fh, surjektiv, das heifit das Dia-

gramm X . D kommutiert.

RN

D/
Ein Morphismus g : D — 'Y heifit rechts Z-Approximation, falls D € &
und  fir alle D’ € 2 ist  die  induzierte  Abbildung

gx : Homg (D', D) — Homg(D',Y), h — hg, surjektiv, das heifst das Di-

agramm D>V kommutiert.

| A

D/
2.3.3 Spezielle Sequenzen

Sei € eine abelsche Kategorie.

Definition 24 (exakte Sequenz). Fine Sequenz

X Xy xS x, B L T heipt emaket,
falls ker(f;) =im(fi_1) gilt.
Man sagt, dass eine kurze exakte Sequenz () X ! e 0

spaltet oder zerfdllt, falls f split Monomorphismus und g split Epimorphis-
mus 1st.

Ein gutes Hilfsmittel in Kategorientheorie oder allgemeiner in Homologischer
Algebra ist das

A B C D FE
Fiinfer Lemma. Sei ia lﬁ lv J{& le ein kommutatives
A’ B’ C’ D’ E

Diagramm mit exakten Zeilen. Falls § und 6 Isomorphismen sind, o Epimor-
phismus und € Monomorphismus ist, dann ist v auch ein Isomorphismus.

Das Fiinfer Lemma wird mit Diagrammjagd(®) bewiesen.

Definition 25 (Auslander Reiten Sequenzen). Fine kurze exakte Sequenz

0 X ! M—1sy 0 heifst beinahe zerfallende Sequenz oder

Awuslander-Reiten-Sequenz, falls

(6)Ein Beispiel fiir eine Diagrammjagd findet man im Beweis von Lemma 1.
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o X undY wunzerlegbar sind und
o f und g irreduzibel sind

Bemerkung 5. Aquivalent kann man eine Auslander-Reiten-Sequenz auch

als kurze exakte Sequenz () X ! M=y 0 mit f links beina-
he zerfallend und g rechts beinahe zerfallend definieren. Ausreichend ist auch

zu sagen dass f minimal links beinahe zerfallend oder g minimal rechts beina-
he zerfallend ist. Daher stammt auch der Begriff ,beinahe zerfallende Se-
quenz®.

Beispiel 4. Sei P, 2% Py 28 M — 0 minimale projektive Prisentation des
A-Moduls M und (—)* = Homa(—, A).

Dann ist die Sequenz 0 — M"* i P! L P} — coker(p}) — 0 exakt. Setze
TrM := coker(p) € Ob(A? —mod)V. D : A —mod — mod — A% sei die
normale Dualitit Homy(—, k). 7 := DTr und 7= := TrD sind fast zueinan-
der inverse Aquivalenzen, Probleme machen Morphismen, die iber projek-
tive oder injektive Moduln faktorisieren. Man nennt 7 und 7= Auslander-
Reiten- Verschiebungen. Fiir einen unzerlegbaren, nicht-injektiven Modul
X mit f: X — M minimal links beinahe zerfallend, ist 0 — X EN VN
771X — 0 die zugehirige beinahe zerfallende Sequenz. Fiir einen unzerleg-
baren, micht-projektiven Modul Y mit g : N — Y minimal rechts beinahe
zerfallend ist 0 — 7Y — N 5 Y — 0 die zugehirige beinahe zerfallende
Sequenz.

Auslander-Reiten-Sequenzen sind ein méchtiges Werkzeug in der Darstel-
lungstheorie. Sie liefern bis auf Isomorphie fiir einen unzerlegbaren nicht-
injektiven Modul X alle irreduziblen Morphismen, die in X starten und
ebenso fiir einen unzerlegbar nicht-projektiven Modul Y alle irreduziblen
Morphismen, die in Y enden.

Die Informationen, die man aus Auslander-Reiten-Sequenzen erhélt, kann
man leicht in einem speziellen Kocher ablesen, ndmlich dem Auslander-Reiten
Kocher.

Definition 26 (Auslander-Reiten Kocher). Als Auslander-Reiten Kdécher
einer Algebra bezeichnet man den Kdcher, der als Punkte die Isomorphieklassen

(7) A°P entspricht der Algebra A als Vektorraum und die Multiplikation ist gegeben durch
a*xb:=ba.
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unzerlegbarer Darstellungen und als Pfeile die irreduziblen Morphismen zwi-
schen diesen Darstellungen hat.

Definition 27 (beinahe Z-zerfallende Sequenzen). Fine Sequenz

X . D —2>Y wird beinahe Z-zerfallende Sequenz genannt, falls

e Dcy

e Y links Z-Approximation von X und o rechts Z-Approximation von'Y
15t

e Y Kern von ¢ und ¢ Kokern von v ist.

Ein wichtiges Hilfsmittel der Homologischen Algebra sind die Ext-Gruppen,
die man auch als Gruppe der exakten Sequenzen auffassen kann (siehe Be-
merkung 7).

Definition 28 (Ext). Mit Ext'y(M,N) bezeichnet man den Defekt der Se-
quenz, die man erhdlt, wenn man Homa(—, N) auf eine projektive Aufiosung
von M anwendet:

P, P I 0 projektive Aufiésung von M, wen-
de darauf Homa(—, N) an:

0% Homa(Py, N) 2% Homa(Pr, N) 2% .. .Homa(P,, N) ™5 ..

dann ist Exty (M, N) := ker(fiy1)/im(f:).

Bemerkung 6.

o ExtS(M,N) ist demnach ker(fi)/im(fo) = ker(f1), und da

0—= Hom (M, N)%HomA(PO,N)gHomA(Pl,N) exakt ist, gilt
ker(fi) = Homa(M,N). Es gilt also Ext® = Hom.

o Wendet man den Hom-Funktor Hom(M, —) auf eine kurze exakte Se-

quenz 0 - X — Y — Z — 0 an, so bekommt man die lange ex-
akte Sequenz 0 — Hom(M,X) — Hom(M,Y) — Hom(M,Z) —
Ext'(M,X) — Ext'(M,Y) — Ext'(M,Z) — Ext*(M, X) — ...
Der Funktor Hom(—, N) ist kontravariant und liefert die lange ez-
akte Sequenz 0 — Hom(Z,N) — Hom(Y,N) — Hom(X,N) —
Ext (Z,N) — Exzt'(Y,N) — FExt'(X,N) — Ext*(Z,N) — ... (siche
[1], S.428, Theorem 4.5).
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Bemerkung 7. Man kann Exty(X,Y) auch als Gruppe der kurzen exakten
Sequenzen mit Startterm Y und Endterm X modulo einer Aquivalenzrela-
tion definieren, mit der sogenannten Baer-Summe als Addition. Die Null
entspricht in dem Fall der Klasse der zerfallenden Sequenzen. Die Kenntnis
dieser Definition kann sehr praktisch sein, doch das wirkliche Rechnen damit
ist umstindlich. Den interessierten Leser verweise ich hier auf [2] Seite 18F.

2.4 Kipptheorie

Definition 29 ((verallgemeinerter) Kippmodul). Sei A eine Algebra. FEin
A-Modul T heifit (verallgemeinerter) Kippmodul, falls

o Exti(T,T)=0VYi>0
e pdA(T) <n firenn>1

e 1 exakte Sequenz () A T° " 0 mit T €
add(T)V 0<i<mundm>1

Fallsn =m =1 heifst T (klassischer) Kippmodul. Gilt die dritte Figen-
schaft nicht, so wird T partieller Kippmodul genannt. In dieser Arbeit
sind die Kippmoduln verallgemeinert, sofern nicht anders vermerkt.

Bemerkung 8. Der Begriff ,Kippmodul® kommt daher, dass der A-Kippmo-
dul T im Fall T' ~ Endy(T) auch T'-Kippmodul ist und sich die von T in-
duzierten Torsionspaare laut Theorem von Brenner und Butler entgegenge-
setzt entsprechen: Die Torsionsklasse T (1) wird durch Hom (T, —) zur tor-
sionsfreien Klasse Y(T') in I'-mod, — @r T fihrt Y(T') zu T(T) zuriick. Die
torsionsfreie Klasse F(T) wird durch Ext}(T,—) zur Torsionsklasse X (T)
in T-mod, Torl (—,T) macht dies riickgingig. Dies ist in [1], Kapitel VI
ausfiihrlich erkldrt.

Definition 30 (deriviert dquivalent). Zwei Ringe Ry und Rs nennt man
deriviert dquivalent, falls es einen (verallgemeinerten) Kippmodul T €
Ryi-mod gibt, so dass Ry ~ Endg,(T) gilt.

Der Name kommt daher, dass in dem Fall die derivierten Kategorien von R;-
Mod und Ry-Mod #quivalent sind als Kategorien®. Dies geht zuriick auf [9]:

(®)SindR; und R, links-kohirente Ringe, etwa Artin-Algebren, so sind auch die deri-
vierten Kategorien von R;-mod und Rs-mod dquivalent als triangulierte Kategorien.
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Rickards Theorem. Seien A und I' Ringe. Dann sind dquivalent:

(a) K= (Proj — A) und K= (Proj —I') sind dquivalent als triangulierte
Kategorien;,

(b) D (Mod — A) und D°(Mod — T) sind dquivalent als triangulierte
Kategorien;,

(c) K°(Proj — A) und K°(Proj — T') sind dquivalent als triangulierte
Kategorien,

(d) K°(Py) und Kb Pr) sind  dquivalent  als  triangulierte
Kategorien,

(e) T ist isomorph zu Enda(T), wobei T ein Objekt in K°(Py) ist mit

(i) Homx(T,T[i]) =0 firi# 0,
(ii) add(T) erzeugt K°(Py) als triangulierte Kategorie.

Dieses T ist ein sogenannter Kippkomplex. K steht hier fiir die Homo-
topiekategorie der abelschen Kategorie o7, K~ (&) ist die volle Unterkat-
egorie von K (), deren Komplexe nach unten beschriankt sind, das heifit
ein Objekt in K~ (&) ist isomorph zu einem Komplex mit O-Eintragen fiir
sehr kleinen Grad. K®(&/) ist die volle Unterkategorie von K (), die in bei-
de Richtungen beschrinkt ist. D?(.e7) ist entsprechend die beschrinkte deri-
vierte Kategorie. Proj — o ist die volle Unterkategorie von Mod — o/, deren
Objekte alle projektiv sind. P, sind die endlich erzeugten Projektiven.

3 Beinahe Z-zerfallende Sequenzen und de-
rivierte Aquivalenzen

3.1 Ergebnisse von Wei Hu und Changchang Xi

Grundlage fiir diese Diplomarbeit ist der Artikel [5]. Hier haben Wei Hu und
Changchang Xi aus einer Verallgemeinerung von Auslander-Reiten-Sequenzen
derivierte Aquivalenzen der Endomorphismenringe der Endterme plus ver-
allgemeinertem Mittelterm hergestellt. Insbesondere fiir Artin-Algebren und
selbstinjektive Algebren hat dies interessante Folgerungen. Auch die Form des
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Kippmoduls, der die derivierte Aquivalenz erbringt, kann in einigen Féllen
genauer bestimmt werden.
In diesem Kapitel werde ich die wichtigsten Aussagen aus [5] darlegen.

Theorem 1. Sei ¢ additive Kategorie und M ein Objekt in € .

Falls es eine Sequenz X i M, M, M, Ly gibt mit M; €
add(M) Vi € {1,...,n}, ¢ links add(M)-Approzimation von X und ¢ rechts
add(M)-Approzimation von Y, so dass fir V=M & X und W = M @Y
die induzierten Sequenzen

(1) OHHOM%(V,X) i>[—[07n<@ﬂ(v’ Mn) ..

- —— Homg(V, My) =~ Homy(V,Y)

(2) 0—= Homg(Y, W) —Z~ Homeg(M;, W) — -

— Hom(g(Mn, W) L Homcg(X, W)

exakt sind, so sind Endg (V) und Endg(W) deriviert dquivalent. Diese Aquiv-
alenz ist gegeben durch einen Kippmodul von projektiver Dimension < n.

Theorem 1 ist in [5] ein Lemma, da die gewiinschte Verbindung zwischen
Auslander-Reiten-Sequenzen und derivierter Aquivalenz erst im Spezialfall
n = 1 mit zusétzlicher Forderung der Exaktheit der ersten Sequenz auftritt.

Theorem 2. Sei € additive Kategorie und M ein Objekt in €.

Falls X v M' —2=7Y eine beinahe add(M)-zerfallende Sequenz in € ist,
so sind die Endomorphismenringe Endy (X ®&M) und Endg(M @®Y') deriviert
dquivalent.

Die wichtigste Anwendung fiir Theorem 2 sind die Auslander-Reiten-Sequen-
zen der Artin-Algebren. Artin-Algebren sind Algebren iiber einem kommuta-
tiven Artin-Ring R, also einem Ring, in dem jede absteigende Kette von Ide-
alen stationér wird und die als R-Modul endlich erzeugt sind. Eine Auslander-

Reiten-Sequenz X ey 0 ist eine beinahe add(M)-

zerfallende Sequenz fiir jedes M mit M’ € add(M) und X,Y ¢ add(M).
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Fiir eine selbstinjektive Algebra A, also eine Algebra, die als Modul {iber sich
selbst injektiv ist, erhélt man aus Theorem 2 die Aussage, dass Ends(A @
X) und Enda(A & 7X) deriviert dquivalent sind, wobei 7 die Auslander-
Reiten-Verschiebung DTr und X ein beliebiger A-Modul ist. Damit sind alle
Enda(A & 7 X) zueinander deriviert dquivalent.

Eine Anwendung von Theorem 1 sind beispielsweise die n-beinahe zerfallen-
den Sequenzen in einer maximalen (n — 1)-orthogonalen Unterkategorie der
Kategorie A-mod einer endlich dimensionalen Algebra A. Diese werden in [6]
néher betrachtet.

Auch iiber die Form des Kippmoduls wissen wir mehr: Im Falle der Auslander-
Reiten-Sequenz ist der Kippmodul ein BB-Kippmodul®, also ein Modul der
Form T = 7715 @ P, wobei S ein nicht-injektiver einfacher A-Modul mit
pda(t71S) < 1 und Extl(S,S) = 0 und P Komplement der projektiven
Decke P(S) von S, also A = P(S) @ P ist. 77! steht hier fiir das Inverse der
Auslander-Reiten-Verschiebung, 77! = TrD. Ist S sogar projektiv, dann ist
T ein APR-Kippmodul(9),

n-BB-Kippmoduln einer Artin-Algebra A sind Moduln der Form
T =771Q""(S) @ P, wobei n eine positive ganze Zahl und S einfacher
A-Modul, mit Ezt’,(DA,S) = 0 Y0 < j < n — 1 und Ezt'(S,5) = 0
V1 < i < mn,ist. Q" bezeichne den n-ten (Ko-)Syzygy-Operator: (X) ist der
Kern der projektiven Decke von X und Q! der Kokern der injektiven Hiille
von X.

Diese Kippmoduln treten auf, falls fiir alle i € {1,...,n} die Sequenzen

0= X; > M; > X;_1 >0 beinahe zerfallend sind und fir M = PM;
i=1

X, ¢ add(M) gilt und die X; paarweise nicht-isomorph sind. Der Kippmodul

ist dann T'= Homu(X,, ® M, Xo) & Homa (X, & M, M).

Auflerdem treten n-BB-Kippmoduln in maximalen (n — 1)-orthogonalen Un-

terkategorien von A-mod (A endlich dimensionale Algebra) auf, falls fiir X, Y

unzerlegbar die Sequenz (0= X v M, - - M, >V =0 n-beinahe zerfal-

lend ist und X nicht in add(M) ist fir M = @ M;.
j=1

®Nach S. Brenner und M. C. R. Butler, definiert in [5].
(19Nach M. Auslander, M. 1. Platzeck und I. Reiten.
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In diesem Fall ist Hom (M & X, M)@im(Homa(M®&X, ¢)) n-BB-Kippmodul
in Ends(M @& X)-mod.

Es ergibt sich auch eine Folgerung fiir triangulierte Kategorien, die Auslander-
Reiten-Triangeln enthalten. Da ich dies hier nicht definiert habe und auch
weiter keinen Nutzen daraus ziehen werde, belasse ich es bei dieser unprézisen
Bemerkung.

3.2 Beispiel:
Alle beinahe Z-zerfallenden Sequenzen im Aj

Im Folgenden mochte ich die Frage untersuchen, inwiefern Theorem 2 neue
Erkenntnisse bringt. Welche derivierten Aquivalenzen bekommt man aus den
beinahe Z-zerfallenden Sequenzen? Bekommt man alle? Dies werde ich nun
in einem einfachen und dennoch aufwendigen Beispiel untersuchen.

Sei k algebraisch abgeschlossener Korper und () der Kocher ¢ <— o <——e .
Der dazugehorige Auslander-Reiten Kocher ist:(M)
111

110/ \011
100/ \010/ \001

Bemerkung 9. Ich werde mich in diesem Beispiel auf basische Algebren
beschrinken. Dies sind Algebren mit einer vollstandigen Menge paarweise
orthogonaler Idempotente {ey, ...,e,}? so dass Ae; % Ae; fiir i # j. Sich
auf basische Algebren zu beschrdinken ist jedoch keine echte Finschrinkung,
da die Kategorien A — mod und A® —mod dquivalent sind, wobei A® = eAe
eine basische Algebra assoziiert zu A sei, das heifst e = e;, +...+¢€;, , e;, # €,
fiir 7 # 1 und jeder Modul Ae ist isomorph zu einem der Ae;,, t € {1,....k}.
Beweis: [1], Seite 33, fir Rechtsmoduln.

(1D Die Isomorphieklassen der unzerlegbaren Moduln werden hier durch ihre Dimen-
sionsvektoren dargestellt. 110 bedeutet zum Beispiel, dass fiir den ersten und zweiten
Punkt jeweils ein eindimensionaler Vektorraum eingesetzt wird, fiir den dritten der Nul-

lvektorraum, etwa entspricht 110 der Aquivalenzklasse von k ~—k=<5—0.
(12)Die Menge der Idempotente ist vollstindig, falls A ~ @ Ae; gilt.
i=1
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Der Einfachheit halber sind im Folgenden Relationen als gepunktete Linien
dargestellt: Eine gepunktete Linie iiber einem Weg bedeutet, dass diesem
Weg eine Nullrelation entspricht. Eine gepunktete Linie zwischen zwei We-
gen besagt, dass die Differenz dieser Wege eine Nullrelation definiert.

Die erste Auslander-Reiten-Sequenz () 100 110 010 0,
als beinahe add(110 @ N)-zerfallende Sequenz betrachtet, ergibt dann die
folgenden Aquivalenzen:

1. Fir N =0:
End(100 ® 110) ~ k e <—— e und End(110 ¢ 010) ~ ke <—

2. Fir N =111:
End(1006110¢111) ~ k e <— e <—e und End(11041116010) ~

kLe—e<—eo

3. Fir N =011:
End(100611064011) ~ k e <— e <——e und End(11040106011) ~

ko< o< o

4. Fir N = 001:
End(lOO@llOEBOOl) ~keoe<— o e und End(llUEBOlOEBOOl) ~
ke<— e °

5. Fir N =111 011:
End(100 110 111 ¢ 011) ~ ke <o ° e und

/
AN

End(110 ® 010 & 111 @ 011) ~ /
6. Fiir N = 111 & 001:

End(100 © 110 © 111 & 001) ~ k o e o und
End(110 0103 111 & 001) ~ k o e e e

7. Fir N =011 ¢ 001:
End(100® 110011 ¢ 001) ~ke<—e<~——e<~—e und
End(110 010 G011 B 001) ~ ko<~ o~ o< o

21



8. Fiir N = 111 @ 011 & 001:
End(100 ® 110 ® 111 ® 011 © 001) ~ k o o< o< e

un AN

End(110® 010 ® 111 & 011 & 001) ~ ~——eo

\/

Die Auslander-Reiten-Sequenz () —— 110 — 111 ® 010 — 011 —=0,
als beinahe add(111 @ 010 @ N)-zerfallende Sequenz betrachtet, ergibt die
Aquivalenzen

9. Fiur N =0:
End(11041116010) ~ ke ——> e <—e und Fnd(111®0104011) ~

ko< o— o

10. Fir N = 100:

End(110 & 111 @ 010 & 100) ~ k l und
o< o< o

End(111 0103011 ©100) 2 ke<—— e <o .

11. Fir N = 001:
End(110® 111 ® 010 001) ~ k o o< o< —=e und
End(111 30105011 001) ~ke<~—e<—o

-

12. Fir N = 100 @ 001:

[ ]
End(110 @ 111 @ 010 & 100 & 001) = k i und
o< o< o< "o
End(111 @010 @011 @100 001) ~khe<—e<~—0e<——e
|
Letztlich ergibt dritte die Auslander-Reiten-Sequenz

0 010 011 001 0, als beinahe add(011 & N)-zerfallende
Sequenz betrachtet, die Aquivalenzen:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Fir N = 0:
End(010®011) ~ke<—e und End(011 ®001) ~ke<—

Fiir N = 100:
End(01060116100) ~ k o o<~ und End(01160016100) ~

ke o< o

Fir N = 110:
End(01060116110) ~ k e <— e <—e und End(01140016110) ~

ke< o< "o

Fir N =111:
End(0100011®111) ¥~k e<~—e ——e und End(011®001d111) ~

ko< o< o

Fiir N = 100 & 110:
End(010® 011 ® 100 ® 110) ~ ke~ e~ e~ und
End(011 ® 001 ® 100 ® 110) ~ ko< o< —-e<——o

Fir N =100 ¢ 111:
End(010®011 ¢ 100 @ 111) ~ke<—e < e und
End(011®001 100G 111) ~ke<—e <o °

Fir N =110 111:

End(010 & 011 6 110 & 111) ~

o N
N

End(011 ® 001 ® 011 ® 111) ~ k .

N

End(010 00111003 110 @ 111) ke <~—eo - - o und

NS

End(011® 00110001100 111) ~ke<—0<———0< —0<——9

Fiir N =100 ® 110 @ 111:

Man erhélt also derivierte Aquivalenzen fiir Wegealgebren von Teilkéchern

des Auslander-Reiten-Kochers von k(). Diese erhédlt man indem man einen
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Modul N mit paarweise nicht-isomorphen direkten Summanden, der die Be-
dingung X,7X ¢ add(N) erfiillt, zum Mittelterm M der Auslander-Reiten-
Sequenz von X addiert und diese als beinahe add(M @& N )-zerfallende Sequenz
betrachtet.

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere relevante beinahe Z-zerfallende
Sequenzen gibt.

Da X — M injektiv sein muss, gibt es nur zwei weitere Moglichkeiten fiir
beinahe add(M @& N)-zerfallende Sequenzen mit moglichst kleinem M:

(1) 0 100 111 011 0

(1) 0 110 111 001 0

In diesen Fillen ist es nicht so einfach zu entscheiden, ob ein Modul N ¢
add(X @ Y) zu dem Mittelterm M hinzugenommen werden kann, um eine
beinahe add(M @& N)-zerfallende Sequenz zu erhalten, da nicht alle irreduz-
iblen Morphismen, die in 100 bezichungsweise 110 starten und nicht alle
irreduziblen Morphismen, die in 011 beziehungsweise 001 enden, in der Se-
quenz enthalten sind. Es muss also mindestens ein unzerlegbarer Modul
N ¢ add(X @Y & M) existieren, der nicht hinzugenommen werden kann, da
es einen irreduziblen Morphismus X — N oder N — Y gibt, der nicht {iber
die vorhandenen Morphismen X — M oder M — Y faktorisiert.

Im Fall (I) kann 110 nicht hinzugenommen werden, da der Morphismus
100 — 110 nicht iiber 100 — 111 faktorisiert. 010 kann nicht hinzugefiigt
werden, da 010 — 011 nicht iiber 111 — 011 faktorisiert. Nur 001 kann
hinzugefiigt werden, da es keinen nicht-trivialen Morphismus 100 — 001 oder
001 — 011 gibt. Man erhilt also aus Theorem 2 die derivierten Aquivalenzen

(i) Fir N =0:
End(100® 111) ~ k e <—e und End(111 ¢ 011) ~ke<—e
und

(i) fiir N = 001:
End(10081116001) ~ k e < o <~ e und End(00161116011) ~

[ S R E—

Beide Aquivalenzen waren schon vorher bekannt.
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Im Fall (IT) kann 100 hinzugefiigt werden, da es keine nicht-trivialen Morphis-
men 110 — 100 oder 100 — 001 gibt. 010 und 011 kénnen nicht hinzugefiigt
werden, da 110 — 010 nicht iiber 110 — 111 und 011 — 001 nicht iiber
111 — 001 faktorisiert. Damit bekommt man mit Theorem 2 nur die schon
bekannten derivierten Aquivalenzen

(iii) Fiir N = 0:
End(110® 111) ~ke<~—e und End(111®001) ~ ke <—
und

(iv) fiir N = 100:
End(11001114100) ~ k e <— e <— e und End(111& 0016 100) ~

ke< o< "o

Dies sind alle beinahe Z-zerfallenden Sequenzen mit unzerlegbarem Start-
term X und Z = add(L) fiir ein L € kQ-mod.

Falls X zerlegbar ist, so kann jede beinahe Z-zerfallende Sequenz, die in X
startet, durch ,,Addieren“ von ,kleineren“ beinahe Z-zerfallenden Sequen-
zen, die in direkten Summanden von X starten, erzeugt werden:

Lemma 1. Sei X = X; & Xy eine nicht-triviale Zerleqgung von X und

0 X e D>y 0 eine beinahe Z-zerfallende Sequenz in kQ-

mod. Dann st die Sequenz eine direkte Summe kleinerer” beinahe

9 -zerfallender Sequenzen, die in X1 beziehungsweise Xo starten und eventuell
einer 1m Nullmodul startenden Sequenz.

Bewets. Betrachte zuerst den Fall ¢ links-minimal. X = X & X5, also ist
(0=X4DE2Yy>0)=(0=X XD %y >0), und ¢ und ¢ sind
wiederum links Z-Approximationen von X; beziehungsweise X,. FErsetze
diese durch links-minimale Approximationen v, : X; — D; und ¥ : X5 —

D, (siehe [3], S.67, Proposition 1.4(a)) und betrachte die exakte Sequenz

(% 0 <<P1 0

0 s 0 o2

0—= X180 Xo——D1® D —=Y1®Y,——0

dabei ist (2/(})1 ;3 ) links-minimale Z-Approximation von X = X;® Xs, also
2
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ist D ~ Dy @ D5 (siehe [3], S.67, Proposition 1.4(b)). Mit dem Fiinfer Lemma
erhalt man dann ¥ ~ Y, @ Ys:

x—r .p 7 .y 0——=0

i P

X186 Xo—D1 8Dy —=Y1pYo—0—=>0

wobei die gestrichelte Linie wohldefiniert ist: man nehme ein y € ¥ und ein
Urbild D 3 d+— (di,ds) € D1 ® Dy — (y1,y2) € Y1 @Y. Sei d’ € D ein weit-
eres Urbild von y, dann gilt d —d' — y —y = 0. Daher existiert ein x € X so
dass  +— d—d'. Andererseits gilt jedoch auch: z — (1, x2) — (d7,dy), wobei
(d},d3) das Bild von d — d' ist, das heifit (df,dy) = (dy,dy) — (d}, d,), falls
(dy,dy) das Bild von d ist. (df,dy) — 0 impliziert nun (d},dy) — (y1,¥2),
somit héangt das Bild von y unter der vertikalen Abbildung nicht von der
Wahl des Urbilds unter ¢ ab.

Es gilt also
0=>X->D=>Y—=0)>0->X106Xo—>D1®Dy — Y, &Yy — 0) und
0=X18Xo—>D1®Dy »Y18Y, —0) =
(0—=X1—D; —»Y, - 080 — Xy — Dy = Yy — 0).

AuBlerdem sind 0 - Xy > D; - Y; 20und 0 - Xy = Dy - Y, — 0
beinahe Z-zerfallend:

Nach Definition ist ; links Z-Approximation von X;. Auch ¢, ist rechts
2-Approximation von Y; (i = 1,2): Sei De9 beliebig und p : D =Y ein

Morphismus in 4. Dann kann p zu ( g ) . D — Y erweitert werden. Da ®

eine rechts Z-Approximation von Y ist, existiert ein Morphismus ( C>, der

(SDl O)
. 0 ¢ . .
das Diagramm D——Y  kommutieren lasst. Also ist p = Y5, und
19) T /
(C ! p
Do

damit ist ¢; rechts Z-Approximation von Y;.

Fiir ¢, betrachte p' : D — Y3, der zu ( 0

) - D — Y erweitert werden kann.
p
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Dann ist p = (s, also s rechts Z-Approximation von Y,. Damit ist

0-X, 2D, %y, -0)
P ®
(0=X2DZy>0)~ @

(0= X, 2 Dy 22V, - 0)
und alle Sequenzen sind beinahe Z-zerfallend.

Falls ¢ nicht links-minimal ist, so gilt nach [3], S.67, Proposition 1.4(d) fiir
Y" = Projektion auf D’ o ¢ und ¢"” = Projektion auf D" o 1):
,d)/
1
(0=X4“D4y >0)~(0>X =D & D’=Y —0) mit ¢ links-minimal
und ¢"” = 0.
Dann ist 0 X v D’ Y’ 0 beinahe Z-zerfallende Sequenz
mit Y D" =Y
1/]/
(o)

0>X3DABY 50)~0-X = DaD' 5y —0),

/ !/
Y = coker (%) =(D'®D")/im (%) ~ D'/im(y) & D"=Y"& D".
Damitist (0 > X - D =Y - 0)~0—-X—-D'aD"-Y' @&D" —0)
und 0 = X % D/ = Y’ = 0 ist beinahe P-zerfallend mit " links-minimal.
O X oD oY 50)~0—=X, =D =Y, =00 Xy —
Dy - Y, = 0)
=02X>D—>Y=20)~0—->X1 2D =Y =>0a& 00— Xy —
Dy =Yy, —0)®(0—0—D"— D"—0). O

Die bisher berechneten Sequenzen reichen also aus, um alle beinahe %-
zerfallenden Sequenzen zu bestimmen.

Kombiniert man die so erhaltenen derivierten Aquivalenzen, bekommt man
folgende Aquivalenzklassen, wobei die Wegealgebren zu den Kochern in einem
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Block jeweils zueinander deriviert dquivalent sind:

o< —0<—eo
O ——>0<— 0
o< o0<—0

O<—0 —>0

O\,
N\

° ) ° o)
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o 0<—0

° e~ "o
o - — @ [ J
X
Es ist allerdings aus der Kipptheorie bekannt, dass k e <—— e <— o< ——o
und ke o< o< e beide  deriviert aquivalent  zu

ke ° ° e sind (erstere iiber den Kippmodul 7' = 1100 &

1111 @ 0111 & 0001, letztere tiber 7" = 1000 & 1100 & 1111 & 0001). Daher
miissen sie auch deriviert dquivalent zueinander sein. Die zweite und dritte

Aquivalenzklasse bilden also eigentlich eine gemeinsame groBe Klasse.

Das bedeutet leider, dass nicht alle existenten derivierten Aquivalenzen von
Teilkochern des Auslander-Reiten Kochers auf diese Weise gefunden werden
konnen.

4 Ubergang zu Ringen

Im Folgenden werde ich Theorem 1 in die Sprache der Ringtheorie {iberset-
zen. Ab jetzt seien R ein Ring mit Eins und e, g, f € R paarweise orthogonale
Idempotente mit 1 = e + g + f. Setze € := e + g und f := g + f. Sei ferner
g = t1 + ... + t; Zerlegung in paarweise orthogonale primitive Idempotente

k
und sei Z; = {Z)\]tﬂ)\] S No}
j=1
Notation. Fiir hy, ho, h, 1y, 5,1 Idempotente in R, schreibe hRIly & hRIy =:
hR(ll + lg) und thl D thl = (hl + hg)Rl

k
Beispielsweise ist dann hRg = hR(D A\it;) = @@(hRt;)N fiir beliebiges
=1

k
=

J
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geX,

Bei der ,,Ubersetzung“ des Theorems werden aus Homomorphismenriumen
Homy (Ai, Aw) Bimoduln der Form ¢Aw. Diese stehen in Bijektion zueinan-
der:

Lemma 2. Sei A ein Ring, i € A Idempotent und w € A. Dann ist
O iAw — Homy(Ai, Aw), P(idw)(Ni) = Nidw ein Isomorphismus von i\i-
Linksmoduln (beziehungsweise wAw-Rechtsmoduln, falls w? = w).

€N

Beweis. injektiv: ®(idw)(Ni) = Nidw = 0 VNI € Ai = idw =0 =
ker(®) =0

surjektiv: Sei ¢ € Homa(Ai, Aw) beliebig. Dann ist p(N'i) = N(i), also ist
¢ gegeben durch das Bild von . Sei ¢(i) = Aw, dann ist Aw = (i) = p(i?) =
(1) = idw, also (i) = idw = p(Ni) = NVidw = ¢ = P(I\w).

Die Modulstruktur von Homy (Ai, Aw) ist gegeben durch (iNi * p)(\'i) =
©(N'iN'i) beziehungsweise (¢ * wNw)(N'i) = p(N1)wNw.

Sei ¢ = ¢(idw). Damit ist @(iNidw) (A1) = NiXNidw = (iNi* p)(\7), also
O(iNiIdw) = iNi x ¢(idw). AuBerdem gilt ¢(iIAwNw)(N'i) = NidwNw =
(o * wNw)(N'1), also p(idNwNw) = P(1Aw) * wN w.

= ¢ ist Modulisomorphismus. O]

Bemerkung 10. Im Beweis wird nicht verwendet, dass w € A gilt, das heifst
es ist ausreichend, dass die Multiplikation \ * w definiert ist fir A € A.

4.1 Umformulierung von Theorem 1

Als Korollar aus Theorem 1 erhalt man:

Theorem 3. Seien R, e, f,q, €, f wie oben und g1, ..., Ggn, G € Zlg,

(1) 0 eRe —= éRgni>~--*>éRng>éRgli>éRf und

= B s ¢ € oo 3
(2) 0—fRf ——=gqRf—— " —>gRf —=g,Rf —>¢cRf

exakte Sequenzen mit o € eRg, so dass eRg ~ aRg Vg € ng und 8 € g1Rf
so dass gRf ~ gRB Vg € Z;

30



Dann sind eRe und fRf deriviert dquivalent, induziert durch einen Kipp-
modul T mit pdzge(T) < n.

steht hier fir Multiplikation mit dem besagten FElement wvon links
beziehungsweise rechts.

Bemerkung 11. Falls -3 in (1) surjektiv ist, dann ist T = eRf, allgemein
gilt T C eRf.

Beweis. Setze C':= R —mod, X := Re, M := Rg, Y := Rf und v, ¢ so,
dass folgendes Diagramm kommutiert (auch wenn die Zeilen im Allgemeinen
nicht exakt sind):

B

(3) Re— Ry, Rg Rf
S A
Wegen eRg ~ aRg Vg gilt, dass
gnRRg = eRg 0

ki o) ki

Homg(Rgy,, Rj) — Hompg(Re, RG) — 0
| . |

Homg (M, M) —— Homg (X, M) —=0

in jeder Zeile exakt ist. (13)
= 1 ist links-add(M )-Approximation von X.

Wegen gRf ~ gRf Vg gilt, dass

gRg: £ GRf 0
|2 O 2
Hompg(Rg, Rgi) — Hompg(Rg, Rf) —=0
[ I
Homg (M, My) ——— Homg(M,Y) —0

Ea

(13)Die Isomorphien kommen von Lemma 2: hRj = (thj))‘f ~

~
Il

k
@HomR(Rh,Rtj)/\J’ ~ Hompg(Rh, Rg) fiir h € {e, gn}.

j=1
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in jeder Zeile exakt ist.
= ¢ ist rechts-add(M)-Approximation von Y.

Wende Hompg(Re,—) auf (3) an und benutze die bekannten Isomorphien:

ERf

l

eRe" - eRg, eRg,

l

! o) 2 o)
B

Homp(Re, Re)¥ Homp(Re, Rg,) — - — Homp(Re, Rgy) 2> Homp(Re, Rf)
l O l O

Homg(V, X)CL Homg (V, M) — -+ —= Home(V, My) > Hom(V,Y)

l l

Wende Hompg(—, Rf) auf (3) an:

fRf aRf gn RS = eRf
2 O 2 ) o )
_ @* _ _(a)* _
Homg(Rf, Rf)— Homgr(Rg1, Rf) — - — Hompg(Rg,, Rf) — Hompg(Re, Rf)
2 o ) ) o )

*

Homg (Y, W)= Homg (My, W) —= -+ —= Homg (M, W) = Home (X, W)

Die Exaktheit der oberen Zeilen ist jeweils nach Voraussetzung gegeben und
liefert die gewiinschte Exaktheit der unteren Zeile. Damit ist Theorem 1
anwendbar und eéRé ~ Endg (V) deriviert dquivalent zu Endy (W) ~ fRf.

O

Man kann Theorem 3 auch direkt beweisen. Der Beweis folgt im Wesentlichen
dem Beweis von Theorem 1 in [5].

Beweis (direkt). Sei g1 :== g1 + g.

Sei T' = coker(-¢) @ eRg. Wegen der Exaktheit von (1) ist ' C eRf @ eRg =
eRf.
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Zeige: T ist Kippmodul.
(1) liefert projektive Auflosung von T:

-(3),6 3

0 —éRe —>¢€Rg, eRgo eRq T 0

Wende Homgzrs(—, eRg) auf diese Auflosung an:

Hom(T,eRg)~ Hom(eRgi,eRg) = - = Hom(éRg,,eRg) = Hom(eéRe,eRg)
| O K 2 O 2
Hom(T,eRg)— 1Ry gnRg eRg

o
Die untere Zeile ist:

e linksexakt, da Hom(—, eRg) linksexakt ist
e rechtsexakt durch Definition von «

e dazwischen folgt die Exaktheit aus (2): die Abbildungen in (2) funktio-
nieren alle durch Linksmultiplikation, &ndern also nichts ,,auf der rech-
ten Seite von R“, das heiffit Einschriankungen auf -Rg beziehungsweise
-Rf bleiben exakt.

Demnach ist die obere Zeile exakt.
= Extip (T,eRg) = 0 Vi > 0 und wegen Additivitdt von Ext ist auch
Eutip,(T,eRg) =0Vi>0,5€ Y.

Lange exakte Sequenzen sind aus kurzen exakten Sequenzen zusammenge-
setzt:

éRgn_l —> e %éRgg éRg_l‘>T$O

. 7 N7
K,

. K,
0/ \0 0/ \0

Homgge(T, —) auf die letzte kurze exakte Sequenz der projektiven Auflosung

0—¢éRe— éRgn

angewandt liefert nun:
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0 0
I [

Extin (T,eRG) — Eatip (T, T) — Ext (T, K,) — ExtihL(T, eRgy)

also Extip (T, T) ~ Ext:EL (T, Ky) Vi > 0.

Analog erhélt man durch Anwenden von Homggs(T,—) auf die (n — j)-te
kurze exakte Sequenz: FEatip, (T,K;) =~ Ext'b(T,K;) Vi > 0,
Vi<jij<n-1

=  Extin(T,T) =~ Eobl(T,K)) =~ FExti2(T,K,) =~

. Brtt YT, K, ) ~ ExttH (T, eRe) Vi > 0.

Wegen pdere(T) < n gilt aber Ext' (T, eRe) = 0Vi > 0 also Extlp (T, T) =
0 Vi > 0.

Fehlt noch die add(T)-Koauflosung von eRe: dies ist die nach (1) exakte

Sequenz
a0
0 -g

eRgs L eRG ——T 0.

0 —éRe ® eRg(= eRe) eRg, ® éRg(i)) eRg,_1 — -

Damit ist T ein Kippmodul mit projektiver Dimension < n.

Zeige nun Endzg:(T) ~ fRf:

e n=1
Setze | :=
go n>2

Sei E' = End(a), das heifit F = {(v,u) € IRl X g1R¢1 |ap = va}, das heifit v

éRl —=¢eRq
und g lassen das Diagramm lu O iu kommutieren.
eRl——=€Rq
‘¢
0

a bezeichne hier gleichzeitig die oben definierte Abbildung eRg, — = eRg;
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e’

0

(beziehungsweise eRe =~ — = €Rg;) und das dem entsprechende Element in

IRG:.
Zeige dann fRf ~ E/I, wobei I = {(v, ) € E|3h € Gi Rl : ha = p}

Wie bei a bezeichne b gleichzeitig die oben definierte Abbildung eRg, — eRf
und das dementsprechende Element in ¢; Rf. (Hier kann allerdings nicht ein-
fach Lemma 2 angewandt werden, da hier A = éRé und Af = Ag # eRf
gilt. Der Beweis von Lemma 2 gibt aber auch in diesem Fall die gewiinschte
Isomorphie: Injektivitat ist klar.

_ k _
Zur Surjektivitét: sel ¢ € Homegrs(eRG1,eRf) = Homeps(€R(D Ajt;),eRf)
j=1

k _
= @l(HoméRé(éRtj,éRf))’\j. Sei p;; (1 € {1,...,\;}) die jeweilige die Ein-
J= _

schrénkung auf Homeg:(eRt;,eRf). Dann ist ¢,,(ert;) = ¢;.(eret;) =
erép;i(t;), also ist ¢;,; gegeben durch das Bild von ¢;. Sei ¢, ;(t;) = ér, f, dann
gilt erif = wji(ty) = (t3) = tiwlty) = tienf = tinf = pu@Ert) =
ertirif = ¢;; = ®(t;r1f), wobei ® wie in Lemma 2 sei. Nimmt man alle ¢,
zusammen ergibt das ¢ = ®(g1 Rf).)

Nach (2) ist die Sequenz (0 —— fRfL glRfL IRf exakt, und damit

oder o
auch die Sequenz

b-

(4) 0—fRf G Rf ——=IRf

fr——=(bf =)b—=ab = 0.
Seien nun (v, u) € E, dann aub = vab = 0 = ub € ker(a-) = im(b-), aber

b ist injektiv nach (4), also 3lqg € fRf mit bg = pb. Damit kann man den
Ringhomomorphismus 7 : E — fRf, (v, 1) = q definieren.

7 ist surjektiv:
Nach Voraussetzung gilt gRf ~ gRpB. Das ist gleichbedeutend mit -5 €
Homggs(eRgy1,eR[f) ~ g1 Rf ist surjektiv.

= b € Homepe(eRg1,eRf) ~ giRf mit b : ( i > — ( erif ) ist sur-

€erag erag
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jektiv und damit ist g;Rf ~ g, Rb.
Sei ¢ € fRf beliebig. Dann ist bqg € GRf ~ GG Rb = du € g1RGqy : bg = ub.

Aus (1) folgt: &Rl —*>éRg, ——~éR[ ist exakt.
Anwenden von Homggs(eRl, —) liefert dann, dass

(5) Homepe(eRl, eRl) —=> Homepe(eRl, éRgy) —> Homepe(eRl, R[)
K ) K |2

IRl 2 IR : IRf

&G

a apb = abqg =0
exakt ist. Also ap € ker(-b) = im(-a) = Jv € IRl : va = ap = 1 ist surjek-

tiv.

Bestimme ker(n):

Anwenden von Homgge(éRgy, —) auf Rl —*=¢eRg b &R f liefert:

(6) Homerz(eRg1,eRl) % Homzp:(¢Rd1, eRgy) by Homgp:(ERgy, ERf)
2 O |2 O |2
g1 Rl = aRaq ° aRf

Sei (v,u) € ker(n), dann ist n(v,u) = ¢ = 0 und bg = ub, also pb = 0
= u € ker(-b) = im(-a) = Ih € Rl : ha = p = (v, ) € I. Andererseits
gilt fir (v,u) € I : (v,pu) = (v,ha),n : (v,ha) — g mit bg = hab = 0.
Wegen (4) ist b- injektiv, und damit ¢ = 0 = (v, u) € ker(n) = ker(n) =
I — fRf ~ E/I.

Homomorphiesatz

Wir haben eRl —"=eRg; LA T —— (0 exakt und damit

(7) 0 — Endepe(T) —X> Homepe(eRgy, T) —“~ Homepe(eRI,T) exakt.

id! b ab =0

T bt ! abt =0

Betrachte (v,pu) € E : Homegres(eRI.T) > apb = vab = 0 = ub € ker(a*) =
im(b*) . Da b* injektiv ist, folgt: 3!g € Endzrs(T') : bqg = 1b
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=17 :E — Endeps(T), (v, 1) — ¢ mit bqg = ub ist wohldefinierter Ringhomo-
morphismus.

7 ist surjektiv:

Sei ¢ € Endzg:(T") beliebig.

bq € Homepe(eRG1, T) C Homere(ERG1,eRf) ~ g1 Rf ~ ¢ Rb wie schon bei
dem Beweis zur Surjektivitdt von n zu sehen war. bg € g1 Rb und b € ¢, Rb
implizieren dann: Ju € g1 RGy ~ Homgzrs(€Rg1,eRgy) : bG = pb.

Benutze erste Zeile in (5):
Homers(€RI,eRl) —2> Homepe(eR1, eRqy) —=> Homere (€RI, ER])

oy apb = abg =0

also ap € ker(b,) = im(a,) = v € Homegs(€RI, €RI) : ap = va
= (v,u) € E = {(p,0) € Homepe(eRI,eRl) x Homere(¢Rg1,eRG1)|ao =
pa} ~ E.

Damit ist auch 7 surjektiv.

Seien (v, u) € ker(n) beliebig. Dann ¢ = 0 fiir ¢ mit bg = ub = ub =0

= u € ker(by) = im(a.).

Mit (6) folgt: 3h € Homegs(eRG1,€Rl) ~ g1 Rl : ha =

= (v,u) € I :={(p,0) € E|3h € Homepe(€RG1,eRG1) : ha = o} ~ 1.
Andererseits gilt fir (v,p) € I : (v,pu) = (v,ha) und 7 : (v, ha) — ¢ mit
b = hab = 0

= g € ker(b*)

= ¢ =0, da (b*) injektiv nach (7)

= (v,u) € ker(n) = ker(n) =1 = Endzgs(T) ~ E/I

Homomorphiesatz

= Endeps(T) ~ E/I ~ fRf O

Ich habe Theorem 3 als ,, Umformulierung von Theorem 1* bezeichnet. Bisher
ist es jedoch nur eine Folgerung, wahlweise auch ein eigensténdiger Satz. Um
wirklich eine Umformulierung zu bekommen, miissen die Theoreme dquiva-
lent sein. Dazu fehlt noch, dass auch Theorem 1 eine Folgerung aus Theorem
3 darstellt. Da Theorem 3 auch unabhéngig von Theorem 1 bewiesen wurde,
erzeugt man hierdurch keinen Zirkelschluss, sondern eine echte Aquivalenz
der Theoreme.
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Satz. Theorem 1 ist ein Korollar aus Theorem 3.

Beweis. Setze R := Endg(X®M®Y') und e :=Projektion auf X, g :=Projektion
auf M, f :=Projektion auf Y.
Betrachte die Bimoduln

eiRe~{XaMaY S XaoM ™" XeaMaY % Xjr e R} ~
Home(V, X)

k.

e X o Ma YR S Mk e

T

e R~ {XaMaY S XeM
RFi} ~ Home(V, M;)

e Rf~{XaMaY S XaM ™™ xoaMay L Vjr e R} ~
Homg(V,Y)

e fRf={XaMaY Ly X xaMmaey 5 Mayvjre R) ~
Homeg (Y, W)

. gin:{(X@M@Y)’%%MirlgiX@M@YiM@ereR}:
HOTI’Lg(MZ,W)

eeRf ~{XoMaY SX B xaMay b5 Mavjre R} ~
Homg (X, W)
wobei k; der héchste vorkommende Exponent eines unzerlegbaren Summan-

den von M; und e, f wie zuvor definiert seien.

Ebenso gilt:

rkn
o cRgy~{XoMaY SX X (XaMav)y B M ¢ R} ~
Homy (X, M,)

’f’k V1
e gRf ~{(XaMaY)" % M, 19“)(@9M@9Y1>er’“1eR’fl}:
HOmcg<M1,Y)

Seien « das Urbild von ¢ und £ von .
Homg(V, X)

\ )
EReC eRgn eRg

Homg(V, M,) = - = Home(V, M) % Home (V,Y)
K K ¢ K
éRf

e \V;@

38



Damit ist auch die untere Zeile exakt. Ebenso ist auch

Homg (Y, W)E Homg (My, W) - - — Homg (M, W) Home (X, W)
K o) ki ki o K

fRF————~gRf guRf —*—~cRf

kommutativ, also wieder die untere Zeile exakt. Aus Kommutativitat von

Homeg (M, M) L>Hom(g(X, M)—=0
R R

gnRG & eRg 0

fiir beliebiges M folgt: eR§ ~ im(a-) = aRg§ V§. (§ “Projektion” auf M)
und aus Kommutativitat von

Homeg (M, M) ——> Homeg(M,Y) —0

0 2

gRg 2 gRf 0

fiir beliebiges M folgt: GRf ~ im(-f) = GRS V3.

Damit sind die Voraussetzungen fiir Theorem 2 erfiillt, das heifit es gilt:
Endy(V) =~ eRe deriviert dquivalent zu fRf ~ Endg(W). O

Die Theoreme 1 und 3 sind also dquivalent und damit ist Theorem 3 eine
Umformulierung von Theorem 1.

Bei Theorem 1 war der Spezialfall n = 1 sehr wichtig. Fordert man dort
zusétzlich, dass die Sequenz ( X M Y 0 exakt ist, so
bekommt man Theorem 2 und damit interessante Anwendungen. In die Ring-

version ist dies leider nicht so einfach zu iibersetzen:

Will man Theorem 2 in die Ringsprache iibersetzen, so setzt man laut dem
ersten Beweis von Theorem 3 ¢ = R — mod und X = Re, M = Rg, Y =
Rf. X, M und Y sind also projektive Ringmoduln. Da fiir die Ringversion
keine Sequenz entsprechend () X M Y 0 vorausgesetzt

wird, liefert die Projektivitat keine Probleme. Es ist dadurch jedoch nicht so
leicht auch die Exaktheit, die ja eine zusétzliche Voraussetzung darstellt, zu
iibersetzen.
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4.2 Beispiele

Beispiel 5. Die derivierte Aquivalenz von k e ° ° o/ <&k >

&3 &2 &1
[ )
PN

und kQ/I fir Q = o o und I =< (1(3 — (3¢4 > wurde bereits

N2

in Kapitel 3.2 mit Hilfe von beinahe Z-zerfallenden Sequenzen im Sinne von

Theorem 1 gezeigt. Da Theorem 1 und 3 dquivalent sind, sollte auch Theorem
3 genutzt werden konnen, um diese Aquivalenz zu zeigen:

Betrachte die Wegealgebra R = kQ/ < 172 — da, aff, 117728 >

AN
A

=kQ/ < n1v2 — 0, a3 > des Kochers Q = f <593

Die Sequenzen ’
0 ¢Re— >eRg;— - eRf 0
(g1 = e)—= (g1 = gs)— (1 = f) =0
(e = g)— (e = f) =0
(92 = g3) —— (92 = f)
gs——"—> (93 = f)
und
0— fRf—"+g,Rf —*—cR] 0

f——(g—>f)l—(e—=f)=0
93— (e = g3)

sind exakt und es gilt:
eRgi = 0 = aRgy, eRgy = 0 = aRgs, eRgs = ak = aRgs = eRg = aRg
vg € Y, und giRf = 0 = giRB, g:Rf = 92RB, gsRf = kB = 93RS =
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GRf = GRBVG € Y.

Nach Theorem 3 folgt eRe = ko o ' *%o o/ < &8¢ > und

e
N2

ke o /| < (1( — (3¢ >= fRf sind deriviert dquivalent.

g1
7N,
Beispiel 6. Sei @ der Kdicher e 93— f  und
@2
N
g2

R=FkQ/ < 11 — aapa, 013,028 >, a = a1 — ag, ¢ = ¢1 + ¢s.

Betrachte die exakten Sequenzen:

éRgs — > eRf 0

0>éRe ——=¢€R(g1 + g2)
e—(e—=g1)— (e = g2)—0

(e = g1)———(e—gs)r—>(e—~ [)=0

(6= ga)——(e = g3)r—>(e— f) =0

gi————=(g1 = g3) = (1 = [) =0

Gor———>(92 > g3) = (92 = f) =0

93— (g3 = f)

41



0~ fRf "> gsRF (91 + g2) Rf ——*——eRf —0
fr—=(gs—= f)=(g1 = f)+(g2— f)=0

93— (g1 = g3) + (g2 = g3) ——0

(g1 — g3) (e = g3)

(92 = g3) ——— —(e — g3)

g1 1 (e — q1)

g2 i (e — go)

a und B erfillen die gewiinschte Figenschaft:
eRgy =< a; >~< ag; >= aRq

eRgy =< g >~< a(—go) >= aRgs

eRgs =< a1¢1 >=< ad1gz >=< apagz >= aRgs
g Rf =0=g RS

gRf =0=gRp

gsRf = gsRp

Theorem 3 ist demnach anwendbar, das heiffit wir haben eRe =

/\

\ < a® = d, > und fRf =
g1
A

k 93— f | < &6, P8 > sind deriviert dquivalent.

2

g2

Dieses Beispiel ist sehr leicht zu verallgemeinern: Man ersetze einfach oy
und oy durch endlich viele o
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Sei () der Kocher g1

und R = kQ/ < {ozlgbl — 041-+1¢,-+1, ¢16|Z = 1, ,n} >,

Seien a = > (=1)'a; fiir n gerade,
i=1
a=—1o+ o — taz+ (O (1)) fir n ungerade
i=4

und ¢ = iqﬁl

Betrachte die Sequenz 0 - éRe > ¢eR(D>_gi) i eRgn1 d eRf 0
i=1

el at ap
Q| ;¢ —= a;¢;8 =0
Yi! i ¢iff =0

Gnti —— 3

Im Fall n gerade, ist agp = (D (—=1)'a;) (D i) = > (—1)ay¢; = 0.
i=1 i=1 i=1
Falls n ungerade ist, so ist ap = (—%al + %agqﬁg) + (30002 — %Oé3¢3) +

ST (=1)'a;¢; = 0, das heifst die Sequenz ist in beiden Fillen exakt.
i=4

Die Sequenz () fRf ? gn+1Rf—¢> (zn:lgz)Rf “—cRf 0
[ B o8 =0
In+1t O ap =0

¢i = (—=1)";¢);

gi——— (—1)'oy
1st auch exakt.

Auch hier erfillen a und B die Figenschaft eRg = aRg beziehungsweise

43



gRf = gRp fiir beliebiges g € Z'g

eRg; =< a; >>< ag; >= aRg; firi=1,...,n
eRGni1 =< ;@ >=< i Pigny1 >~ ARGy
GRf =0=gRB firi=1,...n

gn+1Rf = gn+1R6

2N
also ist nach Theorem 3 eRe = kQ/I mit Q = .4:%. und
°

I =< {0y — ip1¢ip1li = 1,...,n} > deriviert dquivalent zu fRf = k:@/f
[ ]

N,

mit Q = 02Ny B g und I =< {¢:;fli=1,....,n} >.

z

4.2.1 Algorithmus

Das obige Beispiel lasst die Frage aufkommen, ob man zu einer (beliebi-
gen) Quelle immer eine (passende) Senke hinzufiigen kann, so dass damit
eine derivierte Aquivalenz erzeugt wird. Dieser Frage werde ich nun nachge-
hen. Wie immer stehen dabei die griechischen Buchstaben sowohl fiir die
Pfeile im Kocher, also die Wege in der Kocheralgebra S, als auch fiir die
dementsprechenden Abbildungen von S-Moduln.

Damit « : eRe — €Rg; derart ist, dass eRg ~ aRg gilt, muss jeder Punkt,
der von e durch einen Pfeil erreichbar ist, als Summand in g; vorkommen.
Ebenso muss, damit £ : eRg, — eRf derart ist, dass gRf ~ gRp gilt, jeder
Punkt | der nur einen Pfeil von f entfernt ist, als Summand in g,, vorkommen.
Des Weiteren muss die Sequenz exakt sein, das heiflit o muss im Kern der
nachfolgenden Abbildung liegen. Eine Konstruktionsvorschrift fiir eine solche
Sequenz, die der erste Schritt fiir die derivierte Aquivalenz nach Theorem 3
ist, ist im nachfolgenden Algorithmus gegeben:
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Input: Kocher @ mit Relationen p, S = kQ/p

1. Suche eine Quelle e. Nenne die Summe der anderen Punkte g. Dann ist
l=e+g=cund S = eSe. Es gilt sogar S = eRe fiir jede Algebra
R = kQ' mit Q) 2 Qy und Q) 2 Q.

2. Nehme alle Pfeile, die von e ausgehen. Nenne diese «o; (i = 1,...,my).
/\10&1

Addiere die Endpunkte g, ; dieser a; zu g; auf. Setze o = ) ,

Ay O,y
wobei die \; # 0 so gewéhlt werden miissen, dass o im néchsten Schritt
annulliert werden kann.

Wiederhole den folgenden Schritt so oft wie moglich:

3. Sei 0 Se —= Sq, b, B
quenz. Jetzt muss ¢y, : Sgr — Sgri1 S0 bestimmt werden, dass im(¢x_1)
= ker(¢y) gilt. Betrachte dafiir alle Pfeile ¢y_; ; einzeln. Jetzt muss es

Sgr bereits bestimmte exakte Se-

ent- weder eine Nullrelation geben, die mit ¢;_; ; beginnt, oder es gibt
einen Punkt g ;, der sowohl von g,_;; als auch von einem anderen
Punkt g;_1,; erreichbar ist, und die Differenz dieser Wege, jeweils mit
¢r—1,; beziehungsweise ¢, ; vorangestellt, ist eine Relation. Im zweit-
en Fall sollten ¢y, ; und ¢y ; jeweils die Wege von g;_; ; beziehungsweise
Jk—1, Zu gr; sein. Im ersten Fall wird ¢y ; als die Nullrelation ohne
¢r—1,; gesetzt. Manchmal gibt es auch mehrere Relationen, die die Be-
dingungen erfiillen. In dem Fall miissen alle Moglichkeiten ausprobiert
werden, da sie eventuell Auswirkungen auf andere ¢;_; ; haben. Gibt es
keine Relation, die mit ¢;_; ; beginnt, so gibt es kein ¢, : Sgi, — Sgr+1
mit ¢r_1¢x = 0.

Die Pfeile sollten immer zu neuen Endpunkten hinfithren, damit die
Sequenz azyklisch ist, also kein Modul mehrfach auftaucht. Dies macht
es leichter, die Exaktheit der Sequenz zu sichern.

Es gilt nun im(¢r_1) C ker(ox).
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my,
Gilt Gleichheit, so ist fir gir1 = D> t(¢y,;) die Sequenz
j=1

00— Se = ---%Sgk &Sgkﬂ exakt. Hier soll ¢(¢y, ;) der Punkt sein, an
dem der Weg ¢y, ; endet. Fiir einzelne Pfeile ist das genau das ¢ aus der
Definition eines Kochers.

Wiederhole Schritt 3 mit &k =k + 1.

Gilt jedoch keine Gleichheit und alle Relationen wurden bereits be-
dacht, so kann es kein solches ¢y geben.

Insgesamt gibt es also zwei Félle, bei denen ein solches ¢, nicht ex-
istiert: Entweder es gibt keine mit ¢;_; ; startende Relation oder der
Kern des potentiellen ¢y, ist zu grofl. Einer der beiden Félle wird bei
einem endlichen Kécher irgendwann auftreten. Fahre dann mit Schritt
4 fort.

4. Fiige einen neuen Punkt f zu ¢y und neue Pfeile 5; : gr; — f zu Q1
hinzu. Fiige geeignete Relationen, die ¢;_;;3; = 0 garantieren, zu p
hinzu™. Nenne den neuen Kécher @' und das neue Relationen-Ideal
p. Setze R = kQ'/p/1).

Gilt  nun  im(¢r_1) = ker(B), so ist die Sequenz
0> Se—~ Sglﬁ» -~-¢L_Sgk 5 Sf exakt.

Gehe zu Schritt 5.

Falls keine solchen 3; existieren, die die Sequenz exakt machen, so kann
man auf diese Weise keine derivierte Aquivalenz ausmachen.

Breche den Algorithmus mit einer Fehlermeldung ab.

B

5. Sei 0 Se —= Sq, n Lo Sqn Sf die in Schritt 4 berech-

nete exakte Sequenz. Uberpriife ob fiir f = f + g auch die Sequenz

04>]""RJF4/8> gan% i{qufL eRf exakt ist. Trifft dies

zu, so sind S = eRe und fRf deriviert dquivalent.

(A90Oft reichen die Relationen ¢r—1,;8; aus, manchmal braucht man jedoch andere Rela-
tionen fiir die Exaktheit.
(15)Dann gilt S = éReé und fRf ist die Algebra zu dem Koécher mit Punkt f und ohne

Punkt e (f = f +g).
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Beispiel 7. Sei Q = o / und
\\ \ .
P =< 7Y2, V57273, 767374 — V7 >

1. Moglichkest

NN,
VAN

2. e ° A 04>564>Sg1
a1 Y3 Y4
\ / \ .
QILO °
Y6
° °
3. a=wm
e °
RN
gli>g2 °
5 y7
° °

~ 0 Se —= Sqg; o Sga

el o} a1p1 =11y, =0
V5 ——— Y51 = V572

g
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N V\
N

g1t O1t P19 = y2y3 # 04

Die Sequenz bis Sgs ist nicht exakt, aber dies war die einzige Mdéglichkeit
g3 zu wdhlen. Also muss f jetzt hinzugefiigt werden.

4. Q = ¢ \ / \ P =pU<¢if> R=kQ' /)
91—>92
V 8 \ /
° f .
T — ’ Sf
el Qi arpr =mn72 =0

Vst V5Pt VP18 =
gt O1t $18=0

9o 15}

5. 00— fRfi> 92R]?l> G Rf eRf ist exakt, also
I B $18 =

V13— 1173 = 0

V3Va ——>= P13 Vs > 117374 = 0

g2t o1t a1 =0

g0
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sind eRe = S und fRf deriviert dquivalent, das heifit die Wegealgebren

[ J [ ]
[ ] L [ ]
6
[ ] [ ]
[ ]
und oo o mit p' =< V57273, Ve V3 Va7, V28 >

NS

sind derwviert dquivalent.

o mit p =< Y172, V572V3, V6V3Va — V7 >

2. Moglichkeit

N L /\
N
/\Woﬁieisjl
N

gl%.
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° , = g22, O1 = Q11012
v \
“ N4

~ 0 Se —= Sqg; o Sga

el a apy = 57273 = 0

NbE———=m¢1 =04

Da dies die einzige Mdéglichkeit war o zu annullieren, muss schon jetzt
der neue Punkt f hinzugefiigt werden.

4. Q' = P =pU<af> R=kQ/p

NN

SN

~ 0 Se —= Sgi i Sf 0 exakt.

e

5. OHfRf—ﬁ{glRfLeRf%O ist exakt.

I Jex af =0

Yo Q72

g«
Also sind eRe und fRf deriviert dquivalent, was auch vorhersehbar
war, da sich die zugehdrigen Kocher nur durch Umdrehen eines endstindi-
gen Pfeils unterscheiden.
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3. Moglichkeit

NN,
.V N

N /\

N

3. Jetzt muss o so gewdhlit werden, dass es durch ein ¢ annulliert werden
0
kann. Die einzige Mdglichkeit ist, o = (Odl > und ¢1 = (7374>
0 — Q9 91,2
zu setzen. Dies bedeutet aber, dass fiir as kein neuer Pfeil benutzt wird,
was der Algorithmus jedoch verlangt. Daher kann o nicht annulliert
werden, es muss also f direkt hinzugefiigt werden.

, 91 =011+ G12

4. Q' = e P =pU<aifi —agfy >

\72/\

e ——>(311

7N/

Wiirde man die Wege o;3; rausteilen, dann wdre der Kern von B zu
grof$. Nur aq und g zusammen dirfen annulliert werden, das heifst das
neue Viereck muss kommutieren.
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(651

a=

B=(B1,—p2)

&%)
~ 00— Se——=95911 D Sq12 Sf

er———> (Zl> F———a101 — afy =0
2
<O(é)1) 3
()
P —f}s
(%)
(702) ‘ Y201
()
=[5
Ya




5. Fir R=kQ'/p gilt:
_ B _ — B
00— fRf —= g1 Rf ® g12Rf eRf 0
f} /6} O[ﬁ =

ist exakt, also sind die Wegealgebren kQ1/py und kQo/ps der Kicher

NLIN,
VANV

mit p1 =< 1Y2, V57273, Q1Y3Ya — Qg > und

AN
2N

miat po =< Y172, V5Y2Y3, B1—"Y3VaB2 > deriviert dquivalent. Die Relation
b1 —"3V42 ergibt sich aus den Relationen a3y — o und aq 51 —anfs -
a1 = aofle = ayysyafe muss fiir jede Abbildung, die man oy zuordnen
kann, gelten, also insbesondere fiir ay = id. Damit folgt By = ~37v401.

Q1=

Q2 =
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5 Ein-Punkt-Erweiterungen

Als letzte Anwendung mochte ich gerne noch die Ein-Punkt-Erweiterungen
anfithren. Dies sind bestimmte Matrizenringe, die ihren Ursprung in der Fr-
weiterung eines Kochers um einen Punkt haben. Die folgende Definition ist
aus [2], Seite 71.

Definition 31. Sei T ein Schiefkorper, U ein Ring und yMp ein U-T-

Bimodul. Dann nennt man den Dreiecksmatrizenring A = (Aj; 8) Ein-

Punkt- Erweiterung von U durch yMry.

Ein-Punkt-Erweiterungen haben zweifache Verbindung zu diesem Thema:
Zum Einen ist der Endomorphismenring End, (M @&N) isomorph zum Dreiecks-

Endy(M) 0 B
HOmA(Ma N) EndA(N))’ falls HOmA(N? M) = 0und M

matrizenring (
einfach.
Zum Anderen ist eine Wegealgebra A = kQ/p mit i Senke in @ und ¢; € A

. k 0
dem entsprechenden Idempotent isomorph zu ( (1= eAer (1—e)A(1 — ez))
da in i kein nicht-trivialer Weg startet und damit e;Ae; ~ k und e;A(1—¢;) =
0 gilt. A ist also eine Ein-Punkt-Erweiterung der Algebra (1 — e;)A(1 — ¢;)
durch den Bimodul (1 — e;)Ae;. Anschaulich bedeutet dies: A entsteht aus
einem Kocher Q' mit Q) = (o \ 7 und Relationen p’ = p\ p”, wobei p” die in i
endenden Relationen von p seien. Andersherum erhélt man eine Ein-Punkt-
Erweiterung A von A’ = kQ'/p’ durch Hinzufiigen der Senke ¢ zu @ und
Relationen p” zu p'.
Dies passiert in dem Algorithmus und den Beispielen aus Kapitel 4.2. Be-
trachtet man Ein-Punkt-Erweiterungen im Allgemeinen, so lassen sich ring-
theoretische Beispiele, die nicht aus der Kochertheorie stammen miissen, kon-
struieren.
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6 Fazit

Das Ziel dieser Arbeit war es, die in Kapitel 3.1 zitierten Ergebnisse von Wei
Hu und Changchang Xi zu ringtheoretisieren. Dafiir habe ich die Objekte X,
M und Y der Kategorie mit projektiven Moduln des Endomorphismenrings
von X & M &Y verglichen: X, M und Y sind die Bilder der Projektionen
auf das jeweilige Objekt. Setzt man R = End(X @& M @ Y'), so hat man die
Entsprechungen X <> Re, M < Rg, Y < Rf fiir paarweise orthogonale
Idempotente e, f, g, die den Projektionen entsprechen, mit 1 = e+ g + f.
Die andere Richtung der Aquivalenz ergibt sich, indem man € = R — mod,
X =Re, M = Rgund Y = Rf setzt.

Ausgehend von den Theoremen aus [5], die hauptséchlich fiir Artin-Algebren,
also Wegealgebren von Koéchern mit Relation, interessant sind, habe ich eine
Version fiir beliebige Ringe gefunden, diese jedoch wieder auf Beispiele von
Kocheralgebren angewandt. Ein-Punkt-Erweiterungen geben weitere Beispiele.

Die hier formulierte ringtheoretische Version bringt also eine weitere
Moglichkeit, derivierte Aquivalenz von Wegealgebren zu berechnen, jedoch
auch fiir beliebige unitédre Ringe mit geniigend paarweise orthogonalen Idem-
potenten bekommt man ein Kriterium, um derivierte Aquivalenz festzustellen.
Die Ein-Punkt-Erweiterungen sind eine schéne Uberleitung von der einen zur
anderen Beispielklasse.

95



Literatur

1]

AsSEM, I. ; SIMSON, D. ; SKOWRONSKI, A. : London Mathematical So-
ciety student texts. Bd. 65: Elements of the Representation Theory of
Associative Algebras. 1:Techniques of representation theory. Cambridge
University Press, 2006

AUSLANDER, M. ; REITEN, L. ; SMAL®, S. : Cambridge studies in ad-
vanced mathematics. Bd. 36: Representation Theory of Artin Algebras.
Cambridge University Press, 1995. — Taschenbuchausgabe von 1997

AUSLANDER, M. ; SMAL®, S. : Preprojective modules over Artin algebras.
In: J.Algebra 66 (1980)

HappPEL, D. : Triangulated Categories in the Representation Theory of
Finite Dimensional Algebras. In: Cambridge University Press, Cambridge
(1988)

Hu, W. ; X1, C. : Almost Z-split sequences and derived equivalences.
2008. — arXiv:0810.4757v1

IvyamA, O. : Auslander correspondance. In: Advances in Mathematics
201 (2007), S. 51-82

KELLER, B. : Derived categories and tilting. In: HUGEL, L. A. (Hrsg.) ;
HapPEL, D. (Hrsg.) ; KRAUSE, H. (Hrsg.): Handbook of Tilting Theory,
Cambridge University Press, 2007 (London Mathematical Society Lecture
Note Series 332), S. 51-54

MACLANE, S. : Graduate Texts in Mathematics. Bd. 5: Categories for
the working mathematician. Springer-Verlag New York Inc., 1971

RICKARD, J. : Morita theory for derived categories. In: J. London Math.
Soc. 39 (1986)

56



