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Ubungen zur Vorlesung Algebra

zu bearbeiten:

(1) (a) Zeigen Sie, dass die Gruppen Zs, Z4 X Zs und Zg X Zy X Zs paarweise nicht

zueinander isomorph sind.

(b) Sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung 8, die Elemente a, b, ¢ der Ordnung
2 enthilt, sodass a # b und ¢ ¢ (a, b) gilt.
Zeigen Sie, dass (a,b,c) = G ist und ¢ = e fiir alle g € G gilt.

(c) Sei G eine nicht zyklische, abelsche Gruppe der Ordnung 8, die ein Element
a der Ordnung 4 enthélt. Zeigen Sie, dass es ein b € G'\ (a) mit der Ordnung
2 gibt und (a, b) = G gilt.

(d) Zeigen Sie, dass jede abelsche Gruppe der Ordnung 8 zu einer der Gruppen
aus Aufgabenteil (a) isomorph ist.

(2) Sei Hy = {1,—1,14,—1i,j,—j,k,—k}. Diese Menge wird eine Gruppe durch eine
Multiplikation, die die iiblichen Vorzeichenregeln und zusétzlich
=5 =k =ijk=-1
erfiillt.
(a) Geben Sie die Multiplikationstabelle fiir Hg an.
(b) Bestimmen Sie die Konjugationsklassen der Elemente 4, j und k.
(c) Fiir eine Gruppe G kann man die Kommutatoren L,(G) definieren:
Lo(G) =G und L,(G)=(I"'g g |l e L, 1(G),g € G).
Dann ist Li(G) die gewohnliche Kommutatorgruppe von G und
L,(G) < L,—1(G). Eine Gruppe heifit nilpotent, wenn es ein n mit
L,(G) = {e} gibt.
Zeigen Sie, dass Hg nilpotent ist.

(3) Sei G eine Gruppe der Ordnung 8, die nicht abelsch ist.

(a) Zeigen Sie, dass G ein Element a der Ordnung 4 enthélt.

(b) Angenommen, jedes Element b € G \ (a) habe die Ordnung 4. Zeigen Sie,
dass dann b* = a? gilt, und geben Sie einen Isomorphismus ¢: Hg — G
an, wobei Hg wie in der Bearbeitungsaufgabe 2 definiert ist. Beweisen Sie,
dass ¢ ein Isomorphismus ist.

(c) Angenommen, es gibt ein Element b € G\ (a) mit der Ordnung 2. Zeigen
Sie, dass dann ba # a?b und ba = a3b gilt.

Geben Sie einen Isomorphismus v: Dg — G an. Beweisen Sie, dass v ein
[somorphismus ist.

Bitte wenden



(4) (a) Bestimmen Sie Basen der Koérpererweiterungen Q(+v/5), Q(+/7) und
Q(v/5,V7) iiber Q.
(b) Zeigen Sie, dass Q(v/5,V/7) eine Kérpererweiterung iiber Q(+/5) ist und
bestimmen Sie eine Basis von Q(v/5,v/7) iiber Q(v/5).
(c) Welche Grade haben die Kérpererweiterungen in (a) und (b)?

schriftliche Aufgaben:

(1) (5 Punkte) G sei eine Gruppe der Ordnung 45.
(a) Zeigen Sie, dass G eine normale 3-Sylowuntergruppe und eine normale

5-Sylowuntergruppe hat.
(b) Zeigen Sie, dass G abelsch ist.

(2) (5 Punkte) Sei K ein Korper und L/K eine Korpererweiterung iiber K.
(a) Es seien a,b € L algebraisch abhingige Elemente. Zeigen Sie, dass
Kla,b] = K(a,b) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass die algebraisch abhéngigen Elemente in L einen Unterkorper
M von L bilden.
(c) Sei [L: K] = 2. Zeigen Sie, dass jedes Element in L algebraisch ist.

zur Diskussion:

1) Wie viele Gruppen der Ordnung 8 gibt es?
2) Welchen Grad hat die Korpererweiterung Q[+/2] iiber Q?
) Ist V2 € Q[v/2]?
) Finden Sie ein reelles Polynom f, sodass C = Rx]/ (f(x)) ist.
) Finden Sie eine Koérpererweiterung L von Q, in der alle 3. Einheitswurzeln
enthalten sind, also alle z € C mit z® = 1. Welchen Grad hat L?
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Abgabe ist in den Ubungsgruppen am Mittwoch, 11.12.2019.

Alle Aufgabenbldtter und ein Kurzskript finden Sie auf der Webseite

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/iaz/iaz1/Koenig/WS19-20Algebra/Algebra. html



