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Übungen zur Vorlesung Darstellungstheorie und homologische Algebra 1

1. Beweis oder Gegenbeispiel:

(a) Seien A und B Algebren, ϕ : A → B ein surjektiver Algebrenhomomorphismus,
ψ : B → A ein injektiver Algebrenhomomorphismus und ψϕ = idB. Dann existiert
eine Algebra C, so dass A = B ⊕ C als Algebren.

(b) Sei A eine einfache Algebra. Dann ist das Zentrum von A ein Körper.

(c) Sei A eine Algebra,M ein halbeinfacher A-Linksmodul und E = EndA(M). Dann
ist ME halbeinfach.

(d) Sei A eine Algebra, M ein A-Linksmodul und E = EndA(M). Wenn ME halbein-
fach ist, dann ist auch AM halbeinfach.

(e) Sei X ⊂ Y ein Teilmodul und Y/X halbeinfach. Dann ist rad(Y ) ⊂ X .

2. Sei A ein Ring und rad(A) der Durchschnitt aller Annulatoren von einfachen A-
Linksmoduln. Mit BMrad(A) wird der Durchschnitt der maximalen zweiseitigen Ideale
von A bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie BMrad(A) für die Algebra A der oberen Dreiecksmatrizen über
einem Körper k.

(b) Zeigen Sie, dass jedes maximale zweiseitige Ideal eines Rings A der Annullator
eines einfachen A-Moduls ist. Folgern Sie daraus, dass rad(A) ⊂ BMrad(A) gilt.

(c) Sei A eine endlich-dimensionale Algebra über einem Körper k. Zeigen Sie, dass
rad(A) = BMrad(A) gilt.

(d) Sei k ein Körper, V ein k-Vektorraum abzählbarer Dimension und E = Endk(V ).
Ist V ein einfacher E-Modul?
Zeigen Sie, dass E genau drei verschiedene zweiseitige Ideale besitzt. Welches
davon ist der Annulator von V , welches der Schnitt aller Annulatoren einfacher
Moduln und was ist BMrad(E)?

(e) Sei en für n ≥ 1 eine Basis von V , sei f1 ∈ E definiert durch f1(en) := e2n und f2
durch f2(en) := e2n−1. Zeigen Sie, dass jedes Element von E eine eindeutige E-
Linearkombination von f1 und f2 ist. Folgern Sie daraus, dass es Isomorphismen
von E-Moduln gibt: E ≃ E ⊕ E und sogar Ea ≃ Eb für alle a, b ≥ 1.



3. Sei R := {f : [0, 1] → R | f stetig und f(0) = f(1)}, mit punktweiser Addition und
Multiplikation. SeiM := {f : [0, 1] → R | f stetig undf(0) = −f(1)}. Prüfen Sie nach,
dass M ein R-Linksmodul ist.

(a) Zeigen Sie, dass M nicht zyklisch ist. Folgern Sie RM 6≃ RR.

(b) Betrachten Sie R ⊕ R und M ⊕M als Mengen von Funktionen von [0, 1] in die
reelle Ebene R⊕R. Mit rα wird die Rotation um den Winkel α in der reellen Ebene
bezeichnet. Zeigen Sie, dass (f, g) 7→ (x 7→ rπx(f(x), g(x)) einen Isomorphismus
von R-Moduln von M ⊕M auf R⊕ R definiert.
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