1 Komplexe Funktionen

Seien € € Ry, Us(z) = {ue C: |u— z| <&} eine offene Kreisscheibe um z.

Eine Folge (zy)neny = (apn, + @ by)nen konvergiert gegen zo, lingo Zn = 20
n—

< d(zn,20) =3 0in R < V (an — ag)? + (b, — bp)? =20

< a, =5 ap und b, =5 by (in R).

Eine Funktion f: I — C (I < C) ist stetig an zp € I < [V Folgen (zp)nen in I

mit lim 2, = 2o gilt: Jiiléof(’z”) = f(z0)] © [Ve>030>0: VYuel:duz)=

n—ao0

lu—z0| <0 = d(f(u), f(20)) = |f(u) = f(20)] <]

1.1 Definition Sei U < C offen, f : U — C eine Funktion, zg € U. f heiflt an 2z

differenzierbar:< lim %ﬁézﬂ) existiert. Der Grenzwert heifft dann Ableitung von f an
z—20

der Stelle zp und wird mit f’(zp) bezeichnet.

Falls f fiir alle z € U differenzierbar ist, heifst f holomorph auf U.
Falls f auf U = C holomorph ist, heifst f ganze Funktion.

1.2 Theorem Sei f = g+ th : U — C eine Abbildung, 25 € U. Dann ist f an z,
(komplex) differenzierbar genau dann, wenn f an zy € R? total differenzierbar ist und
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt:

Wy~ o Yy O
a*x(zo) = ay(zo) und ay(zo) =3 (20)

x

Kurz: %(zo) = —i%(zo)

In diesem Fall entspricht die Jacobimatrix Jr(z9) = <Z _ab> von f an zg genau der
komplexen Zahl f'(z9) = a + ib.

1.3 Theorem Sei zp € C und (a;);en eine Folge komplexer Zahlen. Dann gibt es fiir
n

die Folge Z a;(z — 20)? drei Moglichkeiten:
j=0

(a) Konvergenz nur fiir z = zj.

(b) Konvergenz fiir alle z € C.

K fiir alle z € C mit |z — 29| < R
(¢) 3 R e R+ so dass gilt: f)IlVergenz" ur atle z r.m |z — 20| :
Divergenz fiir alle z € C mit |z — z9| > R.

R heift Konvergenzradius, im Fall (a) sei R := 0, im Fall (b) sei R := c0.
Im Inneren des Konvergenzkreises S = {z € C : |z— 29| < R} konvergiert die 'Potenzreihe
o0
a;(z — 20)” absolut und definiert eine holomorphe Funktion auf S.
j=0



1.4 Theorem Sei f : U — C holomorph, zg € U und R € R so dass
S ={2€eC:|z— 2z < R} c U gilt. Dann existiert eine Potenzreihe, so dass fiir alle
z € S gilt:

0

flz) = Z an(z — 2zp)". Diese Potenzreihe ist eindeutig bestimmt.

n=0
f ist also nicht nur einmal, sondern beliebig oft differenzierbar, und die Potenzreihe ist
O £(n)
die Taylorreihe, d.h. f(z) = Z / ('ZO) (z — 2p)" fiir alle z € S.
= nl
Beispiele:
o0 Zn
Exponentialfunktion e* := 2 —
n!
n=0
] ) 0 z2n
Kosinus cos z := 3 (e* + e7%) = Z (—1)"(2n)!
n=0
L ) ) © 2n+1
: o iy n
Sinus sin z := 5; (e'* —e™ %) = 7;0(—1) @nr )

e* = cos z + isin 2.

e"* = cosz — isin 2.

Fiir z = o + iy gilt: ™% = e%e® = e%(cosy + isiny).
Eulersche Identitét: '™ = —1.

2 Fourier-Analysis

2.1 Definition Eine Funktion f: R — R oder f : R — C heiflt periodisch mit Periode
LeR.g:= VzeR: f(z) = f(z+ L).

2.2 Lemma Sei f : R — R (oder C) L—periodisch. Sei g(z) := f(%x) Dann ist
g 2m—periodisch.

2.3 Proposition
(a) S(Z)W coskx sinlz dv =0V k,l €Ny

(b) S?}ﬁ coskx coslx dr = S(Q)ﬁ sinkx sinle dov =0Vk,leNg:k #1

(c) SSW cos? kx dr = Sgw sinkz dz =7 Vke N

2.4 Proposition Sei V' := {f : [0,27] — R Riemann-integrierbar}. Fiir f,g € V sei
fg) = &= gw f(z)g(x)dzx. Dann ist {( , ) eine symmetrische Bilinearform auf dem
R—Vektorraum V.

Beziiglich dieser Form stehen die Funktionen 1, cos kz, sin kx (k > 1) orthogonal aufein-

ander.
2.5 Definition
(a) Sei f:[0,27] — R integrierbar. Die Zahlen ay, := %S(Q)ﬂ f(z)coskx dx (k € Ny)
und by, := %Séﬂ f(z)sinkz dx (k € N) heien Fourier-Koeffizienten von f.

n

Sei sy (z) = 4 + Z(ak coskx + by sin kx). Falls s,(x) fir x € [0,27],n — o0,
k=1



konvergiert, nennen wir den Grenzwert die Fourier-Rethe zu f und schreiben

0

s(x) =9 + Z (ag, cos kx + by sin kx).

(b) Sei f:[0,27] — C integrierbar, f = u + iv. Die Zahlen ¢j, 1= 5= §7r f(z)e = dy
fiir k € Z heifsen Fourier-Koeffizienten von f.
n

Sei sp(x) := Z cre’®® (n e N). Falls s,,(z) fiir alle z € [0,27],n — o0, konver-
k=—n
giert, nennen wir den Grenzwert die Fourier-Reihe zu f und schreiben

o
Z ckefzkx‘

k=—00
27
2.6 Besselsche Ungleichung: Z lek]? < f |f (z)|*dz.
k=—n
0
Also konvergiert Z e |?. Insbesondere gilt |c;| — 0 fiir k — +oo.
k=—0

2.7 Theorem Sei f: [O 27] — C Riemann- integrierbar Dann gilt:

f = Z Crek, | — Z ckery —> 0 und 2 o] = J x)|?dx.

k=—n k=—n k=—00

(Diese Konvergenz nennt man Konvergenz im quadratischen Mittel)
2.8 Sitze von Dirichlet Sei f: [0,27] — R (oder C).
(a) Sei f differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe von f punktweise gegen f,
d.h. s,(z) — f(x) fiir alle z € [0, 27].
(b) Sei f stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichméfig
gegen f, d.h.Ve>03INyeNVn =Ny Vre|0,2n]:|sp(x)— f(z)] <e
(dasselbe Ny ist fiir alle z wahlbar).

(c) Sei f stiickweise stetig und stiickweise monoton beziiglich
[0,27] = [0,¢1] U [t1,t2]uU ... U [t1,27], so dass fiir jedes x € {t1,...,t,} die
einseitigen Grenzwerte f(z+) und f(z—) existieren.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe s, (z) gegen f(x) fur = ¢ {t1,...,t,}

flat)+f(z—)
2

und gegen fir xz e {t1,...,tn}.

2.9 Riemannscher Lokalisationssatz: Sei f : [0,27] — R quadratisch integrierbar.
Dann konvergiert die Folge s, (z) genau dann gegen die Zahl s(x), wenn 3 § € (0, 7) mit

So flx+t)+ f(x—1t)—2s(x)) D ()dtnl%oO

2.10 Dinis Test: Sei f : R — R (oder C) 2r—periodisch und Riemann-integrierbar
auf [0, 27]. Sei z € [0,27]. Falls 36 > 0 und p € R, so dass
|f(x+1t)— f(x)] < p-|t] fir |t| <6, dann gilt lim s, () = f(z).

n—00

D.h. die Fourierreihe konvergiert gegen f(z).



2.11 Grenzwertsatz von Cauchy: Sei (ap)nen eine Folge komplexer Zahlen mit

lim a, = a. Dann ist die Folge (%) auch konvergent und hat ebenfalls den
n—00 neN

Grenzwert a.

2.12 Definition Eine Zahlenfolge (ay,)nen heifst C-summierbar (oder Cesaro-summierbar)

M) N Konvergiert.

e (Gt

2.13 Satz von Fejér: Sei f 2m—periodisch und = eine Stelle, an der die einseitigen

Grenzwerte f(x+) und f(x—) existieren. Dann ist die Fourierreihe an dieser Stelle C-

summierbar mit dem Grenzwert s(x) = w

2.14 Approximationssatz von Weierstralk: Seien ¢ € R.g und f : [a,0] —> R
(oder f : [a,b] — C) stetig. Dann existiert ein Polynom P. mit reellen (bezichungsweise
komplexen) Koeffizienten, so dass gilt

max | f(z) — Pe(z)| <e.

z€[a,b]

3 Integralrechnung mehrerer Veranderlicher

3.1 Definition Sei I = [a1,b1] X [a2,b2] x ... X [an,by] ein kompaktes (abgeschlosse-
nes und beschranktes) Intervall in R™, f : I — R eine Funktion. Aus Partitionen von
[a1,b1],...,[an,by] erhélt man eine Zerlegung Z von I in Teilintervalle.

Sei J = [z1,y1] X ... X [z, yn] < I das Produkt von n Teilintervallen der Zerlegung Z,
und vol(J) := [[_;(y; — z;). Dann ist

7j=1
m(J) ;= inf{f(z): z € J}
M(J) :=sup{f(x): z e J}

und die

Untersumme U(f, Z) := Z m(J) vol(J)
JeZ

Obersumme O(f, Z Z M(J) vol(J
JeZ

f heikt (Riemann-)integrierbar auf I < sup U(f,Z) = irzlf O(f, 2).
Z
Bezeichnung: §, f(x1,...,x,)d(21,...,2,) = sup U(f, Z)
A
Z1
bzw. §, f( dm—supU(f, Z) mit # =
In
Es gilt:
f integrierbar <V ¢ > 0 3 Zerlegung Z von [ : O(f,Z) —U(f,Z) < ¢

f stetig = f integrierbar.



3.2 Satz von Fubini: Sei n = p + ¢, ein kompaktes Intervall im R?P und J ein
kompaktes Intervall im RY, also I x J ein kompaktes Intervall im R” Sei f:IxJ—>R
1ntegr1erbar und sei g : J — R mit g(y) := SI T, y da: fir alle y € J definiert, d.h.

fiir jedes y ist f (x, y) auf I mtegrlerbar. Dann ist g auf J integrierbar und es gilt:

G = [ ([ 165007 05

Die Voraussetzungen sind erfiillt, wenn f stetig ist. Dann kann man die Integrationsrei-
henfolge verédndern, d.h.

J, (s iz )i = [ ([ i) oz - [5G4

3.3 Definition Sei S < R"™. Die charakteristische Funktion cg von S ist definiert durch
@) 1 zeS

cs(x) =

° 0 sonst
Falls {5, csd integrierbar ist, definieren wir das Volumen von S als vol(S) := Sz Cs dz. S
heifst dann (Jordan-)messbar.
3.4 Satz von Cavalieri: Sei S ¢ R" messbar und beschrinkt, d.h.
S c I =lab] x[a,b] x ... x[a,b]. Sei l € {1,...,n} fest und sei fiir £ € [a,b] die
Menge Sél) definiert durch Sél) =Sn{z = (x1,...,xen)€l: x =&} Sei Sg(l) messbar
(als Teilmenge von R"~1) fiir alle £ € [a, b], mit Volumen wvol (Sél)) = v;(§). Dann gilt
vol(S) = §, vi(€)de.
Mengen von Volumen 0 heifen Jordansche Nullmengen.
3.5 Definition Sei S « R” und @ € R". @ heift Randpunkt von S <

Ve>0:U(a)nS# P und U.(a) & S, wobei U-(a) = {z e R": | — a| < e} ist.
Der Rand 0S von S ist die Menge aller Randpunkte von S.

3.6 Theorem Sei S c R” beschrankt und 05 eine Nullmenge. Dann ist cg integrierbar,
d.h. S ist mekbar und vol(S) ist definiert.

3.7 Theorem Sei S < R™ mefbar und F': S — R beschriankt, so dass
{# = (x1,...,2n) € S : f unstetig an 2} eine Nullmenge ist. Dann ist f auf S integrier-
bar.

3.8 Theorem Sei S < R™ meftbar und f auf S integrierbar, N eine Nullmenge und
g : S — R eine beschréinkte Funktion, so dass f(z) = g(z) ¥ # = (x1,...,2,) € S\ N.

Dann ist g integrierbar und fdz = Ssgd}).
3.9 Theorem

(a) Sei S < R™ mefbar, f: S — R integrierbar. Dann ist der Graph
G(f) = {(; = (z1,...,2p), f(z)) e R"*1} eine Nullmenge.

(b) Sei U < R™, U offen, f : R" — RP stetig differenzierbar, und N < U eine
abgeschlossene und beschrinkte Nullmenge. Sei n < p. Dann ist das Bild f(N)
eine Nullmenge.



3.10 Definition Sei S < R" beschriankt und j € {1,...,n}.

S heikt projizierbar in Richtung der xj—Achse :< 3 mekbare Menge S; < R™1 (mit
Variablen z1,...,2j_1,%j41,...,2,) und 3 stetig differenzierbare Funktionen v : S; — R
und o : 5; — R, so dass gilt:

SuoS={(x1,...,xn) eR": (21,...,25-1,%j41,...,2n) € S; und

WTL, oy L1, Tjgls -y ) S T S O(X1, 0oy i1, Tjgls - - )}
S U 0S =: S ist der Abschluf von S.

3.11 Satz von Fubini fiir projizierbare Mengen: Sei S < R" abgeschlossen und
beschrankt, projizierbar in Richtung der x;—Achse und f : S — R sei integrierbar.

Fir alle (z1,...,2j-1,%j41,...,2,) € S soll das Integral
(T150 s =1, j41505Tn)
J f(xl,...,xj_l,xj,a;j+1,...,mn)da:j
ULy TG 15T+ 1505Tn)

existieren. Dann existiert auch das iterierte Integral

J

J

O(Z 150y 1,L 541,y Tn)
J f(.’El, ce ey L1, Ljy Tjgly e vy .’En)dZEj d(:El, sy L1, Tjg1y - - ,l‘n)

UL,y 1,1y rTm)

und ist gleich §¢ f(x) di.

3.12 Transformationsformel (Substitutionsregel fiir Funktionen in n Varia-
blen): Sei U < R", U offen, ¢ : U — R" injektiv und stetig differenzierbar und
det J(¢p) tiberall positiv (oder tiberall negativ). Sei S < U kompakt und Jordan-mefsbar,
und f : ¢(S) — R stetig. Dann ist ¢(S) Jordan-mefbar, f auf ¢(S) integrierbar und

—

Fogs) F@dE =55 £ (0(1) Idet (J)(D)) | dF.

4 Kurvenintegrale und Vektorfelder

4.1 Definition Sei f : [a,b] — R™ stetig. Die Menge
fi(t)
K={f(t)= : : t € [a,b]} heikt Kurve im R™,

fn(t)
mit Parameterdarstellung (f, [a, b]).

4.2 Definition Sei K eine Kurve mit Parameterdarstellung (f, [a, b]). Fiir eine Partition
l
P={to<ti<..<t;}von[ab]ist Lp(K):= > d(f(t;-1), f(t;)).
j=1

K heift rektifizierbar :<> 3u € R V Partitionen P von [a,b] gilt: Lp(K) < u.
Wenn K rektifizierbar ist, dann heift L(K) := sup Lp(K) die Bogenlinge von K.
P

4.3 Definition Sei f : [a,b] — R eine Funktion. f ist von beschrinkter Schwankung
(oder: von beschrénkter Variation) :<> 3 p € R V Partitionen



l
P={to=a<ti<..<ti=b}:Ve(f):= D |f(t;) = f(t;j )| < p.
j=
Bezeichnung: f € BV|a,b]. sup Vp(f) =: V(f) Totalvariation von f auf [a,b].
P

—_

4.4 Charakterisierung der Funktionen von beschrinkter Schwankung: Fiir

f i la,b] > Rist f € BV[a,b] < 3f*,f~ : [a,b] — R beide monoton wachsend mit

f=r-r.

4.5 Charakterisierung rektifizierbarer Kurven: Sei K eine Kurve mit Parame-
fi

terdarstellung f : [a,b] > R", f = : | Dann ist K rektifizierbar genau dann, wenn
In

alle Koordinatenfunktionen f; (j = 1,...,n) von beschrankter Schwankung sind.

Falls f stetig differenzierbar ist, gilt:

b
(fj(t)*dt = J ILf ()] dt.

fi(t)
@ : / : heift dann Tangenten- oder

f(®) fu(®)

Der Vektor Z/_’;v(t) =

Tangentialvektor.

4.6 Definition Sei X < R", X # J. Ein Vektorfeld auf X ist eine Abbildung
V: X — R", die jedem z( € X einen Vektor V(z() zuordnet.

4.7 Definition Ein Vektorfeld ‘_/) : X — R", das von der Form ‘7 = grad p ist fir
eine Abbildung (Skalarfeld) p : X — R, heilt Gradientenfeld. Die Funktion p heifst das

—

Potential des Vektorfelds V.
4.8 Definition Sei K = (f,[a, b]) eine stiickweise glatte (d.h. stiickweise stetig differen-

—

zierbare) Kurve im R und V ein stetiges Vektorfeld auf K. Dann ist das Kurvenintegral
von V langs K beziiglich der Darstellung (f, [a, b]) definiert durch

b -
[ . sy

Vi
Wenn Vi,...,V, die Komponentenfunktionen von V = : sind, kénnen wir auch
Va
;e Videy + ... + Vydz, schreiben, wobei 2y = x1(t),..., 2, = x,(t) die Koordinaten-
funktionen der Kurve sind. Oder §, Vdz.
4.9 Proposition Sei f : [a,b] — R™ eine rektifizierbare Kurve und ¢ : [a,b] — [a,b]
eine stetige und streng monoton wachsende Bijektion. Dann ist f o ¢ : [a,b] — R™ auch
rektifizierbar und stellt dieselbe Kurve dar, und es gilt: § f g(z)dx =§ Fou g(z)dx.
Hier ist g eine beliebige stetige Funktion g : S — R, wobei S die Kurve (f, [a, b]) enthélt.



4.10 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir Gradientenfelder:
Sei U < R" offen.

(a) Sei f : U — R stetig differenzierbar, a,b € U und 7 eine stiickweise stetig

differenzierbare Kurve vom Anfangspunkt @ zum Endpunkt b, die ganz in U
verlduft. Dann gilt:

f grad f(2)dZ = f(b) - f(a)

Y

Der Wert des Integrals ist also unabhangig vom Verlauf der Kurve. Wir sagen: Das
Integral ist wegunabhdngig.

(b) Sei U auRerdem zusammenhiéngend (d.h. fiir alle a, b € U gibt es eine stetige
Funktion v : [0,1] — U so dass v(0) = @ und (1) = b). Sei V : U — R" ein
stetiges Vektorfeld mit wegunabhingigem Integral. Dann ist V' ein Gradientenfeld.

Genauer: Fiir einen beliebigen Punkt a € U ist die Funktion

f:U >R mit f(z);:fzﬁ( Vdy (ZeU)

a

—

stetig differenzierbar und grad f (;) =V(x).

4.11 Proposition Sei U c R" offen und konvexr (d.h. fiir alle a,b e U liegt die

Verblndungsstrecke von @ nach b ganz in U). Sei V : U — R" ein stetig differenzierbares

Vektorfeld. Falls % = gvl fir alle j,1 € {1,...,n} gilt, dann ist V' ein Gradientenfeld.
T x

4.12 Integralsatz von Green (Gaufischer Integralsatz in der Ebene): Sei
U < R2,U offen, S < U ein (in beide Richtungen projizierbarer) Standardbereich,

—

V= ( ]\Z > ein auf U stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

oM  OL J
N oy = | Ldw+ Ma
L ( ox 5y> (:9) as Y

5 Flachen und Vektorfelder

x(u,v)
5.1 Definition Sei S = R? und f: S — R3, ( Y > — | y(u,0)
v z(u,v)
z(u,v)
Dann heifst die Punktmenge F' = y(u,v) |: < Z > € S } eine Fliche im R3, mit
z(u,v)

Parameterdarstellung (f, S).
Standard-Voraussetzung: S offen, f stetig differenzierbar, und die Jacobi-Matrix

é(quq’))) hat Rang 2.




5.2 Definition Sei f : S — R? eine Fliche, ( :}LO ) € S, also f(up,vp) ein Punkt auf
0
der Fliache. Die Vektoren f,(ug,vg) und f,(ug,vp) sind die Basisvektoren einer Ebene,

der Tangentialebene der Fliche F' im Punkt ( uo

vo

al - bl
5.3 Definition Seien a = as und b = by zwei Vektoren im R3. Dann ist

as b3

N 1 azbs — azby

das Vektorprodukt = Kreuzprodukt a x b, der Vektor ¢ = | ¢ | mit ¢ = | agb; — a1bs

3 a1by — azby

er a; by

Merkregel: Seien e1, eo, e3 die Einheitsvektoren. Dann ist a x b = det e_é as bo
es az b3

In den folgenden drei Definitionen sei F' eine Flache mit Parameterdarstellung (f, S).

5.4 Definition Der Vektor

N0y i Jult0) < Fo(wr)
Ials0) % fol,o)

heifst Normalenvektor von F' an der Stelle f(u,v).

5.5 Definition Der Fldicheninhalt von F' ist definiert als der Wert des Integrals
f 1w, 0) % ol 0)] d(u, v) — f o (oder ”da).
s F
F

5.6 Definition Seig: F — R stetig. Das Oberflachenintegral von g tiber F beztiglich (f,.S)
ist definiert als

fgw:jgummwﬁmeﬁmmwwm
F S

5.7 Definition Sei U < R? offen und 1_; : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist die Rotation von V definiert als das Vektorfeld rot V : U — R? mit

Vs _ Vo

0x2 ox3

v_| v ow
rot V = ows oz
Vo Vi

ox1 02

5.8 Definition Sei U < R" offen,V : U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist die Divergenz von V definiert als das Skalarfeld divV : R® - R mit

%(5)4’_ +%

divV(z) := 721 axn(:ﬂ).



5.9 Definition Der Laplace-Operator A bildet f ab auf

(3’2f 6’2f

Die Funktion f heifst harmonisch :< Af = 0.
5.10 Proposition

(a) rot (grad f) =rot (V/f) =0

(b) div (rot V) =

() div(grad f) = div (7f) = Af

5.11 Definition
Ein Vektorfeld V heiflt quellenfrei, wenn le V = 0.

Ein Vektorfeld V heifst wirbelfrei, wenn rot V = 0.
5.12 Proposition Sei U c C offen.

(a) Wenn f = u +4v: U — C holomorph ist, dann sind « und v harmonisch.

(b) Wenn u : U = R? — R harmonisch ist, U konvex, dann 3 f = u + v, f holomorph.
Insbesondere ist u beliebig oft differenzierbar.

6 Die Integralsatze von Gaufs und von Stokes

6.1 Integralsatz von Gaufl: Sei D — R3 offen , S — D ein Standardbereich,

L
V = M |:S — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und N ein nach aufen
P
zeigender Normalenvektor auf 055.
Dann gilt:
J divV d(z,y,z) = | (V, N)do
S oS
. L
6.2 Integralsatz von Stokes: Sei D c R? offen,V = | M |: D — R? ein Vektor-
P

feld, zweimal stetig differenzierbar, und F' eine Fldche mit Parameterdarstellung (f,.S),
so dass f(S) < D, d.h. die Flache F ist in D enthalten. G sei ein in F' enthaltenes
Flachenstiick, G = f(T'),T < S eine endliche Vereinigung von Standardbereichen.

Dann gilt:
(rot V, N do = J Ldz+ Mdy + Pdz
G oG
1%
6.3 Lemma Sei D c R", 1_; = : : D — R” ein Vektorfeld, ¢ : D — R ein
Vi

Skalarfeld, beide stetig differenzierbar. Dann ist

div (@‘7) = (grad ¢, ‘_/>> + ¢ div V.

10



6.4 Korollar (partielle Integration):

[Loan? dwy = [ (V.5 do [ Gorad V) dlwp.2)
S oS S
6.5 Greensche Formeln:

(1)

| erad pgrad v) da,.0) = | paad 0. Ny do - | 8w dia2)
S oS S

f (0 A — A g) d(z,y,7) = f (o (grad , Ny — 4 (grad o, NY) do
S 0S

6.6 Spezialfall des Integralsatzes von Cauchy: Sei U < C offen, f : U — C
holomorph und S < U ein Standardbereich mit Randkurve ¢S = . Dann ist

Lsf(z) dz = 0.

7 Vektorfelder und Differentialgleichungen

7.1 Definition Sei U < R x R" ecine offene Menge, und I < R ein Intervall. F =
F (t,z) : U — R". heiflt ein zeitabhdngiges Vektorfeld, oder ein dynamisches System.
Eine Lésung oder Integralkurve von F' ist eine differenzierbare Kurve ¢ : I — R™, so
dass (t,(t)) € U und ¢(t) = F(t,(t)) fiir alle t € I gilt.

7.2 Definition Sei U < R" offen, G € RxU und V : U — R" ein stetig differenzierbares

Vektorfeld. Der Fluss von V ist eine Abbildung ¢ : G — R”, so dass o(t, =) =: y(t) als
Funktion in ¢ eine Losung der Differentialgleichung

y'(t) = ;(y(t)) zur Anfangsbedingung  y(0) = «
ist.

7.3 Definition Der Fluss ¢ heiltt volumentreu, wenn fir jede messbare Menge K < D
gilt: vol(K) = vol(yp(K)) fiir alle t. V' heift dann ebenfalls volumentreu.

7.4 Theorem FEin stetig differenzierbares Vektorfeld V' ist volumentreu < divV = 0.

8 Variationsrechnung

8.1 Definition Sei U ¢ R2"*1 = R x R™ x R™. U heilt erweiterter Phasenraum.
Eine stetig differenzierbare Funktion F': U — R heifst Lagrangefunktion.

Sei I = [a,b] = R. (I, R") bezeichnet die Menge aller stetig differenzierbaren Funktio-
nen u : I — R™. Der 1-Graph von u ist die Menge { (z,u(z),u/(x)) | z € R } < R*"*1. Mit
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%1 (I,U) bezeichnen wir die Menge {u € € (I,R") : 1-Graph(u) = U}. Die Abbildung
V6 (I,U) — R mit

b
Vu) = J F(z,u(z),v (x))dx

heifst ein Funktional oder ein Variationsintegral.
Seien P,Q € R" mit P # Q und M :={ue G (I[,U):u(a) =P, ud) =Q }.

Dann ist die Aufgabe, das Variationsfunktional V' auf der Menge M zu minimieren (oder
zu maximieren).

Zur Vereinfachung sei im Folgenden U = R x R™ x R".

Seiue M, pe € (I,R") und gg € R, .
Wir definieren eine Kurvenschar h : I x (—¢g, €9) — R"™ durch

h(z,e) == u(x) + € (x).

Die Kurve w ist in die Kurvenschar h(—,¢) eingebettet, fiir € = 0.
Das Funktional V' koénnen wir an jeder Kurve der Schar auswerten. Das definiert eine
Funktion @ : (—eg, €9) = R durch ®(¢) := V(u + ¢ ¢).

8.2 Definition Die erste Variation von V an der Stelle u in Richtung von ¢ ist definiert
als

: d
®(0) := —
©)= V)
Bezeichnung: 6V (u, ¢) := <I>(O)

Falls u ein Extremum des Variationsfunktionals V' auf der Menge M ist, gilt cI>(0) =0
fiir alle p € €1 (I,R").

8.3 Definition
CHI,RY) :={ e (I,R"): Ia,B:a<a<pB<bmitp(x)=0VYr¢(ap) }

8.4 Fundamentallemma der Variationsrechnung: Sei f : I = [a,b] — R" stetig, d. h.
fe€°(I,R"), so dass

b .
[ @ e@yar=0 veedidr

Dann gilt: f(z) =0V z € 1.

8.5 Theorem Seien F, Fy,,...,F, € ¢ (U) und u € ¢*(I,R") :

(1) Aus 6V (u,p) =0Vpe Cfcl(j, R™) folgt, daf F' und u auf I das System der Euler-
Lagrangeschen Differentialgleichungen erfillen.

d
—F

2o, (z,u(x),u' () = Fz, (@, u(z), v (z)) fir 1 <j <n.

12



(2) Aus 6V (u,p) = 0 Vo € €1(I,R") folgt zusitzlich
Fy (z,u(x),u'(x)) =0 fir z € {a,b} und 1 < j < n.
Diese Bedingung heifst natirliche Randbedingung.

8.6 Energiesatz: Fallsn =1 und F = F(z,p) nicht von z abhéingt, muss jede Losung
u der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung auch eine Gleichung

u'(z) Fp(u(z),u'(x)) — F(u(z),u'(z)) = konstant

erfiillen.

Sei ¥(z,p) := p — F,(z,p).¥ heifit Energieintegral.

9 Ganze Funktionen

Sei v : [a,b] — C die Parametrisierung einer Kurve C' in C.
Generelle Voraussetzung an Kurven: glatt. Das bedeutet:

e  stiickweise stetig differenzierbar:

7 stetig auf [a, b] und [a,b] = [a,c1] U [c1,c2] U ... U [en, b], v stetig differenzierbar
auf jedem Teilintervall (einseitig an den Grenzen)

y(t)

Das Kurvenintegral fiir eine stetige Funktion f : C — C ist definiert als

o (t) = (m(t)) # (8) an allen ¢ bis auf endlich viele.

b .
j f(z)dz = f F(8) (1) dt.
C a

9.1 Proposition
(a) Seig:[a,b] > C stetig. Dann ist |SZg(t) dt| < SZ lg(t)] dt.

(b) Sei C eine glatte Kurve der Lénge L, f : C — C stetig und M > 0, so dass
|f(2)] < M fiir alle z € C gilt. Dann ist | f(z)dz| < M - L.

9.2 Proposition Sei U < C offen, F' : U — C holomorph, F’ =: f und C eine glatte
Kurve in U mit Anfangspunkt A und Endpunkt B. Dann gilt
f f(z)dz=F(B)— F(A).
C

9.3 Definition Eine Kurve C' mit Parametrisierung (v, [a, b]) heikt geschlossene Kurve
= v(a) = v(b). C heikt dann einfach geschlossen :<
[V t1,t9 € [a,b],t1 < t9: ’y(tl) = ’y(tQ) =1t =a und to = b]

9.4 Proposition Sei f eine ganze Funktion und I' der Rand eines Rechtecks R.
Dann gilt: (.. f(z)dz = 0.

9.5 Existenz einer Stammfunktion: Fine ganze Funktion f besitzt iiberall eine
Stammfunktion, d.h. 3 F ganz mit F’'(z) = f(z) V z € C.
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9.6 Cauchys Integralsatz fiir ganze Funktionen: Sei f eine ganze Funktion und
C eine glatte geschlossene Kurve. Dann gilt:

f f(z)dz = 0.
C
9.7 Proposition Sei f eine ganze Funktion, a € C und g : C — C gegeben durch

z

) FCII@) falls 2 # a,
Z) =
g f'(a) falls z = a.

Die Funktion g besitzt eine Stammfunktion und fiir alle geschlossenen glatten Kurven
C gilt: §, g(2)dz = 0.

9.8 Cauchys Integralformel: Sei f eine ganze Funktion, C' ein Kreis um 0 mit Radius
R, parametrisiert durch Re™”,0 <9 < 27, und a € C mit R > |a|. Dann gilt:

f(a) = 1 (2) dz.

i Joz—a
9.9 Satz von Liouville: Sei f eine beschrankte ganze Funktion. Dann ist f konstant.

9.10 Fundamentalsatz der Algebra: Sei f € C[z] ein nicht-konstantes Polynom
(d.h. Grad(f) =: n > 1) mit komplexen Koeffizienten. Dann hat f eine komplexe Null-
stelle: 3 z; € C mit f(z1) = 0. Ferner ist f ein Produkt aus Linearfaktoren:

fE)=(z—21) .. (2= 2z)
mit (nicht notwendig verschiedenen) zy, ..., z, € C.
9.11 Taylorentwicklung: Sei f eine ganze Funktion. Dann hat f eine Potenzreihen-
e 0]

entwicklung um 0 : f(z) = Z arz". Fiir die Koeffizienten Cj, gilt:
k=0

K 2w Jo wktl

RO 1t

ay = (C ein Kreis um 0)

e}
Die Potenz-Reihe Z apz" konvergiert also iiberall gegen f(z). Die ganze Funktion f

k=0
ist iiberall beliebig oft differenzierbar. Allgemeiner besitzt f an jeder Stelle w € C eine
Taylorentwicklung:

Fw) e, YW

() = fw) + f(w) (2 = w) + —;

(z —w)

10 Holomorphe Funktionen

10.1 Eindeutigkeitssatz Sei D < C zusammenhéngend und f,g : D — C holomorph.
Sei z, =3 z, eine konvergente Folge in D so dass f(z,) = g(z,) fiir alle n € N gilt.
Dann ist f(z) = g(z) fir alle z € D.
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10.2 Korollar Sei f eine ganze Funktion mit f(z) =% oo, (d.h. VK = 03IM > 0 :
|z| > M = |f(2)| = K). Dann ist f ein Polynom.

10.3 Maximumprinzip: Sei U < C offen und f : U — C eine holomorphe und nicht-
konstante Funktion. Sei z € U und § > 0. Dann gibt es ein w € U mit |w — z| < § und
|f(w)] > |f(2)]. 2z ist also kein Maximum.

10.4 Satz von Morera: Sei U c C offen und f : U — C eine stetige Funktion, so dafs
fiir jedes Rechteck T, das in U liegt, .. f(z) dz = 0 gilt. Dann ist f holomorph.

10.5 Definition Sei D offen und zusammenhéngend. (d. h. je zwei Punkte in D kénnen
durch eine stetige Kurve verbunden werden). D heifst einfach zusammenhingend < |fir
jede Zerlegung C\D = A U B in disjunkte abgeschlossene Teilmengen gilt:

A beschrinkt = A = ¢J, B beschrinkt = B = (7|

10.6 Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz: Sei D — C einfach zusammenhén-
gend und f : D — C holomorph. Dann existiert eine Stammfunktion
F:D — Cmit F’ = f, und fiir alle glatten geschlossenen Kurven C in D gilt:

f f(z) dz = 0.
C
10.7 Definition Seien ay € C fiir k € Z.

a0 a0 —a0
Die Reihe Z a 2F = Z ap 2* + Z aj 2* heilt Laurentreihe,
k=—00 k=0 k=-—1
—o0
Z ai, 2* heift Hauptteil der Laurentreihe,
k=-—1

o0
Z aj 2* heilt Nebenteil oder analytischer Teil.
k=0

10.8 Proposition
o0

Eine Laurentreihe 2 ar, 2* konvergiert im Bereich D = {z € C: Ry < |z| < Ry} mit
—00
. 1 1
Ry = limsup |a_g|* und Ry= ——.
k—o0 limsup |ax|*
k—o0

e ¢]
Falls Ry < Ry, ist D ein Kreisring (= Ringgebiet) und f(z) := Z ay, 2" ist holomorph
—0

auf D.

10.9 Theorem
Sei D der Kreisring { z€ C: Ry < |z| < Ry } und f : D — C holomorph. Dann besitzt

e}
f eine Laurententwicklung f(z) = Z ay 2" fiir z € D (wobei Ry = 0 mdglich ist).

k=—o0
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11 Der Residuensatz

Sei D < C und f : D — C. Ein Punkt zg € C heiltt isolierte Singularitdt von f, wenn

es ein r > 0 gibt, so dass f auf der punktierten Kreisscheibe U(zp,r) := {z € C: 0 <
|z — 20| < r} holomorph ist.

In den néchsten drei Definitionen sei f holomorph auf U (20, 7) mit isolierter Singularitét
an zg, und U(zp,r) := {z € C: |z — 29| < r} die (nicht-punktierte) Kreisscheibe um zj.
11.1 Definition Die Singularitit zo heift hebbar :< 3g : U(zp,r) — C holomorph
mit g(z) = f(2) fiir alle z € U(z9,7) < lim (2 — 20) f(2) = 0.

z2—20

11.2 Definition Die Singularitét zy heift ein Pol < 3 g,h : U(z9,7) — C holomorph

mit g(z0) # 0, h(z0) =0 und f(z) = igzg

Ein Pol zp hat Ordnung k :< 2z ist k-fache Nullstelle von h

< lim (2 — 20)* f(2) # 0, aber lim (z — z)**! f(2) = 0.
zZ—20 Z—20

fir alle z € U(zp, 7).

11.3 Definition Die Singularitit zg heifst wesentliche Singularitit, wenn sie weder heb-
bar noch ein Pol ist.
L wk 1
e ist ein Beispiel: eV = Z —, d. h. ez =
k!
k=0 k=0

11
Kl 2k

Grofter Satz von Picard: In jeder punktierten Umgebung U(zo, s) einer wesentlichen

Singularitat gilt: f(z2),z € U (20,s), nimmt jede komplexe Zahl als Wert an, sogar
unendlich oft, mit hochstens einer Ausnahme (bei e= wird 0 nicht angenomien).
11.4 Definition Sei f : U(zo,r) — C gegeben durch die Laurentreihe

0

flz) = Z ar(z — z0)*. Die komplexe Zahl a_; heikt das Residuum von f an z.

—00

Bezeichnung: a_; =: Res (f, z0)

11.5 Definition Sei 7 eine geschlossene Kurve und a € C mit a ¢ . Dann heifst

1 1
= — d
n(va) 2mi ),z —a :
die Windungszahl (oder Umlaufzahl) von v um a.
11.6 Residuensatz Sei D c C einfach zusammenhéngend, z1,...,2, € D, (m = 0),
und f: D\{z1,...,2zn} — C holomorph, mit isolierten Singularititen an z1,..., 2y, . Sei
~ eine geschlossene Kurve mit z1, ..., 2z, ¢ 7. Dann gilt:

f f(2) dz = 2mi Z n(vy, zx) Res(f, zx)
v k=1

11.7 Definition Eine Funktion f : D\{z1,..., z,} — C heifst meromorph
<= f: D\{z1,...,2,} — C holomorph und zi,..., z, sind Polstellen von f.
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11.8 Korollar Sei v eine einfach geschlossene Kurve, f eine auf v und im Inneren von
~ meromorphe Funktion, die auf v weder Nullstellen noch Polstellen hat. Dann gilt:

/
L, L dz =N — P, wobei
2mi )y f

N := # { Nullstellen von f im Inneren von ~, mit Vielfachheit gezéhlt),
P := # { Polstellen von f im Inneren von ~, mit Vielfachheit = Ordnung gez&hlt).

11.9 Verallgemeinerte Integralformel. Sei D c C einfach zusammenhéngend,
f D — C holomorph und 7 eine einfach geschlossene Kurve in D. Dann gilt fiir alle z
im Innern von « und fir alle k£ € Ny:

f(k)(z) = E J (w {(Z))k+1 dw

21

Primzahlsatz: Sei w(x) := # { pe N: 1 < p <z, p Primzahl }.
m(x) ist asymptotisch gleich % , d. h.

lim m(n) - In(n)
n—0oo n

= 1.
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