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Aufgabe 38

Gegeben seien Mengen N und R mit |[N| =n und |R| = r und wir betrachten die Menge
X (bzw. X ) aller Abbildungen (bzw. aller injektiven Abbildungen) von N nach R. Wir
nennen f; € X und f; € X dquivalent, falls es eine Bijektion g : N — N gibt mit
fi = fo o g (wir schreiben dann f; ~; f2). Analog nennen wir f; € X und f, € X
dquivalent, falls es eine Bijektion g : N — N gibt mit f; = f; o g (wir schreiben dann

fi~2 fo).

i) Zeigen Sie, dass ~; eine Aquivalenzrelation auf X definiert und zeigen Sie, dass ~

eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenz-
klassen als X/~ (bzw. X/ ~s).

i) Wie grof ist die Michtigkeit von X/~ (bzw. X /~y) fiir |N| = 4 und |R| = 37

iii) Wie groB ist die Méchtigkeit von X/~ (bzw. X /~s) allgemein? (Hinweis: Verglei-
chen Sie die Aufgabe mit den kombinatorischen Grundaufgaben)

Aufgabe 39 (schriftlich)

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R den Rang folgender Matrix:

5 =4 a—1 1
1 0 2 -1
a —3 3a 2
2 -2 -1 1
1 0
b) Gegeben seien die Vektoren v, := é und vy = (1) im R Sei W der Un-
0 1

tervektorraum von R*, der von v; und vy erzeugt wird. Sei 7 : R* — R*/W die
Projektion auf den Quotientenvektorraum R*/W. Mit e; bezeichnen wir die Stan-
dardeinheitsvektoren und fiir einen Vektor v sei [v] die Restklasse von v in R*/W.
Sei B = {ey, €9, €3, €4} die Standardbasis des R*.

i) Zeigen Sie, dass A := {[e1],[e3]} eine Basis von R*/TV ist.

ii) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von 7 beziiglich der Basen B bzw. A
von R* bzw. R*/TV.



Aufgabe 40

i) Es sei R[z]<, = {ap + a1x + ... + a,2" | a; € R} und ¢ : R[z]<, — Rlz]<,
mit ¢(p) = p’ die lineare Abbildung, die einem Polynom seine Ableitung nach x
zuordnet. Bestimmen Sie Kern und Bild von ¢.

ii) Seien V, W und X Vektorrdume und f:V — W und g : W — X lineare Abbildun-
gen. Zeigen Sie folgende Ungleichungen:

a) Rang(go f) < min(Rang(f),Rang(g))

b) dim(Ker(go f)) > dim(Ker(f)).

Aufgabe 41

Wir definieren V := {f : [-1,1] > R} und U :={f : [-1,1] = R | f(—1) =0 = f(1)}.
Addition und Skalarmultiplikation ist hier wie in der Vorlesung punktweise definiert und
V' wird so zu einem R-Vektorraum.

i) Zeigen Sie: U ist ein R-Untervektorraum von V.

i) V/U =~ R2,
(Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung ¢ : V' — R? mit ¢(f) = (f(—1), f(1)) und
zeigen Sie ker(¢)=U.)
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