1 Zahlen I: Natiirliche Zahlen

N:={1,2,3,...} ist die Menge der natirlichen Zahlen, Ng := N u {0}.
Grundeigenschaften von N:

Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl, 1.
Jede natiirliche Zahl n € N hat einen unmittelbaren Nachfolger, n + 1.

Jedes n € N wird von 1 aus erreicht, indem man endlich oft den Nachfolger bildet.

Wenn M < N eine nichtleere Menge (M # ) von natiirlichen Zahlen ist, dann enthélt
M ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element.

1.1 Prinzip der vollstindigen Induktion Sei M < N eine Menge natiirlicher Zahlen
mit den folgenden beiden Eigenschaften:

1€ M (1 liegt in der Menge),

Vn:neM = n+1e M (fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: wenn n in M liegt,
dann muss auch n + 1 in M liegen).

Dann gilt: M =N

1.2 Summenformeln

n . n(n =+ 1) (]
(a) j;] = T (dh 1+24+...+n= %)
b, n(n+1)(2n+1)
(b) > 4% =
j=1 6
o 1 —gnt! .
(€ g#1= Z q = 17_(1 ("geometrische Summe")

j=0

1.3 Erste Grundaufgabe der Kombinatorik zu Permutationen Gegeben sind n
verschiedene Gegensténde. Auf wieviele verschiedene Arten kann man diese Gegensténde

anordnen?
Antwort: Es gibt nl:=1-2-...-(n —1) - n viele Méglichkeiten.

X xY :={(x0,y0) : ©o € X,yo € Y} ist das kartesische Produkt von X und Y, d.h. die
Menge aller Paare (z,yp) mit g € X und yp € Y.

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Teilmenge f < X x Y, so dass gilt: Vag e X lype Y
mit (zo,yo) € f.

1.4 Definition Sei f : X — Y eine Abbildung.
fist injektiv e Vo, 20 € X ¢ f(x1) = fag) = 21 = 9.

f ist surjektiv i< Yy € Y Jxg € X so dass f(xo) = yo.



f ist bijektiv :< f ist injektiv und surjektiv.

1.5 Proposition Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

f ist bijektiv < 3¢ : Y — X eine Abbildung, so dass go f : xg — g(f(xg)) die Identitit
x> zp auf X ist und fog:yo— f(g(yo)) die Identitét yo — yo auf Y.

Bezeichnung: g o f ist die Komposition (Hintereinanderausfiihrung) von f und g.

I X|=Y|<3f: X >Yundg:Y - X mit go f =idx und fog =idy.

1.6 Zweite Grundaufgabe zu Permutationen Gegeben sind n Objekte, die k
verschiedene Farben haben. Auf wieviele verschiedene Arten kann man diese Objekte
anordnen, wenn man gleichfarbige Objekte nicht voneinander unterscheiden will?

fj = [{z Objekt mit Farbe j}|, alson = fi + fo +... + f.

Variante: Gegeben sind k verschiedene Buchstaben. Wieviele Wérter der Liange n kann

man daraus bilden, wenn man den j—ten Buchstaben f; mal verwenden darf?

nl _ (fitfot. 4 Sr)!
Antwort w1 = TRILURT

1.7 Dritte Grundaufgabe zu Kombinationen ohne Wiederholung Gegeben
seien n verschiedene Objekte und k& < n. Wieviele Moglichkeiten gibt es, kK Objekte aus-
zuwéahlen, unter Beriicksichtigung der Anordnung = Reihenfolge (Kombinationen ohne
Wiederholung mit Beriicksichtigung der Anordnung) bzw. ohne Beriicksichtigung der
Anordnung?

Antwort:

(n%!k)! mit Beriicksichtigung der Anordnung

ﬁlk), ohne Berticksichtigung der Anordnung

(3) = #Lk)' heikt Binomialkoeffizient.

Es gilt:
() = ()
("eh) =G+ ()
1.8 Binomischer Lehrsatz Seien a und b reelle (oder komplexe) Zahlen und n € N.

n
Dann gilt: (a +b)" = 2 (n) alb" .
j=o N
1.9 Korollar Sei M eine Menge mit |M| = n € N. Dann gilt:

(a) M hat genau 2" viele verschiedene Teilmengen.

(b) M hat genau 2"! viele verschiedene Teilmengen mit gerader Elementezahl und
ebenso viele verschiedene Teilmengen mit ungerader Elementezahl.

1.10 Vierte Grundaufgabe zu Kombinationen mit Wiederholung Gegeben
seien n verschiedene Objekte und k < n. Wieviele Méglichkeiten gibt es, k viele Objekte
auszuwihlen, wobei Wiederholungen erlaubt sind (mit bzw. ohne Beriicksichtigung der
Anordnung)?



Antwort:

n* mit Beriicksichtigung der Anordnung
("le_l) ohne Beriicksichtigung der Anordnung

2 Zahlen II: Rationale, reelle und komplexe Zahlen
Z := {ganze Zahlen} = {...,—-2,-1,0,1,2,...}
2.1 Definition Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

+:RxR—>R und -:RxR->R

heifst Ring, wenn gilt:

(a) Va,be R:a+b=>b+ a (Addition ist kommutativ)

(b) Ya,b,ce R:(a+0b)+c=a+ (b+ c) (Addition ist assoziativ)

(¢) 30eR:VaeR:a+0=a=0+ a (Existenz eines neutralen Elements bzgl. +)
(d) YVaeR:3—a€e R:a+ (—a) =0 = (—a) + a (Existenz von inversen Elementen
bzgl. +)

(e) Va,b,ce R:(a-b)-c=a-(b-c) (Multiplikation ist assoziativ)
(f) 31#20€R:Vae R:a-1=a=1-a (Existenz eines neutralen Elements bzgl. -)
(g) Va,bceR:(a+b)-c=a-c+b-c, a-(b+c¢)=a-b+a-c (Distributivgesetze)

Falls zusétzlich V a,b€ R:a-b=0b-a gilt, dann heikt R (genauer (R, +,))
ein kommutativer Ring.

2.2 Definition Ein kommutativer Ring k heikt Kérper, wenn gilt:
VieRzx#03z'eR:z- -z~ =1=za"la.

2.3 Definition Sei k ein angeordneter Korper und X < k eine nichtleere Teilmenge
von k. Ein Element ¢ € k heiftt obere Schranke fir X, wenn Vg € X : x¢ < t gilt.
X heifst nach oben beschrinkt, wenn es eine obere Schranke fiir X gibt. Ein Element
s € k heifst kleinste obere Schranke fiir X, wenn s eine obere Schranke ist und fiir jede
obere Schranke t gilt: s < ¢t. Dann wird s auch Supremum von X genannt; Bezeichnung
s = supX. Der Korper k heifst vollstdndig, wenn jede nichtleere nach oben beschriankte
Teilmenge ein Supremum besitzt.

R ist der einzige angeordnete vollstindige Koérper (Was "vollstandig"fiir C bedeutet,
wird in HM IT erkléart). C ist auch ein vollstdndiger Korper, aber nicht angeordnet.

C:={(z,y) : z,y € R} mit
(r1,y1) + (22,92) :== (21 + 72,91 + Y2)
(x1,y1) * (w2, 42) := (X122 — Y1Y2, Y122 + Z1Y2)

Fiir (0,1) schreiben wir i, dann gilt: 2 = —1.
Wenn wir (z,y) als z + iy schreiben,



ist die Addition (x1 + iy1) + (z2 + iy2) = (x1 + 22) + i(y1 + y2)-
ist die Multiplikation (x1 + iy1) - (z2 + iy2) = (122 — y1y2) + i(z1Y2 + y122).
Des Weiteren zeigt bzw. definiert man fiir z = a + b¢ in C mit a,b e R:

-1 _ _a—bi
e Falls z + 0, dann 27" = 7.
e Z = a — bi heilit komplex konjugiert zu z = a + bi.
e |z] = +Va? + b? heikt der Betrag von z.

e Dreiecksungleichung: Vz,w e C: |z + w| < |2]| + |w].

e Re(z) := a heilst der Realteil von z. Im(z) := b heikt der Imagindrteil von z. Re(z)
und Im(z) sind die kartesischen Koordinaten von z.

e Es existiert ¢ € R mit 0 < ¢ < 27 so dass z = |z|(cos ¢ + ¢ - sin p).

e arg(z) := ¢ heilt das Argument von z. Das Paar (|z|,¢) nennt man auch die
Polarkoordinaten von z.

e Fiir z = |2| (Coscp—i-l smgo) ist Z = |z| (cos(—¢)+i-sin(—¢p)) = |z| (cosp—i-sinp),
also arg(z) = 2w —

o Fiir w = |w| (cosy +1i-siny) ist z-w = |z| - |w| (cos(p + ) + i - sin(p + P)).
. Fiirz:i:():%z‘%'(coscp—i-sinap).
o Fiir 2 + 0wy, := {/]2] (cos(£ +k2%) + i -sin(£ + k2T)) fiir k = 0,...,n — 1 sind

n verschiedene n — te Wurzeln aus z, und dies smd auch alle n — ten Wurzeln aus
z.

2.4 Theorem (Fundamentalsatz der Algebra):

Seien n > 1 und p(x) = ap + a1z + ... + apz™ mit ag,...,a, € C,a, # 0, ein nichtkon-
stantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Dann hat p eine Nullstelle, d.h. 3 z € C
mit p(z) = 0.

2.5 Beispiel Es existiert ein Kérper Fo mit nur zwei Elementen 0, 1. Multiplikation
bzw. Addition sind wie folgt gegeben:

+10 1
0]0 1 0
11 0 1

o OO
—_ O =

3 Vektorraume

3.1 Definition Sei k ein Korper. Ein k- Vektorraum (oder: ein Vektorraum tiber k)
ist eine Menge V mit zwei Operationen + : V x V. — V. (v1,v2) — v + vo und
<1k xV =V, (A\wv1) — Av; mit den folgenden Eigenschaften:

+ ist kommutativ: v; + vo = v9 + v1 Yvi,v2 € V.

+ ist assoziativ: (v + vg) + vz = v1 + (vy + v3) Y1, v9,v3 € V.



+ erlaubt ein neutrales Element 0 €V :v1 +0=v; =0+ v Yv; € V.

+ erlaubt inverse Elemente: Vo1 € V Jug e V i vy + vy = vo +v1 =0,

und

Yuvi,vg € VYV uek:
AN+p)-v1=Xv1+p-v
Ac(vp+v2)=X-v1+ A0y
A-p) v =X (p-v1)
1, -v1 =1
Die Elemente in V' nennen wir Vektoren, die in k Skalare.

3.2 Definition Sei V ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge U < V heifst Untervektorraum
(oder Unterraum) von V, wenn gilt:

UvVH U +# &
(UV2) Yuy,uz € U : up + ug € U (abgeschlossen unter Addition)
(UV3)Yuy € U, N €k: Aug € U (abgeschlossen unter Multiplikation mit Skalaren)

Die Losungsmenge eines Systems von homogenen linearen Gleichungen, in n Variablen
(kurz: homogenes LGS) ist ein Untervektorraum von k™.

U, U’ Unterrdume von V = U n U’ Unterraum von V.

3.3 Definition Sei V ein k-Vektorraum, vi,...,v, € V. Ein Vektor x € V ist eine

Linearkombination der v1,...,v, < AA,..., \p€k:z = v1 + ...+ vy,
Das Erzeugnis der vy, ..., v, ist die Menge

Sp (vi,...,v,) := {z € V : x Linearkombination der vi,...,v,}
(die von vy ..., v, aufgespannte Menge).
Falls Sp (v1,...,v,) =V, nennen wir vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V.
Sp (v1,...,vy,) ist ein Untervektorraum von V.

3.4 Definition Sei V ein k-Vektorraum, vq,...,v, € V.

V1, ...,V sind linear abhdingig: < I, ..., A, € k, mindestens ein \; # 0, so dass
AU+ ..o+ Ao = 0.

V1, ...,V sind linear unabhdingig: < YA1,...,\p € k: A1 + ...+ v, =0 =
AM=...=)\, =0.

Ein Erzeugendensystem von V, das aus linear unabhingigen Vektoren besteht, heift
Basis von V.

Wenn unendlich viele v; (i € I Indexmenge) gegeben sind, nennt man sie linear abhéngig,
wenn man endlich viele v;,,...,v;, findet, die linear abhingig sind.



3.5 Theorem Jeder Vektorraum hat eine Basis. Wenn v;,¢ € I, und uj,j € J, Basen
eines Vektorraums V sind, dann gibt es eine Bijektion zwischen I und J.

Wenn V eine Basis mit n € N vielen Elementen besitzt, dann hat jede Basis von V' genau
n viele Elemente. n heifst dann die Dimension von V.

Bezeichnung: dimV

dimV = oo, falls keine endliche Basis existiert.

Eine Basis ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem: Sp (b;,i € I) = V, aber
Sp (bi € 1~ i) € V

Fine Basis ist eine unverldngerbare linear unabhéngige Menge von Vektoren, d.h. b; sind
linear unabhéngig, aber b;,4 € I zusammen mit irgendeinem vy € V' sind linear abhéngig.
4 Gaulisches Eliminationsverfahren

(Gaub-Algorithmus)

4.1 Definition Gegeben sei ein LGS
a1121 + a2 + ... + a1pxy, = b1

ao1T1 + as9xo + ... + a9y = by

anx1 + apry + ...+ apxy, = b
(alle aj; € k,b; € k, 1 Zeilen, n Unbekannte, n Spalten mit a;;, eine Spalte mit b;.)

Das Zahlenschema

ai] ... Qin
(275 R Aln
heifst Koeffizientenmatriz des LGS
Das Zahlenschema
allr ... A1n b1
apl ... Qup bl

heifst erweiterte Koeffizientenmatriz des LGS

Allgemein heifit ein rechteckiges Zahlenschema

c11 ... Clk
C =
Clp1 ... Clk

(mit ¢;; € k Korper) eine [ x k-Matriz.



C hat Zeilenstufenform, wenn es die folgende Form hat:

0 0 ‘ Clq ¥+ % * * *
0 0 | Coky % =+ - % * *
C = 0 0 Cahs * v "

0 0 ‘ Cify ¥ =+ %

0 0
wobei die Eintrige unterhalb der Stufenlinie alle 0 sind, oberhalb der Stufenlinie irgend-
welche Skalare stehen, die Cliy s+ Cl, alle ungleich 0 sind und unterhalb von jedem
ci,. alle Eintrige 0 sind.

ki

4.2 Grundeigenschaft des Gauft-Algorithmus: Jede Matrix (mit Eintrigen in ei-
nem Korper) kann man in Zeilenstufenform bringen, indem man endlich viele elementare
Zeilenumformungen durchfiihrt:

(EZ1) Fiir A € k wird die A-fache Zeile mit Nr. a zur Zeile mit Nr. b addiert. (Im
Fall a = b darf man die Zeile mit Nr. @ mit A\ # 0 multiplizieren.)

(EZ2) Die Zeile mit Nr. a wird mit der Zeile mit Nr. b vertauscht.
4.3 Grundaufgabe: Im Vektorraum V = k! sind Vektoren vy,...,v, gegeben. Zu
entscheiden ist, ob vy,..., v, linear unabhéngig sind.

Losung: Homogenes LGS mit Unbekannten Ay, ..., A, aufstellen und lésen. Die Vektoren
v1,...,0, liefern die Spalten der Koeflizientenmatrix.

Falls n > [ = dimV, so miissen v1, ..., v, linear abhéngig sein.

4.4 Grundaufgabe: Im Vektorraum V = k! sind Vektoren vy,..., v, gegeben, die
U = Sp(vi,...,v,) erzeugen. Zu bestimmen ist eine Basis von U.

Losung: Matrix, deren Zeilen den Vektoren vy, ..., v, entsprechen, in Zeilenstufenform
bringen und dann die Nullzeilen weglassen.

5 Matrizen

Mat(l x n, k) ist die Menge aller Matrizen mit [ Zeilen und n Spalten und Eintrégen in
k.

Seien A, B € Mat(l x n, k), zwei Matrizen gleicher Grofer, mit Eintrdgen in demselben
Kérper k, A = (a;j), B = (bij)-

Die Summe C' = A+ B, C = (c¢;) ist definiert durch ¢;; := a5 + bi;.
d.h.
a1 +b11 ... ain + bin

C = : :
an +bn ... ap+ by

Dann ist auch C € Mat(l x n, k).

Addition von Matrizen ist assoziativ und kommutativ.



Die Matrix 0 = | ¢ | ist neutrales Element in Mat(l x n, k) beziiglich Addi-
tion.

A€ Mat(l x n,k), Be Mat(n x p,k)

Dann ist C = A - B definiert durch ¢;; := Z an, bp;. C € Mat(l x p, k)
h=1

Multiplikation ist assoziativ: (A-B)-C = A-(B - (), und es gilt das Distributivgesetz
(A+B)-C=A-C+B-Csowie A-(B+C)=A-B+A-C

Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ.

Mit Ej bezeichnen wir die [—te Einheitsmatrix,

1 0 0 ... O
010 ... 0

E=1001 . | € Mat(l x 1, k) (quadratische Matrix)
000 ... 1

Fir Ae Mat(l x n,k) gilt ;- A=A=A-E,.

5.1 Proposition Die Menge Mat(n x n, k) der quadratischen Matrizen mit Eintragen
in k bildet einen Ring mit Einselement E,. Fiir n > 2 ist dieser Ring nicht kommutativ.

Mat(l x n, k) ist fiir beliebiges I, n ein k-Vektorraum mit A (a;;) = (Aagj).

Eine Basis besteht aus den Matrizen:

o ... ... 0 oo ... 0
, 0O ... 0 1 0 ... 0] ite Zeile
B = .
0 0 0
j-te Spalte

Die folgenden Matrizen S;(\), Q‘Z(/\) und Pl-j nennen wir Elementarmatrizen.



0 1 0 0O O
0
1
A | i-te Zeile
Ae K N #0,S;()\) =
1
0
0 O : 0 1
o o0 ... ... 0 0 1
i-te Spalte
1 0 0 0
01 0 : 0
0o . A | i-te Zeile
1
QI = 1
0
0 O : 1
o 0 ... ... 0 R |
j-te Spalte
1
1
0 1 i-te Zeile
' 1 0
Pl =
! 0 1 :
1 o ... ... 0 j-te Zeile
1
1
i-te Spalte j-te Spalte

Si(\) - A bedeutet: die Eintrige in der i—ten Zeile von A werden mit A multipliziert.

A - S;(\) bedeutet: i—te Spalte von A wird mit A\ multipliziert.



QJ(\) - A bedeutet: \- Zeile j wird zu Zeile 7 addiert.

Multiplikation von links mit P,L»j vertauscht die Zeilen ¢ und j.

Multiplikation von rechts mit Pij vertauscht die Spalten ¢ und j.
Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen: Zeilenoperation.

Rechtsmultiplikation mit Elementarmatrizen: Spaltenoperation.

5.2 Korollar Sei A € Mat(l x n,k) eine Matrix. Dann existieren Elementarmatrizen
By,..., B, (endlich viele), so dass By - ... - By - A eine Matrix in Zeilenstufenform ist.

5.3 Definition Sei A € Mat(l x n,k) eine Matrix mit Eintrdgen a;; € k. Die transpo-
nierte Matriz zu A hat die Eintriige b;; := aj;. Bezeichnung: AT oder A'.

5.4 Lemma (A-B)T = BT . AT
(A+B)T = AT + BT und (AT)T = A.
S; (AT = 5;(N)

QI = Q5N

(P = P

6 Lineare Abbildungen

6.1 Definition Seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper k. Eine Abbildung
a: V. — W heikt lineare Abbildung (oder: k—linear oder Vektorraum—Homomorphismus).
VYo, eV VAek: alvy +v2) = a(vr) + a(vz) und a (Avy) = X a(v1).

6.2 Theorem V und W seien k—Vektorrdume, {b;|i € I} sei eine Basis von V.
(a) Eine lineare Abbildung o : V' — W ist festgelegt durch die Werte a(b;).

(b) Seien {c;|i € I} irgendwelche Vektoren in W. Dann gibt es eine (und wegen (a)
genau eine) lineare Abbildung 8 : V — W mit 3(b;) = ¢;Vi € 1.

6.3 Theorem V und W seien endlich-dimensionale k—Vektorrdume, dimV = n,dimW =
[,{b1,...,b,} eine Basis von V, {c1, ..., ¢} eine Basis von W und o : V' — W eine lineare
Abbildung. Dann gibt es genau eine Matrix A € Mat(l x n, k), so dass a(z) = A- z ist
fiir = € V. Die Spalten von A sind a(by),...,a(b,).

6.4 Definition Die Matrix A heikt die darstellende Matriz zur linearen Abbildung o
beziiglich der Basen by,...,b, und c1,...,¢.

Bei linearen Abbildungen = (V R—) Homomorphismen vereinbaren wir spezielle Bezeich-
nungen:

injektiv «— Monomorphismus
surjektiv «— Epimorphismus

bijektiv «— Isomorphismus
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Wenn es einen Isomorphismus o : V. — W gibt, sagen wir, dass V und W isomorph
sind.

6.5 Proposition Ein Homomorphismus « : V — W ist ein Isomorphismus genau
dann, wenn o eine Basis von V auf eine Basis von W abbildet. In diesem Fall gilt
dimV = dimW und « bildet dann jede Basis von V auf eine Basis von W ab.

Wichtiges Beispiel: Sei V' ein k—Vektorraum mit Dimension n € N. Dann hat V eine

Basis b1,...,b,. Sei W = k™ mit Basis ey, ..., e,, wobei
0
0
e = 1| i-te Zeile .
0
0

Nach 6.2 (b) gibt es eine eindeutige lineare Abbildung a : V' — k™ mit «(b;) = e;.
Nach 6.5 ist das ein Isomorphismus. Die inverse Abbildung ist ! : k" — V, e; > b;.

« bildet v; auf seinen Koordinatenvektor in £™ ab.
« hingt von der Wahl der Basis b1, ...,b, ab.

6.6 Theorem eine Matrix A € Mat(n x n, k) ist invertierbar genau dann, wenn sie ein
Produkt von Elementarmatrizen ist.

A E,
B A B1E, = B;
Konstruktion von A~1 BQ.BlA BQBlEn_ = Db
B,...B1A Bg...B1E, = B;...B;
=F, = A1

7 Kern, Bild und Rang
7.1 Definition Sei a: V — W eine lineare Abbildung.
Der Kern von « ist Kern(a) := {vg € V|a(vy) = Ow} = a1 (0w ).
Das Bild von « ist Bild(a) := {wg € W|Ivg € V : a(vg) = wo} = a(V).
7.2 Proposition
(a) « ist injektiv < Kern(a) = Oy.
(b) « ist surjektiv < Bild(a) = W.
7.3 Dimensionsformel: Sei dimV < o0, :V — W linear. Dann gilt:
dim V = dim Kern(a) + dim Bild(a).

Also: «v injektiv < dim V = dim Bild(«).
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7.4 Definition Sei X eine Menge und R < X x X eine Teilmenge von X x X. R heifst
Aquivalenzrelation, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

Vzg e X : (xo,20) € R (R ist reflexiv).
Vo, y0 € X : (x0,y0) € R = (yo,x0) € R (R ist symmetrisch).
Vo, yo,20 € X : (x0,y0) € R und (yo, 20) € R = (x0,20) € R (R ist transitiv).

Wenn (zg,y0) € R, dann sagt man xg und yo sind dquivalent und man schreibt:
zo ~ Yo (oder To ~pr Yo)-

7.5 Definition Sei R © X x X eine Aquivalenzrelation, zg € X. Die Aquivalenzklasse
von xg ist die Menge {yo € = : z9 ~ yo}.

7.6 Definition Sei R © X x X eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenz-
klassen wird mit X/R (oder X/~) bezeichnet. Elemente von Aquivalenzklassen sind
Reprisentanten der Aquivalenzklassen.

7.7 Quotientenvektorraum: Sei V ein k—Vektorraum und U ein Unterraum.
x ~py:=x—y € U definiert eine Aquivalenzrelation auf V. Die Menge der Aquivalenz-
klassen, V/~, wird mit V /U bezeichnet. V /U ist selbst ein k—Vektorraum und heift

der Quotienten(vektor)raum "V modulo U”.
dim V =dim U + dim V /U (falls dim V < o).
7.8 Proposition Sei« :V — W eine lineare Abbildung. Dann ist Bild(«) ~ V/Kern(a).

7.9 Definition Sei o : V' — W eine lineare Abbildung. Die Dimension von Bild(«)
wird mit Rang von «, kurz Rang(«), bezeichnet.

Es gilt also: Rang(a) = dim V — dim Kern(«).

Wenn o : V — W die Form & +— AZ fiir eine Matrix A hat, nennt man Rang(a) auch
den Rang der Matrix A und schreibt Rang(A).

Rang(A) = Rang(AT).
Es gilt: Rang(A) <1 und Rang(A) < n fir Ae Mat(l x n, k).

7.10 Definition A € Mat(n x n, k) heikt regulir, wenn Rang(A) = n, und singuldr,
wenn Rang(A) < n.

7.11 Theorem Sei o : V — W, mit dim V = dim W = n, eine lineare Abbildung, die
beziiglich gegebener Basen von V und W die Form Z — AZ hat, fiir eine quadratische
Matrix A € Mat(n x n,k). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) « ist ein Isomorphismus, d.h. bijektiv.
(b) « ist ein Monomorphismus, d.h. injektiv, d.h. Kern(a) = {0}.
(¢) «a ist ein Epimorphismus, d.h. surjektiv, d.h. Bild(a) = W.
(d) Rang(a) = n.
)
)

e) A ist invertierbar.

(
(f) A ist reguldr, d.h. A hat Zeilenrang n.
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(g) AT ist reguliir, d.h. A hat Spaltenrang n.

(h) In der Zeilenstufenform von A sind alle Diagonalelemente # 0.
(i) In der Spaltenstufenform von A sind alle Diagonalelemente # 0.
()

(k) Fiir jede Wahl von b hat das LGS AZ = b genau eine Losung.

Das LGS Az = 0 hat nur den Nullvektor als Losung.

8 Determinanten

8.1 Definition Sei n € N, o € ¥,, = {Permutationen von n Elementen}.

Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,7) mit i < j und o(i) > o(j).

Das Vorzeichen von o, Bezeichnung sgn(o), ist als +1 definiert, wenn o eine gerade
Anzahl von Fehlstdnden hat und als —1, wenn die Anzahl der Fehlstinde ungerade ist.

8.2 Definition Sei A = (a;5) € Mat(n x n, k). Die Determinante von A ist definiert als

n

det(A) := Z sgn(o) H Uig(i) = Z sgn(0) - a15(1) * A20(2) - - - * Ano(n) (Leibniz- Formel)
i=1

OEYX oEY,

ail a2 a3
Regel von Sarrus : as1 Q99 as3 | =
azr azz ass

aiiagazzy + aiza23aszy +  a13a21032
— G11G23G32 — (12021033 — (13022031

8.3 Lemma Sei A€ Mat(n xn,k) in ZSF. Dann gilt: detA = a11-a2 ... app. A ist
also genau dann invertierbar, wenn detA # 0.

8.4 Multiplikationsregel fiir Determinanten: Seien A, B,€ Mat(n x n, k).

Dann gilt: det(A - B) = det(A) - det(B).

Also auch: det(A - B) = det(B - A).

Im Allgemeinen ist det(A + B) # det(A) + det(B).

8.5 Theorem Sei A € Mat(n x n,k). Dann gilt: A ist invertierbar < detA # 0. Dann
ist det(A™1) = (detA) 1.

Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen koénnen detA &ndern, aber nicht, dass
detA # 0 ist (bzw. = 0).

8.6 Entwicklungssatz von Laplace: Sei A€ Mat(n xn,k). Fir 1 <1i,j < n sei ANZ-]-
die Matrix in Mat(n —1 x n— 1, k), die aus A durch Streichen der i—ten Zeile und der

n ~
j—ten Spalte entsteht. Dann gilt: detA = Z air - (—1)"Fldet Ay (Entwicklung nach der
=1

n
i—ten Zeile) und detA = 2 ai; - (—1)"Idet Aj; (Entwicklung nach der j—ten Spalte).
=1

9 Eigenvektoren, Eigenwerte und Diagonalmatrizen

9.1 Definition Sei V ein k—Vektorraum, o : V' — V ein Endomorphismus (lineare
Selbstabbildung). Fin Skalar A\ € k heift Eigenwert von a < Jvg € V,vg # 0 mit
a(vg) = Avg. Ein solches vy heifst dann Eigenvektor von o zum Eigenwert .
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9.2 Definition Sei o : V — V linear und A € k. Der Eigenraum zu o beziiglich A ist
definiert als
Eig(a, A) := {vg € V : vy Eigenvektor von a zu A} u {0} = {v1 € V : a(vi) = An }.

Das bedeutet: Fig(a, \) # {0} < X ist ein Eigenwert < es gibt einen Eigenvektor zum
Eigenwert .

Eig(a, \) ist (fiir jedes \) ein Untervektorraum von V.

Die Summe von zwei Eigenvektoren zu zwei verschiedenen Eigenwerten ist im Allgemei-
nen kein Eigenvektor (zu irgendeinem Eigenwert)

9.3 Proposition Sei« : k™ — k" linear. Es gibt genau dann eine Basis von k™ beziiglich
derer o durch eine Diagonalmatrix beschrieben (diagonalisierbar) ist, wenn es eine Basis
aus Kigenvektoren gibt.

Beobachtung: Eig(a,0) = Kern(a).

Allgemein: A ist EW < det(A— M\ E,) =0

Dann ist: v1EV zu A\ < v1(# 0) € Kern(a — A\id) (Losungsmenge eines homogenen
LGS).

Betrachte A als Variable, d.h. betrachte det(A — tE,) - das ist ein Polynom, dessen
Nullstellen gerade die Eigenwerte sind.

9.4 Proposition Sei o : V' — V linear, dimV = n, und by,...,b;, linear unabhén-
gige EV zum EW M\, cy,...,c, linear unabhingige EV zum EWy # Ai,dy,...,d,
linear unabhéngige E'V zum EW A3 # A1, A2, usw. Dann sind die Vektoren b;, c;, dg, . ..
insgesamt linear unabhingig.

9.5 Definition Sei A € Mat(n x n,k) und ¢ eine Variable. Das Polynom xa(t) :=
det(A — tE,) heilst charakteristisches Polynom von A.

Verfahren zur Diagonalisierung: Gegeben eine Matrix A € Mat(n x n, k).

1. Schritt: Bestimme das charakteristische Polynom x 4(¢) durch Berechnung der De-
terminante det(A —tE,).

2. Schritt: Bestimme die Nullstellen von x4 (t). Seien Aq,. .., \; die verschiedenen Null-
stellen von y4(t). Das sind genau die Eigenwerte von A. Falls es keine gibt: nicht
diagonalisierbar.

3. Schritt: Bestimme Eig(A, \;) fiir jeden Eigenwert \;, als Losungsmenge des homo-
genen LGS (A — M\E,)Z = 0. Bestimme eine Basis.

4. Schritt: Falls alle Basen aller Eig(A, A\;) zusammen n Vektoren enthalten: Das ist eine
Basis von V, beziiglich derer die zu A gehérende lineare Abbildung diagonalisierbar
ist. Falls es weniger als n Vektoren sind: A ist nicht diagonalisierbar.

10 Basiswechsel und Normalformen

10.1 Regel zum Basiswechsel: Gegeben ¢ : V. — W mit darstellender Matrix A
beziiglich By und Cyy. Basiswechsel von By zu BNV durch T und von Cy zu CNW durch
S. Dann ist A= SAT! die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der neuen Basen BNV
und C:/V.
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10.2 Definition Seien A, B € Mat(l x n,k). A und B heifien dquivalent, wenn es
invertierbare Matrizen S € Mat(l x I,k) und T € Mat(n x n, k) gibt mit B = SAT ™.

10.3 Theorem Seien A, B € Mat(l x n,k). Dann sind dquivalent:

a un sind aquivalent, d.h. € Mat(l x [,k), T € Mat(n x n,k) invertierbar
A und B sind ival d.h. 3S € Mat(l x k), T e M k)i ierb
mit B = SAT L.

(b) dp : V= W, linear, dimV = n,dimW = [, und es gibt Basen By und BNV von
V und Cy und Cy von W, so dass A die darstellende Matrix von ¢ beziiglich By
und Cyy ist, und B die darstellende Matrix von ¢ beziiglich By und Cly.

(c) Rang(A) = Rang(B) =1 € {0,...,min{l,n}}.
(d) 3r € {0,...,min{l,n}}, so dass A und B beide dquivalent zur [ x n— Matrix
1 0
C = mit r Einsen sind.
0 0

10.4 Definition Zwei quadratische Matrizen A, B € Mat(n xn, k) heiken ahnlich, wenn
es eine invertierbare Matrix T'€ Mat(n x n, k) gibt mit B = TAT L.

10.5 Theorem Sei A € Mat(n x n,k). Dann sind dquivalent:

(a) A ist diagonalisierbar, d.h. dhnlich zu einer Diagonalmatrix: 37 mit TAT ! =
Diagonalmatrix.

(b) Das charakteristische Polynom x 4(t) ist ein Produkt von Linearfaktoren,
xa(t) = £(E—A1)™ (t—X2)®2 ... (t — \)™, und die Vielfachheiten der Linearfak-
toren stimmen mit den Dimensionen der Eigenrdume {iberein:

dimFEig(A,\) = a1, ..., dimEig(A,\) = q.

A 0

1
Al

Beispiel: A € C, Jp(\) := , so eine Matrix heifit Jordanblock

> =
> =

0

der Grofse n x n, zum Eigenwert A.

10.6 Theorem Sei A eine Matrix mit komplexen Eintrégen. Dann ist A dhnlich zu
einer Matrix der folgenden Form, wobei in den Ké&stchen Jordanbldcke stehen.
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Jordan-Normalform:

11 Skalarprodukte

11.1 Definition Sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper R der reellen Zahlen. Eine
Abbildung <,>: V x V — R heifst Skalarprodukt, wenn sie die folgenden Eigenschaften
hat:

(Bl) Vo, € VYW eV VAER: < v +v9,w >=<v1,w >+ < vg,w >
< Avp,w >= X < vy, w > (linear in der ersten Variablen).

(B2) Yvg € V Ywi,we e VVAeR: < v, w; +wy >=< vg, w1 > + < vg, wg >
< v, \w1 >= X < vg, w1 > (linear in der zweiten Variablen).

(S) Yo, ve € Vi <vp,v9 >=< vg,v] >.
(P) Yoye Viug #0: <wvg,v1 > > 0.

(B1) und (B2) stehen fiir “bilinear “, (S) fiir “symmetrisch “, (P) fiir “positiv definit“.
(B2) folgt aus (B1) und (S).

11.2 Definition Sei V ein Vektorraum tiber R und <, > ein Skalarprodukt. V mit <, >
heifst dann ein euklidischer Vektorraum.
Fir vy € V sei [|v1||:= y/<v1,v1 >. ||v1 ]| heilt die Norm (oder die Léinge) von v;.
Fiir v1,v9 € V sei d(vy,v2) :=||v; — va]| . d(v1,v2) heikt der Abstand (oder die Distanz)
zwischen v, und vs.
Vektoren v1 und ve heifen orthogonal (oder senkrecht) zueinander, wenn < vy, vy >= 0.
Schreibweise: v1 L vs.
Der Winkel o zwischen zwei Vektoren vy # 0 und vy # 0 ist definiert durch
< V1,V >
oS o 1= ——————.

Jou]l - w2l
11.3 Proposition Sei V ein euklidischer Vektorraum und x,y,z € V, sowie A € R.
Dann gilt:

(1) ||z +yl?=]z]® + ||y]|*> +2 < =,y > (verallgemeinerter Satz des Pythagoras)
2) llz+yll?+lz—yl*’=2 (|z]* + ||y||?) ( Parallelogrammgleichung)

(3) |<z,y >|< ||z - |ly]l - Gleichheit gilt genau dann, wenn z und y linear abhéngig
sind. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
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@) Azl =[A]-[=]
|z +yl| < ||| + ||y] (Dreiecksungleichung)
||| =0 < z =0 (Eigenschaft der Norm)

(5) d(z,y) = d(y,x)
d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
d(z,y) = 0 & x = y (Eigenschaften des Abstands)

11.4 Definition Sei V ein euklidischer Vektorraum.

(a) Zwei Untervektorraume Uy und Us heiken orthogonal : < ¥ vy € Uy, vy € Uy gilt
vy L vg. Schreibweise Uy 1L Us

(b) Sei U ein Untervektorraum. Das orthogonale Komplement UL zu U ist definiert
als Ut :={v1 e V:vy LuV uy e U},

(c) Eine Familie (v;);er von Vektoren heifst
orthogonal:< ¥ i # j;v; L v;
orthonormal:< orthogonal und ||v;||=1Viel
Orthonormalbasis (ON B) : < orthonormal und eine Basis

11.5 Algorithmus zur Orthonormalisierung einer Basis (Verfahren von Gram und
Schmidt): Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, U < V ein Un-
tervektorraum mit Basis u, ..., u,. Dann erzeugt das folgende Verfahren eine

ONB wi,...,w, von U. Fiir jedes [ mit 1 <1 < n gilt sogar:

Span (ui,...,u;) = Span (w1, ...,w;).

Start: u, setze
Uy

wyp = — -
[l ]

2.5chritt: Sei vy :=< w1y, uy > w;.

U — V2

wy = ———.
| uz — va|

3.Schritt: vg ;=< wi, ug > w1+ < wo, uz > Wa.

U3z — v3
w3 ' = ———— -
s —vs |

11.6 Definition Sei V = R™ mit Basis b1,...,b, und s : V xV — R eine symmetrische
Bilinearform, d.h. (B1),(B2) und (S) gelten, aber vielleicht nicht (P) . Die Matrix M (s)
mit Eintrégen s(b;, b;) heilt darstellende Matriz von s.

11.7 Proposition Die Zuordnung s — M (s) ist eine bijektive Abbildung von der Menge
der symmetrischen Bilinearformen s : V' x V — R auf die Menge der symmetrischen
dim V x dim V — Matrizen.

11.8 Definition Sei V ein euklidischer Vektorraum und « : V — V ein Endomorphis-
mus. « heift orthogonal, wenn V vy,v3 € V :< a(v1), a(ve) >=< vy, vy > .

11.9 Proposition Sei A € Mat(n x n,R) invertierbar. Dann sind dquivalent:

(a) A7l = AT
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(b) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von R”, bzgl. Standard-
skalarprodukt.

(c) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von R", bzgl. Standard-
skalarprodukt

Solche Matrizen A heifsen orthogonal.

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und B eine Orthonormalbasis von
V. Sei ¢ : V — V linear. Dann ist ¢ eine orthogonale Abbildung genau dann, wenn die
darstellende Matrix A beziiglich der ONB B eine orthogonale Matrix ist.

11.10 Theorem Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und ¢ : V. — V ein
orthogonaler Endomorphismus. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V', beziiglich
derer die darstellende Matrix von ¢ die folgende Form hat:

wobei die Késtchen 2 x 2-Matrizen zu Drehungen sind.

11.11 Theorem Sei A € Mat(n x n,R) eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine
orthogonale Matrix S, so dass

A1 0
STAS = _
0 An
eine Diagonalmatrix ist.
Das Standardskalarprodukt auf C" ist definiert durch:
<,>:C"xC"—>C

N 'rLi
<z,y >=Za:jyj
j=1

n n
Dann gilt: < z, 7 >= ijxj = 2 |z; [>> 0 fiir 7 # 0.

J=1 J=1
n
- — _— - - —
<)\x,y>=Z Ty =A< T,y >
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<z,y>=<y,T>

Das definiert eine Hermitische Form. Wenn die Hermitische Form positiv definit ist,
heifst sie auch Skalarprodukt.

R"™ cr
A = AT symmetrisch A = AT Hermitisch
<z,y>=al Ay <z,y>=alAy
orthogonale Matrix unitdre Matrix
AT = A7 AT AT = A1

11.12 Proposition Sei A € Mat(n x n,C) eine Hermitische Matrix, d.h. AT = A.
(a) Dann gilt fiir alle z,y € C":< Az, y >=<z, Ay > .

(b) Alle Eigenwerte von A sind reell.

Geometrische Anwendungen:
8 und v in R? gegeben. g = {u € R%:< s,u —v >= 0} beschreibt eine
Gerade. Wenn || s||= 1 gewdhlt wird, ist diese Form die Hessesche Normalform der
Geraden g.

(1.) Seien s #

Fiir beliebiges u € R? ist |< s,u — v >| der Abstand von u zur Geraden g.

s heifst Normalenvektor zu g.

(2.) Hauptachsentransformation bei Quadriken (Kegelschnitten)
% + g—i =1 ~~ Ellipse. z— und y—Achse sind “Hauptachsen”

2 2
g 5

= 1 ~~ Hyperbel. Dieselben Hauptachsen.

[\V]

522 + 8xy + 5y? = 17
5 4 T
2 2 _
5z* 4+ 8zy + by* = (z,y) <4 5) (y)
5 4 .
45T A hat charakteristisches Polynom (t — 1)(t —9) = EW 1 und 9

1 1
EVzul:(‘_@)zwl EVqu:(‘?)zwg
V2 V2

Beziiglich dieser Basis ist die Matrix D = (é 8)

V2 V2 V2oV2

A = SDST = (neue Koordinaten)1 = 27 Ay = 27 SDSTy = 1(9”—_23’)2 —|—9(9[”—+2y)2 =

1 1 1 =1
S = <\_/? ‘?) ist orthogonal = S—1 = ST = (‘{5 @)

Ellipse, deren Hauptachsen durch w; und ws gegeben sind.
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