
1 Teilbarkeit und Primzahlen

De�nition 1.1. Seien a, b P Z, b � 0. a ist durch b teilbar :ô Dc P Z : a � bc. b heiÿt
dann ein Teiler von a und a ein Vielfaches von b. Notation b|a.
De�nition 1.2. Sei p P N, p ¥ 2. p heiÿt Primzahl :ô @d P N: d|p ñ d P t1, pu. Sonst
heiÿt p zusammengesetzt.

Beispiele: 2,3,5, . . . , aber nicht 1.

Proposition 1.3. Sei a P N, a � 1. Dann ist a ein Produkt von Primzahlen, d.h.
Dp1, . . . , pn prim (nicht notwendig verschieden): a � p1 � . . . � pn.
Theorem 1.4 (Euklid). Es gibt unendlich viele verschiedene Primzahlen.

De�nition 1.5. Sei P � tp P N : p primu. Für x P R sei πpxq :� #tp : p P P, p ¤ xu,
die Anzahlfunktion der Primzahlen, oder die Primzahlfunktion.

Theorem 1.6 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei n P N. Dann existieren eindeutig
bestimmte Zahlen eppq P N0, für jedes p P P, so dass gilt: n �

¹
pPP

peppq. Insbesondere sind

fast alle eppq Null. Das heiÿt, jede natürliche Zahl ist eindeutig darstellbar als Produkt
von Primzahlpotenzen.

Proposition 1.7. Für x ¥ 2 gilt
¸

p¤x, pPP

1

p
¡ ln lnx� 1

2
.

Korollar 1.8.
¹
pPP

p1� 1

ps
q�1 �

¸
nPN

1

ns
für s ¡ 1, s P R.

Euler-Produkt
¹
pPP

p
8̧

k�0

1

pks
q �

¸
nPN

1

ns

De�nition 1.9. Die Riemannsche ζ - Funktion ist de�niert durch

ζpsq :�
8̧

n�1

1

ns
für s P C mit Re s ¡ 1.

Proposition 1.10. Seien a, b P N, a � pa11 �. . .�pall , b � pb11 �. . .�pbll . Dann D!d P N : d|a, d|b
und @e P N : e|a und e|b ñ e|d. d heiÿt gröÿter gemeinsamer Teiler von a und b. Be-
zeichnung: d � ggT pa, bq.
Auÿerdem D!k P N : a|k, b|k und @j P N : a|j und b|j ñ k|j. k heiÿt kleinstes gemeinsa-

mes Vielfaches von a und b. Bezeichnung: k � kgV pa, bq.
Es gilt: a � b � ggT pa, bq � kgV pa, bq.

2 Kongruenzen

Theorem 2.1 (Kleiner Satz von Fermat, 1640). Sei p eine Primzahl, a P Z. Dann gilt
ap � apmod pq. Falls p - a, gilt ap�1 � 1pmod pq.
De�nition 2.2. Die Eulersche ϕ - Funktion ist de�niert durch ϕ : Z Ñ N, ϕpnq :�
#ta P Z{nZ : ggT pa, nq � 1u.
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Theorem 2.3 (Satz von Euler, 1760). Sei n P Z und a P Z mit ggT pa, nq � 1. Dann
gilt aϕpnq � 1pmod nq.

Proposition 2.4. Die Eulersche ϕ-Funktion erfüllt:

(a) ϕpnq � n� 1, wenn n � p prim.

(b) ϕppaq � pa � pa�1 für p prim, a ¥ 1.

(c) ϕpabq � ϕpaq � ϕpbq, falls pa, bq � 1.

(d) ϕppa11 � pa22 . . . parr q � ppa11 � pa1�1
1 qppa22 � pa2�1

2 q . . . pparr � par�1
r q für p1, p2, . . . , pr

paarweise verschiedene Primzahlen.

(e)
¸
d|m

ϕpdq � m für jedes m.

Theorem 2.5 (Chinesischer Restsatz, Sun Tsu, zwischen 200 und 470). Seienm1, . . . ,mk

paarweise teilerfremd. Dann gilt für beliebige a1, . . . , ak P Z :

x � a1pmod m1q, . . . , x � akpmod mkq

hat genau eine simultane Lösung modulo m1 � . . . �mk.

Theorem 2.6 (Satz von Wilson). Sei p prim. Dann gilt: pp� 1q! � �1pmod pq.

3 Polynomiale Kongruenzen, Primitivwurzeln und quadra-

tische Reste

Proposition 3.1. Sei p eine Primzahl. Die quadratische Kongruenz X2 � �1 pmod pq
ist lösbar ô p � 3 pmod 4q.
Für p � 2 ist 1 die eindeutige Lösung modulo 2.
Für p � 1 mod 4 gibt es modulo p genau zwei verschiedene Lösungen, pp�1

2 q! und
�pp�1

2 q!.
Proposition 3.2. ϕf pmq :� tx P Z{mZ : fpxq � 0 pmod mqu
ϕf pmq �

e¹
k�1

ϕf ppakk q.

Proposition 3.3. Sei fpxq P Zrxs, p prim, a P N¥2 und y P Zmit fpyq � 0 pmod pa�1q.
Dann gilt:

(a) Falls p|f 1pyq und fpyq � 0 pmod paq, dann gibt es kein z mit fpzq � 0 pmod paq
und z � y pmod pa�1q.

(b) Falls p|f 1pyq und fpyq � 0 pmod paq, dann gibt es genau p viele z mit
fpzq � 0 pmod paq und z � y pmod pa�1q.

(c) Falls p - f 1pyq, dann existiert genau ein z mit fpzq � 0 pmod paq und
z � y pmod pa�1q.
z hat die Form z � y � dpa�1, wobei d die eindeutige Lösung von
f 1pyqd � � fpyq

pa�1 pmod pq ist.
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Theorem 3.4 (Chevalley). Sei fpx1, . . . , xnq P Z rx1, . . . , xns mit degpfq   n, fp0q �
0. Dann hat die Kongruenz fpx1, . . . , xnq � 0 pmod pq neben dem Nullvektor noch
mindestens eine weitere Lösung.

De�nition 3.5. Ein c mit pc, pq � 1, so daÿ ein x existiert mit xk � c pmod pq heiÿt
k-ter Potenzrest modulo p. Wenn es kein solches x gibt, heiÿt c k-ter Potenz-Nichtrest

modulo p. Für k � 2 redet man von quadratischen Resten und quadratischen Nichtresten.

De�nition 3.6. Sei p prim und x P N. x heiÿt Primitivwurzel modulo p :ô ordpxq �
p� 1.

Theorem 3.7. Zu jeder Primzahl p existiert eine Primitivwurzel.

De�nition 3.8. Sei g eine Primitivwurzel modulo p und x � ga. a heiÿt der Index von
x (bzgl. der Primitivwurzel g). Notation: indpx

Theorem 3.9. Sei p prim. Die k-ten Potenzreste modulo p sind genau die a P t1, . . . , p� 1u,
für die gilt: ggT pk, p� 1q|ind a. Es gibt genau p�1

ggT pk,p�1q viele k-te Potenzreste.

4 Quadratische Reziprozität

De�nition 4.1 (Legendre). Das Legendre-Symbol ist de�niert als

pap q :�
#

1, wenn a quadratischer Rest mod p

�1, wenn a quadratischer Nichtrest mod p

@a, b P N : pabp q � pap qp bpq.
Theorem 4.2 (Eulers Kriterium). Für alle a mit a � 0 pmod pq gilt:�
a

p



� aq pmod pq für q � p�1

2 .

Korollar 4.3. �1 ist ein quadratischer Rest für Primzahlen p � 4k � 1, und ein qua-
dratischer Nichtrest für Primzahlen p1 � 4k � 3. Für p � 4k � 1 gilt also für alle
a : pap q � pp�ap q, während für p1 � 4k � 3 gilt: pap q � �pp�aa q.
Lemma 4.4 (Gauÿ). pap q � p�1qν .

Theorem 4.5. Sei p � 4ak � r, mit 0   r   4a und p1 � 4ak1 � r1, mit 0   r1   4 a.
Dann ist pap q � p ap1 q, falls r � r1 oder r1 � 4a� r.

Theorem 4.6 (Quadratisches Reziprozitätsgesetz, Gauÿ 1796). Seien p und q verschie-
dene ungerade Primzahlen. Dann gilt ppq q � p qpq � p�1qpp�1qpq�1q{4. Das bedeutet:

p � q � 1 pmod 4q ñ ppq q � p qpq

p � q � 3 pmod 4q ñ ppq q � �p qpq

p � q pmod 4q ñ ppg q � p qpq

Falls p � q � 3 pmod 4q, ist genau eine der beiden Gleichungen x2 � q pmod pq und
x2 � ppmod qq lösbar.
Sonst sind immer beide Gleichungen lösbar oder beide nicht lösbar.
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5 Summen von Quadraten

Theorem 5.1. Sei n P N. Dann sind äquivalent:

(1) Die Gleichung x2 � y2 � n hat Lösungen x, y P N0.

(2) Jeder Primteiler p|n mit p � 3 pmod 4q kommt in n mit geradem Exponenten vor.

Theorem 5.2. Jede natürliche Zahl n P N ist eine Summe von vier Quadraten. D.h.
die Gleichung x2 � y2 � z2 � w2 � n hat Lösungen x, y, z, w P N0.

6 Arithmetische Funktionen

Theorem 6.1. Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei positive ganze Zahlen teilerfremd sind,
beträgt 6{π2.

De�nition 6.2. Eine Funktion f : NÑ C heiÿt arithmetische (oder zahlentheoretische)

Funktion. Seien f und g arithmetische Funktionen.
Dann ist die punktweise Summe de�niert als f � g : n ÞÑ fpnq � gpnq.
Das punktweise Produkt ist de�niert als f � g : n ÞÑ fpnqgpnq.
Die(Dirichlet-)Faltung ist de�niert als f � g : n ÞÑ pf � gqpnq :�

¸
d|n

fpdq gpn
d
q �

¸
d1d2�n

fpd1q gpd2q.

Proposition 6.3. Die Menge A der arithmetischen Funktionen mit punktweiser Addi-
tion und Multiplikation durch Dirichlet-Faltung ist ein kommutativer Ring. Die Null-
funktion ist das neutrale Element der Addition. Die δ-Funktion ist das neutrale Element
der Multiplikation.

Proposition 6.4. Sei Lpnq :� log n, L : N Ñ C. Dann ist punktweise Multiplikation
mit L eine Derivation von A, d.h. eine Abbildung D : AÑ A, für die gilt:
Dpxyq � Dpxqy � xDpyq @ x, y P A.

De�nition 6.5. Die Möbius-Funktion ist de�niert durch

µpnq �

$'&
'%

1 n � 1

p�1qk n � p1 � � � pk, pi � pj für i � j, alle prim (n quadratfrei)

0 Dp prim : p2|n

Proposition 6.6. Die Möbius-Funktion ist multiplikativ, aber nicht streng multiplika-
tiv: µp4q � µp2q � µp2q, d.h. µpabq � µpaqµpbq @a, b mit pa, bq � 1.

Es gilt :
¸
d|n

µpdq �
#

1 n � 1

0 sonst

Also ist µ � 1 � δ und µ ist in A invertierbar mit Inversem 1.

Theorem 6.7 (Möbiussche Umkehrformel). (a) Sei f eine arithmetische Funktion und
sei g de�niert durch gpnq :�

¸
d|n

fpdq, das heiÿt g � f � 1. Dann gilt fpnq �
¸
d|n

µpn
d
q gpdq.
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(b) Sei g eine arithmetische Funktion und sei f de�niert durch fpnq :�
¸
d|n

µpn
d
q gpdq,

das heiÿt f � g � µ. Dann gilt gpnq �
¸
d|n

fpdq.

De�nition 6.8. Seien f, g reellwertige Funktionen und g positiv.

(a) fpxq � Opgpxqq für xÑ8 (�fpxq ist groÿ�O von gpxqq�: ô D Konstante k mit���fpxqgpxq

��� ¤ k für x groÿ, d.h. lim sup
xÑ8

���fpxqgpxq

���   8.

(b) fpxq � opgpxqq (�fpxq ist klein�o von gpxq�): ô lim
xÑ8

fpxq
gpxq � 0.

(c) fpxq � gpxq (�fpxq ist asymptotisch gleich gpxq) :ô lim
xÑ8

fpxq
gpxq � 1.

Theorem 6.9. (a) f1 mit f1pxq �
¸
n¤x

µpnq
n

erfüllt f1 � Op1q.

(b) f2 mit f2pxq �
¸
n¤x

µpnq
n2

erfülltf2 � 6
π2 �Op 1

xq.

Lemma 6.10. Sei f eine arithmetische Funktion und sei F de�niert durch

F pxq :�
¸
n¤x

fpnq. Dann gilt
¸
m¤x

F p x
m
q �

¸
d¤x

fpdqrx
d
s �

¸
n¤x

¸
d|n

fpdq.

Proposition 6.11. Für x ¥ 1 sei Φpxq :�
¸
n¤x

ϕpnq. Dann gilt: ϕpxq � 3x2

π2 �Opx lnxq

7 Teilerfunktionen

De�nition 7.1. Die Teilerfunktion (oder Teileranzahlfunktion)
d : NÑ C ist de�niert durch dpnq :� 7 td|nu.

Lemma 7.2. d ist multiplikativ.

Theorem 7.3. @ ε ¡ 0 : d � Opnεq.
Lemma 7.4. Sei f multiplikativ. Dann gilt:

(a) fpkgV pa, bqq � fpggT pa, bqq � fpaqfpbq @ a, b.

(b) Sei fp1q � 1. Dann gilt:
¸
d|n

µpdqfpdq �
¹
p|n

p1� fppqq.

(c) Sei ppkq � 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11,� die Folge der (aufsteigenden) Primzahlpotenzen
(d.h. n P N : D p, k, p prim mit n � pkq.
Falls gilt: lim

pkÑ8
fppkqloomoon
Teilfolge

� 0, dann gilt auch: lim
nÑ8

fpnqloomoon
ganzeFolge

� 0

Lemma 7.5. Seien f und g arithmetische Funktionen und F pxq :�
¸
n¤x

fpnq
die Summenfunktion sowie a, b P N0 mit a   b. Dann gilt:
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(1)
b̧

n�a�1

fpnqgpnq � F pbqgpbq � F paqgpa� 1q �
b�1̧

n�a�1

F pnqpgpn� 1q � gpnqq.

(2) Sei gptq, t P R¥0 stetig di�erenzierbar und seien x, y P R¥0 mit rys   rxs. Dann
gilt:

(�)
¸

y n¤x

fpnqgpnq � F pxqgpxq � F pyqgpyq �
» x
y
F ptqg1ptq dt.

Falls x ¥ 2 und g stetig di�erenzierbar auf r1, xs, dann gilt:

(��)
¸
n¤x

fpnqgpnq � F pxqgpxq �
» x

1
F ptqg1ptq dt.

De�nition 7.6. Für t P R sei t :� rts � ttu mit rts P Z, ttu P r0, 1q und rts ¤ t   rts � 1.

Die reelle Zahl γ :� 1�
» 8

1

ttu
t2

dt P p0, 1q heiÿt Euler Konstante (oder Euler-Mascheroni-

Konstante).

Proposition 7.7. Für x P R, x ¥ 1 gilt:
¸
n¤x

1

n
� ln x� γ � rpxq, wobei |rpxq|   1

x .

Theorem 7.8.

Für x P R¥1 und Dpxq :�
¸
n¤x

dpnq gilt: Dpxq � x ln x� p2γ � 1qx�Op?xq.

De�nition 7.9. Sei ` ¥ 1. Die arithmetische Funktion d` : N Ñ C ist de�niert durch
d`pnq :� 7 tpd1, . . . , d`q : n � d1 � � � d`u, die Anzahl der angeordneten Faktorisierungen
von n mit ` Faktoren. Die Summenfunktion D` : R Ñ C ist de�niert durch D`pxq :�¸
n¤x

d`pnq.

Proposition 7.10. Sei ` ¥ 1 und a ¥ 1 sowie p prim. Dann gilt:

(a) d` ist multiplikativ.

(b) d`ppaq �
�
a� `� 1
`� 1



.

Theorem 7.11. Für ` ¥ 2 gilt: D`pxq :�
¸
n¤x

d`pnq � 1

p`� 1q! x ln
`�1x�Opx ln`�2xq.

Lemma 7.12. Seien a   b ganze Zahlen, fptq : ra, bs Ñ R eine monotone Funktion.
Dann gilt:

(a) min tfpaq, fpbqu ¤
b̧

n�a

fpnq �
» b
a
fptq dt ¤ max tfpaq, fpbqu.

(b) Seien x   y reelle Zahlen mit y   rxs und fptq nichtnegativ monoton auf ry, xs.
Dann ist

�����
¸

y n¤x

fpnq �
» x
y
fptq dt

����� ¤ max tfpyq, fpxqu.
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(c) Sei fptq nichtnegativ auf r1,8s, monoton wachsend auf r1, t0s und monoton fallend

auf rt0,8s für ein t0. Dann gilt für F pxq �
¸
n¤x

fpxq : F pxq �
» x

1
fptq dt�Op1q.

Proposition 7.13.

(a) Auf r2,8s gilt :
¸
n¤x

ln n � x ln x� x�Opln xq.

(b) Sei r P N0. Auf r1,8s gilt:
¸
n¤x

lnrn

n
� 1

r � 1
lnr�1x�Op1q.

(c) Sei k P N0. Auf r1,8s gilt:
¸
n¤x

lnk
�
x
n

�
n

� 1

k � 1
lnk�1x�Oplnk xq.

(d) Sei k P N0. Dann gilt:
¸

n1���nk¤x

1

n1 � � �nk �
1

k!
lnkx�Oplnk�1 xq.

Proposition 7.14. @ n P N : d2pnq �
¸
e2|n

µpeq d4p n
e2
q.

Theorem 7.15 (Ramanujan). :
¸
n¤x

d2pnq � 1

π2
x pln xq3 pfür xÑ8q.

8 Der Primzahlsatz

Theorem 8.1. Πpxq � x
ln x , d.h. limxÑ8

Πpxq ln x
x � 1.

De�nition 8.2. Die Funktionen ϑ und ψ sind de�niert durch

ϑpxq :�
¸
p¤x

ln p � ln
¹
p¤x

p (p prim).

ψpxq :�
¸
pk¤x

ln p ppk Primzahlpotenz).

Theorem 8.3 (Chebyshev). DA,B P R¡0 @ x ¥ 2 :

Ax ¤ ϑpxq ¤ ψpxq ¤ Πpxq ln x ¤ Bx.

Genauer gilt:

lim inf
xÑ8

ϑpxq
x � lim inf

xÑ8

ψpxq
x � lim inf

xÑ8

Πpxqln x
x ¥ ln 2 � 0, 69

lim sup
xÑ8

ϑpxq
x � lim sup

xÑ8

ψpxq
x � lim sup

xÑ8

Πpxqln x
x ¤ ln 4 � 1, 38

Korollar 8.4. D a, b P R¡0 : @ n ¥ 2 : a � n � ln n ¤ pn ¤ b � n � ln n.
Lemma 8.5. @ x : ψpxq ¤ πpxq ln x.
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Lemma 8.6.

(a) Sei 1 ¤ k ¤ n Dann gilt:�
n

k � 1



 
�
n
k



ô k   n�1

2 .�
n

k � 1



¡
�
n
k



ô k ¡ n�1

2 .�
n

k � 1



�
�
n
k



ô n ungerade und k � n�1

2 .

(b) @ n : 22n

2n ¤
�

2n
n



  22n.

Proposition 8.7. @n :
¹
p¤n

p   ψn

lpnq :�

$''&
''%
ln p, n � p prim ù ϑpxq �

¸
p¤x
p prim

ln p �
¸
n¤x

lpnq

0, sonst

Λpnq :�

$'&
'%
ln p, n � pk, p prim ù ψpxq �

¸
pk¤x

ln p �
¸
n¤x

Λpnq

0, sonst

Λpnq ist die von Mangoldt-Funktion (siehe Übungsblatt 8).

Theorem 8.8 (Mertens). : D Konstante b1, so daÿ für x ¥ 2 gilt:¸
p¤x

1

p
� ln ln x� b1 �O

�
1

ln x



.

Theorem 8.9 (Mertens). : D Konstante γ, so daÿ für x ¥ 2 gilt:¹
p¤x

p1� 1

p
q�1 � eγ ln x�Op1q.

Lemma 8.10. Für x ¥ 2 gilt
¸
m¤x

ψ
� x
m

	
�
¸
d¤x

Λpdq
�x
d

�
� x ln x� x�Opln xq.

Proposition 8.11 (Mertens). Für x ¥ 1 ist

(a)
¸
n¤x

Λpnq
n

� ln x�Op1q.

(b)
¸
p¤x
p prim

ln p
p � ln x�Op1q.

Proposition 8.12.
¸
n¤x

ϑpnq
n2

� ln x�Op1q.

Theorem 8.13 (Hardy-Ramanujan). Sei δ ¡ 0. Dann gilt:

7tn ¤ x : |ωpnq � ln ln n| ¥ pln ln xq 12�δu � opxq.
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Proposition 8.14. Für x ¥ 2 gilt:

(a)
¸
n¤x

ωpnq � x ln lnx� b1x�O
� x

lnx

	
. (für b1 aus 8.8, Satz von Mertens)

(b)
¸
n¤x

ωpnq2 � xpln lnxq2 �Opx ln lnxq.

Lemma 8.15 (Chebyshev Ungleichung). Sei S � Z, |S|   8, f : S Ñ R, µ P R, t P R¡0.
Dann gilt:

7tn P S : |fpnq � µ| ¥ tu ¤ 1
t2

¸
nPS

pfpnq � µq2.

De�nition 8.16. Für r P N0 ist die verallgemeinerte von Mangoldt-Funktion Λr de�niert
durch Λr :� µ � Lr.
Lemma 8.17. @ n P N : Λ2pnq � Λpnqln n� pΛ � Λqpnq.
Theorem 8.18 (Selbergs Formel). : Sei x ¥ 1 Dann gilt:

(a)
¸
n¤x

Λ2pnq � 2x ln x�Opxq.

(b)
¸
p¤x

ln2p�
¸
pq¤x

ln p ln q � 2 x ln x �Opxq.

(c) ϑpxq ln x�
¸
p¤ x

ln p ϑ

�
x

p



� 2 x ln x�Opxq.

(d)
¸
p¤x

ln p�
¸
pq¤x

ln p ln q

ln pq
� 2 x�O

�
x

1� ln x



.

Proposition 8.19. Für x ¥ 1 gilt: |Rpxq| ¤ 1
ln x

¸
n¤x

|R
�x
n

	
| �O

�
x ln ln x

ln x



loooooooomoooooooon

�Opxq

.

Lemma 8.20. Für x ¡ e ist
¸
p¤x
p prim

ln p

p
�

1�lnx
p

	 � Opln ln xq.

Lemma 8.21.

Dc0 ¥ 1 @δ P p0, 1q D x1pδq ¥ 4 : @ x ¥ x1pδq D n P rx, ec0{δxs : |Rpnq|   δn.

Lemma 8.22. Sei c0 wie in 8.21 und 0   δ   1 Dann D x2pδq,
so daÿ @ x ¥ x2pδq D y : px, ec0{δxs � py, eδ{2ys.
so daÿ @ t P py, eδ{2ys : |Rptq|   4δt.

Theorem 8.23 (äquivalent zum Primzahlsatz). ϑpxq �
xÑ8

x
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