1 Teilbarkeit und Primzahlen

Definition 1.1. Seien a,b € Z,b # 0. a ist durch b teilbar:< dc € Z : a = be. b heift
dann ein Teiler von a und a ein Vielfaches von b. Notation b|a.

Definition 1.2. Sei p € N,p > 2. p heilit Primzahl :< Vd € N: d|p = d € {1, p}. Sonst
heifst p zusammengesetzt.

Beispiele: 2,3,5, ..., aber nicht 1.

Proposition 1.3. Sei ¢ € Nja # 1. Dann ist a ein Produkt von Primzahlen, d.h.
Ip1, ..., pn prim (nicht notwendig verschieden): a = p; - ... py.

Theorem 1.4 (Euklid). Es gibt unendlich viele verschiedene Primzahlen.

Definition 1.5. Sei P = {p € N : p prim}. Fiir z € R sei n(x) := #{p: pe P,p < z},
die Anzahlfunktion der Primzahlen, oder die Primzahlfunktion.

Theorem 1.6 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei n € N. Dann existieren eindeutig

bestimmte Zahlen e(p) € Ny, fiir jedes p € P, so dass gilt: n = H p°(®). Insbesondere sind

peP
fast alle e(p) Null. Das heift, jede natiirliche Zahl ist eindeutig darstellbar als Produkt

von Primzahlpotenzen.

1 1
Proposition 1.7. Fiir x > 2 gilt Z —>Inlnz — 3

p<z, peP
Korollar 1.8 H(1—i)*1—2if" >1,5eR
orollar 1.8. p = — fiir s ,seR.
peEP neN
o 1 1
Euler-Produkt H(Z ]ﬁ) = s
peP k=0 neN

Definition 1.9. Die Riemannsche ( - Funktion ist definiert durch

e¢]
1
¢(s) := Z Efﬁrse@mit Res > 1.

n=1

Proposition 1.10. Seien a,b € N,a = p{*-...-p]", b = plil - .-p?l. Dann 3!d € N : d|a, d|b
und Ve € N : e|la und e|b = e|d. d heifst grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. Be-
zeichnung: d = ggT(a,b).

Auferdem 3!k € N : alk, blk und Vj € N : a|j und b|j = k|j. k heifit kleinstes gemeinsa-
mes Vielfaches von a und b. Bezeichnung: k = kgV (a, b).

Es gilt: a-b = ggT(a,b) - kgV (a,b).

2 Kongruenzen

Theorem 2.1 (Kleiner Satz von Fermat, 1640). Sei p eine Primzahl, a € Z. Dann gilt
a? = a(mod p). Falls p { a, gilt a?~! = 1(mod p).

Definition 2.2. Die Fulersche ¢ - Funktion ist definiert durch ¢ : Z —» N, ¢(n) :=
#{aeZ/nZ : ggT(a,n) = 1}.



Theorem 2.3 (Satz von Euler, 1760). Sei n € Z und a € Z mit gg7'(a,n) = 1. Dann
gilt a¥(™) = 1(mod n).

Proposition 2.4. Die Eulersche ¢-Funktion erfiillt:

(a) ¢(n) =n—1, wenn n = p prim.

(b) @(p*) = p* —p*~ ! fiir p prim, a > 1.

(©) (ab) = p(a) - p(b), falls (a,b) = 1

(d) @i -5 .. pr) = (0f" — P (P52 — p3> ) .. (plr — pir=Y) filr 1o, Py

paarweise verschiedene Primzahlen.

(e) 2 o(d) = m fiir jedes m.

dfm
Theorem 2.5 (Chinesischer Restsatz, Sun Tsu, zwischen 200 und 470). Seien my, ..., mg
paarweise teilerfremd. Dann gilt fiir beliebige aq,...,a; € Z :

x = aj(mod my),...,x = ag(mod my)
hat genau eine simultane Losung modulo myq - ... - mg.

Theorem 2.6 (Satz von Wilson). Sei p prim. Dann gilt: (p — 1)! = —1(mod p).

3 Polynomiale Kongruenzen, Primitivwurzeln und quadra-
tische Reste

Proposition 3.1. Sei p eine Primzahl. Die quadratische Kongruenz X2 = —1 (mod p)
ist losbar < p # 3 (mod 4).

Fiir p = 2 ist 1 die eindeutige Losung modulo 2.

Fiir p = 1 mod 4 gibt es modulo p genau zwei verschiedene Ldsungen, (pT)‘ und

—(2h

Proposition 3.2. ¢s(m):={xe Z/mZ: f(x) =0 (mod m)}
= [ [eroe)
k=1

Proposition 3.3. Sei f(z) € Z[z], p prim, a € Nso und y € Z mit f(y) = 0 (mod p®1).
Dann gilt:

(a) Falls p|f'(y) und f(y) # 0 (mod p®), dann gibt es kein z mit f(z) = 0 (mod p*)
und z =1y (mod p®1).

(b) Falls p|f'(y) und f(y) =0 (mod p®), dann gibt es genau p viele z mit
f(z) =0 (mod p*) und z =y (mod p® ).

(c) Falls pt f'(y), dann existiert genau ein z mit f(z) =0 (mod p®) und
z =y (mod p*1).
z hat die Form z = y + dp
f(y)d = % (mod p) ist.

@=1 wobei d die eindeutige Losung von



Theorem 3.4 (Chevalley). Sei f(z1,...,2n) € Z |21, ...,2,] mit deg(f) < n, f(0) =
0. Dann hat die Kongruenz f(z1,...,2,) = 0 (mod p) neben dem Nullvektor noch
mindestens eine weitere Losung.

Definition 3.5. Ein ¢ mit (¢,p) = 1, so dak ein 2 existiert mit 2* = ¢ (mod p) heikt
k-ter Potenzrest modulo p. Wenn es kein solches = gibt, heift ¢ k-ter Potenz-Nichtrest
modulo p. Fiir k = 2 redet man von quadratischen Resten und quadratischen Nichtresten.

Definition 3.6. Sei p prim und x € N. x heift Primitivwurzel modulo p :< ord(x) =
p—1.

Theorem 3.7. Zu jeder Primzahl p existiert eine Primitivwurzel.

Definition 3.8. Sei g eine Primitivwurzel modulo p und = = ¢%. a heiltt der Indez von
x (bzgl. der Primitivwurzel g). Notation: ind,z

Theorem 3.9. Sei p prim. Die k-ten Potenzreste modulo p sind genau diea € {1,...,p — 1},

fiir die gilt: ggT'(k,p — 1)|ind a. Es gibt genau Wj}_l) viele k-te Potenzreste.

4 Quadratische Reziprozitit

Definition 4.1 (Legendre). Das Legendre-Symbol ist definiert als
1, wenn a quadratischer Rest mod p

—1, wenn a quadratischer Nichtrest mod p
Va,be N : () = (2)(2).
Theorem 4.2 (Eulers Kriterium). Fiir alle @ mit a # 0 (mod p) gilt:
(a) = a? (mod p) fiir ¢ = %.
p

Korollar 4.3. —1 ist ein quadratischer Rest fiir Primzahlen p = 4k + 1, und ein qua-
dratischer Nichtrest fiir Primzahlen p’ = 4k + 3. Fir p = 4k + 1 gilt also fiir alle

a: (%) = (%), withrend fiir p’ = 4k + 3 gilt: (%) = —(22).

Lemma 4.4 (Gauh). (7) = (-1)".

Theorem 4.5. Sei p = 4ak + r, mit 0 < r < 4a und p’ = 4ak’ + 7', mit 0 < 7’ < 4 a.
Dann ist () = (57), falls r =" oder 1’ = da — .

Theorem 4.6 (Quadratisches Reziprozititsgesetz, Gaull 1796). Seien p und ¢ verschie-
dene ungerade Primzahlen. Dann gilt (£) - (1) = (—1)P=D@=D/4 Das bedeutet:

p=q=1(mod4) = (2) = (%)

i
i

q

p#q (mod4) = (2) = (2)

3 (mod 4) = (2) = —(%)

2

Falls p = q = 3 (mod 4), ist genau eine der beiden Gleichungen x* = ¢ (mod p) und

22 = p(mod q) lésbar.

Sonst sind immer beide Gleichungen 16sbar oder beide nicht 16sbar.



5 Summen von Quadraten

Theorem 5.1. Sei n € N. Dann sind dquivalent:
(1) Die Gleichung 22 + y? = n hat Losungen x,y € No.
(2) Jeder Primteiler p|n mit p =3 (mod 4) kommt in n mit geradem Exponenten vor.

Theorem 5.2. Jede natiirliche Zahl n € N ist eine Summe von vier Quadraten. D.h.
die Gleichung z2 + y? 4+ 22 + w? = n hat Losungen x, v, z,w € Ny.

6 Arithmetische Funktionen

Theorem 6.1. Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei positive ganze Zahlen teilerfremd sind,
betrigt 6/72.

Definition 6.2. Eine Funktion f : N — C heilt arithmetische (oder zahlentheoretische)

Funktion. Seien f und g arithmetische Funktionen.

Dann ist die punktweise Summe definiert als f + g : n — f(n) + g(n).

Das punktweise Produkt ist definiert als f-g:n— f(n)g(n).

Die(Dirichlet-)Faltung ist definiert als f g : n — (f % g)(n) := Zf(d) g(%) =
dln

D1 f(dr) g(da).

didas=n

Proposition 6.3. Die Menge A der arithmetischen Funktionen mit punktweiser Addi-
tion und Multiplikation durch Dirichlet-Faltung ist ein kommutativer Ring. Die Null-
funktion ist das neutrale Element der Addition. Die §-Funktion ist das neutrale Element
der Multiplikation.

Proposition 6.4. Sei L(n) := log n,L : N — C. Dann ist punktweise Multiplikation
mit L eine Derivation von A, d.h. eine Abbildung D : A — A, fiir die gilt:
D(xzy) = D(z)y + xD(y) V z,y € A.
Definition 6.5. Die Mdbius-Funktion ist definiert durch
1 n=1
p(n) =<3 (=1)* n=p1---pg, p; # p; fiir i # 4, alle prim (n quadratfrei)
0 Ip prim : p?|n

Proposition 6.6. Die Mdbius-Funktion ist multiplikativ, aber nicht streng multiplika-
tiv: u(4) # p(2) - u(2), d.h. p(adb) = p(a)u(db) Ya,b mit (a,b) = 1.

1 n=1
Es gilt : d) =
& gﬂ( ) 0 sonst

Also ist p* 1 = § und p ist in A invertierbar mit Inversem 1.
Theorem 6.7 (Mo6biussche Umkehrformel). (a) Sei f eine arithmetische Funktion und
sei g definiert durch g(n) := Zf(d), das heifst ¢ = f = 1. Dann gilt f(n) =
din

DL u(5) g(d).

dln



(b) Sei g eine arithmetische Funktion und sei f definiert durch f(n 2 (=
dn

das heit f = g # p. Dann gilt g(n Zf
dln

Definition 6.8. Seien f, g reellwertige Funktionen und g positiv.

(a) f(z) = O(g(x)) fiir x > oo (“f(x) ist grok—O von g(x))*“ < I Konstante k mit
‘g(—zg < k fir x grok, d.h. lim sup ‘%

r—0

(b) f(x) = olg(x)) ("f(x) ist Klein—o von g(x)"): < lim L& — 0.

(¢) f(x) ~ g(x) (“f(x) ist asymptotisch gleich g(x)) :< lim % =

rx—o09
pn)
Theorem 6.9. (a) fi mit fi(z 2 erfiillt f1 = O(1).
n<T
(b) fo mit fo(z ) fillefy = 5 + O(2),
n<x

Lemma 6.10. Sei f eine arlthmetlsche Funktion und sei F' definiert durch

= Z f(n). Dann gilt Z Z f(d Z Zf(d)

n<T m<x d<z N<T d|n

Proposition 6.11. Fiir x > 1 sei ®(z) := Z ©(n). Dann gilt: p(z) = 37%2 + O(zInx)

n<x

7 Teilerfunktionen

Definition 7.1. Die Teilerfunktion (oder Teileranzahlfunktion)
d : N — C ist definiert durch d(n) :=§ {d|n}.

Lemma 7.2. d ist multiplikativ.
Theorem 7.3. Ve > 0:d = 0(n°).

Lemma 7.4. Sei f multiplikativ. Dann gilt:
(a) f{kgV(a,b))- f(99T (a,b)) = f(a)f(b) V a,b.
(b) Sei f(1) = 1. Dann gilt: > u(d)f(d) = [ (1 - f(p)).

dn pln
(c) Sei (p*) = 2,3,4,5,7,8,9,11, — die Folge der (aufsteigenden) Primzahlpotenzen
(dh.neN:3pk, ppm'm mit n = pF).
Falls gilt: lzm f(*) =0, dann gilt auch: lim  f(n) =0
W—J n—oo W—/

p —00
Teil folge ganzeFolge

Lemma 7.5. Seien f und g arithmetische Funktionen und F(z) := 2 f(n)

die Summenfunktion sowie a,b € Ny mit a < b. Dann gilt:



b b—1

(1) Y, f(n)g(n) = F(b)g(b) = Fla)gla+1) = Y, F(n)(g(n+1) —g(n)).

n=a+1 n=a+1
(2) Sei g(t),t € Ry stetig differenzierbar und seien z,y € R mit [y] < [z]. Dann
gilt:

(*) > f(n)g(n) = F(x)g(x) — F(y)g(y) —f F(t)g'(t) dt.
Y<n<sz Yy
Falls x > 2 und g stetig differenzierbar auf [1, z], dann gilt:

T

() 3} Fn)g(n) = Fla)gla) - | F)g') at.

n<w 1
Definition 7.6. Fiir t € R sei t := [t] + {¢t} mit [t] € Z,{t} €[0,1) und [¢] <t < [t] + 1.
: > {t} , :
Die reelle Zahl v := 1— 2 dt € (0,1) heifst Euler Konstante (oder Euler-Mascheroni-

1
Konstante).

1
Proposition 7.7. Fir z e R,z > 1 gilt: Z o= In x+ 7 +r(x), wobei |r(z)] < 1.
n<w
Theorem 7.8.
Fiir 7 € Roy und D(z) := Y. d(n) gilt: D(z) = 2 In z + (27 — )z + O(y/x).

n<e

Definition 7.9. Sei ¢ > 1. Die arithmetische Funktion dy : N — C ist definiert durch
de(n) :=4{(d1, ... ,d¢) :n=dy --- dg}, die Anzahl der angeordneten Faktorisierungen
von n mit ¢ Faktoren. Die Summenfunktion Dy : R — C ist definiert durch D,(x) :=

D dy(n).

n<x

Proposition 7.10. Sei £ > 1 und a = 1 sowie p prim. Dann gilt:

(a) dp ist multiplikativ.
o fa+i—1
o) @i - (1),

Theorem 7.11. Fiir £ > 2 gilt: Dy(x) := Z d¢(n) = =1 z In" 'z + Oz In'2z).

n<x

Lemma 7.12. Seien a < b ganze Zahlen, f(t) : [a,b] — R eine monotone Funktion.
Dann gilt:

b b
(a) min {f(a), f(D)} < ), f(n) —f f(t) dt < max {f(a), f(b)}-

(b) Seien z < y reelle Zahlen mit y < [z] und f(¢) nichtnegativ monoton auf |y, z].

S 0 [ 700 de] < ma (7). 1@}
Yy

Y<n<x

Dann ist




(c) Sei f(t) nichtnegativ auf [1, o0], monoton wachsend auf [1, tg] und monoton fallend

auf [to, oo] fiir ein to. Dann gilt fir F(z) = 2 flz): F(zx) = Lx f(t) dt +0(1).

n<w

Proposition 7.13.

(a) Auf [2,00] gilt : Z Inn=xlnz—z+0(n z).

n<w
In"n 1
(b) Sei € Ng. Auf [1, 0] gilt: = ——In""'z +0(1).
7;1 n r+1

: - In* (%) 1 k+1 k
(c) Sei k € Ny. Auf [1, 0] gllt.;x e In"" x4+ O(In" x).

: : 1 Lok k-1

€l 0- ann gilt: — = = N n xX).

(d) Sei ke Np. D It > In*x +O(l )

Tk
e niy ng k/‘.

Proposition 7.14. Vne N: d*(n) = Z p(e) d4(%).
e

e?ln

1
Theorem 7.15 (Ramanujan). : Z d*(n) ~ — z (In )3 (fiir £ — ).
T

n<w

8 Der Primzahlsatz

Theorem 8.1. I(z) ~ 2, d.h. lim T2 =1,

Tr—00
Definition 8.2. Die Funktionen 1 und ¢ sind definiert durch
Ha) = Z Inp=1In Hp (p prim).

p<z p<z

P(x) = Z In p (p* Primzahlpotenz).

pr<z
Theorem 8.3 (Chebyshev). 3JA,BeR. oV z >2:
Az < 9(z) < ¢(x) < I(z) In z < Bu.

Genauer gilt:

lim inf 2@ = tim inf Y9 — im i B0 5 4,09 < 0,69
T—00 T—00 T—00

lim sup @ = lim sup @ = lim sup W <iln4~1,38
r—>0 r—>00 Tr—>00

Korollar 8.4. Fa,beR-g:Vn=2:a-n-Inn<p, <b-n-Ilnn.

Lemma 8.5. V z : ¢(z) < n(z) In z.



Lemma 8.6.

(a) Sei 1 < k < n Dann gilt:

()< (@)rer

( 1>>()<:)k>";rl.
( 1) ( )(:)nungerade und k = "Tl

3

3

(b) ¥ %?) < 22n,
Proposition 8.7. Vn : H p<P"
p<n
Inp, n=pprim v Hzx Zlnp—Zl
e p<x n<x

l(TL) T p prim
0, sonst
In p,n=pF pprim oz Zlnp—ZA

A(n) = pk<x n<e
0, sonst

A(n) ist die von Mangoldt-Funktion (siehe Ubungsblatt 8).
Theorem 8.8 (Mertens). : 3 Konstante by, so daf fiir x > 2 gilt:

1
2 zlnlnaﬁ—i-bl—i-O().
Inx

p<a P
Theorem 8.9 (Mertens). : 3 Konstante v, so daf fir x > 2 gilt:
1
[Ja->)"=¢"lnz+0().
p

p<z

Lemma 8.10. Fiir x > 2g11t2¢< ) ZA [—]lenx—x—i—O(lnx).

m<x d<z

Proposition 8.11 (Mertens). Fir x > 1 ist

— =1 1).
(a) EE " n z + O(1)
(b) > BE=Inz+0(1).
p<sT
p prim

Hn
%zlnx—i—O(l).

Proposition 8.12. Z

n<x

Theorem 8.13 (Hardy-Ramanujan). Sei § > 0. Dann gilt:

fH{n<z:|wn)—Inilnn| > (nlin :E)%-HS} = o(x).



Proposition 8.14. Fiir x > 2 gilt:

(a) Z w(n)=xInlnz + bz + O ( na:) . (fiir by aus 8.8, Satz von Mertens)

n<T

(b) > w(n)?® =z(nnz)’+ O(znlnz).

n<T

Lemma 8.15 (Chebyshev Ungleichung). Sei S c Z,|S| < o0, f: S > R, ue R,t € R.o.
Dann gilt:

HneS:|ftn)—ul =t} <35 ) (fn) —w?

nes

Definition 8.16. Fiir r € Ny ist die verallgemeinerte von Mangoldt-Funktion A, definiert
durch A, := p= L".

Lemma 8.17. Vne N: Aa(n) = A(n)in n+ (A = A)(n).
Theorem 8.18 (Selbergs Formel). : Sei z > 1 Dann gilt:

) D As(n) =2z In x + O(ax).

n<x
) Eanp—i- Z Inping=2ziInz +O(x).
p<x pg<sT

(c) ¥(z) ln x+ Z lnpi?(ji) =2z In x4+ O(x).

p< =

Inpl
Q) Nimps Y PGy, +O<w>,
= L 1+1Inx

xzlnln :E)

Proposition 8.19. Fiir z > 1 gilt: |R(z)| < ;- Z ( ) (
= Inx

=0(z)

Lemma 8.20. Fiir > e ist e __ — O(ln In ).
IEE p(l-‘rln%)
p prim

Lemma 8.21.
Jeo = 1V6€ (0,1) 3 z1(8) =4:V = 21(0) Ine[z,ez] : |R(n)| < Jy.

Lemma 8.22. Sei ¢y wie in 8.21 und 0 < § < 1 Dann 3 x2(6),
so daf ¥V z = 22(0) 3y : (z,e02] o (y,ey].
so daR ¥ t € (y,e?y] : |R(t)| < 46t.

Theorem 8.23 (dquivalent zum Primzahlsatz). ¥(x) ~ =z
r—>0



