S. Koenig, A. Shalile Zahlentheorie WiSe 2012/2013

Zahlentheorie: Ubungsblatt 9
(fiir die Ubungen am 20./21. Dezember 2012)

Aufgabe 1 (schriftlich). Definiere eine arithmetische Funktion ¢ : N — C durch o(n) =

> d

dn
(a) Berechnen Sie o(5),0(6) und o(7).

(b) Sei n = pi'p3*---pi¥ die Primfaktorzerlegung von n. Zeigen Sie, dass

k  a; ‘ k p‘-”“ _1
o) =112 v =117 —~
i=1 j=0 =1 Pi

(c) Zeigen Sie, dass o eine multiplikative arithmetische Funktion ist.

Aufgabe 2 (miindlich). Sei o wie in der vorigen Aufgabe definiert. Eine Zahl heift perfekt,
wenn o(n) = 2n.

(a) Die Zahl n habe die Eigenschaft, dass Primzahlen p und ¢ existieren mit ¢ = 27 — 1 und
n = 2P71q. Zeigen Sie, dass n eine perfekte Zahl ist.

(b) Im nachfolgenden Teil wollen wir die Umkehrung fiir gerade Zahlen zeigen. Sei also fiir
den Rest dieser Aufgabe n eine gerade perfekte Zahl mit n = 2*"!m fiir (m,2) = 1.
Zeigen Sie, dass 2F — 1 die Zahl m teilt.

(¢) Seil=m/(2F —1). Zeigen Sie: Wenn [ > 1 gilt, dann ist o(28 — 1) > 1 +1+ (28 — 1)L.
Folgern Sie, dass [ = 1 gelten muss.

(d) Beweisen Sie, dass 2F — 1 eine Primzahl ist.
(e) Zeigen Sie, dass die Bedingung aus Teil (a) fiir gerade Zahlen auch notwendig ist.

Aufgabe 3 (schriftlich). (a) Zeigen Sie, dass d(n) genau dann eine Primzahl ist, wenn n
von der Form p?~! fiir zwei Primzahlen p und ¢ ist.

(b) Beweisen Sie, dass Hd = pd/2,
dn

(c) Sei & > 0 und = > e°. Zeigen Sie: Die Anzahl der natiirlichen Zahlen n < x mit
d(n) > (Inz)'*° ist O(x(Inx)~°).
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Aufgabe 4 (miindlich). (a) Sei ¢ die Eulersche ¢-Funktion. Zeigen Sie, dass fiir jedes 6 > 0
gilt:

lim () =

n—oo nlf‘s

|Hinweis: Betrachten Sie den Kehrwert der Funktion und verwenden Sie die Ungleichung
k(1—8)

2

0<Fam =5

p(n)o(n)
n2

1-— # > 1 — p~2 fiir jede Primzahlpotenz p* gilt.|

©(p*)a(p*)

1
(b) Beweisen Sie, dass = < < 1. [Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass “E 22 =
2 p

Aufgabe 5 (miindlich). Zeigen Sie:

' Yng

(a) Fiir o € (0,1) gilt: » _ déz) _

n<x

+O(z'™).

11—«

d 1 d
(b) Sei d; wie in der Vorlesung definiert und [ > 1. Dann gilt: E i1 (n) = E 7 E l(n)
n n

n<x d<zx n<z/d
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