S. Koenig, A. Shalile Zahlentheorie WiSe 2012/2013

Zahlentheorie: Ubungsblatt 4
(fiir die Ubungen am 15./16. November 2012)

Aufgabe 1 (schriftlich). Losen Sie die polynomiale Kongruenz
7 +22+2=0 (mod 125).
Aufgabe 2 (miindlich). Zeigen Sie, dass die Kongruenz
P2+ 4+2°+2+1=0 (modp)
genau p — 2 Losungen hat und bestimmen Sie diese.

Aufgabe 3 (miindlich). Sei p eine ungerade Primzahl und r eine Primitivwurzel modulo p.
Zeigen Sie:

(a) Es gilt die Kongruenz r®~1/2 = —1 (mod p).

(b) Ist n eine ganze Zahl mit der Eigenschaft nr = 1 (mod p), dann ist n ebenfalls eine
Primitivwurzel modulo p.

(c) Seip > 3. Dann treten die Primitivwurzeln modulo p in Paaren r, 7’ mit 7" = 1 (mod p)
und r Z 7’ (mod p) auf.

Aufgabe 4 (schriftlich). Sei p = 1 (mod 3) eine Primzahl. Zeigen Sie, dass dann —3 ein
quadratischer Rest modulo p ist.

Aufgabe 5 (miindlich). Sei p eine Primzahl. Fiir jedes 0 # ¢ = p*$ € Q (mit k € Z und
a,b und p paarweise teilerfremd) definieren wir die p-adische Norm von ¢ als |¢|, = p~*. Wir
setzen |0], = 0.

(a) Zeigen Sie, dass | - |, eine Norm ist, d.h. fiir alle z,y € Q gilt:

(i) |z|, = 0 genau dann, wenn x = 0.

(ii) |xy|p = |J7|p|y|p'
(i) |z +ylp < |zl + [ylp-

Zeigen Sie auch, dass sogar |z + y|, < max (|z|,, |y|,) gilt.
(b) Berechnen Sie die p-adische Distanz |a —b|, zwischen a und b in den folgenden Beispielen:

(i) a=1,b=26,p=5.
(i) a=1,0=1/243,p = 3.
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Sei D(a,r) eine offene Kreisscheibe {z € Q | |z —al, < r} mit Mittelpunkt a und Radius
r € Qund b € D(a,r). Zeigen Sie, dass D(a,r) = D(b,r).

(¢c) Beschreiben Sie die Elemente a € Q mit |a, < 1. Sei a € Q mit |a], < 1 fiir jede
Primzahl p. Zeigen Sie, dass a € Z sein muss.
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