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Zahlentheorie: Übungsblatt 12
(für die Übung am 1. Februar 2013)

Aufgabe 1 (schriftlich). Sei σ die Teilersummenfunktion, siehe Blatt 10. Zeigen Sie:

(a) Für x ≥ 2 und n =
∏
p≤x

p gilt σ(n)/n >
∑
p≤x

1/p.

(b) lim supn→∞ σ(n)/n =∞.

Aufgabe 2 (mündlich). (a) Seien Ω und ω wie in der Vorlesung de�niert. Berechnen Sie
ω(n) und Ω(n) für 11 ≤ n ≤ 20.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f : N→ C de�niert durch f(n) = 2ω(n) multiplikativ ist.

Aufgabe 3 (schriftlich). Beweisen Sie die folgenden Gleichungen, wobei L,Λ und Λn wie in
der Vorlesung de�niert seien:

(a) Λ ∗ Λ = −µL ∗ L.

(b) L3 = L2 ∗ Λ + 2L ∗ LΛ + 1 ∗ L2Λ.

(c) Λ3 = Λ2 ∗ Λ + LΛ2.

Aufgabe 4 (mündlich). Für x ∈ R positiv und positive ganze Zahlen d und n, de�niere

λ(d) = λx(d) = µ(d) ln2(x/d)

und
θ(n) = θx(n) = 1 ∗ λ(n) =

∑
d|n

λ(d).

Beweisen Sie, dass

(a) θ1(1) = 0.

(b) Für u ≥ 1 und p prim ist θ(pu) = ln p ln(x2/p).

(c) Sind u, v ≥ 1 und p, q prim, dann ist θ(puqv) = 2 ln p ln q.

(d) Wenn m das Produkt der Primteiler von n ist, dann gilt θ(n) = θ(m).

(e) Wenn n quadratfrei ist und p ein Primteiler von n ist, dann gilt

θx(n) = θx(n/p)− θx/p(n/p).
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(f) Wenn n drei oder mehr verschiedene Primteiler besitzt, dann ist θ(n) = 0.

Aufgabe 5 (mündlich). Wir de�nieren positive, reelle Zahlen A und a durch

A = lim sup
x→∞

ϑ(x)/x, a = lim inf
x→∞

ϑ(x)/x.

Es gilt a ≤ A und der Primzahlsatz ist äquivalent zu der Aussage A = a = 1.
Im Folgenden werden wir die Selberg-Formeln nutzen, um zu zeigen, dass A+ a ≤ 2 ist.

(a) Beweisen Sie, dass für hinreichend groÿe x die Ungleichung ϑ(x) ≥ (a− ε)x gilt.

(b) Zeigen Sie, dass eine Folge reeller Zahlen xi existiert, so dass xi gegen unendlich geht
und ϑ(xi) ≥ (A− ε)xi für hinreichend groÿe xi.

(c) Zeigen Sie, dass A+ a ≤ 2 [Hinweis: Ein Satz von Mertens könnte hilfreich sein.]
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