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Zahlentheorie: Übungsblatt 11
(für die Übungen am 24./25. Januar 2013)

Aufgabe 1 (schriftlich). Die asymptotische Dichte einer Menge von natürlichen Zahlen sei
de�niert wie auf Blatt 10.

(a) Berechnen Sie die asymptotische Dichte der Menge der Primzahlen.

(b) Berechnen Sie die asymptotische Dichte der Menge der Primzahlpotenzen. [Hinweis:
Wenn P (x) die Anzahl der Primzahlpotenzen kleiner oder gleich x ist, dann gilt P (x) =
P (
√
x) + (P (x)− P (

√
x))� π(x).]

Aufgabe 2 (mündlich). Seien ψ und ϑ wie in der Vorlesung de�niert. Zeigen Sie:

(a) ψ(x) = ϑ(x) +O(
√
x) (verwenden Sie dazu nur den Satz von Chebyshev).

(b) ψ(x) = lnN , wobei N das kleinste gemeinsame Vielfache aller positiven ganzen Zahlen
ist, die kleiner oder gleich x sind.

Aufgabe 3 (mündlich). (a) Wir bezeichnen mit pn die nte Primzahl. Zeigen Sie, dass es
positive reelle Zahlen α und β gibt, so dass

nαn <
n∏
i=1

pi < nβn.

(b) Beweisen Sie: Es gibt eine Konstante c, so dass für all hinreichend groÿen x eine Primzahl
p existiert mit x < p < (1 + c)x.

Aufgabe 4 (mündlich). (a) Zeigen Sie, dass
∑

x<p<2x

ln p

p
= O(1) gilt.

(b) Beweisen Sie, dass
∑
p≤x

ln2 p

p
=

ln2 x

2
+O(lnx) ist.

Aufgabe 5 (schriftlich). (a) Sei A ⊂ N. Wir bezeichnen mit pA(n) die Anzahl der Partitio-
nen von n, bei denen alle Summanden aus A stammen. Sei B die Menge der ungeraden
natürlichen Zahlen.

(i) Berechnen Sie pB(7).

(ii) Wenn C die Menge der geraden natürlichen Zahlen ist und D = C ∪{1}, dann gilt
pD(2n) = pD(2n+ 1).
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(iii) Sei A ⊂ N beliebig und pA(n) ≥ 1 und pA(n0) ≥ 1 für n, n0 ∈ N. Dann ist
pA(n) ≤ pA(n+ n0).

(b) Zeigen Sie, dass für die Anzahl der Partitionen von n, bezeichnet mit p(n), gilt:

(i) p(n) ≥ 2[
√
n].

(ii) p(n) ≥ (k + 1)[
√
n/k] für beliebige k ∈ N.

Vergleichen Sie dies mit den tatsächlichen Werten von p(n) für kleine n.
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