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Zahlentheorie: Übungsblatt 10
(für die Übungen am 10./11. Januar 2013)

Aufgabe 1 (schriftlich). Sei A ⊂ N nicht leer. Die Menge der Vielfachen von A, bezeichnet
mitM(A), ist de�niert alsM(A) = {ma | a ∈ A,m ∈ N}. Die Menge A heiÿt primitiv, wenn
kein Element aus A ein anderes Element teilt. Zeigen Sie:

(a) Seien ∅ 6= A1 ( A2 ⊂ Z. Dann ist M(A1) (M(A2).

(b) Sei A∗ die Untermenge von A von Zahlen, die durch keine andere Zahl in A teilbar sind.
Dann ist A∗ primitiv und M(A) =M(A∗).

(c) Die Menge {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n} ist primitiv für n ∈ N.

(d) Seien ∅ 6= A1 ⊂ A2 ⊂ Z mit M(A1) =M(A2). Dann gilt M(A1 ∩ A2) =M(A1).

(e) Sei B eine Menge von Vielfachen einer Menge A. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
primitive Menge A∗ mit B =M(A∗).

Aufgabe 2 (mündlich). Sei A ⊂ N. Die Zählfunktion A(x) von A (mit x ∈ R) zählt die
Anzahl der positiven Elemente von A, die kleiner oder gleich x sind. Die asymptotische
Dichte d(A) ist de�niert als d(a) = lim

x→∞
A(x)/x, falls der Grenzwert de�niert ist. Sei A =

{a1, . . . , ak} ⊂ N.

(a) Zeigen Sie: Sind die Zahlen ai ∈ A paarweise teilerfremd, dann ist

d(M(A)) = 1−
k∏
i=1

(1− 1

ai
).

(b) Sei Bk die Menge der natürlichen Zahlen, die durch ak teilbar sind aber nicht durch
ai für jedes i < k. Beweisen Sie, dass die asymptotische Dichte d(Bk) de�niert ist und
berechnen Sie diese.

Aufgabe 3 (schriftlich). Sei σ : N → R die Teilerfunktion aus Blatt 9. Eine Zahl heiÿt
abundant, wenn σ(n) > 2n ist. Zeigen Sie:

(a) Für alle n ∈ N und alle r ∈ N mit r ≥ 2 gilt σ(rn) > rσ(n). Eine abundante Zahl heiÿt
primitiv, wenn Sie durch keine abundante Zahl teilbar ist.

(b) Jede abundante Zahl ist ein Vielfaches einer primitiven abundanten Zahl.

Aufgabe 4 (mündlich). Sei d wie in der Vorlesung de�niert. Zeigen Sie:
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(a)
∑
n≤x

d(n)

n
=

ln2(x)

2
+O(ln(x)).

(b) Sei α > 0 und f : R≥1 → R. De�niere g(x) =
∑

n≤x1/α

1

nα
f(

x

nα
). Dann gilt f(x) =

∑
n≤x1/α

µ(n)

nα
g(
x

nα
).

Aufgabe 5 (mündlich). De�niere arithmetische Funktionen f und g durch

f(x) =
∑

u, v ≤ x
(u, v) = 1

1

uv
, g(x) =

∑
st ≤ x

1

st
=

∑
n ≤ x

d(n)

n
,

wobei die erste Summe über alle teilerfremden natürlichen Zahlen u, v ≤ x sei und die zweite
Summe über alle natürlichen Zahlen s, t, deren Produkt nicht gröÿer als x ist.

(a) Zeigen Sie, dass g(x) =
∑
r≤
√
x

1

r2
f(
x

r2
). [Hinweis: Betrachten Sie gemeinsame Teiler von s

und t und klammern Sie diese aus.]

(b) Folgern Sie, dass f(x) =
∑
r≤
√
x

µ(r)

r2
g(
x

r2
).

(c) Benutzen Sie Satz 7.9 aus der Vorlesung, um zu zeigen, dass

f(x) = 6/π2
∑
n≤x

d(n)

n
+O

(
x−1/2

∑
n≤x

d(n)√
n

)
.

(d) Beweisen Sie, dass f(x) = 3
π2 ln

2(x)+O(ln(x)). [Vorige Übungsaufgaben könnten nützlich
sein.]
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