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Glossar zur Vorlesung:
Darstellungstheorie von Algebren

§1. Beispiele und Definitionen

1.1 Definition
SeiG eine Gruppe,k ein Körper,V ein (endlich-dimensionaler)k-Vektorraum. Eine Darstellung
vonG aufV ist ein Gruppenhomomorphismusρ : G→ GL(V ).

Beispiel: G Gruppe,ρ : G → GL(k) = k∗ mit ρ(g) = 1 = (1)1×1 ∀g ∈ G ist immer eine
Darstellung, die triviale Darstellung.

Beispiel: Σn symmetrische Gruppe,ρ : Σn → GL(k) = k∗ mit ρ(σ) = sgn(σ) ∈ {± 1}
heißt Vorzeichendarstellung.

Beispiel: Die symmetrische GruppeΣn permutiert die Koordinatenachsen{e1, e2, . . . , en}
desn-dimensionalen VektorraumsV . Dadurch wird die Permutationsdarstellungdefiniert:
ρ : Σn → GL(V ) mit ρ(σ)(ei) = σ(ei).

Beispiel: Die symmetrische GruppeΣ2 = {1, σ}, als Galoisgruppe der Körpererweitung
Q(
√
2)/Q, operiert auf denQ-VektorraumQ2 mit Basis{1,

√
2} und induziert eine Darstel-

lungρ : Σ2 → GL(Q2) mit ρ(1) =

(
1 0
0 1

)
undρ(σ) =

(
1 0
0 −1

)
.

Beispiel: G = GL(V ) die allgemeine lineare Gruppe (V ein Vektorraum über einem Körper
k), ρ : G→ GL(k) mit g 7→ det(g) heißt Determinantendarstellung.

1.2 Definition
SeiG eine Gruppe. Darstellungenρ1 : G→ GL(V1) undρ2 : G→ GL(V2) (über demselben
Körperk) heißen äquivalentoder isomorph⇔ ∃ k-Vektorraum-Isomorphismusf : V1 → V2
so daß gilt

ρ2(g)(v2) = f(ρ1(g)(f
−1(v2))), ∀v2 ∈ V2, g ∈ G.

Beispiel: G = Σn die symmetrische Gruppe. Die triviale Darstellung ist äquivalent zu der
Vorzeichendarstellung genau dann, wennn = 1 oderchar(k) = 2.

Beispiel: G = GL(V ) die allgemeine lineare Gruppe. Die triviale Darstellung ist äquivalent
zu der Determinantendarstellung genau dann, wennk = F2 = Z/Z2, der Körper mit zwei
Elementen.

Definition: Seienρ1 : G → GL(U) undρ2 : G → GL(V ) Darstellungen einer GruppeG
über demselben Körperk. Dann ist die direkte Summeρ1 ⊕ ρ2 der Darstellungen gegeben
durchρ : G→ GL(U ⊕ V ) mit

ρ(g) =

(
ρ1(g) 0
0 ρ2(g)

)



wobei(U ⊕ V ) die direkte Summe von Vektorräumen ist. Die direkte Summe vonn Kopien
vonρ1 wird mit ρn1 gezeichnet.

Beispiel: Die Permutationsdarstellung der symmetrischen GruppeΣ3 aufR3 zerfällt in eine
direkte Summe von trivialen Darstellung und einer zwei-dimensionalen Darstellung.

1.3 Definition
Ein KöcherQ = (Q0, Q1, s, t) ist ein gerichteter Graph mit (endlicher) Ecken-MengeQ0,
(endlicher) Kanten-MengeQ1 und Abbildungens, t : Q1 → Q0, die einer Kanteα ihren
Anfangspunkts(α) und ihren Endpunktt(α) zuordnen.

1.4 Definition
Seik ein Körper undQ ein Köcher. Eine Darstellung von Q(überk) besteht aus zwei Zu-
ordnungen:
Q0 ∋ i 7→ V (i), k-Vektorraum
Q1 ∋ α 7→ V (α) : V (s(α))→ V (t(α)), k-lineare Abbildung

Beispiele:

(1) Darstellungen eines Punkts· (über einem Körperk) sindk-Vektorräume.

(2) Darstellungen eines Pfeils· → · (über einem Körperk) sindk-lineare Abbildungen.

(3) Darstellungen des Kronecker Köchers· ⇉ · (über einem Körperk) sind Paare von
k-linearen Abbildungen, die beide in demselben VektorraumU starten und in dem-
selben VektorraumV enden.

(4) Darstellungen des Jordan Köchers· dd (über einem Körperk) sindk-lineare Abbil-
dungen, die in demselben VektorraumV starten und enden.

1.5 Definition
SeiQ ein Köcher,k ein Körper,U undV Darstellungen vonQ (überk).

(a) Ein Homomorphismusf : U → V ist ein Satz von linearen Abbildungen:f(i) für i ∈ Q0,

wobeif(i) : U(i)→ V (i), so daß∀ α ∈ Q1, i
α−→ j, das folgende Diagramm kommutiert:

U(i)

�

U(α)
//

f(i)
��

U(j)

f(j)
��

V (i)
V (α)

// V (j)

d.h.V (α) ◦ f(i) = f(j) ◦ U(α).
f heißt Isomorphismus:⇔ allef(i) sind Vektorraum-Isomorphismen.
U undV sind isomorph(als Darstellungen vonQ) :⇔ ∃f : U → V Isomorphismus.

(b) Die direkte Summe vonU⊕V ist die Darstellung mit(U⊕V )(i) := U(i)⊕V (i) (direkte
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Summe von Vektorräumen) und

(U ⊕ V )(α) =

(
U(α) 0
0 V (α)

)

Eine DarstellungW vonQ heißt zerlegbar: ⇔ W 6= 0-Darstellung (d.h.∃i : W (i) 6= 0),
und∃U 6= 0, V 6= 0 mit W ≃ U ⊕ V .
W ist unzerlegbar:⇔ W ist nicht zerlegbar.

Beispiele:

(1) DarstellungenU und V des KöchersQ = · über einem Körperk sind isomorph,
genau dann wenn sie alsk-Vektorräume isomorph sind. Insbesondere,V ist eine un-
zerlegbare Darstellung⇐⇒ V ∼= k.

(2) Der Köcher· → · hat genau3 unzerlegbare Darstellungen:k → 0, 0 → k, und

k
Id→ k.

§2. Algebren, Darstellungen und Moduln

2.1 Definition
Seik ein Körper,A ein Ring.A heißtk-Algebra(Algebra überk) :⇔A ist eink-Vektorraum
und die Vektorraum-Struktur ist verträglich mit der Ringstruktur vonA, d.h. es gilt:

λ = λ1A, λ(ab) = (λa)b = a(λb) ∀a, b ∈ A, λ ∈ k
Äquivalente Formulierung:A Ring,Z(A) Zentrum, alsoZ(A) = {a ∈ A : ab = ba, ∀b ∈
A}, A heißt dann Algebra überk, wennk ein Teilring vonZ(A) ist.

Beispiele:

(1) A = k = Z(A)
(2) A = R ⊃ k = Q, A = Z(A)
(3) A = Q(

√
2) ⊃ k = Q, A = Z(A)

(4) A = (k)n×n ⊃ k, k ∼= Z(A)
(5) A der Ring der oberen Dreieckesmatrizen mit Einträgen ink, k ∼= Z(A)
(6) A = k[x] Ring der Polynome in einer Variablen,A = Z(A)
(7) A = k[x]/(xn) ⊃ k, A = Z(A), für n ≥ 1

2.2 Definition
(a) SeienA undB k-Algebren. Ein Algebrenhomomorphismusϕ : A→ B ist ein
k-linearer Ringhomomorphismus, also:

ϕ(1A) = 1B, ϕ(a1a2) = ϕ(a1)ϕ(a2), ϕ(a1 + a2) = ϕ(a1) + ϕ(a2), ϕ(λa1) = λϕ(a1)

für allea1, a2 in A, alleλ in k.

(b) SeiA einek-Algebra,V eink-Vektorraum,B diek-AlgebraB = Endk(V ) die Algebra
der dimV × dimV -Matrizen überk. Eine Darstellungρ von A auf V (oder, inB) ist ein
Algebrenhomomorphismusρ : A→ B.
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Beispiele:

(1) A =

(
k k
0 k

)
→֒ B =

(
k k
k k

)
, ρ : a 7→ a

(2) A =

(
k k
0 k

)
→ B = (k), ρ : a =

(
x y
0 z

)
7→ z

(3) A =

(
k k
0 k

)
→ B = (k), ρ : a =

(
x y
0 z

)
7→ x

(4) A =

(
k k
0 k

)
→ B = (k), ρ : a =

(
x y
0 z

)
7→ y ist keine Darstellung vonA.

2.3 Definition
SeiG eine endliche Gruppe,k eine Körper. Die GruppenalgebraA = kG ist eink-Vektorraum
mit Basis{g : g ∈ G} und Multiplikation

(
∑

g∈G

λgg)(
∑

h∈G

µhh) =
∑

j∈G

(
∑

g,h∈G: g·h=j

λgµh)j.

Die Multiplikation in kG ist also die lineare Erweiterung der Gruppenmultiplikation.

Beispiel:

(1) G = {e}, kG ist eink-Vektorraum mit Basise. Die Multiplikation in kG wird gege-
ben durch

(λe)(µe) = (λµ)e, ∀λ, µ ∈ k.
Also, kG ∼= k durchλe 7→ λ.

(2) G = {1, σ}, σ2 = 1, kG ist eink-Vektorraum mit Basis1, σ. Die Multiplikation wird
gegeben durch

(α1 + βσ)(λ1 + µσ) = (αλ+ βµ)1 + (αµ+ βλ)σ

für alleα, β, λ, µ in k.

2.4 Proposition
SeiG eine endliche Gruppe,k ein Körper. Jede Darstellungρ : kG → B = End(V ) (V
Vektorraum überk) der Gruppenalgebra definiert durch Einschränkung eine Darstellung von
G, und jede Darstellung der GruppeG ist die Einschränkung von genau einer Darstellung
der GruppenalgebrakG.

2.5. Definition
SeiQ = (Q0, Q1, s, t) ein Köcher undk ein Körper. Ein Weg inQ ist eine endliche Folge
α1, . . . , αn von Pfeilenαi ∈ Q1 mit t(αi) = s(αi+1) oder (fürn = 0) ein Elementi ∈ Q0.
Die WegealgebraA = kQ von Q ist ein k-Vektorraum mit Basis{alle Wege inQ} und
Multiplikation durch Aneinanderhängen von Wegen:

(α1, . . . , αn)(β1, . . . , βl) =

{
(α1, . . . , αn, β1, . . . , βl) falls t(αn) = s(β1)

0 sonst
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Bezeichnet die Punkte mitei statti für i ∈ Q0. Das Einselement inkQ ist
∑

i∈Q0
ei. Klar ist:

e2i = ei undeiej = 0 wenni 6= j.

Beispiele:

(1) Q = ·1, kQ hat Basis{e1}, kQ ∼= k durche1 7→ 1K .

(2) Q = ·1 → ·2, kQ ist isomorph zur Algebra der2× 2 oberen Dreiecksmatrizen.

(3) Q = ·1 → ·2 → . . . → ·n, kQ ist isomorph zur Algebra dern × n oberen Dreiecks-
matrizen.

(4) Q = · dd , kQ ist isomorph zum Polynomring in einer Variablen.

2.6 Proposition
Die WegealgebraA = kQ ist endlich-dimensional überk ⇔ Q enthält keine Schleifen und
keine orientierten Zyklen.

Notation: Q ein Köcher,Qop der entgegengesetzte Köcher, d.h.s, t vertauscht.
A eine Algebra,Aop die entgegengesetzte Algebra durcha ·Aop b = b ·A a.

2.7 Proposition
SeiQ ein Köcher,A = kQWegealgebra,ei(i ∈ Q0) die Wege der Länge0. Jede Darstellung
ϕ : Aop → Endk(V ) vonAop in V liefert dann eine Darstellung vonQ mit Vi = ϕ(ei)(V ),
und jede Darstellung vonQ ist von dieser Form, wobeiV jeweils eindeutig ist.

2.8 Definition
SeiA einek-Algebra. EinA-LinksmodulM ist eink-VektorraumM mit einer Abbildung
A×M → M, (a,m) 7→ a ·m, so daß gilt:
1A ·m = m, ∀m ∈ M
a(n+m) = an+ am, ∀a ∈ A, n,m ∈M
(a+ b)m = am+ bm, ∀a, b ∈ A,m ∈M
(ab)m = a(bm), ∀a, b ∈ A,m ∈M
(aλ)m = a(λm) = λ(am), ∀a ∈ A,m ∈M,λ ∈ k.

Analog ist einA-RechtsmoduldurchM × A → M , (m, a) 7→ m · a festgelegt. Der Unter-
schied zu Linksmoduln ist im vierten Axiom:
m(ab) = (ma)b, ∀a, b ∈ A,m ∈M .
Es gilt:A-Linksmodul =Aop-Rechtsmodul.
Linksmoduln werden mitAM bezeichnet, Rechtsmoduln mitMA.

2.9 Proposition
SeiA einek-Algebra (k ein Körper).
(a) Seiϕ : A → Endk(V ) eine Darstellung vonA. Dann istV ein A-Linksmodul durch
a · v := ϕ(a)v.
(b) SeiM einA-Linksmodul. Dann hatA eine Darstellungϕ : A→ Endk(M) mitϕ(a)(m) :=
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a ·m.

A Algebra⇒ A ist A-Linksmodul durchA × A → A, (a, b) 7→ ab; dieser Modul heißt
regulärerA-Modul.
Die zugehörige Darstellung (ϕ(a) = a·− aufA, (Linksmultiplikation mita) heißt reguläre Darstellung.
Jedes LinksidealM ⊂ A ist ein Untermodul des regulärenA-Moduls, und umgekehrt.
Der entsprechende QuotientA/M ist auch ein wohldefinierterA-Modul, durchA×A/M →
A/M , (a, b+M) 7→ ab+M .

§3. Einfache Moduln

3.1 Definition
SeiA einek-Algebra,X, Y undS seienA−Linksmoduln.
(a)X heißt Teilmodul(oder Untermodul) vonY (und die zugehörige Darstellung heißt Teil-
oder Unterdarstellung):⇔ X ist ein Untervektorraum vonY und die Strukturabbildung
A×X → X ist die Einschränkung der Strukturabbildung vonY , A× Y → Y .
X heißt echterTeilmodul vonY :⇔ X 6= Y.
(b)S heißt einfacherA-Modul (und die zugehörige Darstellung heißt einfach oderirreduzibel):
⇔ S 6= {0} undS hat außer{0} keinen echten Teilmodul.

Jeder endlich-dimensionale Moduln enthält einen einfachen Untermodul.

Beispiele:

(1) A = k: Jeder einfache Modul überA ist isomorph zuk.
(2) A = kG eine Gruppenalgebra. Der triviale Modulk ist einfach, dadim(k) = 1.
(3) A = kΣn Gruppenalgebra der symmetrischen Gruppe. Der Vorzeichenmodulk, de-

finiert durchσ · λ := sgn(σ)λ, ist auch einfach.
(4) A = kQ eine Wegealgebra eines KöchersQ. Es gibt mindestens|Q0| nichtisomorphe

einfache Moduln:Si (i ∈ Q0) definiert durchSi(j) = k falls j = i und0 sonst.
(5) A = Q(

√
2) ⊃ k = Q. Der reguläreA-Modul ist einfach, mit Dimension2.

3.2 Definition
SeiA einek−Algebra,X, Y seienA-Moduln. Ein Modulhomomorphismusf : X → Y ist
einek-lineare Abbildung, welche dieA-Modul-Struktur erhält:

f(ax) = af(x), ∀a ∈ A, x ∈ X.
f ist ein Isomorphismus:⇔ f ist bijektiver Homomorphismus.
Damit sind auch die Begriffe Homomorphismus und Isomorphismus von Darstellungen de-
finiert.
Die Menge derA-Homomorphismen vonX nachY bezeichnen wir mitHomA(X, Y ).

Sei f : X → Y ein Modulhomomorphismum. Dann ist der KernKer(f) := {a ∈ X :
f(x) = 0} ein Untermodul vonX, das BildIm(f) := {f(x) : x ∈ X} ein Untermodul von
Y , und der QuotientX/Ker(f) isomorph zuIm(f).
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3.3 Proposition
SeiA einek-Algebra,M einA-Modul. Dann ist die Auswertungsabbildung
ev : HomA(A,M) → M mit ev(f) := f(1A) ein Isomorphismus vonk-Vektorräumen.
ev ist sogar ein Isomorphismus vonA-Linksmoduln, wenn manHomA(A,M) zu einemA-
Linksmodul macht durch

af : b 7→ f(ba), für f ∈ HomA(A,M), a, b ∈ A.

3.4 Korollar
SeiA einek-Algebra,S ein einfacherA-Modul. Dann existiert ein surjektiverA-Modulhomomorphismus
ϕ : A→ S.

3.5 Theorem (Schurs Lemma)
SeiA endlich-dimensionaleK-Algebra,S undT einfacheA-Moduln. Dann gilt:

HomA(S, T ) 6= 0⇔ S ≃ T.

EndA(S) ist ein Schiefkörper (derk enthält).

3.6 Lemma
Seif : A → S ein surjektiver Homomorphismus von der AlgebraA auf den einfachenA-
ModulS. Dann istM := Ker(f) ein maximales Linksideal vonA. Umgekehrt seiI ⊂ A ein
maximales Linksideal. Dann istS := A/I ein einfacherA-Modul und die Restklassenabbil-
dungA→ A/I = S ist ein surjektiverA-Homomorphismus.

4. Radikale von Algebren und von Moduln

4.1 Definition
SeiA einek-Algebra. Das (Jacobson-)RadikalvonA ist der Schnitt aller maximalen Links-
ideale vonA :

radA :=
⋂

I⊂A
maximales Linksideal

I

Beispiele:

(1) A = k, radk = 0.
(2) A = Z. Die maximalen Linksideale sindpZ (p Primzahl). Daher ist das Radikal

radZ = 0.
(3) A = k[x]. Die maximalen Linksideale sind(p(x)) (p(x) irreduzibles Polynom). Da-

her ist auchradk[x] = 0.
(4) A = kQ für Q = · α−→ ·. Das RadikalradA ist eindimensional mit Basis{α}.
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4.2 Proposition
SeiJ = radA das Jacobson-Radikal vonA, a ∈ A. Dann sind äquivalent:
(1) a ∈ J
(2) a ∈

⋂

R⊂A
maximales Rechtsideal

R

(3) ∀ b ∈ A, ∃ c ∈ A : (1− ab)c = c(1− ab) = 1
(4) ∀ b ∈ A, ∃ c ∈ A : (1− ab)c = 1
(5) ∀ b ∈ A, ∃ c ∈ A : (1− ba)c = c(1− ba) = 1
(6) ∀ b ∈ A, ∃ c ∈ A : c(1− ba) = 1

4.3 Korollar
Das RadikalJ = radA ist ein zweiseitiges Ideal inA. Der QuotientA := A/J ist eine
k-Algebra.

4.4 Korollar
(a) FürA = A/radA, gilt: rad(A) = 0.
(b) SeiI E A ein zweiseitiges Ideal vonA, I sei nilpotent(dh∃n ∈ N : In = 0). Dann gilt:
I ⊂ radA.

Bemerkung: SeiI ein nilpotentes zweiseitiges Ideal. Dann ist jedes Elementa in I nilpotent,
dennIn = 0 impliziert an = 0. Aber umgekehrt muss ein von einem nilpotenten Elementa
erzeugtes Ideal nicht nilpotent sein, und ein nilpotentes Element gehört nicht unbedingt zum

Radikal. Zum Beispiel:A die Algebra der2×2-Matrizen, unda =

(
0 1
0 0

)
mit a2 = 0. Das

vona erzeugte zweiseitige Ideal istA, und das RadikalradA = 0.

4.5 Definition
SeiM einA-Linksmodul. Der AnnullatorAnnA(M) vonM ist

AnnA(M) := {a ∈ A : am = 0 ∀m ∈M}.
Das ist ein zweiseitiges Ideal vonA.

Sei I ⊂ A ein Linksideal. Dann gilt:AnnA(A/I) ⊂ I. Die Unkehrung gilt im Allgemein
nicht.

4.6 Proposition
Seia ∈ A. Dann gilt:a ∈ radA⇔ a ∈ AnnA(S) für alle einfachenA-ModulnS. Also gilt:

radA =
⋂

S einfach

AnnA(S)

4.7 Definition
SeiM einA-Linksmodul. Das Radikalrad(M) vonM ist der Schnitt aller maximalen ech-
ten Teilmoduln vonM :
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radM :=
⋂

N$M

maximaler Teilmodul

N

Die Teilmoduln des regulärenA-ModulsA sind genau die Linksideale vonA. Also ist das
RadikalradA der AlgebraA gleich dem Radikal des regulären ModulsA.

4.8 Proposition
SeiM einA-Linksmodul. Dann gilt:

radM =
⋂

p:M→S
Seinfach

Ker(p)

Bemerkung: TeilmodulnX des QuotientenM/N entsprechen den TeilmodulnX vonM mit
N ⊂ X.

Beispiele:

(1) M = S einfach:radS = 0.
(2) M = S1 ⊕ S2 mit S1, S2 einfachradM = 0.

4.9 Proposition
SeiM einA-Linksmodul. Dann gilt:radM = 0 ⇔ ∃ einfache ModulnS1, · · · , Sn (nicht
notwendig verschieden):M ≃ S1 ⊕ · · · ⊕ Sn.
Insbesondere istA = A/radA von dieser Form.

4.10 Korollar
Sei A endlich-dimensionalek-Algebra,A = A/radA. Dann istA ein halbeinfacherA-
Modul. Jeder einfacheA-Modul ist isomorph zu einem direkten Summanden vonA. Bis auf
Isomorphie gibt es nur endlich viele einfacheA-Moduln.

4.11 Definition
Ein Modul, der eine (endliche) direkte Summe von einfachen Moduln ist, heißt halbeinfach.

4.12 Lemma
Seif : X → Y einA-Modulhomomorphismus. Dann giltf(radX) ⊂ radY .

Beispiel:A = Mat(n×n, k) = Endk(k
n), radA = 0, daA außer0 undA keine zweiseitige

Ideale hat. Andererseits gibt es viele nilpotente Matrizenin A.

4.13 Definition
Eine AlgebraA heißt einfach(als Algebra), wennA außer0 undA selbst keine zweiseitige
Ideale hat. Also,A einfach=⇒ radA = 0.
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Beispiel: A = Mat(n× n, k).

Beispiel: A = kQ endlich-dimensionale Wegealgebra. Dann hatradA die Wege der Länge
≥ 1 alsk-Basis, und jeder einfacheA-Modul ist isomorph zu genau einemSi ∼= kei. Daraus
folgt: radkQ = 0 ⇐⇒ Q1 = 0 ⇐⇒ kQ = ⊕i∈Q0kei

∼= ⊕i∈Q0k. Die AlgebrakQ ist
einfach⇐⇒ der KöcherQ ist ein Punkt.

Beispiel: A = k[x]/(xn), radA ist erzeugt von̄x. Der QuotientalgebraA/radA ist ein-
dimensional, also einfach.

4.14 Lemma
Seif : X → Y einA-Modulhomomorphismus. Dann gilt:f(radX) ⊂ radY .

4.15 Lemma
SeiX einA-Modul. Dann istX/radX halbeinfach.

4.16 Theorem(Nakayamas Lemma)
SeienX, Y undM jeweilsA−Moduln.
(a) f : X → Y ist surjektiv⇔ f : X/radX → Y/radY ist surjektiv.
(b) SeiradA ·M =M . Dann istM = 0.

4.17 Korollar
Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Dann gilt:radA ist nilpotent, d.h.∃n ∈ N :
(radA)n = 0. Also istradA das eindeutige größte nilpotente Ideal inA.

4.18 Proposition
SeiM einA-Linksmodul. Dann gilt:radM = radA ·M .

4.15 Korollar
(a)X ⊂ Y ⇒ radX ⊂ radY
(b) ∃n ∈ N : (radA)n = 0, also auchrad(rad(· · · (radM))) = 0 ∀M .

Beispiel: A = kG mit G = Z/2Z = {Id, g}, g2 = Id. Wennchar(k) 6= 2, radA = 0 und
A ∼= ktriv ⊕ ksign ist halbeinfach. Wennchar(k) = 2, ist die triviale Darstellung gleich der
Vorzeichendarstellung. Das RadikalradA hatk-BasisId + g, undA/radA ist eindimensio-
nal. Es gilt:A ∼= k[x]/(x2), wobeix mit Id + g identifiziert wird.

§5. Halbeinfache Algebren

5.1 Definition
Eine AlgebraB heißt halbeinfach:⇔ BB ist halbeinfach.
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B halbeinfach⇔ radB = 0, alsoB = B.

Beispiele:

(1) Alle A = A/radA sind halbeinfach.
(2) B = Mat(n× n, k). Allgemeiner sind alle einfachen Algebren halbeinfach.
(3) Direkte Summen einfacher Algebren sind halbeinfach.
(4) Q(

√
2) alsQ-Algebra ist einfach. Allgemeiner sind alle Körper einfach als Algebren

über Unterkörpern.
(5) Die WegealgebraA = kQ ist halbeinfach genau dann, wenn die Menge der Pfeile,

Q1, leer ist.

5.2 Theorem(Satz von Maschke)
SeiG eine endliche Gruppe,k ein Körper der Charakteristikp mit p = 0 oderp ∤ ord (G).
Dann istkG eine halbeinfachek-Algebra.

5.3 Theorem(Satz von Weierstrass und Dedekind)
SeiA eine kommutative halbeinfachek-Algebra. Dann gibt es Körpererweiterungenk1, · · · , kn
vonk, so dassA ≃ k1 ⊕ · · · ⊕ kn (alsk-Algebra).

5.4 Theorem(Satz von Wedderburn und Artin)
Die endlich-dimensionalen halbeinfachenk-Algebren sind, bis auf Isomorphie, genau die
Algebren von der Form

A ≃
l⊕

i=1

Mat(ni × ni, Di)

für natürliche Zahlenl, n1, · · · , nl und endlich-dimensionale SchiefkörperDi ⊃ k. Die-
se Zerlegung vonA ist eindeutig bis auf die Reihenfolge und Isomorphie derDi; d.h. die
Zahlenl, n1, . . . , nl und die SchiefkörperD1, . . . , Dl sind durchA bestimmt.A hat bis auf
Isomorphie genau die einfachen ModulnS1, · · · , Sl mit

Si =



Di

...
Di




ni

, wobeiEndA(Si) = Dop
i , dimDi

Si = ni, dimkSi = ni · [Di : k].

5.5 Definition SeiA eine Algebra.
Ein Elemente ∈ A heißt Idempotent:⇔ e2 = e.
Idempotentee undf heißen orthogonal:⇔ ef = fe = 0.
Ein Idempotente 6= 0 heißt primitiv: ⇔ e lässt sich nicht als Summee =

∑
ei mehrerer

paarweise orthogonaler Idempotente( 6= 0) schreiben.
Ein Idempotente heißt zentral:⇔ e ∈ Z(A) = {a ∈ A : ab = ba ∀b ∈ A}.
e heißt zentral-primitiv, falls es zentral ist und nicht in eine orthogonale Summe zentraler
Idempotente zerlegt werden kann.
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5.6 Proposition
SeiA eine Algebra. Die Zerlegungen vonA in eine direkte SummeA = ⊕li=1Ai (Ai zwei-
seitige Ideale und selbst Algebren) entsprechen bijektiv den Zerlegungen des Einselements
1 =

∑l

i=1 ei (mit ei zentrale, paarweise orthogonale Idempotente).
Unzerlegbare AlgebrenAi entsprechen dabei genau zentral-primitiven Elementenei.
Je zwei solche Zerlegungen haben eine gemeinsame Verfeinerung. Bei der eindeutigen fein-
sten Zerlegung sind alleei zentral-primitiv. Insbesondere gibt es genau eine Zerlegung 1 =∑

i ei in zentral-primitive Idempotente.

Beispiel: FürA halbeinfach= ⊕li=1Mat(ni × ni, Di) ist das genau die Zerlegung in 5.4, die
ei sind die1Ai

.

§6. Kompositionsreihen

SeiA einek-Algebra,M einA-Modul. Betrachte Ketten0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ . . . ⊂ Mn = M
von Teilmoduln mit einfachen FaktorenMi+1/Mi.

Beispiele:

(1) M = S1 ⊕ S2 halbeinfach. Dann sind0 ⊂ S1 ⊂ M und0 ⊂ S2 ⊂ M verschiedene
Ketten, aber mit denselben Faktoren, bis auf Anordnung und Isomorphie.

(2) M = S ⊕ S halbeinfach. Dieser Modul hat viele solche Ketten:0 ⊂ S ⊕ 0 ⊂ M ,
0 ⊂ 0 ⊕ S ⊂ M , 0 ⊂ (λ, µ)S ⊂ M , wobei(λ, µ) ∈ k ⊕ k und 6= (0, 0), (λ, µ)S =
{(λs, µs) : s ∈ S} ist ein Teilmodul vonM und isomorph zuS.

(3) A = k[x]/(xn) undM = A. Dann ist0 ⊂ (xn−1) ⊂ (xn−2) ⊂ . . . ⊂ (x) ⊂ A
eine Kette, deren Faktoren alle isomorph sind zu dem einzigen einfachenA-Modul
S = [x]/(x). Der halbeinfache ModulSn hat natürlich auch eine Kette mit denselben
Faktoren.

(4) A = kQ Kronecker Algebra mitQ = (· ⇉ ·). Alle darstellungenM(λ) = k ⇉1
λ k

mit λ ∈ k (unendlich viele, wennk unendlich ist!) habenS2 als Teilmodul mit
QuotientS1. Also haben all diese Moduln eine Kette0 ⊂ S2 ⊂M(λ) mit denselben
FaktorenS2 undS1.

Moduln sind also im Allgemeinen durch ihre einfachen Faktoren nicht bestimmt.

6.1 Definition
SeiM einA-Modul. Eine endliche Kette von Teilmoduln

0 =M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · · ⊂ Mn =M

mitMi+1/Mi einfach füri = 0, . . . , n−1, heißt Kompositionsreiheoder Jordan-Hölder-Reihe
von M . Die einfachen ModulnS ≃ Mi+1/Mi heißen Kompositionsfaktorenvon M . Die
Multiplizität (oder Vielfachheit) vonS ist die Anzahl der Indizesi mit S ≃ Mi+1/Mi. Die
Summel(M) dieser Multiplizitäten heißt die (Komposition-)LängevonM .

Beispiel:
12



(1) M =
⊕n

i=1 S
li
i halbeinfach. Dann hatSi Vielfachheit li. Die Länge vonM ist

l(M) = l1 + · · ·+ ln.

(2) M = k[x]/(xn). Dann istl(M) = n = die Vielfachheit vonS = k[x]/(x).

6.2 Theorem(Satz von Jordan und Hölder)
Seien0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M und0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nl = M Kompositionsreihen von
M . Dann giltn = l und die Kompositionsfaktoren und deren Vielfachheiten stimmen (bis
auf Anordnung und Isomorphie) überein.

Bezeichnung: Die Multiplizität des einfachen ModulsS in einer Kompositionsreihe vonM
wird mit [M : S] bezeichnet.

Bemerkung: Theorem 6.2 gilt nicht für unendlich-dimensionale Moduln. Zum Beispiel:A =
k[x] undM = A. Für jedesλ ∈ k, hatM eine Kompositionsreihe

A = (1) ⊃ (x− λ) ⊃ ((x− λ)2) ⊃ ((x− λ)3) ⊃ . . .

wobei der einfacheA-Modul Sλ = k[x]/(x − λ) unendlich oft als Faktor vorkommt, und
es sonst keine einfachen Faktoren gibt. Wennλ 6= µ, dann giltSλ ≇ Sµ. Also gibt es keine
Eindeutigkeit der Vielfachheit.

§7. Zerlegungen und projektive Moduln

7.1 Proposition
Die Zerlegungen des regulären ModulsA = ⊕iPi von Linksmoduln entsprechen bijektiv
den Zerlegungen1A = ⊕iei in paarweise orthogonale Idempotente. Dabei giltPi = Aei =
Im(ei). Unzerlegbare Moduln entsprechen primitiven Idempotenten.

7.2 Theorem
SeiM einA-Modul undE := HomA(M,M) sein Endomorphismenring. Dann existiert ei-

ne bijektive Zuordnung{M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn, Zerlegung in direkte Summanden} 1:1←→
{1E = e1+ · · ·+ en, Zerlegung in paarweise orthogonale Idempotente}. Unzerlegbare Sum-
mandenMi entsprechen primitiven Idempotentenei = 1Mi

. M ist unzerlegbar⇔ 0 und1
sind die einzigen Idempotente inE ⇔ 1E ist ein primitives Idempotent.

7.3 Lemma
SeiI ein nilpotentes Ideal inA, u ∈ A mit u2 − u ∈ I, d.h.u2 = u ∈ A/I. Dann existiert
e = e2 ∈ A mit u − e ∈ I, d.h.u = e in A/I. Insbesondere gibt es für jedes Idempotent
f ∈ A/rad(A) ein Idempotente ∈ A mit e = f .
(Idempotente inA lassen sich zu Idempotenten inA hochheben.)

7.4 Definition
EinA-ModulP heisst projektiv:⇔∃n ∈ N : P ist isomorph zu einem direkten Summanden
vonAn = A⊕ · · · ⊕A︸ ︷︷ ︸

n

.

13



(vgl. M halbeinfach ist⇐⇒ M ist isomorph zu einem direkten Summanden vonA
n

für
einn ∈ N.)

Beispiele:

(1) Der reguläre ModulA ist immer projektiv.

(2) Seie = e2 ∈ A. Dann ist1A = e + (1 − e) undA = Ae ⊕ A(1 − e). Also istAe
projektiv.

(3) SeiA = kQop. Dann ist1A = ⊕i∈Q0ei undA = ⊕i∈Q0Aei. Pi = Aei ist projektiv
und hat Basis{alle Wege, die ini beginnen}.

7.5 Proposition
(a) SeiP projektiv,f : M → N ein surjektiverA-Modulhomomorphismus undg : P → N
irgendeinA-Modulhomomorphismus. Dann existierth ∈ HomA(P,M) mit g = f ◦ h.

P

g

��

∃h

~~|
|

|
|

M
f

// N // 0

(b) SeiP ein A-Modul, so dass gilt:∀ M,N, ∀ f ∈ HomA(M,N), f surjektiv,∀ g ∈
HomA(P,N), ∃ h ∈ HomA(P,M) mit g = f ◦ h. Dann istP projektiv.

Also charakterisiert die Liftungseigenschaft die projektiven Moduln.

Beispiel: SeiA = kQop mitQ = 1
α−→ 2. Mit dieser Charakterisierung kann man nachprüfen,

dass der einfache ModulS2 = 0 → k projektiv ist, und dassS1 = k → 0 nicht projektiv

ist, da ein surjektiverA-Modulhomomorphismus(k
Id−→ k) → S1 existiert, aberIdS1 nicht

hochgehoben werden kann.

7.6 Theorem
(a) Für projektiveA-ModulnP undQ gilt:

P ≃ Q⇔ P := P/radP ≃ Q/radQ =: Q.

(b) Die AbbildungP 7→ P/radP definiert eine Bijektion

{projektiveA-Moduln}/≃ 1:1↔ {halbeinfacheA-Moduln}/≃
Dabei entsprechen unzerlegbare projektive Moduln den einfachen Moduln. Es gibt also eine
Bijektion zwischen Isomorphieklassen unzerlegbarer projektiver Moduln und Isomorphie-
klassen einfacher Moduln.
(c) SeienP = P1 ⊕ . . .⊕ Pn = Q1 ⊕ . . .⊕Ql zwei Zerlegungen vonP projektiv in unzer-
legbare Moduln. Dann gilt:n = l undPi ≃ Qi (bis auf Anordnung).

7.7 Korollar
Seien1 = e1 + . . . + en = f1 + . . . + fl Zerlegungen von1A in paarweise orthogonale
primitive Idempotente. Dann giltn = l und es gibt ein invertierbares Elementa ∈ A, so dass

14



nach Umordnung gilt:fi = a−1eia für alle i.

7.8 Theorem(Satz von Krull, Remak und Schmidt)
SeienM = M1 ⊕ . . .⊕Mn = N1 ⊕ . . .⊕ Nl zwei Zerlegungen in direkte Summen unzer-
legbarer Moduln. Dann giltn = l und, nach Umordnung,Mi ≃ Ni.

§8. Darstellungen von K̈ochern und quadratische Formen

8.1 Definition
Eine AlgebraA hat endlichen Darstellungstyp(ist darstellungsendlich), wenn es bis auf Iso-
morphie nur endlich viele unzerlegbareA-Moduln gibt.

Beispiel: Die Wegealgebren der KöcherQ = ·, Q = · → ·, Q = · → · → · und
Q′ = · → · ← · sind darstellungsendlich.

8.2 Definition
Sei(Vi, ϕα)i∈Q0, α∈Q1 eine Darstellung eines KöchersQ überk. Der DimensionsvektordimV
ist der Vektor(dimkVi)i∈Q0.

Bemerkung: Im Allgemeinen sind die Darstellungen durch ihre Dimensionsvektoren nicht
bestimmt. Beispiel: Der Kronecker-KöcherQ = · ⇉ · hat unzerlegbare Darstellungen
M(λ) = k ⇉1

λ k (λ ∈ k). Whenλ 6= µ ist, ist M(λ) nicht isomorph zuM(µ). Aber
sie haben denselben Dimensionsvektor(1, 1).

8.3 Lemma
SeidimkQ <∞, V = (Vi, ϕα) eine Darstellung vonkQ. Dann giltdim V = ([V : Si])i∈Q0,
d.h. die Einträge des Dimensionsvektors sind die Kompositionsmultiplizitäten der einfachen
ModulnSi in V .

8.4 Definition
SeiQ ein nicht orientierter Graph mit|Q0| = n. Für i, j ∈ Q0 seidij = dji := ♯ { Kanten
i− j}, und(−,−) : Zn × Zn → Z die symmetrische Bilinearform mit

(ei, ej) :=

{
−dij , für i 6= j

2− 2dii, für i = j

(wobeiei =




0
...
1
...
0



← i) undq : Zn → Z die quadratische Form mit

q(x) =
n∑

i=1

x2i −
∑

i≤j

dijxixj
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für x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn.

Beispiel:Q = 1−2−3. Dann istq(x) = x21+x
2
2+x

2
3−x1x2−x2x3 für x = (x1, x2, x3) ∈ Z3.

Die symmetrische Bibliearform(−,−) ist positiv definit, und

dim V = (100), (010), (001), (x110), (011), (111)

für V unzerlegbar, sind die Lösungen der Gleichungq(x) = 1, x ∈ N3.

8.5 Lemma
Fürx, y ∈ Zn mit n = |Q0|, gilt: q(x) = 1

2
(x, x) und(x, y) = q(x+ y)− q(x)− q(y).

Die Bilinearform(−,−) bestimmt also die quadratische Formq und umgekehrt.

8.6 Definition
Die Menge der WurzelnvonQ ist

∆ := {x ∈ Zn|q(x) ≤ 1}
Ein Vektorx heißt positive Wurzel, fallsx ∈ ∆ undxi ≥ 0 (∀ i), undx 6= 0 (d.h. es existiert
i mit xi 6= 0).

8.7 Definition
Seiq : Zn → Z eine quadratische Form mit Bilinearform(−,−).
(a) Das Radikalvon q ist radq := {x ∈ Zn : (x,−) = 0, d.h.(x, y) = 0, ∀ y ∈ Zn}.
(b) q heißt positiv definit:⇔ q(x) > 0, ∀ x ∈ Zn − {0}.
(c) q heißt positiv-semidefinit:⇔ q(x) ≥ 0, ∀ x ∈ Zn.

(d) Ein Vektorx ∈ Zn heißt aufrichtig:⇔ xi 6= 0, ∀ i = 1, . . . , n.

Beispiel: SeiQ = 1 − 2 − . . . − (n − 1) − n. Dann istq(x) =
∑n

i=1 x
2
i −

∑n−1
i=1 xixi+1 =

1
2
x21+

1
2
(x1−x2)2+ 1

2
(x2−x3)2+ . . .+ 1

2
(xn−1−xn)2+ 1

2
x2n ≥ 0, undq(x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Also q ist positiv definit.

Wir nennenQ zusammenhängend, wenn es für allei, j ∈ Q0 eine Folge von Kanten zwi-
scheni undj gibt.

8.8 Theorem
Für einen zusammenhängenden GraphenQ mit quadratischer Formq gilt:
(a) q positiv definit⇔ Q ist ein Dynkindiagramm, das heißt von der FormAn, Dn, E6, E7

oderE8 :

An a a a a a· · ·1 2 3 n−1 n

Dn

a

a

a a a a a
ZZ

��
· · ·

1

2

3 4 5 n−1 n

E6 a a a a a

1 2 4 5 6

a 3
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E7 a a a a a a

1 2 4 5 6 7

a 3

E8 a a a a a a a

1 2 4 5 6 7 8

a 3

(b) q positiv semi-definit⇔ q Dynkin oder Euklidisch (= erweitert Dynkin = affin), das heißt:

Ãn a

a a a a a· · ·
a a a a a· · ·

��

ZZ
a

ZZ

��

D̃n

a

a

a a a a a
ZZ

��
· · ·

a

a

��

ZZ

Ẽ6 a a a a a

a

a

Ẽ7 a a a a a a a

a

Ẽ8 a a a a a a a a

a

(jeweilsn+ 1 Punkte, einer mehr als das entsprechende Dynkindiagramm)

In diesem Fall gilt jeweils:∃ δ ∈ Zn, δ positiv, mitradq = Zδ.

Ãn 1

1 1 1 1 1· · ·
1 1 1 1 1· · ·

��

ZZ
1ZZ

��

D̃n

1

1

2 2 2 2 2ZZ

��
· · ·

1

1

��

ZZ

Ẽ6 1 2 3 2 1

1

2

Ẽ7 1 2 3 4 3 2 1

2

Ẽ8 2 4 6 5 4 3 2 1

3

§9 Spiegelungsfunktoren

9.1 Definition
Sei
−→
Q ein Köcher,i ∈ Q0 heißt Quelle, wenn ani kein Pfeil endet, und Senke, wenn ani
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kein Pfeil beginnt. Seii eine Quelle oder eine Senke, dann istσi
−→
Q der Köcher, der aus

−→
Q

entsteht durch Umdrehen aller Pfeile ani.

��=
==

==
==

= ^^

==
==

==
==

i
� σi // i@@�������� ��

��������
??�������

??�������

bzw.

^^

==
==

==
==

��=
==

==
==

=

i
� σi // i

��

��������

@@��������
??�������

??�������

σi heißt Spiegelungani.

9.2 Definition
Eine Anordnungi1, · · · , in vonQ0 heisst zulässig, wenn für jedesj gilt: ij ist eine Senke in

σij−1
. . . σi1

−→
Q .

9.3 Lemma

(1) Seii1, . . . , in eine zulässige Anordnung. Dann istσin . . . σi1(
−→
Q ) =

−→
Q .

(2) Eine zulässige Anordnung für
−→
Q existiert genau dann, wenn

−→
Q keinen orientierten

Zyklus enthält (d.h. genau fürdimk
−→
Q <∞).

9.4 Definition
Sei
−→
Q ein Köcher undi ∈ Q0 eine Senke. Der Spiegelungsfunktor

S+
i : k

−→
Q -rep→ kσi

−→
Q -rep

ist eine ZuordnungX 7→ S+
i X von

−→
Q -Darstellungen aufσi

−→
Q -Darstellungen und eine Zu-

ordnungf 7→ S+
i f von Modulhomomorphismen in der folgenden Weise:

SeiX ∈ K−→Q -rep, dann istY := S+
i X diekσi

−→
Q -Darstellung mit

Yj =

{
Xj für j 6= i

Ker(
⊕

α∈Q1
t(α)=i

Xs(α)
Xα−−→ Xi) für j = i
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Yα =

{
Xα für t(α) 6= i

Yi
inkl−−→⊕

β∈Q1
t(β)=i

Xs(β)
proj−−→ Xs(α) für t(α) = i

Seif : X 7→ X ′ ein Homomorphismus von
−→
Q -Darstellungen. Dann istg = S+

i f : S+
i X →

S+
i X

′ definiert durch

gj =




fj für j 6= i

Yi →
⊕

α∈Q1
t(α)=i

Xs(α)

(fs(α))−−−→⊕
α∈Q1
t(α)=i

X ′
s(α) für j = i

Beispiel: Sei
−→
Q = 2 → 1. Dann ist1 eine Senke mitσ1

−→
Q = 2 ← 1. Die unzerlegbaren

k
−→
Q -Darstellungen0 → k, k

1−→ k und0→ k werden durch den SpiegelungsfunktorS+
1 auf

kσ1
−→
Q -Darstellungen0← 0, k ← 0 undk

1←− k geschickt.

Beispiel: Sei

2

��;
;;

;;
;;

; 3

����
��

��
��

−→
Q = 1

5

AA��������
4

]];;;;;;;;

mit 1 eine Senke. Diek
−→
Q -Darstellung

k
(10)

��?
??

??
??

? k
(λµ)

����
��

��
��

k2

k
(01)

??��������
k

(11)

__????????

wird durch den SpiegelungsfunktorS+
1 auf diekσ1

−→
Q -Darstellung

k k

k2
(−1
−λ)

__???????? (01)

??��������

(−1
−µ)

����
��

��
�� (10)

��?
??

??
??

?

k k

geschickt. Insbesondere haben sowohl
−→
Q als auchσ1

−→
Q unendlich viele paarweise nichtiso-

morphe unzerlegbare Darstellungen.
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9.5 Definition
Sei
−→
Q ein Köcher undi ∈ Q0 eine Quelle. Der Spiegelungsfunktor

S−
i : k

−→
Q -rep→ k(σi

−→
Q)-rep

ist eine ZuordnungX 7→ S−
i X von Darstellungen undf 7→ S−

i f von Homomorphismen:
SeiX ∈ k−→Q -rep, dann istY := S−

i X diekσi
−→
Q -Darstellung mit

Yj =

{
Xj für j 6= i

Coker(Xi

(Xα)−−−→⊕
α∈Q1,s(α)=i

Xt(α)) für j = i

Yα =

{
Xα für s(α) 6= i

Yt(α) = Xt(α)
Einschränkung der Proj.−−−−−−−−−−−−→ Yi für s(α) = i

Seif : X → X ′ ein Homomorphismus ink
−→
Q -rep, dann istg := S−

i f definiert durch:

gj = fj für j 6= i

und fallsi = j so, dass das folgende Diagram kommutiert:

Xi
//

�fi

��

⊕
Xt(α)

//

(fj)
��

Yi

gi

��
X ′
i

//
⊕

X ′
t(α)

// Y i
′

9.6 Theorem
Sei
−→
Q ein Köcher (ohne Schleifen und orientierte Zyklen),i ∈ Q0 eine Quelle oder Senke,

k ein Körper. Dann definierenS+
i und S−

i zueinander inverse Bijektionen:{unzerlegbare

Darstellungen von
−→
Q überk, die nicht zuS(i) isomorph sind}/ ≃ ↔ {unzerlegbare Dar-

stellungen vonσi
−→
Q überk, die nicht zuS(i) isomorph sind}/ ≃.

FürX 6= S(i) unzerlegbar gilt:dimS±
i X = σi(dimX).

Insbesondere haben die Köcher
−→
Q undσi

−→
Q dieselbe ”Anzahl” von unzerlegbaren Darstel-

lungen überk, also auch denselben Darstellungstyp.

Dabei ist die ”Spiegelung”σi auf Dimensionsvektoren inZn definiert durch
σi : Z

n → Zn mit x 7→ x− 2(x,ei)
(ei,ei)

ei
(ei Einheitsvektor,(−,−) obige Bilinearform,(ei, ei) = 2− 2dii = 2, da keine Schleifen).

Beispiel: Sei
−→
Q = 2 → 1. Dann schicktσ1 : Z2 → Z2 die Vektorene1 = (0, 1), e2 = (1, 0)

und (1, 1) nach−e1, (1, 1) und (1, 0). Also stimmt das mitS+
i überein (vgl. Beispiel nach

9.4).

9.7 Lemma
(a) Die FunktorenS+

i und S−
i erfüllen: S±

i (Id) = Id, S±
i (f ◦ g) = S±

i (f) ◦ S±
i (g) und

S±
i (X ⊕ Y ) ≃ S±

i (X)⊕ S±
i (Y ).
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(b) Seii eine Senke. Dann existiert ein Modulhomomorphismus (’Vergleichshomomorphis-
mus’) ιi(X) : S−

i S
+
i → X mit

(ιiX)j =





IdXj
für j 6= i

(S−
i S

+
i X)i ≃ Coker(Ker(

⊕
α∈Q1
t(α)=i

Xs(α)
ϕ−→ Xi) →֒

⊕
α∈(σiQ)1
s(α)=i

Xt(α))

≃ Im(ϕ) →֒ Xi für j = i

Dabei istCoker(ιi(x)) halbeinfach, genauer: eine direkte Summe von Kopien des einfachen
ModulsS(i).

(c) Seii eine Quelle. Dann existiert ein Modulhomomorphismus (’Vergleichshomomorphis-
mus’)πi(X) : X → S+

i S
−
i X mit

(πiX)j =





IdXj
für j 6= i

Xi → Im(ψ) ≃ Ker(
⊕

α∈(σiQ)1
t(α)=i

→ Coker(Xi
ψ−→⊕

α∈Q1
s(α)=i

Xs(α)Xt(α)))

≃ (S+
i S

−
i X)i für j = i

Dabei istKer(πiX) halbeinfach, genauer: eine direkte Summe von Kopien des einfachen
ModulsS(i).

9.8 Lemma
SeiX eine Darstellung vonk

−→
Q .

(a) Seii ∈ Q0 eine Senke. Dann giltX ≃ S−
i S

+
i X ⊕ Coker(ιiX). FallsCoker(ιiX) = 0

gilt, dann istdimS+
i X = σi(dimX).

(b) Seii ∈ Q0 eine Quelle. Dann giltX = S+
i S

−
i X ⊕ Ker(πiX). FallsKer(πiX) = 0 gilt,

dann istdimS−
i X = σi(dimX).

9.9 Lemma
Sei i ∈ Q0 eine Senke,X eine unzerlegbare Darstellung von

−→
Q , dann sind die folgenden

Ausagen äquivalent:

(1) X 6= S(i)

(2) S+
i X unzerlegbar (also6= 0)

(3) S+
i X 6= 0

(4) S−
i S

+
i X ≃ X

(5)
⊕

α∈Q1
t(α)=i

ϕ−→ Xi ist surjektiv

(6) σi(dimX) > 0

(7) dimS+
i X = σi(dimX)

AnalogeÄquivalenzen gelten füri Quelle.

9.10 Korollar:
SeienA = k

−→
Q 1 undB = k

−→
Q2 endlich-dimensionale Wegealgebren mit demselben unori-

entierten GraphenQ1 = Q2. Dann habenA undB denselben Darstellungstyp.
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Es gibt sogar eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen der unzerlegbaren Darstellun-
gen.

§10 Der Satz von Gabriel

SeiQ ein Diagramm. Dazu sind definiert eine Bilinearform(−,−) : Zn × Zn → Z mit
n = |Q0|, und eine quadratische Formq(x) (§8). Die Wurzeln vonQ sind die Elemente von
∆ := {x ∈ Zn : q(x) ≤ 1}. Ein Wurzelx = (xi) heißt positiv, wennxi ≥ 0 for all i und
x 6= 0.

10.1 Satz(Satz von Gabriel, 1972)
Sei
−→
Q ein zusammenhängender Köcher mit GraphQ. Dann gilt:

(1) k
−→
Q hat endlichen Darstellungstyp⇐⇒ Q ist ein Dynkin-Diagramm.

(2) SeiQ ein Dynkin-Diagramm. Dann liefert die ZuordnungX 7→ dimX eine Bijektion
{ unzerlegbarek

−→
Q -Darstellungen} / ≃↔ {positive Wurzeln vonq} / ≃.

Insbesondere hängt diese kombinatiorische Beschreibungnicht vom Grundkörperk ab und
auch nicht von der Orientierung von

−→
Q . Unzerlegbare Darestellungen sind durch ihre Di-

mensionvektoren eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt.

10.2 Proposition
SeiQ Dynkin oder Euklidisch. Dann gilt:

(1) Die Einheitsvektorenei sind Wurzeln.

(2) x ∈ ∆, y ∈ radq ⇒ −x, x+ y ∈ ∆.

(3) x ∈ ∆⇒ x > 0 oderx < 0.

(4) Q Euklidisch⇒ ∃∆0 ⊂ ∆, ∆0 endlich, so daß gilt:x ∈ ∆⇒ x = x0+y0, x0 ∈ ∆0,
y0 ∈ radq (d.h.∆ = ∆0 + radq für eine endliche Menge∆0).

(5) Q Dynkin⇒ ∆ endlich.

10.3 Lemma

(1) ∀ x, y ∈ Zn: (x, y) = (σi(x), σi(y)).

(2) ∀ x ∈ Zn: q(x) = q(σi(x)).

(3) x ist eine Wurzel⇒ σi(x) ist auch eine Wurzel.

10.4 Korollar
SeiQ Dynkin oder Euklidisches Diagramm, seix eine positive Wurzel, so daßσi(x) nicht
positiv ist. Dann istx = ei.
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10.5 Definition
Sei
−→
Q ein Köcher ohne Schleifen und orientierte Zyklen undi1, · · · , in eine zulässige An-

ordnung vonQ0. Die Coxeterfunktoren(bezüglich dieser Anordnung) sind

C+ = S+
in
◦ . . . ◦ S+

i1
: k
−→
Q -rep→ k

−→
Q -rep

und
C− = S−

i1
◦ . . . ◦ S−

in
: k
−→
Q -rep→ k

−→
Q -rep.

Die Abbildungc : Zn → Zn mit c(x) = σin ◦ . . . ◦ σi1(x) heißt Coxetertransformation.

Notation: fürr ∈ Z ist

Cr :=





(C+)r für r > 0

Id für r = 0

(C−)r für r < 0

10.6 Lemma
Die FunktorenC+ undC− hängen nicht von der Wahl der zulässigen Anordnung ab.

10.7 Proposition
Sei1, . . . , n eine zulässige Anordnung. Dann gilt

(1) ∀i : dimP (i) = σ1 . . . σi−1(ei).

(2) ∀i : P (i) ≃ S−
1 . . . S

−
i−1(S(i)), wobeiS(i) Darstellung vonσi . . . σn

−→
Q ist.

(3) SeiX unzerlegbar. Dann gilt:C+X = 0⇔ X ≃ P (i) für ein i ∈ {1, . . . , n}.

SeiA einek-Algebra, undM einA-Linksmodul. Der duale VektorraumM∗ :=Homk(M, k)
ist einA-Rechtsmodul durch(ϕa)(m) := ϕ(am), für ϕ ∈ M∗, a ∈ A undm ∈ M . Ist
f : M → N einA-Homomorphismus zwischenA-Linksmoduln, dann istf tr : N∗ → M∗,
ϕ 7→ ϕ ◦ f , einA-Homomorphismus zwischenA-Rechtsmoduln. WennM endliche Dimen-
sion hat, istM isomorph zuM∗∗.

10.8 Definition
Ein A-LinksmodulI heißt injektiv: ⇐⇒ ∀ M,N ∈ A-mod,∀ f : 0 → M → N , ∀ g :
M → I, ∃ h : N → I mit g = h ◦ f .

0 // M
f //

g

��

N

h~~||
||

||
||

I

10.9 Lemma
EinA-LinksmodulI ist injektiv genau dann, wennI = P ∗ für einen projektivenA-Rechtsmodul
P .
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Insbesondere hatA bis auf Isomorphie genaun = |Q0| unzerlegbare injektive Moduln. Für
i ∈ Q0 hat der injektive ModulI(i) = (eiA)

∗ als Basis alle Wege, die beii enden. Wenni
eine Quelle ist, istI(i) gerade der einfache ModulnS(i).

10.10 Proposition
Sei1, . . . , n eine zulässige Anordnung. Dann gilt:

(1) dimI(i) = σn . . . σi+1(ei).

(2) I(i) ≃ S+
n . . . S

+
i+1(S(i)) wobeiS(i) Darstellung vonσi . . . σ1

−→
Q .

(3) SeiX unzerlegbar. DannC−X = 0⇔ ∃ i : X ≃ I(i).

10.11 Proposition
(1) Für jedesi ∈ Q0 gilt: c(dimP (i)) = −dimI(i).
(2) {dimP (i) : i ∈ Q0} und {dimI(i) : i ∈ Q0} sind zwei Basen vonZn; c ist also

durch (a) festgelegt.
(3) Fürx, y ∈ Zn gilt: < dimP (i), x >= xi =< x, dimI(i) > ∀ i ∈ Q0 und< x, y >=

− < y, c(x) >=< c(x), c(y) > für die Eulerform< −,− > von
−→
Q mit

< −,− >: Zn × Zn → Z, < x, y >:=
∑

i∈Q0

xiyi −
∑

α∈Q1

xs(α)yt(α).

(4) Fürx ∈ Zn gilt: c(x) = x⇔ x ∈ radq.
(5) FürQ Dynkindiagramm,x ∈ Zn gilt: ∃r ≥ 0 so, daßcr(x) nicht positiv ist.

§11 Äquivalenzen von Modulkategorien

Frage: Wann haben AlgebrenA undB dieselbe Dartellungstheorie?
Zwei Beispiele:A ∼= B als Algebren;A = k undB = Mat(n× n, k).

11.1 Definition
Eine KategorieC ist gegeben durch die folgenden Daten: Eine Klasse ObC von Objekten
von C, eine Klasse MorC von Morphismen vonC, wobei jeder Morphismusf zu zwei Ob-
jektenX und Y gehört,f ∈ Mor(X, Y ) = HomC(X, Y ), so daß zuf : X → Y und
g : Y → Z eindeutig ein Morphismush : X → Z zugeordnet ist (die Komposition, das
Produktg ◦ f ). Die Komposition ist assoziativ:f1 ◦ (f2 ◦ f3) = (f1 ◦ f2) ◦ f3. Zu jedem
ObjektX gibt es einen Morphism1X : X → X, so daß gilt:1X ◦ f = f, ∀ f : Y → X und
g = g ◦ 1X , ∀ g : X → Y .

Bemerkungen:

(1) ObC und MorC müssen keine Mengen sein.
(2) Die Morphismen müssen keine Abbildungen sein.
(3) 1X ist eindeutig: sei1′X ∈ HomC(X,X) mit derselben Eigenschaft. Dann gilt1X =

1X ◦ 1′X = 1′X . 1X heißt IdentitätaufX.
(4) Es muss kein NullobjektO existieren.
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Beispiele:

(1) Die leere KategorieC = ∅ mit ObC = ∅ undMorC = ∅.
(2) Die KategorieC = Sets aller Mengen: Objekte sind Mengen (ObC ist keine Men-

ge!), Morphismen sind Abbildungen zwischen Mengen, Komposition ist die normale
Komposition von Abbildungen und1X ist die identische Abbildung.

(3) Die KategorieC = k-Vect allerk-Vektorräume (k ein fester Körper): Objekte sind
k-Vektorräume, und Morphismen sindk-lineare Abbildungen.

(4) Die Kategorie aller Gruppen: Objekte sind Gruppen, und Morphismen sind Grup-
penhomomorphismen. Hier gibt es kein Nullobjekt.

(5) SeiG eine Gruppe. Definiere eine KategorieCG mit einem Objekt{G}, undMorC =
HomC({G}, {G}) = G. Fürg, h ∈ G wird die Kompositiong ◦ h ∈ MorC durch die
Multiplikation gh ∈ G definiert. Die Identiät ist1{G} = e, das Einselement vonG.
In diesem Beispiel sind Morphismen keine Abbildungen von Mengen, andererseits
ist alle Information überG in MorC enthalten, so daßG undH sich unterscheiden
können.

(6) SeiA eineK-Algebra. Die KategorieA-mod hat als Objekte alle endlich-dimensionalen
A-Moduln, und als MorphismenA-Modulhomomorphismen. (ObA-mod ist keine
Menge.)

(7) Die Kategorie der offenen Teilmengen vonRn mit stetige Abbildungen als Morphis-
men.

(8) Die Kategorie der differenzierbaren Varietäten mit differenzierbaren Abbildungen.
(9) Die Kategorie der algebraische Variatäten mit polynomialen Abbildungen.

11.2 Definition
Ein Morphismus: X → Y in einer KategorieC heißt Isomorphismus:⇐⇒ ∃ Morphismus
g : Y → X mit g ◦ f = 1X undf ◦ g = 1Y .

11.3 Definition
SeienC undD Kategorien. Ein FunktorF : C → D besteht aus zwei AbbildungenFOb :
ObC → ObD undFMor : MorC → MorD, so daßFMor(f : X → Y ) : FOb(X)→ FOb(Y ),
FMor(1X) = 1FOb(X), und FMor(g ◦ f) = FMor(g) ◦ FMor(f), wenn g ◦ f definiert ist,
∀ f, g,X, Y .

Beispiele:

(1) SpiegelungsfunktorenS+
i , S−

i : k
−→
Q-rep→ kσi(

−→
Q)-rep.

(2) SeienG undH Gruppen, undCG undCH die zugehörigen Kategorien mit einem Ob-
jekt. Ein FunktorF : CG → CH ist gegeben durch einen Gruppenhomomorphismus
G→ H.

(3) Ein AlgebrenhomomorphismusA→ B induziert einen FunktorB-mod→ A-mod.
(4) Vergißfunktoren:A-mod→ k-Vect,k-Vect→ Sets.

11.4 Definition
Sei k ein Körper. Eine Kategorie heißtk-linear, wenn für alle ObjekteX, Y ∈ ObC, die
MengeHomC(X, Y ) eink-Vektorraum ist, und die Kompositionk-bilinear ist, d.h.f ◦ (g +
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h) = f ◦ g+ f ◦h, (f + g) ◦h = f ◦h+ g ◦h, und(λf) ◦ g = f ◦ (λg) = λ(f ◦ g), ∀ λ ∈ k,
f, g, h ∈ MorC so daß die Komposition definiert ist.

SeienC undD k-lineare Kategorien. Ein FunktorF : C → D heißtk-linear, wenn gilt
F (f + g) = F (f) + f(g) undF (λf) = λF (f), ∀ λ ∈ k undf, g ∈ MorC.

11.5 Definition
SeiC einek-lineare Kategorie,M,M1,M2, . . . ,Mn Objekte inC. M ist die direkte Summe
derMi, M = ⊕ni+1Mi : ⇐⇒ ∃ Morphismenιi : Mi → M und pi : M → Mi mit
pi ◦ ιi = 1Mi

für i = 1, . . . , n, pi ◦ ιj = 0 für i 6= j, und
∑n

i+1 ι ◦ pi = 1M .

Daraus folgt:ιi ◦ pi sind paarweise orthogonale Idempotente inHomC(M,M).

Bemerkungen:

(1) SeiF : C → D ein k-lineares Funktor. AusM = ⊕ni=1Mi in C folgt F (M) =
⊕ni=1F (Mi) in D.

(2) Bei Modulkategorien heißtM = ⊕ni=1Mi eigentlichM ∼= ⊕ni=1Mi, denn dieMi sind
isomorph zu Teilmoduln vonM .

11.6 Definition
SeienA,B k-Algebren. Eink-VektorraumM heißtA-B-Bimodul, AMB, wennM einA-
Linksmodul undB-Rechtsmodul ist, so daß

(am)b = a(mb), ∀ m ∈M, a ∈ A, b ∈ B.
Beispiele:

(1) Die AlgebraA selbst ist einA-A-Bimodul, durch Links- und Rechtsmultiplikation.
Ebenso jedes zweiseitige Ideal vonA.

(2) EinA-Modul ist einA-k-Bimodul.
(3) EinA-Modul ist einA-B-Bimodul mitB = EndA(M)op, oder einer Teilalgebra da-

von.

11.7 Lemma
SeiM einA-B-Bimodul. Dann istHomA(M,−) ein Funktor vonA-mod nachB-mod.

11.8 Definition
SeienC undD Kategorien. SeienF,G : C → D Funktoren. Eine natürliche Transformation
η : F → G besteht aus Morphismen inD:

ηX : F (X)→ G(X)

für X ∈ ObC, so daß das folgende Diagramm kommutiert

F (X)

F (f)
��

ηX // G(X)

G(f)
��

F (Y )
ηY

// G(Y )
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für f : X → Y in C. Die FunktorkategorieFun(C,D) hat als Objekte die Funktoren
F : C → D und als Morphismen die natürliche Transformationen zwischen Funktoren. Ein
FunktorF : C → D ist eineÄquivalenzvon Kategorien:⇐⇒ ∃G : D → C mitG◦F ∼= 1C
in Fun(C, C) undF◦G ∼= 1D in Fun(D,D). Dann heißenC undD äquivalentals Kategorien.

Beispiele:

(1) Vergleichshomomorphismen (vgl. Lemma 9.7) definieren natürliche Transformatio-
nen zwischenS+

i S
−
i undId bzw.S−

i S
+
i undId.

(2) SeienG undH Gruppen. Dann sind die KategorienCG und CH äquivalent ⇐⇒
G ∼= H als Gruppen.

11.9 Definition
SeiA einek-Algebra. Eine Folge. . . → Mi−1

fi−1−−→ Mi
fi−→ Mi+1 → . . . von (endlich

oder unendlich vielen)A-Moduln undA-Modulhomomorphismen heißt exakt, wenn gilt
Im(fi−1) = Ker(fi), ∀ i.
Eine exakte Folge0 → M1 → M2 → M3 → 0 heißt eine kurze exakte Folgeoder
kurze exakte Sequenz. WennM2

∼= M1 ⊕ M3 ist und die Abbildungen in der Folge die
Inklusion und die Projektion sind, heißt die Folge zerfallendekurze exakte Sequenz.

11.10 Definition
In einer KategorieC heißtf : X → Y ein Monomorphismus, wenn∀ g, h : Z → X,
f ◦ g = f ◦ h impliziert g = h. Analog heißtf ein Epimorphismus, wenn∀ g, h : Y → Z,
g ◦ f = h ◦ f impliziert g = h.

In der KategorieA-mod gilt:f ist Monomorphismus⇐⇒ f ist injektiv, undf ist Epimor-
phismus⇐⇒ f ist surjektiv.

SeiF : C → D eineÄquivalenz von Kategorien mit InversemG. Dann giltHomC(X, Y )
∼−→

HomD(F (X), F (Y )), durchf 7→ F (f), fürX, Y ∈ ObC. Daraus folgt:f ist Monomorphis-
mus⇒ F (f) ist Monomorphismus,f ist Epimorphismus⇒ F (f) ist Epimorphismus.

Begriffe wie Kern, Cokern, Bild können kategoriell definiert werden (müssen aber nicht exi-
stieren).

11.11 Proposition
SeiF : A-mod→ B-mod eineÄquivalenz von Kategorien. Dann gilt:

(1) 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0 ist eine kurze exakte Sequenz vonA-Moduln ⇐⇒
0 → F (X)

F (f)−−→ F (Y )
F (g)−−→ F (Z) → 0 ist eine kurze exakte Sequence vonB-

Moduln.
(2) P ∈ A-mod ist projektiv⇐⇒ F (P ) ∈ B-mod ist projektiv.

11.12 Definition
EinA-ModulP heißt Progenerator(projektiver Erzeuger):⇐⇒ P ist projektiv und∀M ∈
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A-Mod,∃ n undf : P n ։ M .

11.13 Korollar
SeiA-mod∼= B-mod. Dann existiert ein ProgeneratorP ∈ B-mod mitA ∼= EndB(P )

op.

11.14 Proposition
SeiP ∈ B-mod. Der FunktorHomB(P,−) : B-mod→ EndB(P )

op-mod schickt exakte
Sequenzen auf exakte Sequenzen⇐⇒ P ist projektiv.

Ziel: Ein ProgeneratorP in B-mod liefert eineÄquivalenz vonB-mod nachA-mod mit
A = EndB(P )

op.

Seik ein Körper,U = kn undV = kl zweik-Vektorräume mit Basen{ui} und{vj}. Setze
U ⊗k V := knl mit Basisxij , geschrieben alsui ⊗ vj .

11.15 Proposition
U ⊗k V erfüllt die folgende universelle Eigenschaft, durch die es eindeutig (bis auf Iso-
morphie) bestimmt ist: Es existiert einek-bilineare Abbildungπ : U × V → U ⊗k V ,
π(xi, yj) = xi ⊗ yj, so daß gilt: Seiϕ : U × V → W einek-bilineare Abbildung von Vek-
torräumen. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildungψ : U ⊗k V → W , so daß gilt
ϕ = ψ ◦ π.

U × V π //

ϕ
##GG

GG
GG

GG
G

U ⊗k V

ψzzvvvvvvv
vv

W

11.16 Proposition
SeiA einek-Algebra. SeiU ∈mod-A einA-Rechtsmodul, undV ∈ A-mod einA-Linksmodul.
SeiW = U⊗kV undW ′ ⊂W der Unterraum, der erzeugt ist von allen Elementen der Form
xa⊗y−x⊗ay für x ∈ U , y ∈ V unda ∈ A. Der QuotientenraumW/W ′ heißt Tensorprodukt
vonU undV (überA) und wird mitU ⊗A V bezeichnet.

WieHomA(X, Y ) trägtU ⊗A V im Allgemeinen keine natürlicheA-Modulstruktur.

Beispiel: Seiene, f ∈ A, dann isteA⊗A Af = e(eA)⊗A Af = e⊗A eAf , eAf . Das kann
verschwinden.

11.17 Proposition
SeiA einek-Algebra. SeiU ∈mod-A einA-Rechtsmodul, undV ∈ A-mod einA-Linksmodul.
SeiW ein k-Vektorraum. Seiϕ : U × V → W einek-bilineare Abbildung, für die gilt
ϕ(xa, y) = ϕ(x, ay) für x ∈ U , y ∈ V unda ∈ A. Dann existiert eine eindeutige lineare
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Abbildungψ : U ⊗A V →W mit ϕ = ψ ◦ π:

U × V π //

ϕ
##GG

GG
GG

GG
G

U ⊗A V

ψzzuuuuuuuuu

W

Zusätzliche Struktur durch Bimoduln: IstM einA-Rechtsmodul undN einA-B-Bimodul,
dann istM ⊗A N einB-Rechtsmodul. IstM einC-A-Bimodul undN einA-Linksmodul,
dann istM ⊗A N einC-Linksmodul.

Wenn das Tensorprodukt definiert ist, gilt(M ⊗A N)⊗B L ∼=M ⊗A (N ⊗B L).

11.18 Proposition

BMA ⊗A A ∼= BMA, A⊗A NC
∼= ANC .

Zwei FunktorenF : C → D undG : D → C heißen adjungierte Funktoren, falls ein
natürlicher Isomorphismus

HomD(FX, Y ) ∼= HomC(X,GY )

existiert fürX ∈ ObC undY ∈ ObD.

11.19 Theorem
FürMA, ANB, BL gibt es einen Isomorphismus

HomB(M ⊗A N,L) ∼= HomA(M,HomB(N,L))

der einen natürlichen Isomorphismus liefert zwischenF = HomB(M ⊗A −, L) undG =
HomA(M,HomB(−, L)), d.h. für jedenA-B-Bimodulhomomorphismusf : N1 → N2 kom-
mutiert folgendes Diagramm:

HomB(M ⊗A N2, L)

F (f)
��

≃ // HomA(M,HomB(N2, L))

G(f)
��

HomB(M ⊗A N1, L)
≃ // HomA(M,HomB(N1, L))

Also ist das Tensorprodukt linksadjungiert zum Hom-Funktor.

11.20 Proposition

(1) Die Sequenz0→M1
f−→ M2

g−→ M3 vonA-Moduln ist exakt⇐⇒

0→ HomA(N,M1)
HomA(N,f)−−−−−−→ HomA(N,M2)

HomA(N,g)−−−−−−→ HomA(N,M3)

ist exakt für alleA-ModulnN .
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(2) M1
f−→M2

g−→ M3 → 0 vonA-Moduln ist exakt⇐⇒
0→ HomA(M3, N)

HomA(g,N)−−−−−−→ HomA(M2, N)
HomA(f,N)−−−−−−→ HomA(M1, N)

ist exakt für alleA-ModulnN .

(3) Die SequenzM1
f−→M2

g−→M3 → 0 ist exakt vonA-Rechtsmoduln⇐⇒
M1 ⊗A N f⊗IdN−−−−→M2 ⊗A N g⊗IdN−−−−→ M3 ⊗A N → 0

ist exakt für alleA-LinksmodulnN .

11.21 Theorem(Morita, 1958)
SeienA undB k-Algebren. Die KategorienA-mod undB-mod sind äquivalent (alsk-lineare
Kategorien)⇐⇒ ∃ B-ProgeneratorP mit EndB(P )op ∼= A. Die Äquivalenz kann durch
die Funktoren

HomB(P,−) : B-mod→ A-mod
P ⊗A − : A-mod→ B-mod

realisiert werden.

11.22 Korollar
Sei BB = ⊕ni=1P

ni

i , wobei Pi die unzerlegbaren projektivenB-Moduln sind. SeiP =
⊕ni=1P

li
i mit li ≥ 1, ∀ i, und seiA = EndB(P )

op. Dann giltA-mod∼= B-mod.

A undB heißen Morita-äquivalent:⇐⇒ A-mod∼= B-mod.
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