Stuttgart, 10.2010-02.2011

Glossar zur Vorlesung:
Darstellungstheorie von Algebren

§1. Beispiele und Definitionen

1.1 Definition
SeiG eine Gruppek ein Korper,V ein (endlich-dimensionalek)}Vektorraum. Eine Darstellung
von G aufV ist ein Gruppenhomomorphismps G — GL(V).

Beispiel: G Gruppe,p : G — GL(k) = k* mit p(g) = 1 = (1)1, Vg € G istimmer eine
Darstellung, die triviale Darstellung

Beispiel: 3J,, symmetrische Gruppe, : ¥, — GL(k) = k* mit p(0) = sgn(o) € {£ 1}
heil3t Vorzeichendarstellung

Beispiel: Die symmetrische Gruppg, permutiert die Koordinatenachsén,, e, ..., e,}
desn-dimensionalen Vektorraumig. Dadurch wird die Permutationsdarstellusefiniert:
p:X, = GL(V)mitp(o)(e;) = o(e;).

Beispiel: Die symmetrische Gruppg, = {1, 0}, als Galoisgruppe der Korpererweitung
Q(v/2)/Q, operiert auf def@-VektorraumQ? mit Basis{1, v/2} und induziert eine Darstel-

lungp : £ — GL(Q2) mit p(1) = (é (1)) undp(o) = ((1] _01)

Beispiel: G = GL(V) die allgemeine lineare Grupp¥ (ein Vektorraum tiber einem Korper
k), p : G — GL(k) mit g — det(g) heil3t Determinantendarstellung

1.2 Definition

SeiG eine Gruppe. Darstellungen : G — GL(V;) undp, : G — GL(V5) (Uber demselben
Korperk) heiRen aquivalerdader isomorpks 3 k-Vektorraum-Isomorphismug: V; — V5
so daf3 gilt

p2(9)(v2) = Flp1(g)(f ' (v))), Vg € Vi, g € G.

Beispid: G = X, die symmetrische Gruppe. Die triviale Darstellung istigglent zu der
Vorzeichendarstellung genau dann, wens 1 oderchar(k) = 2.

Beispiel: G = GL(V) die allgemeine lineare Gruppe. Die triviale Darstellurtigaguivalent
zu der Determinantendarstellung genau dann, weenF, = Z/Z,, der Korper mit zwei
Elementen.

Definition: Seienp;, : G — GL(U) undps : G — GL(V') Darstellungen einer Grupp&
Uber demselben Korpdr. Dann ist die direkte Summ@ @ p, der Darstellungen gegeben
durchp : G — GL(U @& V') mit

plg) = ( P 1(<]g ) p;(]g> )




wobei (U & V) die direkte Summe von Vektorraumen ist. Die direkte SumorervKopien
von p; wird mit p} gezeichnet.

Beispiel: Die Permutationsdarstellung der symmetrischen Grippauf R? zerfallt in eine
direkte Summe von trivialen Darstellung und einer zwei-einsionalen Darstellung.

1.3 Definition

Ein Kocher@ = (Qo, Q1, s,t) ist ein gerichteter Graph mit (endlicher) Ecken-Merigig
(endlicher) Kanten-Mengé€); und Abbildungenrs,t : Q1 — @, die einer Kantex ihren
Anfangspunkts(«) und ihren Endpunkt(«) zuordnen.

1.4 Definition

Sei k ein Korper und@ ein Kocher. Eine Darstellung von (@berk) besteht aus zwei Zu-
ordnungen:

Qo 2 i — V(i), k-Vektorraum

Q13 amV(a):V(s(a)) = V(t(a)), k-lineare Abbildung

Beispiele:
(1) Darstellungen eines Punktéiber einem Korpek) sind k-Vektorraume.

(2) Darstellungen eines Pfeills— - (Uber einem Korpek) sindk-lineare Abbildungen.

(3) Darstellungen des Kronecker Kocherss - (Uber einem Korpek) sind Paare von
k-linearen Abbildungen, die beide in demselben Vektorrdustarten und in dem-
selben Vektorrauny” enden.

(4) Darstellungen des Jordan Kochers )(Uber einem Korpek) sind k-lineare Abbil-
dungen, die in demselben Vektorrawrstarten und enden.

1.5 Definition
Sei@ ein Kocherk ein Korper,U undV Darstellungen void) (Uberk).

(a) Ein Homomorphismug : U — V ist ein Satz von linearen Abbildungefi) furi € @,
wobei f (i) : U(i) — V (i), so dal% « € Q,,i = j, das folgende Diagramm kommutiert:

U(i) == U ()

f(i)J/ 0 lf(j)
(i .

d.h.V(a)o f(i) = f(j) o U(a).
f heif3t Isomorphismus= alle f(7) sind Vektorraum-Isomorphismen.
U undV sind isomorpHals Darstellungen vo®) : < 3f : U — V Isomorphismus.

(b) Die direkte Summe voli &V ist die Darstellung mitU V') (i) := U(:) @V (4) (direkte
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Summe von Vektorraumen) und

verm=(% 1)

Eine DarstellundV von @ heil3t zerlegbar< W # 0-Darstellung (d.h3i : W (i) # 0),
und3U # 0,V #0mitW ~U @ V.
W ist unzerlegbar< W ist nicht zerlegbar.

Beispiele:
(1) DarstellungerV und V' des Kochers) = - Uiber einem Korpek sind isomorph,

genau dann wenn sie disVektorraume isomorph sind. Insbesondérast eine un-
zerlegbare Darstellung— V = k.

(2) Der Kocher- — - hat genau3 unzerlegbare Darstellungeh: — 0, 0 — k, und

Xk

§2. Algebren, Darstellungen und Moduln

2.1 Definition
Seik ein Korper,A ein Ring. A heil3tk-Algebra(Algebra Ubetk) ;<= A ist eink-Vektorraum
und die Vektorraum-Struktur ist vertraglich mit der Ritrg&tur von A, d.h. es gilt:

A=A4, Aab) = (Ma)b=a(\b)Va,be A\ €k

Aquivalente Formulierunga Ring, Z(A) Zentrum, alsaZ(A) = {a € A : ab = ba, Vb €
A}, A heil3t dann Algebra Ubéf, wennk ein Teilring vonZ(A) ist.

Beispiele:
1) A=k=2Z(A)
2)A=RDOk=Q,A=2Z(A)
(3) A=Q(v2) D k=0Q A=Z(A)
4) A= (k)pxn Dk, k= Z(A)
(5) A der Ring der oberen Dreieckesmatrizen mit Eintragel in>~ Z(A)
(6) A = k[z] Ring der Polynome in einer Variabled,= Z(A)
(7) A=k[z]/(a") Dk, A= Z(A), furn > 1

2.2 Definition
(a) SeienA und B k-Algebren. Ein Algebrenhomomorphismygs A — B ist ein
k-linearer Ringhomomorphismus, also:

o(1a) = 1B, p(airaz) = @(a1)p(az), w(ar + az) = p(a1) + (az), p(Aar) = Ap(ar)
furallea,,ar in A, alle X in k.

(b) SeiA einek-Algebra,V ein k-Vektorraum,B die k-AlgebraB = End (V') die Algebra
derdimV x dimV-Matrizen uberk. Eine Darstellung von A auf V' (oder, in B) ist ein
Algebrenhomomorphismys: A — B.



Beispiele:

k k k
(1)A:(O k)<—>B:(k k),p.al—mz
k k
(2)A:<0 k)—>B:(k),p az(‘g z>>—>z
k k x
(3)A:(O k)%B:(k),p:a:(O z)»—mc
4) A= (lg Z) —B=(k),p:a= (‘g g) — 1 ist keine Darstellung vod.
2.3 Definition

SeiG eine endliche Gruppé,eine Korper. Die Gruppenalgebfa= kG ist eink-Vektorraum
mit Basis{g : ¢ € G’} und Multiplikation

(Z Agg)(z pnh) = Z( Z Aghn)J-

geG heG JEG g,h€G: g-h=j

Die Multiplikation in kG ist also die lineare Erweiterung der Gruppenmultiplikatio

Beispiel:
(1) G = {e}, kG ist eink-Vektorraum mit Basig. Die Multiplikation in kG wird gege-
ben durch

(Ae)(ue) = (An)e, VA, p € k.
Also, kG =2 k durch)e — .

(2) G ={1,0},0? =1, kG ist eink-Vektorraum mit Basig, o. Die Multiplikation wird
gegeben durch

(al + Bo)(AL + po) = (aX + Bu)l + (ap+ BN\)o
furallea, 8, A\, pin k.

2.4 Proposition

Sei G eine endliche Gruppé; ein Korper. Jede Darstellung: kG — B = End(V) (V
Vektorraum ubek) der Gruppenalgebra definiert durch Einschrankung einstBléung von

G, und jede Darstellung der Grupgeist die Einschrankung von genau einer Darstellung
der GruppenalgebraG.

2.5. Definition
Sei@ = (Qo, @1, s,t) ein Kbcher undc ein Korper. Ein Weg inQ ist eine endliche Folge
ay, ..., a, von Pfeilena; € Qp mit t(«;) = s(ay41) oder (furn = 0) ein Element € Q.

Die Wegealgebrad = k@ von @ ist ein k-Vektorraum mit Basigalle Wege inQ} und
Multiplikation durch Aneinanderhangen von Wegen:

(@ a)(Bar e ) {(al,...,an,ﬁl,...,ﬁl) falls t(cv,) = s(51)

0 sonst



Bezeichnet die Punkte mit statti fur i € (). Das EinselementihQ ist)
e? = e; unde;e; = 0 wenni # j.

icq, €i- Klarist:

Beispiele:
(1) @ = 1, kQ hat Basis{e; }, kQ = k durche; — 1.

(2) Q = -1 — -2, kQ istisomorph zur Algebra dex x 2 oberen Dreiecksmatrizen.

B)QR=1— 92— ..., kQistisomorph zur Algebra der x n oberen Dreiecks-
matrizen.

4 Q= - Q k@ ist isomorph zum Polynomring in einer Variablen.

2.6 Proposition
Die Wegealgebral = k() ist endlich-dimensional Ubédr < Q) enthalt keine Schleifen und
keine orientierten Zyklen.

Notation: ¢ ein Kdcher,Q°P der entgegengesetzte Kocher, d.lt.vertauscht.
A eine AlgebraA°P die entgegengesetzte Algebra duache b = b -4 a.

2.7 Proposition

Sei@) ein Kocher,A = k() Wegealgebra; (i € () die Wege der Lange. Jede Darstellung
@ : A — End, (V) von A°P in V liefert dann eine Darstellung vap mit V; = o(e;)(V),
und jede Darstellung vo@ ist von dieser Form, wobéi jeweils eindeutig ist.

2.8 Definition

Sei A einek-Algebra. EinA-Linksmodul M ist ein k-VektorraumM mit einer Abbildung
AXx M — M, (a,m) — a-m, sodal gilt:

la-m=m,VmeM

a(n+m)=an+am, Ya € A,n,m € M

(a +b)m =am +bm, Ya,b € A,m € M

(ab)ym = a(bm), Ya,b € A,m e M

(aN)m = a(Am) = A(am), Va € A,m € M, \ € k.

Analog ist einA-RechtsmodutlurchM x A — M, (m,a) — m - a festgelegt. Der Unter-
schied zu Linksmoduln ist im vierten Axiom:

m(ab) = (ma)b, Ya,b € A,m € M.

Es gilt: A-Linksmodul =A°P-Rechtsmodul.

Linksmoduln werden mif M bezeichnet, Rechtsmoduln miif 4.

2.9 Proposition

Sei A einek-Algebra ¢ ein Korper).

(a) Seip : A — Endg(V) eine Darstellung voml. Dann istV ein A-Linksmodul durch

a-v:=p(a).

(b) SeiM ein A-Linksmodul. Dann hatl eine Darstellung : A — End (M) mitg(a)(m) =
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a - m.

A Algebra=- A ist A-Linksmodul durchA x A — A, (a,b) — ab; dieser Modul heil3t
regularerA-Modul.

Die zugehorige Darstellung(a) = a-— auf A, (Linksmultiplikation mita) heif3t requlare Darstellung
Jedes Linksideal/ C A ist ein Untermodul des regulareitModuls, und umgekehrt.

Der entsprechende QuotieAf M ist auch ein wohldefinierted-Modul, durchA x A/M —

A/M, (a,b+ M) +— ab+ M.

§3. Einfache Modulin

3.1 Definition

Sei A einek-Algebra, X, Y und S seienA—Linksmoduln.

(a) X heil3t Teilmoduloder Untermodul) vonr” (und die zugehorige Darstellung heif3t Teil-
oder Unterdarstellungy= X ist ein Untervektorraum vory und die Strukturabbildung
A x X — X ist die Einschrankung der Strukturabbildung ionA x Y — Y.

X heil3t echteffeilmodul vonY : < X # Y.

(b) S heil’t einfacheA-Modul (und die zugehorige Darstellung heifl3t einfach adeduzibe):
& S # {0} undS hat au3e{0} keinen echten Teilmodul.

Jeder endlich-dimensionale Moduln enthalt einen eirdadbntermodaul.

Beispiele:

(1) A = k: Jeder einfache Modul Gbet ist isomorph zuk.

(2) A = kG eine Gruppenalgebra. Der triviale Modulst einfach, dalim (k) = 1.

(3) A = kX, Gruppenalgebra der symmetrischen Gruppe. Der Vorzeichduh, de-
finiert durcho - \ := sgn(o)2, ist auch einfach.

(4) A = kQ eine Wegealgebra eines Kochérsks gibt mindestens),| nichtisomorphe
einfache Modulns; (i € Q) definiert durchS;(j) = & falls j = i und0 sonst.

(5) A= Q(+v2) D k = Q. Der regulared-Modul ist einfach, mit Dimensioa.

3.2 Definition
Sei A einek—Algebra, X, Y seienA-Moduln. Ein Modulhomomorphismug: X — Y ist
einek-lineare Abbildung, welche did-Modul-Struktur erhalt:

flaz) = af(z), Va € A,x € X.

f ist ein Isomorphismus= f ist bijektiver Homomorphismus.

Damit sind auch die Begriffe Homomorphismus und Isomonplais von Darstellungen de-
finiert.

Die Menge detA-Homomorphismen voX nachY bezeichnen wir milom 4 (X, Y).

Seif : X — Y ein Modulhomomorphismum. Dann ist der Keler(f) := {a € X :
f(z) = 0} ein Untermodul vonX, das Bildlm(f) := {f(x) : z € X} ein Untermodul von
Y, und der QuotienX /Ker(f) isomorph zum( f).
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3.3 Proposition

Sei A einek-Algebra, M ein A-Modul. Dann ist die Auswertungsabbildung

ev : Homa(A, M) — M mit ev(f) := f(14) ein Isomorphismus vor-Vektorraumen.
ev ist sogar ein Isomorphismus vofrLinksmoduln, wenn maiflom 4(A, M) zu einemA-
Linksmodul macht durch

af : b f(ba), fur f € Homy (A, M),a,b € A.

3.4 Korollar
SeiA einek-Algebra,S ein einfacherd-Modul. Dann existiert ein surjektivet-Modulhomomorphismus
p:A—S.

3.5 Theorem (Schurs Lemma)
Sei A endlich-dimensionalé&’-Algebra,S undT einfacheA-Moduln. Dann gilt:

Homu(S,T)#0< S ~T.
End 4(5) ist ein Schiefkdrper (def enthalt).

3.6 Lemma

Seif : A — S ein surjektiver Homomorphismus von der Algebtaauf den einfachenl-
Modul S. Dann istM := Ker(f) ein maximales Linksideal voA. Umgekehrt sel C A ein
maximales Linksideal. Dann ist:= A/I ein einfacherd-Modul und die Restklassenabbil-
dungA — A/I = S ist ein surjektiverA-Homomorphismus.

4. Radikale von Algebren und von Moduln

4.1 Definition
Sei A einek-Algebra. Das (Jacobson-)Radikain A ist der Schnitt aller maximalen Links-
ideale vonA :

radA := ﬂ 1

ICA
maximales Linksideal

Beispiele:

(1) A=k, radk = 0.

(2) A = Z. Die maximalen Linksideale singZ (p Primzahl). Daher ist das Radikal
radZ = 0.

(3) A = k[x]. Die maximalen Linksideale sing(z)) (p(x) irreduzibles Polynom). Da-
her ist auchradk[z] = 0.

(4) A = kQ fur Q = - % -. Das RadikatadA ist eindimensional mit Basi&u}.
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4.2 Proposition
SeiJ = rad A das Jacobson-Radikal voh a € A. Dann sind aquivalent:
Q)aeJ

2 ae () R

RCA
maximales Rechtsideal

B)Vbe A Jce A: (1—ab)e=c(l —ab) =
AVbe A JceA: (1—ab)e=1
B)Vbe A, Jece A: (1 —ba)e=c(l —ba) =
B)Vbe A, Jce A: ¢(1—ba) =1

4.3 Korollar B
Das Radikal/ = radA ist ein zweiseitiges Ideal inl. Der QuotientA := A/J ist eine
k-Algebra.

4.4 Korollar

(@) FUrA = A/radA, gilt: rad(A) = 0.

(b) Seil < A ein zweiseitiges Ideal voA, I sei nilpotenf{dh3dn € N : I = (). Dann gilt:
I C radA.

Bemerkung: Sei! ein nilpotentes zweiseitiges Ideal. Dann ist jedes Elemémt/ nilpotent,
denn/™ = 0 implizierta™ = 0. Aber umgekehrt muss ein von einem nilpotenten Element
erzeugtes ldeal nicht nilpotent sein, und ein nilpotentemEnt gehort nicht unbedingt zum

Radikal. Zum BeispielA die Algebra de x 2-Matrizen, und: = (8 (1)) mit a*> = 0. Das

vona erzeugte zweiseitige Ideal idt, und das Radikalad A = 0.

4.5 Definition
SeiM ein A-Linksmodul. Der Annullato@Ann 4 (M) von M ist

Amny(M):={a€ A:am=0Vm € M}.
Das ist ein zweiseitiges Ideal voh

Seil C A ein Linksideal. Dann giltAnn4(A/I) C I. Die Unkehrung gilt im Allgemein
nicht.

4.6 Proposition
Seia € A. Dann gilt:a € radA < a € Anny(S) fur alle einfachemd-Moduln S. Also gilt:

radA = m Anny(S)

S einfach

4.7 Definition
Sei M ein A-Linksmodul. Das Radikalad (M) von M ist der Schnitt aller maximalen ech-

ten Teilmoduln von\/ :
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radM := ﬂ N

N;]\J
maximaler Teilmodul

Die Teilmoduln des regulareA-Moduls A sind genau die Linksideale vaf. Also ist das
Radikalrad A der AlgebraA gleich dem Radikal des regularen Moduls

4.8 Proposition
Sei M ein A-Linksmodul. Dann gilt:

radM = ﬂ Ker(p)

p:M—S
Seinfach

Bemerkung: TeilmodulnX des Quotiented//N entsprechen den Teilmoduk von M mit
N cC X.

Beispiele:
(1) M = S einfach:radS = 0.
(2) M =5, ¢ S5 mit 51, S, einfachrad M = 0.

4.9 Proposition

Sei M ein A-Linksmodul. Dann giltradM = 0 < 3 einfache ModulnSy, - - -, S, (nicht
notwendig verschieden)M ~ S, & --- & S,,.

Insbesondere ist = A/radA von dieser Form.

4.10 Korollar

Sei A endlich-dimensionalé-Algebra, A = A/radA. Dann istA ein halbeinfacher4-
Modul. Jeder einfachd-Modul ist isomorph zu einem direkten Summanden YoBis auf
Isomorphie gibt es nur endlich viele einfacheModuln.

4.11 Definition
Ein Modul, der eine (endliche) direkte Summe von einfachedn ist, heil3t halbeinfach

4.12 Lemma
Seif : X — Y ein A-Modulhomomorphismus. Dann gift{rad X') C radY'.

Beispiel: A = Mat(n x n, k) = Endy(k™), radA = 0, daA aul3ei0 und A keine zweiseitige
Ideale hat. Andererseits gibt es viele nilpotente MatrireA.

4.13 Definition
Eine AlgebraA heil3t einfachals Algebra), wenm aulR3er) und A selbst keine zweiseitige
Ideale hat. AlsoA einfach—=- rad A = 0.




Beispiel: A = Mat(n x n, k).

Beispiel: A = k@ endlich-dimensionale Wegealgebra. DannihdtA die Wege der Lange
> 1 alsk-Basis, und jeder einfach&-Modul ist isomorph zu genau einefid = ke,. Daraus
folgt: radk@) = 0 <= Q1 =0 <= kQ = ®icq.kei = Bicg k- Die Algebrak() ist
einfach <= der Kochen() ist ein Punkt.

Beispid: A = Ek[x]/(z"), radA ist erzeugt vonz. Der Quotientalgebral/rad A ist ein-
dimensional, also einfach.

4.14 Lemma
Seif : X — Y ein A-Modulhomomorphismus. Dann gilf{(rad X)) C radY".

4.15 Lemma
Sei X ein A-Modul. Dann istX /rad X halbeinfach.

4.16 Theorem(Nakayamas Lemma)

SeienX,Y und M jeweils A—Moduln.

(@) f : X — Y istsurjektive f: X/radX — Y/radY ist surjektiv.
(b) SeiradA - M = M. Dann istM = 0.

4.17 Korollar
Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Dann gilidA ist nilpotent, d.hdn € N :
(radA)™ = 0. Also istrad A das eindeutige grof3te nilpotente Idealdin

4.18 Proposition
Sei M ein A-Linksmodul. Dann giltradM = radA - M.

4.15 Korollar
@)X CY =radX CradY
(b) In € N : (radA)™ = 0, also auchad(rad(- - - (radM))) =0V M.

Beispiel: A = kG mit G = Z/2Z = {1d, g}, g* = 1d. Wennchar(k) # 2, radA = 0 und
A = ki © kg ist halbeinfach. Wennhar (k) = 2, ist die triviale Darstellung gleich der
Vorzeichendarstellung. Das Radikatl A hatk-Basisld + g, und A/rad A ist eindimensio-
nal. Es gilt: A = k[z]/(z?), wobeiz mit Id + g identifiziert wird.

§5. Halbeinfache Algebren

5.1 Definition

Eine AlgebraB heil3t halbeinfachs g B ist halbeinfach.
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B halbeinfach= radB = 0, alsoB = B.

Beispiele:

(1) Alle A = A/radA sind halbeinfach.

(2) B = Mat(n x n, k). Allgemeiner sind alle einfachen Algebren halbeinfach.

(3) Direkte Summen einfacher Algebren sind halbeinfach.

(4) Q(V/2) alsQ-Algebraist einfach. Allgemeiner sind alle Korper eirfiaads Algebren
uber Unterkorpern.

(5) Die Wegealgebral = k() ist halbeinfach genau dann, wenn die Menge der Pfeile,
Q1, leer ist.

5.2 Theorem(Satz von Maschke)
SeiG eine endliche Gruppé; ein Korper der Charakteristik mit p = 0 oderp 1 ord (G).
Dann istkG eine halbeinfaché-Algebra.

5.3 Theorem(Satz von Weierstrass und Dedekind)
Sei A eine kommutative halbeinfacleAlgebra. Dann gibt es Korpererweiterungan: - - | k,,
vonk,sodassA ~ k; @ --- @ k, (alsk-Algebra).

5.4 Theorem(Satz von Wedderburn und Artin)
Die endlich-dimensionalen halbeinfachgsAlgebren sind, bis auf Isomorphie, genau die
Algebren von der Form

l
A~ @Mat(ni X ng, D;)
=1
far naturliche Zahlen, ny, - - - ,n; und endlich-dimensionale Schiefkorpgr, O k. Die-
se Zerlegung vo ist eindeutig bis auf die Reihenfolge und Isomorphie Berd.h. die
Zahlenl, ny, ..., n; und die Schiefkorpeb;, ..., D; sind durchA bestimmt.A hat bis auf
Isomorphie genau die einfachen Modudin - - - |, S; mit

D;
Si = ( ) R WObeiEHdA(SZ‘) = D;)p, dlmDISZ =n;, dimgS; = n; - [Dz : k’]
D,

ng

5.5 Definition Sei A eine Algebra.

Ein Element € A heit Idempotents ¢ = e.

Idempotente: und f heil3en orthogonal= ef = fe = 0.

Ein Idempotent # 0 heil3t primitiv. < e lasst sich nicht als Summe= > e; mehrerer
paarweise orthogonaler Idempotefe0) schreiben.

Ein Idempotent hei3t zentral< e € Z(A) = {a € A: ab = ba Vb € A}.

e heil3t zentral-primitiy falls es zentral ist und nicht in eine orthogonale Summetrakay
Idempotente zerlegt werden kann.
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5.6 Proposition

Sei A eine Algebra. Die Zerlegungen vohin eine direkte Summel = @!_, A; (A; zwei-
seitige ldeale und selbst Algebren) entsprechen bijeldivderlegungen des Einselements
1= Zlizl e; (mit e; zentrale, paarweise orthogonale ldempotente).

Unzerlegbare AlgebreA; entsprechen dabei genau zentral-primitiven Elemesiten

Je zwei solche Zerlegungen haben eine gemeinsame VetfegdBei der eindeutigen fein-
sten Zerlegung sind alle zentral-primitiv. Insbesondere gibt es genau eine Zerlggu=

> . € in zentral-primitive Idempotente.

Beispiel: Fur A halbeinfach= @!_, Mat(n; x n;, D;) ist das genau die Zerlegung in 5.4, die
e; sind diel 4.

66. Kompositionsreihen

Sei A einek-Algebra, M ein A-Modul. Betrachte Kette@ Cc M; Cc My C ... C M, =M
von Teilmoduln mit einfachen Faktoré¥l; , /M.

Beispiele:
(1) M = 57 @ S, halbeinfach. Dann sind € S; € M und0 C S, C M verschiedene
Ketten, aber mit denselben Faktoren, bis auf Anordnung sachorphie.

(2) M = S @& S halbeinfach. Dieser Modul hat viele solche KettenZz S & 0 C M,
0C0®SCM,0C(A\u)SC M,wobei(\ n) € kdkund# (0,0), (A, u)S =
{(As, us) : s € S} istein Teilmodul von\/ und isomorph z.§.

(3) A = k[z]/(z") und M = A.Dannist0 C (z"') C (2"?) C...C (z) C A
eine Kette, deren Faktoren alle isomorph sind zu dem einzggachenA-Modul

S = [z]/(x). Der halbeinfache Modui™ hat naturlich auch eine Kette mit denselben
Faktoren.

(4) A = kQ Kronecker Algebra mit) = (- = -). Alle darstellungenV/(\) = k =} k
mit A € k (unendlich viele, wenrk unendlich ist!) haberb; als Teilmodul mit
QuotientS;. Also haben all diese Moduln eine Kefie— S, C M (A) mit denselben
FaktorenS; und.S;.

Moduln sind also im Allgemeinen durch ihre einfachen Fadmtonicht bestimmt.

6.1 Definition
Sei M ein A-Modul. Eine endliche Kette von Teilmoduln

O=MyCcMiCMyC---CM,=M

mit M, 1 /M; einfach furi = 0, ..., n—1, heit Kompositionsreiheder Jordan-Holder-Reihe
von M. Die einfachen Modulrt' ~ M, /M, heiRen Kompositionsfaktoreron ). Die
Multiplizitat (oder Vielfachheitvon S ist die Anzahl der Indizes mit S ~ M, /M,. Die
Summel(M) dieser Multiplizitaten heif3t die (Komposition-)Langen M.

Beispid:
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1) M = 6p., Sf halbeinfach. Dann ha$; Vielfachheit/;. Die Lange vonM ist

(2) M = k[z]/(«™). Dannist/(M) = n = die Vielfachheit vonS = k[z]/(z).

6.2 Theorem(Satz von Jordan und Holder)

Seien0 Cc M; C ---C M, = Mund0 C N; C --- C N, = M Kompositionsreihen von
M. Dann giltn = [ und die Kompositionsfaktoren und deren Vielfachheitemsien (bis
auf Anordnung und Isomorphie) tberein.

Bezeichnung: Die Multiplizitat des einfachen ModulS in einer Kompositionsreihe voh/
wird mit [A/ : S] bezeichnet.

Bemerkung: Theorem 6.2 gilt nicht fur unendlich-dimensionale Modwam Beispiel:A =
k[z] und M = A. Fur jedes\ € k, hatM eine Kompositionsreihe

A=D>2>@E-ND((z-N)D(z—=N*)D...

wobei der einfached-Modul S = k[z]/(x — A\) unendlich oft als Faktor vorkommt, und
es sonst keine einfachen Faktoren gibt. Wen# 1, dann giltS, 2 S,,. Also gibt es keine
Eindeutigkeit der Vielfachheit.

§7. Zerlegungen und projektive Moduln

7.1 Proposition

Die Zerlegungen des regularen Moduls= @, F; von Linksmoduln entsprechen bijektiv
den Zerlegungem, = &;e; in paarweise orthogonale Idempotente. Dabeigile Ae; =
Im(e;). Unzerlegbare Moduln entsprechen primitiven Idempotente

7.2 Theorem
Sei M ein A-Modul undE := Hom 4 (M, M) sein Endomorphismenring. Dann existiert ei-

ne bijektive Zuordnund M = M; @ --- @ M,, Zerlegung in direkte Summand]en£>
{1g = e; +- - - +e,, Zerlegung in paarweise orthogonale Idempotgritmzerlegbare Sum-
manden)/; entsprechen primitiven Idempotenten= 1,,,. M ist unzerlegbar= 0 und 1
sind die einzigen Idempotente it < 15 ist ein primitives Idempotent.

7.3 Lemma

Sei I ein nilpotentes Ideal i, u € A mitu? —u € I, d.h.u? = u € A/I. Dann existiert
e=¢e>e Amitu —e € I,d.h.u = ein A/I. Insbesondere gibt es fur jedes Idempotent
f € A/rad(A) ein ldempotent € A mite = f.

(Idempotente i lassen sich zu Idempotentendnhochheben.)

7.4 Definition
Ein A-Modul P heisst projektiv< In € N : P istisomorph zu einem direkten Summanden
VONA" =A@ --- D A.

————

n

13



(vgl. M halbeinfach ist<= M ist isomorph zu einem direkten Summanden vbnfir
einn € N.)

Beispiele:
(1) Der regulare ModuM ist immer projektiv.
(2) Seie = ¢* € A.Danniistly = e+ (1 —e)undA = A, ® A(1 — e). Also ist Ae
projektiv.
(3) SeiA = kQ°?. Dann istly = @®;ecq,e; UNAd A = B, Aei. Py = Ae; ist projektiv
und hat Basiqalle Wege, die in beginnen.

7.5 Proposition
(a) SeiP projektiv, f : M — N ein surjektiverA-Modulhomomorphismus ung: P — N
irgendeinA-Modulhomomorphismus. Dann existiérte Hom 4 (P, M) mitg = f o h.

P

s/
3n
%

M—f>N—>0

(b) Sei P ein A-Modul, so dass gilty M, N, V f € Homa(M, N), f surjektiv,V g €
Homy (P, N), 3 h € Homy (P, M) mit g = f o h. Dann istP projektiv.

Also charakterisiert die Liftungseigenschatft die projet Moduln.

Beispiel: Seid = kQ°° mitQ = 1 = 2. Mit dieser Charakterisierung kann man nachpriifen,
dass der einfache Mod@l, = 0 — k projektiv ist, und das$; = £ — 0 nicht projektiv

ist, da ein surjektiverd-Modulhomomorphismugk H, k) — S; existiert, abedds, nicht
hochgehoben werden kann.

7.6 Theorem
(a) Fur projektiveA-Moduln P und @ gilt:

P~Q < P:=P/radP ~ Q/radQ =: Q.
(b) Die AbbildungP — P/radP definiert eine Bijektion

{projektive A-Moduln} /.. £} {halbeinfached-Moduln} /..

Dabei entsprechen unzerlegbare projektive Moduln demaein@h Moduln. Es gibt also eine
Bijektion zwischen Isomorphieklassen unzerlegbarergktojer Moduln und Isomorphie-
klassen einfacher Moduln.

(c)SeienP = P& ... 8 P, = Q1@ ... ® Q) zwei Zerlegungen voi projektiv in unzer-
legbare Moduln. Dann giltz = [ und P; ~ @; (bis auf Anordnung).

7.7 Korollar
Seienl = e, +...4+¢, = f1 + ...+ f; Zerlegungen vori 4 in paarweise orthogonale

primitive Idempotente. Dann gilt = [ und es gibt ein invertierbares Element A, so dass
14



nach Umordnung giltf; = a~e;a fur alleq.

7.8 Theorem(Satz von Krull, Remak und Schmidt)
SeienM =M, & ... M, = N, ®...% N, zwei Zerlegungen in direkte Summen unzer-
legbarer Moduln. Dann gilt = [ und, nach Umordnungy/; ~ N;.

8. Darstellungen von Kochern und quadratische Formen

8.1 Definition
Eine AlgebraA hat endlichen Darstellungstyyst darstellungsendlichjvenn es bis auf Iso-
morphie nur endlich viele unzerlegbafdeModuln gibt.

Beispiel: Die Wegealgebren der Koch¢) = -, Q = - — -, Q = - — - — - und
Q) = - — - «+ - sind darstellungsendlich.

8.2 Definition
Sei(V;, ¢a)icq,, aco, €ine Darstellung eines Kochepsiiberk. Der Dimensionsvektatim
ist der Vektor(dimV;);cq, -

Bemerkung: Im Allgemeinen sind die Darstellungen durch ihre Dimensi@ktoren nicht
bestimmt. Beispiel: Der Kronecker-Koché} = - = - hat unzerlegbare Darstellungen
M) =k =) k(A € k). When\ # pist, ist M()\) nicht isomorph zuM (11). Aber
sie haben denselben Dimensionsvekion ).

8.3 Lemma

Seidimk@ < oo, V = (V;, ¢,) eine Darstellung vo&@). Dann giltdim V' = ([V : Si])icq,.
d.h. die Eintrage des Dimensionsvektors sind die Komjposmultiplizitaten der einfachen
Moduln S; in V.

8.4 Definition
Sei () ein nicht orientierter Graph mjt)y| = n. Furi,j € Qo seid;; = d;; := § { Kanten
i—jhund(—,—) : Z" x Z" — Z die symmetrische Bilinearform mit

_dij7 forq 7£]
(€i,€5) = S
2—2d“, fur ¢ =

(wobeie; = | 1 | < i) undq : Z" — Z die quadratische Form mit

gle) =) al =) dyzi,

i=1 i<j
15



fure = (xq,...,2,) € Z".
Beispiel: Q = 1—2—3. Dannisty(z) = x4+ 235 +22 — 1109 — 2023 flr v = (21, 19, 23) € Z3.
Die symmetrische Bibliearforrf, —) ist positiv definit, und
dim V = (100), (010), (001), (2110), (011), (111)
fur vV unzerlegbar, sind die Losungen der Gleichyfig) = 1, z € N3,

8.5 Lemma
Furz,y € Z" mitn = |Qol, gilt: ¢(z) = 3(z,z) und(z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y).

Die Bilinearform(—, —) bestimmt also die quadratische Fogmand umgekehrt.

8.6 Definition
Die Menge der Wurzelmon () ist

A:={zx e Z"q(x) <1}

Ein Vektorx heil3t positive Wurzeffalls z € A undzx; > 0 (V i), undx # 0 (d.h. es existiert
i mit x; # 0).

8.7 Definition
Seiq : Z" — Z eine quadratische Form mit Bilinearforfs, —).

(a) Das Radikavongistrad, := {x € Z" : (z,—) =0, d.h.(z,y) =0, Vy € Z"}.
(b) ¢ heildt positiv definit< ¢(x) > 0, Vo € Z" — {0}.

(¢) ¢ heildt positiv-semidefinit= ¢(z) > 0, V = € Z™.

(d) Ein Vektorz € Z" heildt aufrichtig< z; #0, Vi=1,...,n.

Beispiel: SeiQ =1—-2— ... —(n—1) — n. Dann istq(z) Pl =S s =

= Zui=1"i
s (m1—30) L (o —23)* +. . 4 5 (Tp1 — )  + 522 > 0,undg(z) =0 < z=0.
Also q ist positiv definit.

Wir nennen@ zusammenhangendienn es fur alle, j € ), eine Folge von Kanten zwi-
schen; undj gibt.

8.8 Theorem

Fur einen zusammenhangenden Graphenit quadratischer Form gilt:

(a) ¢ positiv definit< @ ist ein Dynkindiagramm, das heil3t von der Foap, D,,, Eg, Er
oderFEsy :

A 1 2 3 n—1 n
n
D 1°\3 4 5 n—-1 =n
n
20/
o3
E, |

1 2 4 5 6
16
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By

(b) ¢ positiv semi-definit=> ¢ Dynkin oder Euklidisch (= erweitert Dynkin = affin), das heil3

A, e NG
AN .
Z)vn N e
yd .
L
B |
5 |
o : |

(jeweilsn + 1 Punkte, einer mehr als das entsprechende Dynkindiagramm)

In diesem Fall gilt jeweils3 § € Z", ¢ positiv, mitrad, = Zd.

1 1...1

1 1
An 1 e N 1

1 1 1...1 1
—~ 1 1
Dn N 2.2 2...2_ 2 e

1 1
Lg T2 3 2 1
T

Lr 1 2 3 4 3 71
Ly 2 4 1 5 4 3 71

§9 Spiegelungsfunktoren

9.1 Definition
Seia ein Kocher,;: € @, heil3t Quellewenn ani kein Pfeil endet, und Senkeenn an
17




kein Pfeil beginnt. Sei eine Quelle oder eine Senke, dannoi£ der Kocher, der au§
entsteht durch Umdrehen aller Pfeileian

/ a

S

/ /

No. N\
/ /

o; heil3t Spiegelungn.

9.2 Definition
Eine Anordnung, - - - , 4, von @, heisst zulassignvenn fur jedeg gilt: i; ist eine Senke in

O'Z‘j71 Ce O’ila.

9.3 Lemma
(1) Seiiy, ..., i, eine zulassige Anordnung. Dann st . . .o—il(a) = 5
(2) Eine zulassige Anordnung f'@ existiert genau dann, werﬁ keinen orientierten
Zyklus enthalt (d.h. genau fuhmka < 00).

9.4 Definition
Seia ein Kocher und € @, eine Senke. Der Spiegelungsfunktor

St kza-rep—> lcaia-rep

ist eine Zuordnung{ — S;"X von a-DarsteIIungen auzfria-Darstellungen und eine Zu-
ordnungf — S;" f von Modulhomomaorphismen in der folgenden Weise:

SeiX € Ka-rep, dannist” := S} X die ko—ia-Darstellung mit

X, furj#q
Ker(€D oear Xo) 2 X;) furj =i
t(a)=1
18
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Ya:{Xa furt(a) # i

Y: inkl @5(5)@1 s(B) m))(S(a) far t(Oz) =
t(B)=1

Seif : X — X’ ein Homomorphismus vo@-DarsteIIungen. Dannigt= S;"f: S X —
St X' definiert durch
fi furj#i
fS «@ . . .
Y — @QGQI Xs(a ( ) @QGQI s(a) fur] =1

t(a)=1 t(a)=1

g; =

Beispiel: Seia = 2 — 1. Dann istl eine Senke mibla = 2 < 1. Die unzerlegbaren
ka-Darstellungerﬁ) — k, k = kund0 — k werden durch den Spiegelungsfunkfr auf
kala-Darstellungerli] — 0,k « 0undk < k geschickt.

/
5/ \4

mit 1 eine Senke. Diéa-Darstellung

wird durch den Spiegelungsfunktsi auf diekala-Darstellung

\/
/\

geschickt. Insbesondere haben sov\ahals auchﬁa unendlich viele paarweise nichtiso-
morphe unzerlegbare Darstellungen.

19



9.5 Definition
Seia ein Kocher und € @, eine Quelle. Der Spiegelungsfunktor

S, kza-rep—> k(aia)-rep
ist eine Zuordnund( — S; X von Darstellungen und — S;” f von Homomorphismen:
SeiX € ka-rep, dannist’ := S; X die ko—ia-Darstellung mit

T Coker(X; M @ate,s(a):i X)) furj=i

v, — {Xa fur s(a) # 1

Einschrankung der Proj.
Yit) = Xi(a)

Y, furs(a)=1
Seif : X — X’ ein Homomorphismus iha-rep, dannisy := S; f definiert durch:

und fallsi = j so, dass das folgende Diagram kommutiert:

X — D Xyo —Y;

fit O l(fj) lgi

X, — DX, —V/

9.6 Theorem

Seia ein Kocher (ohne Schleifen und orientierte Zyklen¥ ), eine Quelle oder Senke,
k ein Korper. Dann definiere;” und S; zueinander inverse Bijektionedunzerlegbare
Darstellungen vora uberk, die nicht zuS(i) isomorph sind/ ~ < {unzerlegbare Dar-
stellungen vorarla Uberk, die nicht zuS(7) isomorph sindl/ ~.

Fur X # S(i) unzerlegbar giltdim S X = o;(dimX).

Insbesondere haben die Kbcl@rund aia dieselbe "Anzahl” von unzerlegbaren Darstel-
lungen Ubel, also auch denselben Darstellungstyp.

Dabei ist die "Spiegelungs; auf Dimensionsvektoren A" definiert durch
oi I — Znmitx s p — A&l o

(eieq)

(e; Einheitsvektor(—, —) obigie Bilinearform|e;, ¢;) = 2 — 2d;; = 2, da keine Schleifen).

Beispidl: Seia = 2 — 1. Dann schickt, : Z? — Z? die Vektorene; = (0,1), ex = (1,0)
und (1,1) nach—ey, (1,1) und(1,0). Also stimmt das mitS;" lberein (vgl. Beispiel nach
9.4).

9.7 Lemma
(a) Die FunktorenS;” und S; erfillen: ST(Id) = Id, SE(f o g) = SE(f) o SF(g) und
SEF(XPY)~SEHX) @ SE(Y).
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(b) Seii eine Senke. Dann existiert ein Modulhomomorphismus ('Meéehshomomorphis-
mus’)¢;(X) : S; S — X mit
Ide fur] 7& 1
(Lz'X)j = (SZ_S@—’—X)Z >~ Coker(Ker(@ a€Qq Xs(a) £> XZ) — @ae(o’iQ)l Xt(a))

t(a)=1 s(a)=1

~ Im(p) — X; furj =i

Dabei istCoker(¢;(x)) halbeinfach, genauer: eine direkte Summe von Kopien désakien
Moduls S(7).

(c) Seii eine Quelle. Dann existiert ein Modulhomomorphismus (@#eichshomomorphis-
mus’) m;(X) : X — S;7S;7 X mit
Idy;, furj #1
(miX); = 3 X = () = Ker(@acian = Coker(X; % @ ncr oo X))
~ (StS7X), furj=i

Dabei istKer(m; X) halbeinfach, genauer: eine direkte Summe von Kopien ddackien
Moduls S(7).

9.8 Lemma

Sei X eine Darstellung voha.

(a) Seii € Q, eine Senke. Dann gilk ~ S; S;" X @ Coker(1;X). Falls Coker(;X) = 0
gilt, dann istdimS;" X = o;(dim X).

(b) Seii € Qo eine Quelle. Dann gilX = S;S;7 X @ Ker(mX). FallsKer(m,X) = 0 gilt,
dannistdimS; X = o;(dimX).

9.9 Lemma
Seii € @y eine SenkeX eine unzerlegbare Darstellung v@n, dann sind die folgenden
Ausagen aquivalent:

(1) X # S(i)

(2) S;"X unzerlegbar (alse 0)

(B) SFX #£0

(4) S;SfX~X

(5) D ocar > X, ist surjektiv

t(a)=1
(6) 0;(dimX) >0
(7) dimS; X = o;(dimX)

AnalogeAquivalenzen gelten fiir Quelle.

9.10 Korollar:
SeienA = kal und B = kag endlich-dimensionale Wegealgebren mit demselben unori-

entierten Graphe®; = ()>. Dann habem und B denselben Darstellungstyp.
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Es gibt sogar eine Bijektion zwischen den Isomorphieklastss unzerlegbaren Darstellun-
gen.

610 Der Satz von Gabriel

Sei ) ein Diagramm. Dazu sind definiert eine Bilinearfofm, —) : Z" x Z" — 7Z mit
n = |Qo|, und eine quadratische For) (§8). Die Wurzeln vor) sind die Elemente von
A :={z € Z" : q(x) < 1}. Ein Wurzelz = (z;) heil3t positiv, wenr; > 0 for all ; und

x # 0.

10.1 Satz(Satz von Gabriel, 1972)
Seia ein zusammenhangender Kocher mit GrgpiDann gilt:
(2) ka hat endlichen Darstellungstyp—=- (@ ist ein Dynkin-Diagramm.
(2) Sei@ ein Dynkin-Diagramm. Dann liefert die Zuordnuxg— dim X eine Bijektion
{ unzerlegbaréra-Darstellunger} | ~ < {positive Wurzeln vory} / ~.

Insbesondere hangt diese kombinatiorische Beschreibiohg vom Grundkorpek ab und

auch nicht von der Orientierung V(ﬁ. Unzerlegbare Darestellungen sind durch ihre Di-
mensionvektoren eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt.

10.2 Proposition
Sei@ Dynkin oder Euklidisch. Dann gilt:

(1) Die Einheitsvektoren; sind Wurzeln.
(2)zeAyerad, = —z,2+y € A.
(3) € A=z >0o0derx < 0.

(4) Q Euklidisch= 34A, C A, Ag endlich, soda giltt € A = x = x¢+yo, 19 € Ao,
Yo € rad, (d.h.A = A, + rad, fur eine endliche Mengga).

(5) @ Dynkin = A endlich.

10.3 Lemma
(l) V:C,y SV/SS (Jf,y) = (O-Z(x)7o-l(y))
(2) Vo e Z" q(x) = q(oi(z)).
(3) = ist eine Wurzel= o,(x) ist auch eine Wurzel.

10.4 Korollar
Sei () Dynkin oder Euklidisches Diagramm, seieine positive Wurzel, so daf(x) nicht
positiv ist. Dann istr = e;.
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10.5 Definition
Sei () ein Kocher ohne Schleifen und orientierte Zyklen upd - - , i, eine zulassige An-
ordnung vory),. Die Coxeterfunktoreiibeziiglich dieser Anordnung) sind

Ct=8to...05: ka-rep—> kza-rep

und
C™=5;0...08 : ka-rep—> ka-rep
Die Abbildungc : Z" — Z" mit ¢(x) = 0;, o ... o 04, () heildst Coxetertransformation

Notation: furr € Z ist
(cHyr furr>0
C":=<X1Id furr=0
(C7)r furr<o0

10.6 Lemma
Die FunktorenC't undC'~ hangen nicht von der Wahl der zulassigen Anordnung ab.

10.7 Proposition
Seil, ..., n eine zulassige Anordnung. Dann gilt

(l) Vi : dl_mP(Z) =01 .. .ai,l(ei).
(2) Vi: P(i)~ S ...S_1(5(7)), wobeiS(i) Darstellung vorv; . . .ana ist.
(3) SeiX unzerlegbar. Dann gil+*X =0 < X ~ P(i) fureini € {1,...,n}.

Sei A einek-Algebra, undV ein A-Linksmodul. Der duale Vektorrau/* :=Homy, (M, k)

ist ein A-Rechtsmodul durckipa)(m) := p(am), fur ¢ € M*, a € Aundm € M. Ist

f: M — N ein A-Homomorphismus zwische#-Linksmoduln, dann isf* : N* — M*,

» — po f, ein A-Homomorphismus zwischefrRechtsmoduln. Wenf/ endliche Dimen-
sion hat, istM isomorph zuM **.

10.8 Definition
Ein A-Linksmodul heil3t injektiv <— VY M, N € A-mod,V f:0 —> M — N,V g :

M—1,3h:N—Imitg=rho f.

0—= M —=N
h
1
10.9 Lemma
Ein A-Linksmodull/ istinjektivgenau dann, wenh= P* fur einen projektivem-Rechtsmodul
P.
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Insbesondere hat bis auf Isomorphie genau = |()y| unzerlegbare injektive Moduln. Fur
i € Qo hat der injektive Modul (i) = (e;A)* als Basis alle Wege, die beenden. Wenri
eine Quelle ist, isf (i) gerade der einfache Modul7).

10.10 Proposition
Seil, ..., n eine zulassige Anordnung. Dann gilt:

(l) dl_m](l) =0pn... aHl(ei).
(2) I(i) ~ S\ ...S;,(S(i)) wobeiS(:) Darstellung vorv; . . .016.
(3) SeiX unzerlegbar. Dant'~" X =0« 3i: X ~ I(i).

10.11 Proposition
(1) Furjedes € Qo gilt: ¢(dimP(i)) = —dim/ (7).
(2) {dimP(i) : i € Qo} und{dim/(7) : i € Qo} sind zwei Basen VvoiZ"; c ist also
durch (a) festgelegt.
(3) Furz,y € Z" gilt: < dimP(i), x >= x; =< z,dimI (i) > Vi € Qo und< z,y >=

— < y,c(r) >=< ¢(z), c(y) > fur die Eulerform< —, — > von @ mit
< —, —> L' XL =1, < T,y >= Z T;Y; — Z Ts(a)Yt(a)-
1€Qo acQq

(4) Furz € 2" qilt: ¢(z) = x < x € radgq.
(5) Fur@ Dynkindiagrammg € Z" gilt: 3r > 0 so, dal¥"(x) nicht positiv ist.

§11 Aquivalenzen von Modulkategorien

Frage: Wann haben Algebrehund B dieselbe Dartellungstheorie?
Zwei Beispiele:A = B als AlgebrenA = k und B = Mat(n x n, k).

11.1 Definition

Eine KategorieC ist gegeben durch die folgenden Daten: Eine Klassé @mn Objekten
von C, eine Klasse Marf von Morphismen vort, wobei jeder Morphismug zu zwei Ob-
jekten X und Y gehort, f € Mor(X,Y) = Home¢(X,Y), so dal zuf : X — Y und
g : Y — Z eindeutig ein Morphismus : X — Z zugeordnet ist (die Kompositipalas
Produktg o f). Die Komposition ist assoziativf; o (f2 o f3) = (f1 o f2) o f3. Zu jedem
Objekt X gibt es einen Morphisnhy : X — X,sodalgiltlxyo f=f, Vf:Y — X und
g=golx,Vg: X =Y.

Bemerkungen:
(1) OkC und MoIC mussen keine Mengen sein.
(2) Die Morphismen mussen keine Abbildungen sein.
(3) 1x ist eindeutig: sei’y € Home(X, X) mit derselben Eigenschaft. Dann dilt =
1x o 1y = 1%. 1x heiBt Identitatuf X .
(4) Es muss kein Nullobjek®d existieren.
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Beispiele:

(1) Die leere Kategori€ = () mit ObC = () undMorC = 0.

(2) Die KategorieC = Sets aller Mengen: Objekte sind Mengémb( ist keine Men-
ge!), Morphismen sind Abbildungen zwischen Mengen, Konitpmsist die normale
Komposition von Abbildungen untly ist die identische Abbildung.

(3) Die KategorieC = k-Vect allerk-Vektorraume k ein fester Korper): Objekte sind
k-Vektorraume, und Morphismen sindlineare Abbildungen.

(4) Die Kategorie aller Gruppen: Objekte sind Gruppen, uraphiismen sind Grup-
penhomomorphismen. Hier gibt es kein Nullobjekt.

(5) SeiG eine Gruppe. Definiere eine Kategofige mit einem Objek{ G}, undMorC =
Hom¢({G},{G}) = G. Furg, h € G wird die Kompositiory o h € MorC durch die
Multiplikation gh € G definiert. Die Identiat isl;; = e, das Einselement vo@.
In diesem Beispiel sind Morphismen keine Abbildungen vomlyen, andererseits
ist alle Information Ubert7 in MorC enthalten, so da¥ und H sich unterscheiden
konnen.

(6) SeiA eineK-Algebra. Die Kategoriel-mod hat als Objekte alle endlich-dimensionalen

A-Moduln, und als Morphismem-Modulhomomorphismen. (Qb-mod ist keine
Menge.)

(7) Die Kategorie der offenen Teilmengen vigh mit stetige Abbildungen als Morphis-
men.

(8) Die Kategorie der differenzierbaren Varietaten mitedenzierbaren Abbildungen.

(9) Die Kategorie der algebraische Variataten mit polyradem Abbildungen.

11.2 Definition
Ein Morphismus X — Y in einer Kategori&€ heil3t Isomorphismus<—=- 3 Morphismus
g:Y > Xmitgof=1xundfog=1y.

11.3 Definition

SeienC und D Kategorien. Ein Funkto¥’ : C — D besteht aus zwei Abbildungdrt,, :
ObC — ObD UndFMor : MorC — MorD, so daBFM(,r(f X = Y) : FOb<X) — FOb(Y);
FM0r<1X> = 1F0b(X)a und FMor(g o f) = FMor(g) o FMor(f)a wenng o f definiert ist,
V£igX,Y.

Beispiele:
(1) Spiegelungsfunktoresi, S; : ka-rep—> ko—i(a)-rep.
(2) SeienGG und H Gruppen, und’; undCy die zugehorigen Kategorien mit einem Ob-
jekt. Ein FunktorF' : C; — Cy ist gegeben durch einen Gruppenhomomorphismus
G — H.
(3) Ein Algebrenhomomorphismus — B induziert einen FunktoB-mod— A-mod.
(4) Vergil3funktoren: A-mod— k-Vect, k-Vect — Sets.

11.4 Definition
Sei k ein Korper. Eine Kategorie heildtlinear, wenn fur alle ObjekteX,Y € ObC, die

MengeHom: (X, Y) ein k-Vektorraum ist, und die Kompositidrnbilinear ist, d.h.f o (g +
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h)= fog+foh,(f+g)oh= foh+goh,und(Af)og= fo(Ag) =A(fog),VAEE,
f,g,h € MorC so dafl3 die Komposition definiert ist.

SeienC und D k-lineare Kategorien. Ein Funktaf' : C — D heil3tk-linear, wenn gilt
F(f+9)=F(f)+ f(g9)undF(\f) = \F(f),V A€ kundf,g € MorC.

11.5 Definition

SeiC einek-lineare Kategorie), M, Ms, . .., M,, Objekte inC. M ist die direkte Summe
der M;, M = @&} M; : <= 3 Morphismen; : M; — M undp, : M — M; mit
pioti= 1y furi=1,...,n,pior; =0furi#j,undd " 1op; = ly.

Daraus folgtz; o p; sind paarweise orthogonale Idempotent&linmg (M, M).

Bemerkungen:
(1) Sei F : C — D ein k-lineares Funktor. Aus// = @I ,M; in C folgt (M) =
", F(M;)inD.
(2) Bei Modulkategorien heil3¥/ = @I, M; eigentlichM = & | M;, denn dieM; sind
isomorph zu Teilmoduln von/.

11.6 Definition
SeienA, B k-Algebren. Eink-VektorraumM heil3t A-B-Bimodul, 4 Mg, wenn M ein A-
Linksmodul undB-Rechtsmodul ist, so daf3
(am)b = a(mb), Vme M, a€ A, b€ B.
Beispiele:
(1) Die AlgebraA selbst ist einA- A-Bimodul, durch Links- und Rechtsmultiplikation.
Ebenso jedes zweiseitige Ideal vdn
(2) Ein A-Modul ist ein A-k-Bimodul.
(3) Ein A-Modul ist ein A- B-Bimodul mit B = End 4(M)°P, oder einer Teilalgebra da-
von.

11.7 Lemma
Sei M ein A-B-Bimodul. Dann istiom 4 (A, —) ein Funktor vonA-mod nachB-mod.

11.8 Definition
SeienC undD Kategorien. Seiett’, G : C — D Funktoren. Eine natirliche Transformation
n : F — G besteht aus Morphismen ip:

fur X € ObC, so dal3 das folgende Diagramm kommutiert

F(X) 2> G(X)
F(f)J/ lcm

FY) —=G(Y)
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fur f : X — Y in C. Die Funktorkategoridun(C, D) hat als Objekte die Funktoren
F : C — D und als Morphismen die naturliche Transformationen ziagscFunktoren. Ein
FunktorF : C — D ist eineAquivalenzvon Kategorien <= 3G : D — CmitGoF = 1,

in Fun(C,C) undFoG = 1p in Fun(D, D). Dann heil3e® undD aquivalentls Kategorien.

Beispiele:
(1) Vergleichshomomorphismen (vgl. Lemma 9.7) definieratiiiche Transformatio-
nen zwischerd;"S;” undId bzw. S; S;" undId.
(2) SeienG und H Gruppen. Dann sind die Kategori€p und Cy aquivalent <—-
G = H als Gruppen.

11.9 Definition

Sei A eine k-Algebra. Eine Folge.. — M, f;1> M; EN M;,; — ... von (endlich
oder unendlich vielenA-Moduln und A-Modulhomomorphismen heif3t exakienn gilt
Im(fi,l) = Ker(fl-), V1.

Eine exakte Folg®) — M; — M, — M3 — 0 heildt eine kurze exakte Folgeder
kurze exakte Sequen¥Venn M, = M; & Ms ist und die Abbildungen in der Folge die
Inklusion und die Projektion sind, heil3t die Folge zerfadlekurze exakte Sequenz.

11.10 Definition

In einer KategorieC heil3t f : X — Y ein MonomorphismuswennV¥ g, h : 7 — X,
fog= fohimpliziertg = h. Analog heil3tf ein Epimorphismuswenn¥ g, h : Y — Z,
go f=nho fimpliziertg = h.

In der Kategoried-mod gilt: f ist Monomorphismus<- f ist injektiv, undf ist Epimor-
phismus <= f ist surjektiv.

SeiF : C — D eineAquivalenz von Kategorien mit Inversei Dann giltHome(X,Y) =
Homp(F(X), F(Y)), durchf — F(f),fur X,Y € ObC. Daraus folgt;f ist Monomorphis-
mus=- F'(f) ist Monomorphismusf ist Epimorphismus=- F'(f) ist Epimorphismus.

Begriffe wie Kern, Cokern, Bild konnen kategoriell defiriiewerden (miissen aber nicht exi-
stieren).

11.11 Proposition )
Sei F : A-mod— B-mod eineAquivalenz von Kategorien. Dann gilt:

10— X 5 v % 7 - 0ist eine kurze exakte Sequenz vdaModuln <«

0 — F(X) £, F(Y) o, F(Z) — 0 ist eine kurze exakte Sequence vBn
Moduln.
(2) P € A-mod ist projektiv<—=- F(P) € B-mod ist projektiv.

11.12 Definition

Ein A-Modul P heil3t Progeneratdprojektiver Erzeuger) <= P ist projektivundv M €
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A-Mod,dnundf : P" — M.

11.13 Korollar
SeiA-mod= B-mod. Dann existiert ein Progenerat@rc B-mod mitA = Endg(P)°P.

11.14 Proposition
Sei P € B-mod. Der FunktoHomg(P, —) : B-mod — Endpg(P)°°-mod schickt exakte
Sequenzen auf exakte Sequenzes> P ist projektiv.

Ziel: Ein Progenerato in B-mod liefert eineAquivalenz vonB-mod nachA-mod mit
A = Endg(P)°P.

Seik ein Korper,U = k™ undV = k' zwei k-Vektorraume mit Basefu, } und{v,}. Setze
U ®; V := k™ mit Basisz;;, geschrieben alg; @ v;.

11.15 Proposition

U ®y; V erfullt die folgende universelle Eigenschaft, durch deeeendeutig (bis auf Iso-
morphie) bestimmt ist: Es existiert eirkebilineare Abbildungr : U x V — U ®; V,
m(z;,y;) = v; ® y;, so dal gilt: Sep : U x V' — W einek-bilineare Abbildung von Vek-
torraumen. Dann existiert eine eindeutige lineare Ahbilgh) : U ®, V' — W, so dal3 gilt
p=1or.

UxV i U,V

N A

w

11.16 Proposition

SeiA einek-Algebra. Sel/ € mod-A ein A-Rechtsmodul, un@é” € A-mod einA-Linksmodul.
SeilW = U®, V undW’ C W der Unterraum, der erzeugt ist von allen Elementen der Form
ra®Ry—zx®ay furz € U,y € V unda € A. Der Quotientenraurfi’/WW' heil3t Tensorprodukt
vonU undV (UberA) und wird mitU ® 4 V' bezeichnet.

Wie Hom4 (X, Y) tragtU ®4 V' im Allgemeinen keine naturlichd-Modulstruktur.

Beispiel: Seiene, f € A, dannisttA @4 Af =e(eA) @4 Af = e®4eAf,eAf. Das kann
verschwinden.

11.17 Proposition
SeiA einek-Algebra. Sel/ € mod-A ein A-Rechtsmodul, un@é” € A-mod einA-Linksmodul.
Sei W ein k-Vektorraum. Seip : U x V. — W einek-bilineare Abbildung, fur die gilt

o(za,y) = p(z,ay) furz € U,y € V unda € A. Dann existiert eine eindeutige lineare
28



Abbildungy : U @4 V — W mit o = ¢ o m:

™

UxV UaV
x %
W

Zusatzliche Struktur durch Bimoduln: I8f ein A-Rechtsmodul undV ein A-B-Bimodul,
dann istM ®4 N ein B-Rechtsmodul. Isfi/ ein C-A-Bimodul undN ein A-Linksmodul,
dannistM ® 4 N ein C-Linksmodul.

Wenn das Tensorprodukt definiert ist, dilft/ ®4 N) @ L= M ®4 (N ®p L).

11.18 Proposition

Zwei FunktorenF : C — D undG : D — C hei3en adjungierte Funktorefalls ein
natirlicher Isomorphismus

Homp(FX,Y) = Home (X, GY)
existiert furX € ObC undY € ObD.

11.19 Theorem
Fur M4, sNg, gL gibt es einen Isomorphismus

Hompg(M ®4 N, L) = Hom4 (M, Homg(N, L))

der einen naturlichen Isomorphismus liefert zwisclién- Homp(M ®4 —, L) undG =
Hom 4 (M, Homg(—, L)), d.h. fur jedenA- B-Bimodulhomomorphismug : N; — N, kom-
mutiert folgendes Diagramm:

Homp(M ®4 Ny, L) — Hom 4 (M, Homp (N, L))

F(f)l lG(f)
Homp(M ®4 Ny, L) — Hom (M, Homp(Ny, L))

Also ist das Tensorprodukt linksadjungiert zum Hom-Funkto

11.20 Proposition

(1) Die Sequens — M, %5 M, % M, von A-Moduln ist exakt <=

Hom 4 (N, f) Hom 4(N,g)
Ty T

0 — Homyu (N, M)
ist exakt fur alleA-Moduln .

Hom 4 (N, Ms) Hom 4 (N, M3)
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(2) M, L M, % M, — 0 von A-Moduln ist exakt <=

Hom 4 (g,N) Hom a (f,N)
E—— —_—

0 — Homy (Ms, N)
ist exakt fur alleA-Moduln V.

(3) Die Sequendi1,; i> M, 2 Ms — 0 ist exakt vonA-Rechtsmoduln<—>

Myos N 22 0 @0 N 29 v, N =0

ist exakt fur alleA-LinksmodulnN.

Hom 4 (M5, N) Hom 4 (M, N)

11.21 Theorem(Morita, 1958)
SeienA und B k-Algebren. Die Kategorierd-mod undB-mod sind aquivalent (als-lineare
Kategorien) <= 3 B-Progenerato mit Endg(P)° = A. Die Aquivalenz kann durch
die Funktoren
Homp (P, —) : B-mod— A-mod
P®4— : A-mod— B-mod
realisiert werden.

11.22 Korollar
Sei gB = &7 P, wobei P, die unzerlegbaren projektiveB-Moduln sind. SeiP =
»  Plimitl; > 1,V i, und seiAd = Endg(P)°. Dann gilt A-mod= B-mod.

A und B heil3en Morita-aquivalent<—= A-mod= B-mod.
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