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1 Algebren, Darstellungen, Moduln

Es sei k ein Korper. Alle betrachteten Ringe sind assoziativ und besitzen ein Einselement, welches
unter Ringhomomorphismen erhalten bleibt.

1.1 Definition Ein Ring A heifit k-Algebra, falls A ein Vektorraum iiber k ist und

A(ab) = (Aa)b = a(\b) fir alle a,b € Aund A € k.

Fiir einen Ring A sei Z(A) = {a € A: ab = ba fiir alle b € A} das Zentrum von A.

1.2 Lemma Fliir einen Ring A sind dquivalent.
(a) FEsist A eine k-Algebra.
(b) Es gibt einen Ringhomomorphismus a: k — Z(A).

Beweis. (1) = (2). Ist A eine k-Algebra, so definiere a: k — Z(A) durch (X)) = A - 14.
(2) = (1). Wir miissen eine mit der Ringstruktur kompatible k-Vektorraumstrukture auf A
definieren. Dazu definiere A - a := a(A)a fiir A € k und a € A. Dann ist A(ab) = a(N\)ab = (Aa)b
und A(ab) = a(N)ab = aa(A)b = a(Ab) fir a,b € Aund A € k, da Im(a) C Z(A). O
Beispiele o Esist A=k mit id: k — Z(A) = k eine k-Algebra.

o Fiirn >1ist A= M, (k) mit

a:k—Z(A), A— =\,
0 A

eine k-Algebra mit dimy(A) = n?. Beachte, dass wegen Z(A) = {\l, : A € k} die k-
Algebrastruktur auf A eindeutig bestimmt ist.

e Der Polynomring A = k[z] wird durch a: k — Z(A) = k[z], A — X zu einer k-Algebra.

Sei f(z) € A mit deg(f) > 1. Fiir A € k ist dann A + (f(z)) =: A # 0, also wird auch
A/(f(x)) zu einer k-Algebra durch a: k — A/(f(x)), A — A

Auf diese Weise erhalten wir beispielsweise die Q-Algebra Q(v/2) = Q[x]/(z? — 2).

e Fiir n > 1 erhalten wir die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen iiber k

durch a: k+— Z(A), X — A,.
e Sei G eine multiplikative geschriebene Gruppe. Sei V' der k-Vektorraum mit Basis G. Dann

ist fur v,w eV

v = Z Agg fastalle \y =0 und w= Z urh fast alle pp = 0.
geG heG
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Definiere eine Multiplikation auf V' durch

vow = (Z )\gg> : (Z ,uhh) = Z (Agien)(gh) = Z (Z )\g,uh) J-

geG heH g,heG JjEG \Jj=gh

Dann ist V eine k-Algebra. Das Einselement ist gegeben durch das neutrale Element e € G,
denn es ist

(Z )\gg> e= Z Ag(ge) = Z Agg = Z Ag(eg) =e (Z )\gg) :

9eG geqG geG geG geG
Wir schreiben kG = V.

1.3 Definition Die Gruppenalgebra kG einer Gruppe G iiber dem Korper k ist ein k-Vektorraum
mit Basis {g : ¢ € G}, die Multiplikation ist die lineare Fortsetzung der Gruppenmultiplikation.

Ein Kécher Q = (Qo, Q1) ist ein gerichteter Graph mit einer Menge von Punkten Q¢ und
gerichteten Kanten ()1, d.h. es gibt Abbildungen s,t: Q1 — Qo und wir sagen eine Kante a € Q1
geht von s(a) € Qo (source) nach t(«a) € Qo (target).

s(a) —*— t(a)
Ein Weg in @ der Lénge n > 1 ist eine sinnvolle Folge von Pfeilen (a1, ..., ay,), d.h. a; € Q1 mit
t(ar) = s(az), taz) = s(ag), .. ..
Im Folgenden sei @ ein Koécher mit |Qp| < oo, wobei wir hdufig auch |Q1]| < co voraussetzen

werden.

1.4 Definition Die Wegealgebra k() hat als k-Basis alle Wege der Lange n > 1 in @ und fir
jeden Punkt i € Qg einen sogenannten faulen Weg e; der Lange 0. Die Multiplikation ist die
k-lineare Fortsetzung der Hintereinanderausfithrung von Wegen, d.h.

O‘la"'aanyﬂla"'aﬁm t(an :551
(a1, ..., an) (B, Bm) = ( ) tan) = s(By)
0 t(an) # s(B1).
Beachte dass hierbei fiir faule Wege (aq,...,an)e; = (ai,...,ay) falls ¢(a,) = ¢ und 0 sonst,
analog ist e;(aq,...,an) = (au,...,ay) falls s(ay) = ¢ und 0 sonst.

Das Einselement in kQ ist gegeben durch 37, e; (hier ist [Qo| < oo notwendig), denn fiir
j € Qound o € Qq ist

(E 61') €; = E €i€j = €€ = €4

1€Qo 1€Q0

(Z ei) o (Z ei) Calo® = Z €i€s(a)® = €s(a)Cs(a) = -

1€Qo 1€Qo 1€Qo

Fiir Multiplikation von rechts ist die Rechnung analog.

Beispiel Sei @Q der Kocher mit 4 Punkten und 3 Kanten gegeben durch

Dann ist eine k-Basis von kQ gegeben durch {ej, eq, e3, €4, v, 5,7, af, ay}, also dimy (kQ) = 9.



1.5 Definition Ein Homomorphismus von k-Algebren ist ein Ringmorphismus ¢: A — B, der
auch k-linear ist. Es heifit ¢ Isomorphismus von k-Algebren, falls ¢ zusétzlich bijektiv ist.

Ist p: A — B ein Isomorphismus von k-Algebren, so auch sein Inverses p~': B — A.

Beispiele o Fiir jede k-Algebra A ist a: k — Z(A), A — X -14 ein Homomorphismus von
k-Algebren.

o Sei G :=7Z/2Z = {e, g} die zyklische Gruppe von Ordnung 2, d.h. e ist das Einselement und

g*> = e. Sei A := kG die Gruppenalgebra, d.h. A hat {e, g} als k-Basis, dimy(4) = 2 = |G]|.

Sei B :=k @ k die k-Algebra gegeben durch die direkte Summe als k-Vektorrdume, wobei
die Multiplikation komponentenweise definiert ist.

Definiere die lineare Abbildung

Fiir A\, pu, N, 1/ € k ist
e((Ae+ug)(Ne+p'g)) = (AN + pp)e + (A’ + pX)g)
= (AN + pp” + M+ pN N + pp” — A’ — p )
= A+ A= )N+ N =)
= ¢(Xe+ pg)p(X + 1g).
Somit ist ¢ ein k-Algebrenhomomorphismus.

Es sind (1,1) und (1,—1) in B genau dann linear unabhéngig, wenn 1 # —1, d.h. genau

dann, wenn char(k) # 2. In diesem Fall ist also ¢: kG — k @ k ein Algebrenisomorphismus.

Es bleibt der Fall char(k) = 2. Betrachte das Element u := e + g € A. Dann ist auch {e, u}
eine k-Basis von A.

Eswirdeu=ele+g) =e’+eg=e+g=uund gu=gle+g) =ge+g>=g+e=u.

Zudem ist u? = (e + g)? = €? + 2eg + g> = 2+ 29 = 0, allerdings u # 0.

Fiir ein Element 0 # (X, 1) € k@k gilt aber stets (A, )% = (A2, u?) # 0, also folgt A % kDk.

Sei C := k[z]/(2?). Dann sind A und C kommutative k-Algebren der Dimension 2.
Definiere die lineare Abbildung
Pv: A — C
e — 1¢
u — T

Fiir A\, pu, N, i/ € k ist
V(e + pu)(Ne + p'u)) = (AN e + (A + pX\)u)
=\Wle+ M\ + pXN)z
= (Mc¢ + pz)(Ne + p'z)
=P (Xe + pu)p(Ne + p'u).
Somit ist 1) ein k-Algebrenhomomorphismus. SchlieBlich ist {1, 2} eine k-Basis, somit ist
: kG — k[z]/(2?) sogar ein k-Algebrenisomorphismus.

Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass fiir G = Z/2Z = {e, g} und einen Korper k

G~ kok char(k) # 2
k[z]/(x?) char(k) = 2.

19.10.2016



e Sei @ der Kocher mit 3 Punkten und 2 Kanten gegeben durch

Qz(l @ _,o9_ P 3).

Dann hat die Wegealgebra kQ die k-Basis {e1, e2, €3, , 5,af}, also dimg(kQ) = 6.
Sei

B =

o O
[
EE N

die k-Algebra der oberen 3 x 3-Dreiecksmatrizen.

Definiere eine lineare Abbildung ¢: A = k@ — B durch

1 00 0 00 0 00O
et~ 10 0 O eo—> 10 1 0 es— [0 0 O
0 00 0 00 0 01
010 0 00 0 01
a— |0 0 0 610 0 1 af— [0 0 0
0 00 0 00 0 00
Dies definiert einen k-Algebrenisomorphismus ¢: kQ — B.
Allgemein betrachte fiir n > 1 den Kocher
Qz(lLQ >n—1&>n>.

Dann ist die Wegealgebra kQ isomorph zur k-Algebra der oberen n x n-Dreiecksmatrizen.

kQ ~ :
O k nxn

1.6 Lemma Sei A eine k-Algebra, dimg(A) = n < co. Dann existiert ein injektiver Algebren-
homomorphismus p: A — B = M,(k).

Beweis. Sei B = Endg(A) ~ M, (k). Fir a € A definiere a,: A — A,b — ba. Zu zeigen ist
ag € B, d.h. a4 ist k-linear. Dazu ist fiir b,b1,bo € A und X € k

aa(bl + bg) = (bl + bg)a =bia + bsa = aa(bl) + Oéa(bg)
aq(Ab) = (Ab)a = A(ba) = Ao (b).

Somit ist «, € B fiir a € A. Nun zeige, dass ¢: A — B, a +— a4 ein k-Algebrenhomomorphismus
ist. Dazu ist fiir a,a1, a0 € Aund A € k firallebe A

gy +ay (b)) = blar + az) = bay + bag = ayg, (b) + g, ()
axg(b) = b(Aa) = A(ba) = Ao (D)
Qaqas (b) = b(a1a2) = (b&l)(lg = (O‘ala@)(b)'

Beachte die Konvention zur Komposition in Endy(A). Somit ist ¢ ein k-Algebrenhomomorphismus.
Fir a1, as € A folgt aus g, = Qq,, dass ag, (1) = ag,(1), also a; =1-a; = 1- a2 = ag. Also ist
@ injektiv. ]

1.7 Definition Sei A eine k-Algebra und V ein k-Vektorraum mit B = Endg (V). Eine Darstel-
lung von A auf V ist ein Homomorphismus von k-Algebren ¢: A — B. Die Darstellung heif3t
treu, falls ¢ injektiv ist.
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Nach Lemma 1.6 hat jede endlichdimensionale k-Algebra A eine treue Darstellung auf V = A,
gegeben durch ¢: A — Endg(A), a+— (b ba). Diese Darstellung heifit die reguldre Darstellung
von A.

1.8 Definition Seien ¢: A — Endg(V) und ¢: A — Endg(WW) Darstellungen von A. Ein
Homomorphismus von Darstellungen ist eine k-lineare Abbildung f: V' — W, sodass fir alle
v €V und a € A stets f(¢(a)(v)) = ¥(a)(f(v)), d.h. das folgende Diagramm kommutiert fiir
alle a € A.

i

Der Homomorphismus heifit Isomorphismus von Darstellungen, falls f ein Vektorraumisomor-
phismus ist. In diesem Fall ist auch f~!': W — V ein Isomorphismus von Darstellungen.

Beispiel Sei A=k und ¢: A — Endg(V) eine Darstellung von A, d.h. V ist ein k-Vektorraum.
Da ¢ ein k-Algebrenhomomorphismus ist, gilt

p(la) =idvy  (Ala) = Ap(la) = A-idy
fiir A € k. Doch dies ist gerade die k-Vektorraumstruktur auf V. Somit ist ein Isomorphismus
von Darstellungen von k gerade ein Isomorphismus von k-Vektorrdumen.

Ist dimg (V) = n, d.h. V ~ k™, so ist eine Darstellung von k auf k" gegeben durch

A 0
A=
0 A

Die darstellende Matrix ist in Blockdiagonalform mit Blécken der Grofle 1 x 1.

1.9 Definition Seien ¢: A — Endy(V) und ¢: A — Endg (W) Darstellungen von A. Dann ist

: pla) | 0
@@w.A%Endk(V@W),ai—)< 0 ¢(a)>

die direkte Summe der Darstellungen V und W. Firv € V, w € W und a € A gilt dann also
(e @) (v,w) = (p(v), Y(w)).

Eine Darstellung heifit zerlegbar, wenn sie isomorph zu einer direkten Summe von Darstellungen
ungleich 0 ist. Sonst heifit sie unzerlegbar.

e Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass nicht alle Darstellungen direkte Summen von
eindimensionalen Darstellungen sind (nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar).
o Es gibt Algebren, die keine eindimensionalen Darstellungen besitzen. Betrachte dazu

A = M, (k) und eine Darstellung ¢: A — B = End (V). Dann ist Kern(p) ein zweiseitiges
Ideal in A.

Proposition Fs ist A = M, (k) eine einfache Algebra, d.h. A hat aufler 0 und A keine
zweiseitigen Ideale.

Beweis. Sei I < A mit I # 0. Wir zeigen I = A. Dazu sei M = (m;;);; # 0 mit M € I.
Dann gibt es (4, j) mit m;; # 0. Es sei Ep, die Matrix mit 1 an der Stelle (p, ¢) und 0 sonst.

Dann ist E;ME;; = m;jE;; € I, also auch E;; € I. Zudem ist fir k,/ = 1,...,n nun
EyE;jEj = Ei € 1, d.h. I enthélt eine k-Basis von A, also I = A. O



Damit muss eine Darstellung ¢: A = M,,(k) - B = Endy (V) entweder 0 (d.h. V' = 0)
sein oder injektiv (also treu) sein, was jedoch n? = dimy(A) < dimg(B) = (dim(V))?
impliziert. Doch dann kann M,, (k) fiir n > 1 keine eindimensionalen Darstellungen besitzen.

Allgemein folgt aus der Existenz eines k-Algebrenhomomorphismus ¢: M, (k) — My(k)
aus ¢ # 0 also stets [ > n. Wir erhalten die kleinstmogliche Darstellung ungleich 0 durch
id: M, (k) — M, (k). Diese heifit die natirliche Darstellung von M, (k).

1.10 Proposition Sei A eine k-Algebra. Sei 14 = e1 + ... + e, eine Zerlegung von 14 als
Summe von paarweise orthogonalen Idempotenten, d.h. € = e; und eie; =0 firi # j.

Dann ist fiir jedes i =1,...,n eine Darstellung gegeben durch
it A — Endg(e;A) ={eja:a € A}, ar (pi(a): eb— e;ba)
und die direkte Summe p = 1 O ... D py, ist die regulire Darstellung von A.

Beispiele o Fir A = M, (k) ist eine Zerlegung in paarweise orthogonale Idempotente
gegeben durch

1 0 0 1 0 0 0 O 0 0 O 0
0 1 0 O 0 1 0 O
= + +...+
0 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 1
=:e1 =:€2 =ié€én
Dann ist
* * 2 o 2 0 0
0 0 :
€1A: . 762A: 0 0 ’ 5 enA_ ) )
. : : O * 0
0 0 0 .o i 0 * *

d.h. e; A ist die i-te Zeile in A, somit ist als Vektorrdume e; A ~ k™. Die Darstellung ¢; aus
Proposition 1.10 wirkt auf den Zeilenvektor durch Multiplikation mit einer Matrix von
rechts, d.h. ¢; ist isomorph zur natiirlichen Darstellung von M, (k).

Aus Proposition 1.10 folgt somit, dass fir A = M,,(k) die reguldre Darstellung eine direkte
Summe von n natiirlichen Darstellungen ist.

e Sei @) ein Kocher und betrachte die Wegealgebra A = kQ. Dann ist 14 = } ;. €i eine
Zerlegung in paarweise orthogonale Idempotente. Es ist

e; A = {Linearkombinationen von Wegen, die bei i € Qg starten}.

Sei nun ) der Kocher mit 4 Punkten und 3 Kanten gegeben durch

Dann ist

e1A = (e, a,aB,ay), esA= (e, ,7), e3A=(e3), esA= (es).



Beweis von 1.10. Seien ay,as € A und A\ € k. Dann zeigt
eia; + ejaz = ej(a; +az) und  Aeja; = e;j(Nay),

dass e; A ein Untervektorraum von A ist. Somit ist ¢;(a) € Endg(e; A) als Einschrankung der
reguldren Darstellung. Wir zeigen, dass A = @j—, ;A. Sei a € A. Dann ist

n
azlA‘a:(61+...+en)a:ela+...+ena€ZeiA.

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe direkt ist, also dass e;A N (ZZ’»L:LZ’# e@-A) = {0} fir

j=1,...,n. Seialso eja =}7I"; ;.;e;a fiir ein a € A. Dann ist
n n
eja = ej(eja) = e; Z eia | = Z eieja = 0.
i=1,i#j i=1,i#j

Also ist A = @], e;A. Nun gilt fur die regulidre Darstellung
pla):etb+...+eb=brba=eba+...+exba=pi(a)(erd)+ ...+ pn(a)(end).

Somit besitzt die darstellende Matrix von ¢(a) Blockdiagonalgestalt, also ¢ = DL ; ¢;. O

1.11 Definition Sei A eine k-Algebra. Ein A-Linksmodul M (Bezeichnung o M) ist ein k- 24.10.2016

Vektorraum mit einer Abbildung A x M — M, (a,m) — am (Linksoperation von A auf M),
sodass fiir all a,b € A, m,m1,my € M und \ € k gilt

(IL) 14-m=m
(2L)
(BL) (a+b)m = am +bm
(4L) (ab)m = a(bm)

(5L) (aA)m = A(am) = a(Am)
Analog ist ein A-Rechtsmodul M (Bezeichnung M 4) ein k-Vektorraum mit einer Abbildung

M x A — M, (m,a) — ma (Rechtsoperation von A auf M). Es gelten analoge Axiome (1R-5R)
fiir Rechtsmoduln, insbesondere fiir (4R) erhalten wir jedoch

a(my + mg) = amy + ams

Linksmodul: (ab)m = a(bm) d.h. erst b, dann a.
Rechtsmodul: m(ab) = (ma)b d.h. erst a, dann b.

Die restlichen Axiome sind inhaltlich identisch.

Wir schreiben M € A-Mod falls M ein A-Linksmodul ist, analog M € Mod-A falls M ein A-
Rechtsmodul ist. Ist M ein (iiber k) endlichdimensionaler A-Linksmodul, so schreibe M € A-mod,
analog schreiben wir M € mod-A, falls M ein endlichdimensionaler A-Rechtsmodul ist.

Sei A eine k-Algebra. Die entgegengesetzte Algebra A°P ist als k-Vektorraum gleich A, jedoch
mit Multiplikation a o b="> s Es ist A°P eine k-Algebra. Ist A kommutativ, so gilt A°P = A.
Schliefllich sind A°P-Linksmodul gleich A-Rechtsmoduln, also A°P-Mod = Mod-A.

1.12 Proposition FEs bezeichne D = Homy(—, k) die k-Dualitit. Sei M € A-Mod. Dann ist
D(M) € Mod-A mit fa: M — k, m — f(am) fir f € D(M), a € A und m € M.

Beweis. Wir weisen Axiom (4R) fiir D(M) nach. Dazu seien f € D(M), a,b € A und m € M.
Dann ist

(fa)b: m— (fa)(bm) = f(a(bm)) bzw. f(ab): m — f((ab)m).
Wegen M € A-Mod ist a(bm) = (ab)m, also folgt (fa)b = f(ab), d.h. D(M) € Mod-A. O



1.13 Definition Sei A eine k-Algebra und seien X, Y zwei A-Linksmoduln. Eine k-lineare
Abbildung f: X — Y heifit Homomorphismus von A-Linksmoduln falls f(az) = af(x) fir alle
a € Aund z € X. Bezeichnung: f € Hom4(X,Y) bzw. f € Homa(aX, 4Y).

Ein Homomorphismus von Moduln f heifit Modulisomorphismus, falls f bijektiv ist. Dann ist
auch f~! ein Modulisomorphismus.

Es ist Homy(X,Y) gerade der k-Vektorraum der k-linearen Abbildungen von X nach Y.

1.14 Lemma Seien X,Y € A-mod. Dann ist Homy(a X, 4Y) ~ Homa((DY)a,(DX)4) als
k-Vektorrdume.

Beweis. Sei f € Homa(aX, 4Y). Sei f*=Df: DY — DX die duale Abbildung gegeben durch
[*(p) = ¢@o f fiir ¢ € DY. Wir zeigen: f* ist ein Rechtsmodulhomomorphismus. Dazu ist fiir
peDY, xreXunda€ A

[ (pa)(@) = ((pa) o f)(x) = (va)(f(x)) = ¢(a(f(2)))

(f*(p)a)(z) = ((¢o fla)(z) = (¢ o f)lax) = ¢(f(ax)).
Da f ein Homomorphismus von A-Linksmoduln ist, gilt a(f(z)) = f(az) und f*: DY — DX
ist ein Homomorphismus von A-Rechtsmoduln. Nach Voraussetzung sind die Moduln X und

Y endlichdimensional tber k, somit ist die Abbildung f +— f* ein Isomorphismus von k-
Vektorrdumen (siehe lineare Algebra). O

Beachte, dass beim Anwenden der Dualitét sich die Kompositionsreihenfolge umkehrt.

f ) fr

X\z/gz s Dz —°¢ DY DX
f9 (fg)*=g* f*

1.15 Theorem Sei A eine k-Algebra.

(a) Sei ¢: A — Endi(V) eine Darstellung von A. Dann ist V ein A-Linksmodul durch
av := p(a)(v) fira € AundveV.

(b) Sei M ein A-Linksmodul. Dann ist p: A — Endg (M) mit o(a): m — am fir a € A eine
Darstellung von A.

(c) Seien ¢: A — Endg(V) und ¢: A — Endg(W) Darstellungen von A. Dann ist f: V — W
ein Homomorphismus von Darstellungen genau dann, wenn f Modulhomomorphismus ist.

Beweis. (a): Ist ¢ eine Darstellung, so ist V ein k-Vektorraum. Wir priifen die Modulaxiome
(1L-5L). Seien a,a;,as € A, v,v1,v3 € V und A € k. Dann ist

1av = p(14)(v) = idy (v) = v, da ¢ Alg.hom.
a(vy +v2) = @(a)(v1 +v2) = p(a)(v1) + ¢(a)(v2) = avy + ave, da ¢ € Endg (V)
(a1 + a2)v = (a1 + a2)(v) = p(a1)(v) + ¢(a2)(v) = a1v + agv, da pAlg.hom.
(ar1a2)v = p(araz)(v) = w(a1)(p(a2)v) = a1(agv), da pAlg.hom
a(Av) = p(a)(\v) = Ap(a)(v) = Aav), da ¢ € Endg (V)

Damit ist V ein A-Linksmodul.

(b): Ist M ein A-Linksmodul, so ist M ein k-Vektorraum. Sei a € A und ¢(a): m — am. Zu
zeigen ist: p(a) ist k-linear. Dazu seien m,my,mgo € M und X € k. Mit (2L) und (5L) folgt

p(a)(my +m2) = a(my +ma2) = amy + ama = p(a)(m1) + ¢(a)(m2)
p(a)(Am) = a(Am) = A(am) = Ap(a)(m)

10



Somit ist ¢(a) eine k-lineare Abbildung fur alle @ € A. Nun zeige, dass ¢: A — Endg(V)
ein k-Algebrenhomomorphismus ist. Dazu nutzen wir (1L), (3L), (4L) und (5L) fir m € M,
a,ai,a3 € Aund A € k

o(1)(m = idps(m)
p(ar + az)(m (a1 + a2) = aym + aam = ¢(a1)(m) + p(az)(m) = (p(a1) + (az))(m)
p(araz)(m) = (a1az)m = a1(azm) = p(a1)(p(az)(m)) = (p(a1)p(az))(m)
a)(

p(A (Aa)m = Aam) = Ap(a)(m)

Damit ist ¢: A — Endy(V') eine Darstellung von A.

(c): Sei f: V — W eine k-lineare Abbildung. Fiir alle a € A ist die Kommutativitit der folgenden
beiden Diagramme dquivalent.

) =
)=
)=
) =

m

V V V v—=av V

f Jf f f

W wH—aw W

Hom. von Darstellungen & Hom. von Linksmoduln

Dies folgt aus (a) und (b), da ¢(a)(v) = av fir v € V, bzw. ¥(a)(w) = aw fir w € W. O

Durch die nun hergestellte Beziehung zwischen Darstellungen und Moduln lassen sich Begriffe
vergleichen oder iibertragen.

Beispiel Wir betrachten direkte Summen. Seien dazu ¢: A — Endg (V) und ¢: A — Endg(W)
Darstellungen von A. Nach Definition 1.9 ist die direkte Summe von ¢ und v gegeben durch

, pla)| 0
<,0€B¢.A—>Endk(V€BW),ar—>< 0 ¢(a)>

Nach Theorem 1.15 sind nun V und W auch A-Linksmoduln. Doch dann ist auch die direkte
Vektorraumsumme V & W ein A-Linksmodul durch a(v,w) := (av,aw) fir a € A, v € V und
we W.

Daneben sind wegen a(v,w) = (av,aw) = (p(a)(v), ¥ (a)(w)) = (p & ¥)(a)(v,w) die Begriffe der
direkten Summe von Darstellungen und der direkten Summe von Linksmoduln &quivalent.
1.16 Definition Sei A eine k-Algebra und M ein A-Linksmodul.

Ein Untervektorraum U C M heifit Untermodul (oder Teilmodul) von M, falls am € M fir alle
ac€ Aund m e M.

Es heifit 0 #£ M einfacher Modul, falls 0 und M die einzigen Teilmoduln von M sind. Es heifit M
halbeinfach, falls M eine endliche direkte Summe von einfachen Moduln ist.

Ist U C M ein Untermodul von M, so ist auch der Quotientenvektorraum M /U ein A-Linksmodul,
genannt der Quotientenmodul. Hier ist die Operation von A gegeben durch a(m + U) := am + U
fir a € A und m € M. Dies ist wohldefiniert, da fir m; + U =mg + U € M/U gilt

ami +U =amgo +U < amy —amg € U < a(my —ma) € U,

jedoch ist a(m; —mg) € U da U C M ein Teilmodul ist.

Beispiele o Sei A := kG fiir eine endliche Gruppe G. Dann ist U = {A3 g : A € k} ein
eindimensionaler Untervektorraum von A.

11

10.2016



Fir h € G ist die Abbildung h - (—): G — G bijektiv, somit gilt fir h € G und \ € k

h(AZg) =AY hg=X) g

geG geG geG

Wegen dimy(U) = 1 ist U ein einfacher Untermodul von A.

Sei A = M, (k) fiir ein n > 1. Sei p: A = M, (k) — My(k) eine Darstellung von A. Aus
p # 0 folgt dann n < £ nach einem fritheren Beispiel.

Ist daher M ein A-Linksmodul, so folgt aus M # 0 stets dimg(M) > n. Sei k" der
natirliche A-Linksmodul zur natiirlichen Darstellung id: M, (k) — M, (k). Da k™ minimale
k-Dimension aller A-Linksmoduln ungleich 0 besitzt, ist £™ ein einfacher A-Linksmodul.

Weiterhin erhalten wir aus der Zerlegung 14 = e1 +...+e, mit e; = E;;, d.h. die Matrix, die
1 an der Stelle (¢,7) und 0 iiberall sonst besitzt, folgende Zerlegung von A als A-Linksmodul

AA=Ae;1 @ ... D Ae,

Es ist Ae; ein n-dimensionaler A-Linksmodul fiir alle ¢, also einfach. Somit ist 4 A ein
halbeinfacher Modul.

Wir zeigen nun: g4Ae; ~ gAes ~ ...~ gAe, als A-Linksmoduln.

Wir konstruieren einen Isomorphismus von A-Linksmoduln Ae; = AE;; i> AEj;; = Ae;j
durch
f: AEii — AEjj, alF;; — aEiiEij = (LEij = aEijEjj S AEjj

Es ist f ein A-Linksmodulhomomorphismus, da fir a,b € A
af(bEy) = a(bE;i Eij) = (abEy)Eij = f(abEy;).
Ebenso betrachte den A-Linksmodulhomomorphismus
g: AE;; — AEy;, aFjj — EjjE;; = aEj = albj By € AEy;.
Dann ist fiir a € A

(fog)(aEj;) = f(akj; Eji) = abj; EjiEij = aEj;
(go f)laEy) = g(aE;Eyj) = abyEijEj = aby;

Somit ist f ein Isomorphismus von A-Linksmoduln mit Inversem g.

Seien 4 X und 4Y zwei A-Linksmoduln und f € Homa(4X, 4Y). Dann ist Kern(f) C X
ein Untermodul von X und Im(f) ein Untermodul von Y.

Fir X, Y € A-Mod ist Hom4(X,Y") ein k-Vektorraum, aber im Allgemeinen kein A-Modul. Wie
kann man Hom4(X,Y’) zu einem Links- oder Rechtsmodul machen?

1.17 Definition Ein A-Bimodul X (Schreibweise 4X4) ist ein A-Linksmodul und auch ein
A-Rechtsmodul, sodass (ax)b = a(zb) fiir alle z € X und a,b € A.

Beispiel Es ist A ein A-Bimodul, da fiir z,a,b € A wegen Assoziativitit (ax)b = a(xb) gilt.

1.18 Proposition

(a) Ist X4 ein A-Bimodul und oY ein A-Linksmodul, so ist Homa(aX, AY') ein A-Linksmodul
durch af: x — f(xza) fir f € Homa(X,Y),a € A undz € X.

(b) Ist 4X ein A-Linksmodul und oY 4 ein A-Bimodul, so ist Hom4(4 X, 4Y) ein A-Rechtsmodul
durch fa: xz — f(x)a fir f € Homa(X,Y), a € A undz € X.

12



Beweis. (a): Wir zeigen, dass af ein A-Linksmodulhomomorphismus ist. Seien a,b € A und
z € X. Dann ist

(af)(bx) = f((br)a) = f(b(za)) = bf(za) = blaf)(x).

Nun zeigen wir, dass Hom4 (4 X, 4Y) damit ein A-Linksmodul ist. Seien dazu wieder a,b € A
und xz € X. Dann gilt

((ab)f)(x) = f(z(ab)) = f((xa)b) = (bf)(z) = a(bf)(x).

(b): Wir zeigen, dass fa ein A-Linksmodulhomomorphismus ist. Seien a,b € A und z € X. Dann
ist
(fa)(bx) = f(bz)a = (bf(x))a = b(f(x)a) = b(fa)(z).

Nun zeigen wir, dass Hom4(4 X, oY) damit ein A-Rechtsmodul ist. Seien dazu wieder a,b € A
und z € X. Dann gilt

(f(ab))(z) = f(z)(ab) = (f(z)a)b = ((fa)(x))b = ((fa)b)(z). 0
1.19 Proposition Sei 4Y ein A-Linksmodul. Dann ist
a: a(Homa(ad, 4Y)) = aY, [+ f(1)
ein Isomorphismus von A-Linksmoduln.

Beweis. Es ist a ein A-Linksmodulhomomorphismus, da fir a € A und f € Hom4(A,Y) gilt

aaf) = (af)(1) = f(1-a) = f(a) = fla-1) = af(1) = aa(f).
Es ist a surjektiv, da fiir y € Y die Abbildung f: A — Y definiert durch f(a) = ay ein
Homomorphismus von A-Linksmoduln ist mit a(f) = f(1) =1-y =y.
Es ist a injektiv, da a(f) = f(1) =0 fiir a € A stets f(a) = f(a-1) = af(1l) = a-0 = 0 impliziert,
also f =0. O
1.20 Proposition

(a) Sei oM ein A-Linksmodul. Sei E = Homg(aM, 4M) der Endomorphismenring von g M.
Dann ist M ein A-E-Bimodul.

(b) Seien 24X, AY € A-mod. Dann ist Hom4(X,Y") ein Ends(X)-End4(Y')-Bimodul.

Beweis. (a): Sei m € M und f € Enda(M). Definiere die E-Rechtsmodulstruktur auf M durch
mf:= f(m) € M. Fir f,g € Enda(M) ist dann

m(fg) = (fg)(m) = g(f(m)) = (mf)g.

Beachte hierbei wieder die Konvention zur Komposition von linearen Abbildungen. Die restlichen
Rechtsmodulaxiome iibertragen sich unmittelbar. Es ist nun M ein A-FE-Bimodul, da fir a € A,
m € M und f € Enda(M) gilt

(am)f = flam) = a(fm) = a(mf).

(b): Sei (p: X — Y) € Homa(X,Y). Fir (f: X — X) € Enda(X) definiere die End4(X)-
Linksmodulstruktur auf Hom 4 (X,Y’) durch Prékomposition mit f. Fiir (¢9: Y — YY) € End4(Y)
definiere die End4(Y)-Rechtsmodulstruktur auf Hom4(X,Y) durch Postkomposition mit g.

Die Bimoduleigenschaft folgt dann aus der Assoziativitdt der Komposition von Abbildungen,
also (f)g = f(pg)- O

13
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Bemerkung Wir vegleichen Proposition 1.20 (b) mit Proposition 1.18.

In Proposition 1.18 wird gezeigt, dass Homa (4 X, 4Y) ein A-A-Bimodul ist, falls X oder Y ein
A-A-Bimodul ist.

Ist nun beispielsweise X = 4 X 4 ein A-A-Bimodul, so erhalten wir den A-Linksmodulhomomorphismus

A— Endg(uX), a— (x+— za).

Nun ist die A-Operation auf Hom4(4 X, 4Y) aus Proposition 1.18 fiir ¢ € Hom4(X,Y) und
a € A gegeben durch
ap: x+— @(xa).

Nutzen wir nun oben angegebenen Homomorphismus A — End(X), a — f : (z — za), so liefert
die End 4(X)-Operation auf Hom4(X,Y") aus Proposition 1.20 die A-Operation

ap = fo: x = o(f(r)) = p(za).

Somit folgt Proposition 1.18 aus Proposition 1.20 (b). Im Allgemeinen ist jedoch End4(4X)
verschieden von A.
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2 Darstellungen von Kochern

Sei k ein Korper, @ = (Qo, Q1) ein Kocher mit |Qo| < oo und Einselement 1, = 37,0, €i-

Sei V' ein kQ-Rechtsmodul. Setze
V(’l) = V@i

fir i € Qo. Beachte 1 =37, €, e?

= ¢; und e;e; = 0 fiir ¢ # j. Damit ist fiir v € V:

v—’ul—v(z ei) = Z'Ueia

i€Qo i€Qo

d.h.es gilt V = 3",c0, V(i) Sei nun v € V(i) N 3, 15e0, V(4)- Wegen v € V(i) ist v = v'e; mit
v' € V. Dann ist aber ve; = v'e? = v'e; = v, also v = ve;. Wegen v € iz V(J) st v =32, ujey,
also gilt

JFi JFi J#1

Vv =ve; = (Zujej> e; :Zujejei :Zej'O:().

Also ist V = @, V(i)

Sei nun « € @ ein Pfeil in Q. Da a € k@, erhalten wir eine k-lineare Abbildung V' — V., v — va.
Sei s(a) =4 und t(a) = j. Dann ist o = e;ae; in kQ. Damit ist fiir ve, € V/(¢) fir £ € Qo

L#1q
(veg)or = (veg)(eiaej) = v(egei)ae; = {(()va)ej ¢ i i

Somit erhalten wir fiir jedes o € @)1 mit s(o) = ¢ und t(a) = j eine k-lineare Abbildung
Via): V(i) = V(j), v—va.

Also erhalten wir zu jedem kQ-Rechtsmodul k-Vektorraume V(i) fir jeden Punkt i € Qg und
k-lineare Abbildungen V' («) fiir jeden Pfeil a € Q1. Wir schreiben die Vektorrdume V(i) an die
Punkte des Kochers und die Abbildungen V' («) an die Pfeile des Kochers, zum Beispiel fiir den

Kocher

1 ,9_ 8 .3

schreiben wir fiir einen kQ-Rechtsmodul V' mit den obigen Konstruktionen

V(a) V(B)

V(1) V(2) V(3).

2.1 Definition Sei Q = (Qo, Q1) ein Kocher. Eine Darstellung des Kochers @ iiber einem
Korper k besteht aus zwei Zuordnungen

Qo>i —— V(i) € k-Mod
Q13 (a: s(a) = t(a)) —— (V(a): V(s(a)) = V(t(r))) k-linear.

Bezeichnung: V = ((V(%))icqo, (V(a))ac,) € kQ-Rep.
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Beispiel Fiir den Kocher

1—2 92 .3
erhalten wir Darstellungen iiber einem Korper k& durch
1
k——k —2— k h—2 sk —2— k

2.2 Proposition Fine Darstellung des Kochers Q 1iber k definiert genau einen kQ-Rechtsmodul.
Wir erhalten eine bijektive Zuordnung Mod-k(@Q < kQ-Rep.

Beweis. Sei V= ((V(i))icqo> (V(@))aco,) € kQ-Rep. Setze V = Dicq, V(i). Wir definieren
eine kQ-Rechtsmodulstruktur auf V.

Fiir faule Wege: Fir v =3 ;c0, vj mit vj € V(4) sei ve; := v;, d.h. Multiplikation mit e; ist die
Identitat auf V(i) und die Nullabbildung sonst.

Fiir Pfeile: Sei o € Q1. Fiir v = 3 e, vy mit v; € V(j) sel va = vy)V(a) € V(t(a)),
d.h. Multiplikation mit « ist die Abbildung V(a): V(s(a)) — V(t(a)) auf V(s(a)) und die
Nullabbildung sonst.

Fiir allgemeine Wege: Sei (a1,...,ay,) ein Weg in Q. Fiir v = > ..o, v; mit v; € V(j) sei
v(at, ..., 0n) = Uga) (V(ar) - V(an))) € V(t(an)), d.h. die Hintereinanderausfithrung der
Operation von Pfeilen.

Die Operation auf den Basiselementen wird linear fortgesetzt zu einer kQ-Rechtsoperation. [J

2.3 Definition Seien V = ((V(4))icqos (V(@))acq,) und W = (W (4))icq,: (W(a))aco,)
Darstellungen eines Kochers @) iiber einem Korper k.

Ein Homomorphismus von Kécherdarstellungen f: V — W besteht aus linearen Abbildungen
f(@): V(i) = W (i) fur alle i € Qo, sodass zV (o) f(t(a)) = zf(s(a))W () fir alle « € @1 und
z € V(s(a)), d.h. das folgende Diagramm kommutiert.

Vis(a)) V(t(a))
f(s ft(@)
W(s(a)) W@ W(t(a))

Es hei8t f Isomorphismus, falls f(i) ein Isomorphismus von k-Vektorrdumen ist fiir alle ¢ € Q.

Beispiele e Sei ) der Kocher mit einem Punkt und einem Pfeil.

1 Da

Sind V = (V(1),V(«)) und W = (W (1), W(«)) Darstellungen von @ iiber einem Korper k,
so ist ein Isomorphismus zwischen V und W gegeben durch einen k-linearen Isomorphismus
T: V(1) — W(1), sodass das folgende Diagramm kommutiert.

V() — s v

[ I

W) 2w



Somit gilt W(a) = T~V (a)T. Die kanonische rationale Form, bzw. die Jordansche Nor-
malform falls k£ algebraisch abgeschlossen ist, geben somit Normalformen fiir Darstellungen
von ().

Sei @ der Kécher mit zwei Punkten und einem Pfeil gegeben durch

1 —2— 2.

Sind wieder V' und W Darstellungen von @) iiber k, so ist ein Isomorphismus zwischen V' und
W gegeben durch zwei k-lineare Isomorphismen S: V(1) — W (1) und T: V(2) — W(2),
sodass das folgende Diagramm kommutiert.

v — v
S T
w1) 2 w2

Somit gilt W(a) = S~V (a)T. Der Gauf-Algorithmus liefert hier eine Normalform fiir
Darstellungen von @: Durch geeignete S und 7' kann V' (a) auf die Form

1 0 --- o 0
0

V() = 1 .
o --- .0

gebracht werden. Somit gibt es eine Basis B von V(1) und eine Basis C' von V(2), als auch
ganze Zahlen n,¢,m > 0 mit dim V(1) = n + £ und dim V(2) = n 4+ m, sodass gilt

V(a)

V(1) V(2)
by — ¢ ~k Lk firi=1,...,n
b — 0 ~k 250 firi=nt+l,...,n+0
G ~0-2k firi=n+1,...,n4+m

Damit ist jede Darstellung des Kochers @) eine direkte Summe von Darstellungen der Form

E—L1 ok E—250 0 Y k.

Da die zugehorigen kQ-Rechtsmoduln zu k 25 0 und 0 -2 k eindimensional iiber & sind,
sind diese beiden Darstellungen unzerlegbar.

Wire k — k zerlegbar, so muss k —— k = (k 2, 0) (0 2, k) gelten. Dann gibt es
A w € k\ {0}, sodass das folgende Diagramm kommutiert.

S E—

| . [

ke —— 00k

Da jedoch die untere Zeile 0 ist, kann dieses Diagramm nicht kommutieren. Also ist auch
k—k unzerlegbar.

Ergebnis: Der Kocher 1 —= 2 hat bis auf Isomorphie genau 3 verschiedene unzerlegbare
Darstellungen.
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Bemerkung Wir zeigen, dass Homomorphismen von Koécherdarstellungen genau den Homo-
morphismen von kQ-Rechtsmoduln entsprechen.

Dazu seien V = Dicg, V (i) und V= Dicg, W (i) zwei kQ-Rechtsmoduln, mit entsprechenden
Darstellungen V = ((V(4));, (V())a) und W = (W (4))i, (W())a)-

Ist nun f: V — W eine kQ-lineare Abbildung, so ist (ve;)f = (ve?)f = (ve;)fe; € V (i), d.h. wir
erhalten durch Einschrédnken k-lineare Abbildungen f(i): V(i) — V (i), sodass

Sei nun « € Q1 ein Pfeil in ). Nach Konstruktion ist die Kommutativitdt der folgenden beiden
Diagramme dquivalent.

—Q . V(o
V(i) — V() Vi) 2 v()
Jf(i) Jf(ﬂ) 1@ Jf(Z)
. —a . . W(a)
W(i) —*— W(j) W (i) —Ls W ()
Modulhom. & Hom. von Darstellungen

Die Aussage gilt analog fiir faule Wege e; fiir i € Q. Fiir Wege beachte, dass das folgende

Diagramum
Vi) — vi) 2 vik)
1) Jf(j) Jf(k)
W) —2 s wigy O g

auf Grund der Kommuativitat aller einzelnen Quadrate insgesamt kommutiert, wodurch die
Aquivalenz fiir die Wege auf die Aquivalenz fiir Pfeile zuriickgefithrt wird.

Beispiel Gegeben sei ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung in den Funktionen
x(t) = (z1(t), ..., zn(t)) mit konstanten Koeffizienten, d.h. es gibt Matrizen A und B und eine

Funktion f mit
dx
Axr+ B— = f.
x+ T f
Frage: Wie kénnen A und B vereinfacht werden? Gehe durch invertierbare Matrizen S und T

iiber zur Differentialgleichung

(SAT)= + (SBT)% .

Also gehe vom Paar (A, B) tber zu (SAT, SBT). Gesucht: Gemeinsame Normalform fiir das
Paar (A, B) von Matrizen gleicher Grofie.

o WEIERSTRASS 1867: Normalform fiir gewisse A, B (mit det(A + AB) # 0).
o KRONECKER 1890: allgemeine Losung.

Betrachte den Kroneckerkdcher
Q= ( 1 :;Z 2 ) :
Eine Darstellung V' von @ tiber k besteht aus zwei Vektorrdumen V(1) und V(2) und zwei linearen

Abbildungen V(1) 4B, V(2). Ist W eine weitere Darstellung von @), so ist ein Isomorphismus
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von V und W gegeben durch k-lineare Isomorphismen, d.h. invertierbare Matrizen, S und T,
sodass das folgende Diagramm kommutiert.

V(1) %; Ve V) —A L v V) —B v
Jsl JT -~ Jsl JT und Jsl JT
W(1) %; W) W) AT w(2) W(1) —SBL_, y(2)

Somit ist das oben beschriebene Normalformenproblem dquivalent zum Isomorphieproblem fiir
Darstellungen des Kroneckerkochers.

Wir bezeichnen die Wegealgebra k@) des Kroneckerkdchers als Kroneckeralgebra. Fiir die Dimension
von kQ gilt dim kQ = 4. Wir suchen eine treue Darstellung £Q < M, (k) mit kleinstem n.

e Fir n =1 kann aus Dimensionsgriinden keine treue Darstellung existieren.

o Fiir n = 2 gilt aus Dimensionsgriinden dann kQ ~ My(k). Es ist (o, 8)x ein echtes
zweiseitiges Ideal in k£Q. Doch ist Ma(k) einfach, hat also keine echten zweiseitigen Ideale

ungleich 0.
e Fiir n = 3 erhalten wir eine treue Darstellung durch
k k k k k k
kQ—— [0 k O|C |k k k]|,
AN
0 0 k k k k
wobei die Bilder der Basiselemente gegeben sind durch
1 00 0 00 010 0 0 1
er—~ [0 0 Of,ea—]0 1 O], a—= |0 O Of,B—10 0 0
0 00 0 01 0 00 0 00

Wir wollen Beispiele von Kocherdarstellungen des Kroneckerkéchers geben. Wir erhalten zwei
nichtisomorphe einfache (d.h. die entsprechenden kQ-Rechtsmoduln sind einfach) Kocherdarstel-

lungen durch
0 0

0 —k k—=0.

0 0
Damit sind bis auf Isomorphie alle einfachen kQ-Rechtsmoduln gegeben, da fiir eine Darstellung

V1) %; V(2)

fir V(2) # 0 stets 0 %& k einen Teilmodul liefert.
Ist hingegen V(2) = 0, so hat V(1) % 0 stets k %& 0 als Teilmodul.

Zu einer Darstellung V' von kQ sei dimV := (dim V' (4));ecq, der Dimensionsvektor von V.

Fir A\, u € k betrachte Darstellungen mit dimV = (1, 1) des Kroneckerkéchers gegeben durch
A

Angenommen, es seien auch s,t € k und a,b € k\ {0} liefern einen Isomorphismus von Darstel-

lungen
A

?g k
a Jb
—3

—

t

T/



Dann gilt as = Ab und at = ub, also wegen b # 0

()-2()

Somit sind die Darstellungen k #; kund k :j; k isomorph genau dann, wenn es ein ¢ € k\{0}

gibt mit (ﬁ) = c(f) Anders ausgedriickt, eine Parametermenge fiir Isomorphieklassen von

irreduziblen Darstellungen des Kroneckerkéchers mit Dimensionsvektor (1,1) ist durch die
projektive Gerade P!(k) gegeben. Eine “Normalform” erhalten wir fiir u € k durch

k#&k und k%;k

Beispiel Sei A die k-Algebra der oberen 3 x 3-Dreiecksmatrizen. Dann ist A ~ kQ mit dem

Kocher

Q:<1L>2L3).

Wir wollen die unzerlegbaren Darstellungen von @ iiber k bestimmen.

Betrachte die einfachen Darstellungen k 0% 0,0 k-2 0und 0 -2 0 %5 k. Diese
sind paarweise nicht isomorph, da zum Beispiel im folgenden Diagramm

=

keine vertikalen Isomorphismen in den ersten beiden Spalten existieren kénnen.

S =

Betrachte nun die Darstellungen & —— k& —— k, k — k —2» 0 und 0 > k& —— k. Wir
behaupten, dass diese Darstellungen unzerlegbar sind.

Angenommen, M = k L5 kL k wire zerlegbar. Dann gibt es XY 0 mit M ~ X @Y
und die Projektion M — X verkniipft mit der Inklusion X < M liefert einen Endomorphismus
p: M — M. Es ist Im(p) = X und wegen

2 M M M
\ /‘id \ /
X —F— X
ist p? = p. Also: Ist M zerlegbar, so gibt es p = p? € End(M) mit p # 0,id.

Wir zeigen nun, dass M unzerlegbar ist, indem wir zeigen, dass es kein solches p gegen kann. Ein
p € End(M) ist gegeben durch a, b, ¢ € k, sodass das folgende Diagramm kommutiert.

a c

b

T/

1
1
e

T =

.
1
—

™

Doch dann ist @ = b = ¢ und wegen p> = p also a = 0, 1, somit p = 0, id. Daher ist M
unzerlegbar.

Auf dhnliche Weise erhalten wir mit den drei einfachen Darstellungen von oben 6 unzerlegbare,
paarweise nicht isomorphe Darstellungen von @ iiber k.

Zeige nun: Jede unzerlegbare Darstellung von @ ist isomorph zu einer dieser 6 Darstellungen.
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V(a)

Dazu sei V = (V(l) V(2) Ve, V(3)> unzerlegbar

Erster Schritt: Angenommen, V(«) sei nicht injektiv. Dann ist Kern(V («)) # 0, also ist durch
V(1) ~ Kern(V(«)) @ X eine nicht triviale Zerlegung von V(1) als k-Vektorrdume gegeben.

Mit Inklusion Kern(V(a)) < V(1) und Projektion V(1) — Kern(V («)) erhalten wir das folgende

kommutative Diagramm.

U Kern(V(a)) i J(i
! 0 0
é v%) Y yg) YO y(3)
I | Jo Js
U Kern(V(a)) —2— 0 —2— 0

Esist fg = idy zudem gfgf = gf mit f injektiv und g surjektiv. Daher ist V' = U @ Kern(g) eine
Zerlegung von Darstellungen. Da U # 0 und V' unzerlegbar, ist U = V, daher V(2) =V (3) =0
und damit V(1) =k, also V ~ (k 20-% 0).

Analog: Ist V() nicht surjektiv, so ist 0 250 -2 k direkter Summand von V.

Zweiter Schritt: Angenommen, V («) ist injektiv und V(3) ist surjektiv.
Falls V(1) =0, so ist V = (O 2, V(2) V@, V(S)). Die Gaul-Normalform liefert, dass nun

02k k, 0 2k 250 0der 025 0 -2 & ein direkter Summand von V ist. Da V' jedoch
unzerlegbar ist, ist V' isomorph zu einer dieser 3 Darstellungen.

V(a)

Falls V(3) =0, soist V = (V(l) — V(2) 2, O). Wieder liefert die GauB-Normalform, dass

nun k — k-2 0, k o, 0 o, 0 oder O Ok 9y 0 ein direkter Summand von V ist. Da V'
jedoch unzerlegbar ist, ist V' isomorph zu einer dieser 3 Darstellungen.

Sei nun V(1) # 0 # V(3). Zeige: V =~ (k: SR AN k:)
Da V() injektiv ist, konnen wir V(1) C V(2) als Teilmenge entlang V' («) identifizieren.
Angenommen, V (3) ist nicht injektiv. Dann ist U := Kern(V (53)) # 0.

Vie) . V(B)

Zeige: V(1) N U —— U ——= 0 ist direkter Summand von V.

Dazu wéhle eine Basis von U N'V(1) und ergénze diese zu einer Basis von V(1), d.h. erhalte
V(1) =UNV(1) ® X. Nun ergénze die Basis von U N V(1) zu einer Basis von U und ergénze
diese Basis zu einer von V(2), d.h. V(2) =U @Y. Dann ist UNV(1) C U und X C Y. Insgesamt
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm.

0

Unv(1l) ———— U =Kemn(V(§)) ——

j j V(B)

0
[o
V) =UnV(1)e X =UqY —= V(3
0

V()
—

V(2) )

0

| |

Unv(l) U

Es folgt, dass U N V(1) M U %5 0 ein direkter Summand von V ist, im Widerspruch zu V
unzerlegbar.

Also ist U = 0 und V (3) ist ein Isomorphismus. Analog zeige, dass V(«) ein Isomorphismus ist.
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Damit erhalten wir das folgende kommutative Diagramm, in dem die vertikalen Homomorphismen
Isomorphismen sind.

Also ist V o~ (V(l) A, V(2) i, V(S)) und daher, da V(1) =V (2) =V(3) k" fir ein n € N
also

V:(k”&»k”ﬁ»k”):é(k—bk—%k).
=1

Da V unzerlegbar, ist also V ~ (k SR RN k:)

Analog kann gezeigt werden: Die unzerlegbaren Darstellungen von Kéchern der Form
®e— e — ... .—>e,

sind alle diinn, d.h. fiir alle j ist V(j) entweder k oder 0 und die linearen Abbildungen sind
entweder 0 oder 1.

Beispiel (n-Unterraumprobleme) Sei V ein k-Vektorraum und n € N mit ¢4,...,¢, € Ny.
Suche, bis auf Basiswechsel in V', Unterrdume Uy, ... ,U, von V mit dim U; = ¢; fiir alle j.
Fir dimV =2, alle {; = 1.

e n = 1: Eine Gerade in der Ebene.

e n = 2: Wir kénnen durch Basiswechsel die folgenden beiden Konfigurationen erreichen.

Us

U, =0,

e n = 3: Durch Basiswechsel erreichen wir, bis auf Umordnung, die folgenden drei Konfigura-
tionen.

Us

U3 U2

Ui =U; =U; Ui =Us

Im letzten Fall ordnen wir erst U; und Us wie gewiinscht an und nutzen dann eine

Basistransformation der Form (& 9) mit a,b # 0.

e n = 4: Hier gibt es unendliche viele verschiedene Konfigurationen. Beachte, dass 4 Geraden in
der Ebene genau 4 Punkten auf der projektiven Geraden entsprechen. Das Doppelverhéltnis
dieser 4 Punkte ist dann eine Invariante (Beweis mit Darstellungstheorie spéter).
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Wir suchen unzerlegbare Konfigurationen. Dabei heifle eine Konfiguration zerlegbar, d.h. es ist
VU1, U) = (VO 00 o) e (v oL o),

falls gilt
V=vOov®ud v;=0" oU? firall .

Nun betrachte den n-Unterraumkocher:

0
a1 Qn
5

Dieser hat Darstellungen der Form

Vo
V(ar) V(an)
V(ocg)
U1 U2 A

U,

welche wir mit V' bezeichnen wollen. Sei nun V' eine unzerlegbare Darstellung des n-Unterraumkochers.

Ist nun V' (aq) nicht injektiv, so ist

0
M \
0
(V(ar)) 0 0

ein direkter Summand von V. Da V unzerlegbar, ist V also isomorph zu

0
0 0
0
k 0 0,

d.h. V ist einfach. Analog fiir o;.

Kern

Insgesamt erhalten wir: Ist die Darstellung V' unzerlegbar, so ist V' einfach oder alle V' («;) sind
injektiv.
Im letzten Fall beschreibt V' aber eine Unterraumkonfiguration.

Weiterhin ist ein Isomorphismus von Darstellungen V) ~ V(2 durch einen Basiswechsel von
VD zu V) gegeben, der durch die Injektionen V(o) auf U](l) zZu U]@) einschrankt.

Daher sind alle Unterraumkonfigurationen gegeben durch die Isomorphieklassen unzerlegbarer
Darstellungen des n-Unterraumkochers abziiglich der einfachen Darstellungen fiir einen festen
Dimensionsvektor dim V' = (dim Vp, dim Uy, . ..,dim U,).

Die zuvor genannten Beispiele lassen sich nun einfach iibertragen.

e n = 1: Hier gibt es nur einen Isomorphietyp vom gewilinschten Dimensionsvektor, welcher
gegeben ist durch

Do

T
oS —r

k‘2
=
k
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e n = 2: Hier gibt es zwei Isomorphietypen.

k? k k k2 k k
/ \ o~ V\N @OT oder / '\ 21T @J
k k k k 0 k k k k
e n = 3: Hier gibt es drei Isomorphietypen.
k2 k k k2 k k
JIN = JIN @ el SN /N # ]
E kK kE k k 0 k. k kK k k k
? 1 K 0
oder /TN = ( % J w)
k kK L L k
Nun zu n = 4: Gesucht sind Konfigurationen von 4 Geraden in einer Ebene. Falls mindestens 16.11.2016

zwei Geraden lbereinstimmen, gibt es wie oben nur endlich viele Moglichkeiten. Wie bei n = 3
kénnen wir durch Basiswechsel die folgende Form erreichen:

k2 =1V,
(%) / \ (%)
(M) ()
k=U k=U, k=Us k=U,

Frage: Wie viele verschiedene Konfigurationen erhalten wir, wenn (3 ) variiert?

Seien k > «,3,7,0 # 0 und (& #) € GLa(k) gegeben, sodass diese einen Isomorphismus von
Darstellungen des 4-Unterraumkdchers wie oben bilden. Also kommutieren die folgenden vier

Diagramme.
o BD L L BD L, D, L, GD
(éﬁ [(%) (?ﬁ [(?) (%ﬁ %) (%ﬁ W(é)
k—2 sk k—L2 sk k—2 sk k—2 sk
Damit erhalten wir die folgenden Gleichungen.
(i Z) <(1)>:<(1]>a = (1;):(3) = z=0und p=«
B0)-C = G)-0) = e
a 0 1 1 « vy
GI0-0- - 60 - -
)

G566 = 6)=l)

Doch dann erzeugen (3 ) und () dieselbe Gerade, also kann die vierte Gerade nicht durch einen
Isomorphismus verdndert werden.
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Also ist eine “Normalform” fiir Darstellungen des 4-Unterraumkochers wie oben gegeben durch
()= (}) mit A € k oder () = (), d.h. die projektive Gerade P'(k) ist ein Parameterraum
fiir Konfigurationen von 4 Geraden in der Ebene.

Noch zu zeigen: Diese Konfigurationen sind unzerlegbar. Dazu bestimme den Endomorphismenring
dieser Darstellungen. Wie oben erhalten wir

P q\ _ ., (v O .
(m y)-’yld-(o ’Y) mit v € k.

Also ergibt sich End = k, d.h. die Darstellungen sind alle unzerlegbar.

2.4 Proposition Sei dimkQ < oo und Qo = {1,...,n}. Dann sind S(1),...,S5(n) bis auf
Isomorphie genau alle einfachen kQ-Moduln, wobei

560), = {k firj =i

0 sonst.

Jedes M € kQ-Rep mit M # 0 hat mindestens ein solches S(i) als Teilmodul.

Beweis. Sei M € kQ-Rep mit M # 0. Definiere den Trdger von M als

Supp(M) = {i € Qo : M(i) # 0.

Da dim kQ < oo besitzt @ keine zyklischen Wege und da M # 0 gibt es ein iy € Supp(M), von
dem kein Pfeil in ein j € Supp(M) weggeht.

Doch dann ist S(i) C M ein Teilmodul. Ist M nun einfach, so S(i) ~ M.
Zudem ist fiir i # j stets S(i) % S(j), da Hom(S(7),S(j)) = 0. O
Bemerkung Der Beweis zeigt zudem: Fiir ein beliebiges M € kQ-Rep mit M # 0 gibt es ein

i € Qo mit S(i) C M als Teilmodul. Ist nun M/S(i) # 0, so gibt es ein j € Qo mit S(j) C M/S(3)
usw.

Ist dim M < oo, so bricht dies irgendwann ab, d.h. M ist auf diese Weise “zusammengesetzt” aus
einfachen Moduln. Sei dim M = (dim M (4));eq, der Dimensionsvektor von M. Dann kommt in
dieser Reihe S(i) genau dim M (i)-mal vor.

Beispiele e Sei Q) = (1 %; 2) der Kroneckerkocher. Fiir verschiedene A € k erhalten wir

zueinander nicht isomorphe unzerlegbare Darstellungen durch

M) = (k % k)

Dann ist S(2) € M(A) ein Teilmodul und es gilt M/S(2 ( ) = S(1). Dabei
kommt A nicht vor, d.h. die einfachen Bausteine S(1) und S(2) allein bestimmen M (\)
nicht.

e Sei Q = (1 Da) der Kocher mit einem Punkt und einem Pfeil.

Dann ist fiir jedes A € k ein einfacher Modul gegeben durch S(\) = (k‘ :D)\ )

Dabei ist S(A) ~ S(p) genau dann, wenn A = p, denn ein Isomorphismus S(A) — S(u) ist
gegeben durch ein 0 # a € k, sodass das folgende Diagramm kommutiert

E—2 sk
k.

k—>
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3 Einfache Moduln und Radikale

Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra.

3.1 Proposition

(a) Sei S ein einfacher A-Linksmodul. Dann existiert ein surjektiver Modulhomomorphismus
©: AA — AS.

(b) Seip: 4A — AS ein surjektiver Modulhomomorphismus. Dann ist Kern(p) ein mazimales
Linksideal in A.

(c) Sei oI C 4A ein mazximales Linksideal. Dann ist S = A/I ein einfacher A-Modul.

Beweis. Zu (a): Nach Proposition 1.19 ist Hom (A, S) ~ S. Wahle 0 # = € S und definiere
einen Modulhomomorphismus f: A — S durch 1 — z.

Dann ist Im(f) C S ein Teilmodul mit Im(f) # 0. Da S einfach, ist also Im(f) = S und f ist
surjektiv.

Zu (b): Sei p: A — S surjektiv. Sei 4I = Kern(y) € 4X C 4A. Es ist p(u4X) C 45 ein
Teilmodul, also ist wegen S einfach

0, oder

p(aX) = {S ~ o(4),

Allerdings impliziert ¢(X) = 0 stets X C I = Kern(yp), doch ist I C X nach Voraussetzung. Also
ist p(X) = 5. Doch dann ergibt sich
A/ X =~ (A)Kern(p))/(X/ Kern(p)) =~ Im(p)/p(X) = 5/5 ~ 0,

also A = X.

Zu (c): Sei oI C 4 A ein maximales Linksideal. Sei 45 := g4A/al und sei p: A — S, a—»a+1
die Quotientenabbildung.

Zeige: S ist einfach. Sei 0 C 4 X C 4S. Da ¢ surjektiv, folgt
I=Kem(p) = '(0) S '(X) S !(5) = A.

Da nun I maximal in A ist, folgt ¢~ 1(X) = I oder ¢~!}(X) = A. Also ist

X =o(p (X)) =

0 fallsp Y(X)=1T
S falls o }(X) = A.

Damit ist S einfach. O

3.2 Theorem (Schurs Lemma) 21.11.2016

(a) Sei xS ein einfacher A-Modul. Dann ist End 4 (S) ein Schiefkorper (d.h. jedes 0 # ¢: S — S

ist invertierbar).

(b) Seien 4S8 und AT einfach. Dann gilt: Homa(4S, AT) #0< S ~T.
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Beweis. Zu (a): Sei ¢: S — S ein Linksmodulhomomorphismus. Es sind Im(¢) und Kern(yp)
Teilmoduln von S, d.h.

0 =¢=0 S =p=0
Im(p) = Kern(yp) = .
S = ¢ ist surjektiv 0 = ¢ ist injektiv

Damit ist ¢ = 0 oder ¢ ist bijektiv, also invertierbar.

Zu (b): Ist S ~ T, so ist wegen S # 0 stets Homy4 (S, T') # 0. Ist dagegen Hom 4(S,T") # 0, so
gibt es 0 # ¢ € Hom4(S,T'). Nach (a) ist dies aber ein Isomorphismus, also S ~ T O
Beispiel Sei A = k(Q eine Wegealgebra eines Kochers ) mit dimg A < oo.

Nach Proposition 2.4 sind die einfachen kQ-Moduln gegeben durch S(j) fir j € Qo, wobei S(j)
ein k an j und 0 sonst stehen hat.

Weiterhin ist A = @, €;A4, wobei e; = e? der Weg der Lénge 0 ab j ist. Dann ist eine Basis
von e;j A gegeben durch alle Wege, die in j starten.

Nun definiere einen surjektiven A-Modulhomomorphismus auf diesen Basiselementen durch
i ejA— S(j), ej =z #0, ej #a— 0.
Indem wir alle Basiselemente aus @;..;c, €i4 auf 0 abbilden, setzen wir ¢; zu einem surjektiven

A-Modulhomomorphismus ¢;: A — S(j) fort.

Sei nun A> := (Wege der Liange > 1) der k-lineare Aufspann der Wege von Léange grofier gleich
1in A. Dann ist der Kern von ¢;

Kern(gﬁj) = EjAzl &} @ e;A.
J#1€Qo
Nach Proposition 3.1 ist dies ein maximales Rechtsideal in A. Nun definiere den A-Modulhomomorphismus
1= (piicqe: A= P eid — P S30).
i€Qo 1€Q0
Dann ist auch ¢ surjektiv mit Kern(p) = A>q. Zudem ist

AfAs1 = P S(3)

1€Q0

Ale ﬂ (ejAZIEB @ GZA>

JEQo J#1€Qo
ist ein Schnitt von (gewissen) maximalen Rechtsidealen.

und

3.3 Definition Sei A eine (endlichdimensionale) Algebra. Das Jacobson-Radikal von A ist der
Durchschnitt aller maximalen Linksideale von A.

rad(A) == () af
AlCaA
maximales
Linksideal

Diese Definition funktioniert allgemein fiir Ringe, also Z-Algebren. Mit dem Lemma von Zorn
lasst sich die Existenz maximaler Linksideale zeigen.

Beispiele e Sei A =7 als Z-Algebra. Dann ist
rad(Z) = () (vZ) = (0),

p prim

insbesondere sind die einfachen Z-Moduln gegeben durch Z/pZ.
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o Sei A =k als k-Algebra. Dann gibt es keine echten Ideale ungleich (0) in A, also ist (0) ein
maximales Ideal und es ist rad(A4) = (0).

Insbesondere ist A/rad(A) = k einfach.
3.4 Proposition Fir a € A sind dquivalent.
(1) Es ist a € rad(A).
(2) Es liegt a im Schnitt aller maximalen Rechtsideale, also

a < m I4.

TACAx
mazimales
Rechtsideal

(8) Fir alleb e A gibt es ein c € A mit (1 —ab)c = ¢(1 —ab) = 1.
(4) Fiir alle b € A gibt es ein c € A mit (1 —ba)c=c(1 —ba) =1.
(5) Fir alleb e A gibt es ein c € A mit (1 —ab)c=1.
(6) Fir alleb e A gibt es ein ¢ € A mit ¢(1 —ba) = 1.

3.5 Korollar

(a) FEs ist
rad(A)= () al= [ Ia
AICAA ITACAa
maximales maximales
Linksideal Rechtsideal

(b) Es ist rad(A) ein zweiseitiges Ideal in A. Insbesondere ist A = A/rad(A) eine k-Algebra.

Beweis von Proposition 3.4. Wir zeigen (2) < (3) < (5). Analog ist dann auch (1) < (4) < (6).
Danach zeige (3) < (4).

Zu (2) = (5): Sei a im Schnitt aller maximalen Rechtsideale. Sei b € A. Zeige: 1 — ab hat ein
Rechtsinverses, d.h. ¢ € A mit (1 — ab)c = 1.

Angenommen, 1 — ab habe kein Rechtsinverses. Dann ist Jy := (1 — ab)A C A ein echtes
Rechtsideal. Also gibt es ein maximales Rechtsideal I4 O J4. Allerdings liegt a im Schnitt aller
maximalen Rechtsideale, also insbesondere a € 14, somit a € J4. Damit ist auch ab € J4. Nach
Definition ist 1 — ab € J4, aber dann ab + (1 — ab) =1 € Jy, also J4 = A, Widerspruch.

Zu (5) = (2): Sei a € A mit (5). Zeige: a ist im Schnitt aller maximalen Rechtsideale.

Angenommen, es gibt es maximales Rechtsideal T4 mit a ¢ I4. Dann ist I4 C I4 + aA, also
Igp+aA=A Alsogibtesx € I, und y € A mit 1 =z + ay. Doch dann hat x =1 —ay € 14 ein
Rechtsinverses (wéahle b = y), also ist Iy = A, Widerspruch.

Zu (3) = (5): Dies ist offensichtlich.

Zu (5) = (3): Sei a € A, sodass 1 — ab fiir alle b € A ein Rechtsinverses ¢ € A besitzt. Zeige:
Dann ist auch ¢(1 — ab) = 1.

Sei also b € A. Dann gibt es ¢ € A, sodass (1 — ab)c = ¢ — abc = 0. Sei d := (—bc). Dann ist
¢ =1—ad. Nach (5) gibt es e € A mit (1 — ad)e = 1, also ce = 1.

Doch dann ist e — ade = 1, also e = 1 + ade = 1 — abce = 1 — ab, also ¢(1 — ab) = 1.

Zu (3) = (4): Sei a € A mit b,c € A, sodass ¢(1 — ab) = (1 — ab)c = 1. Zeige: Dann hat auch
(1 — ba) ein Inverses.

Esist (1 —ab)c = ¢ — abc = 1, also

(1 —ba)(1+ beca) =1+ bea — ba — babca =1 —ba + b(c — abc)a =1 —ba+ba =1
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und ¢(1 — ab) = ¢ — cab =1, also
(14 bca)(1 —ba) =1+ bea — ba — bcaba =1 — ba + b(c — cab)a =1 — ba + ba = 1.
Der Beweis zu (4) = (3) ist analog. O

Beispiel Sei e =e? € A mit e # 0,1 ein Idempotent. Behauptung: e ¢ rad(A).
Es ist auch 1 — e ein Idempotent: (1 —€)? =1—-2c+e?=1—-2e+e=1+e.
Alsoist Ay =eAD (1 —e)A,denne+(1—e)=1,e(l—e)=e—e?>=c—e=0.
Falls e € rad(A), wihle a = e und b = e, dann ist ab = e = e.
Nach Proposition 3.4 ist also 1 — ab = 1 — e invertierbar. Also gibt es ¢ € A mit (1 —e)c =1,
alsoe=e-1=¢e(l —e)c=0-c=0, Widerspruch.
3.6 Korollar
(a) Fir A= A/rad(A) gilt rad(A) = 0.

(b) Sei I C A ein echtes zweiseitiges Ideal, welches nilpotent ist, d.h. es gelte I"™ = (0) fiir eine
natirliche Zahl n € N.

Dann ist I C rad(A).

Beweis. Zu (a): Angenommen, es gibt ein a mit 0 # rad(A) > a # 0, sodass a € A mit a ¢ rad(A4),
wobei a das Bild von a unter der Quotientenabbildung A - A = A/rad(A) ist.

Nach Proposition 3.4 gibt es ein b € A, sodass (1—ab) kein Linksinverses hat. Also ist A(1—ab) # A,

daher ist A(1 — ab) ein echtes Ideal in A, also enthalten in einem maximalen Linksideal I C A.

Sei I = I/rad(A). Dann ist A ein Ideal in A. Zudem ist

AJT ~ (A/rad(A))/(I/rad(A)) = A/T.
eEf;c/h

Es ist 1 —ab € I, also unter A — A auch 1 —ab € I. Da I # A, hat 1 — ab kein Linksinverses,
doch dann liegt @ nicht im Radikal von A, also @ ¢ rad(A), Widerspruch.

Zu (b): Sei I nilpotent. Dann gibt es ein n € N mit I™ = (0). Seien a € I und b € A. Zeige:
1 — ab hat ein Inverses. Es ist  := ab € I mit 2™ = 0 und

I-z)l+z+... 2" H=14+a+.. . +2" - —2" 12" =1
Also hat 1 — ab =1 — z ein Inverses, also ist a € rad(A). Daher ist I C rad(A). O
3.7 Definition Sei M ein A-Linksmodul. Der Annullator Anna(M) von M ist
Anny (M) :={a € A:am =0 fir alle m € M}.
3.8 Lemma FEs ist Anny (M) ein zweiseitiges Ideal von A.

Beweis. Seien a € Anng(M) und b € A. Zeige: ba € Anna(M) und ab € Anny(M).

Sei m € M. Es ist (ba)m = b(am) = 0 und (ab)m = a (bm) = 0. O
=0 eM

Beispiel Sei g/ ein Linksideal in A und M := A/I als A-Linksmodul. Was ist Ann4(A/I)?
SeizelTundy+I€ A/l. Dannist z(y+1)=zy+1=0+X < ay € I,

Allerdings ist I ein Linksideal, d.h. 2y muss nicht in I liegen, d.h. es ist I ¢ Anny(A/I) im
Allgemeinen. Falls I ein zweiseitiges Ideal ist, so gilt hingegen I C Anny4(A/I).
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Beispiel Sei A = M, (k) und betrachte das Linksideal

0 = *
I = : cA
0 = *
Dann ist
x 0 0
A/l = : :
* 0 -+ 0

ein treuer A-Modul, daher ist Anny(A/I) = {0}.

3.9 Proposition Seia € A. Dann gilt a € rad(A) genau dann, wenn a € Anny(S) fir jeden
einfachen A-Linksmodul S. Also gilt

rad(A4) = ﬂ Anny(S).

AS einfach

Damit folgt wieder, dass rad(A) ein zweiseitiges Ideal von A ist.

Beweis. Sei a € rad(A) und 4S5 einfach. Sei x € S mit x # 0. Zeige: az = 0, d.h. A(azx) = {0}.
Es ist A(ax) ein Teilmodul von S einfach. Ist also A(az) = {0}, so sind wir fertig.
Angenommen, es ist A(ax) = S. Dann gibt es ein b € A mit x = baz, d.h. (1 — ba)x = 0. Da
a € rad(A) gibt es ¢ € A mit ¢(1 — ba) = 1, also

0=c0=c(1—ba)r=1x =z,

im Widerspruch zu x # 0. Also ist A(ax) = 0.

Umgekehrt, sei a im Schnitt aller Annulatoren von einfachen Linksmoduln. Zeige: a € rad(A),
d.h. @ ist im Schnitt aller maximalen Linksideale.

Angenommen, es gibt ein maximales Linksideal 41 C 4A mit a ¢ I. Es ist aber 45 = A/I
einfach, daher a € Anny(S). Also ist ax =0 fiir alle z € A/T = S.

Insbesondere ist also a(1 +1) =a+ 1 =0, also a € I, im Widerspruch zu a ¢ I. ]

3.10 Definition Sei M ein A-Linksmodul. Das Radikal von M, bezeichnet mit rad(M), ist der
Durchschnitt aller maximalen Teilmoduln von M

rad(M)= (] N.
NCM
maximal

3.11 Proposition FEs ist
rad(M) = ﬂ Kern(p).

p: M—S
S einfach

Beweis. Es ist N C M maximal genau dann, wenn M /N einfach ist. ]

Beispiele o Ist M einfach, so gilt rad(M) = {0}.

o Ist M = 51 & Sy mit 51,59 einfach. Dann ist mit den Projektionen auf die beiden
Summanden

S1 = Kern(pa: M — S3) und Sy = Kern(p1: M — 51).

Also ist rad M C S1 N Se = {0}, also rad M = {0}.
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3.12 Theorem

(a) Sei M € A-mod. Dann ist rad(M) = {0} genau dann, wenn M halbeinfach ist, d.h. es gibt
eine Zerlegqung M ~ S1 @ ... D S, fir Si,...,S, einfach, eventuell mit Wiederholung.

(b) Es ist AA = A(A/rad(A)) halbeinfach und jeder einfache A-Modul 4S ist isomorph zu
einem direkten Summanden von 4 A.

(¢) Bis auf Isomorphie gibt es nur endlich viele einfache A-Moduln.
Beispiel Sei A = k(@ eine Wegealgebra mit dimg kQ < oo. Sei Qo = {1,...n}. Dann ist
A/Azl ~S51D...HS5,.
Da A>; nilpotent ist, folgt mit Korollar 3.6, dass A>; C rad(A) gilt.

Nach Theorem 3.12 enthilt A/rad(A) = A stets S; @ ... D S, als direkten Summanden. Damit
folgt aber rad(A) C A1, also ist
rad(A) = Azl.

Beweis von Theorem 3.12. Zu (a): Sei 4M ein Linksmodul mit rad(M) = {0}.

Zeige: M = 51 ® ... ® S, fir einfache Moduln 51,...,S,. Da dim M < oo, hat M einfache
Teilmoduln. Zeige also: Die einfachen Teilmoduln von M sind direkte Summanden.

Dazu sei S; C M einfach. Da rad(M) = {0} ist S1 ¢ rad(M). Also existiert ein p: M — T mit
p # 0 und T einfach, sodass S1 ¢ Kern(p). Betrachte

Sl i=incl. M p T
S e

Nach Schurs Lemma (Theorem 3.2) ist ip: S} — T also ein Isomorphismus.

.. ! — o (im)—1
Sl i=incl. M p’=p(ip) Sl
W

Damit ist M = S; @ Kern(p'). Ist nun Kern(p') = {0}, so sind wir fertig. Ist Kern(p') # {0},
so wihle einfachen Modul S C Kern(p') wie oben, usw. Da dimy M < oo, folgt damit, dass M
halbeinfach ist.

Sei umgekehrt M halbeinfach mit M = S1 & ... 8 S, und Sy, ..., S, einfach. Dann ist aber

rad(M) C ﬂ Kern(p;: S1®...® S, — S;) = {0},
i=1
also rad(M) = {0}.
Zu (b): Sei A = A/rad(A) und 45 einfach. Da rad(A4) C Anny(S) ist S auch ein einfacher
A-Modul. Umgekehrt ist jeder A-Modul auch ein A-Modul, also sind die einfachen A-Moduln
genau die einfachen A-Moduln.

Nach Korollar 3.6 ist rad(A) = 0, also gibt es nach (a) eine Zerlegung A = S1 @ ... ® S, in
einfache Moduln S;.

Ist nun 7T einfach, so gibt es eine surjektive Abbildung A =S; @ ...® S, — T. Doch dann gibt
es ein i, sodass sich die Abbildung einschrinkt zu einer Abbildung S; — T ungleich 0, welche
nach Schurs Lemma ein Isomorphismus ist.

Zu (c): Folgt unmittelbar aus (b), da dim A < oo. O
3.13 Lemma Fir X,Y € A-mod gilt
rad(X @Y) =rad(X) @ rad(Y).
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Beweis. Sei p: X @Y — S einfach mit p # 0. Schreibe p = (p1,p2) mit p;: X — S und
p2: Y — S,

Dann ist Kern(p;) € X ein maximaler Teilmodul von X und Kern(py) C Y ein maximaler
Teilmodul von Y. Also ist rad(X) C Kern(p;) und rad(Y’) C Kern(pz), also gilt

rad( X @Y) = ﬂ Kern(p) 2 ﬂ Kern(p1) ® Kern(ps) 2 rad(X) @ rad(Y).
p: XOY =S p: XOY =S

Fir die Gegenrichtung sei p: X — S mit p # 0 und S einfach. Dann ist (p,0): X @Y — S
auch ein A-Modulhomomorphismus, also ist rad(X) @ Y D rad(X @ Y). Analog erhalten wir
X@rad(Y) Drad(X @ Y). Also ist

rad(X) @ rad(Y) = (rad(X) @ Y) N (X @rad(Y))) Drad(X ¢ Y). O
3.14 Lemma Sei f € Homa (a4 X, 4Y). Dann gilt
f(rad(X)) C rad(Y).

Beweis. Sei u € rad(X). Zeige: f(u) € rad(Y).
Sei p: Y — S mit p # 0 und S einfach. Dann ist ¢ = fp: X — S. Da u € rad(X), ist
q(u) =p(f(u)) =0, also ist f(u) € Kern(p), daher f(u) € rad(X). O

Bemerkung Nach Lemma 3.14 induziert jeder Homomorphismus f+ X — Y einen Homomor-
phismus f: X/rad(X) — Y/rad(Y).

3.15 Lemma Sei X € A-mod. Dann ist X/rad(X) halbeinfach.

Beweis. Nach Proposition 1.19 ist Homy(4A, 4X) ~ 4X. Durch Wahl von Erzeugern von X
erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus f: A" — X.

Dieser induziert einen Homomorphismus f: A"/ rad(A™) - X/rad(X). Nach Lemma 3.13 ist
A"/ rad(A™) ~ (A/rad(A))" = A™. Nach Theorem 3.12 ist 4A als Modul halbeinfach, daher ist
A=8®...® S, mit einfachen Moduln S;. Sei nun S einfach mit X/rad(X) — S. Dies gibt
einen surjektiven Homomorphismus

S19..05,0510...5, ... » X/rad(X) - S.

Dann gibt es aber ein ¢ mit S; ﬂ S. Nach Schurs Lemma ist dies aber ein Isomorphismus
S; — S, daher ist S; ein direkter Summand von X/rad(X). Da X € A-mod folgt die Aussage
nun per Induktion. O

3.16 Theorem (Nakayamas Lemma) Seien X,Y, M € A-mod und f € Homy(aX, 4Y). Dann
gilt
(a) Esist f: X =Y surjektiv genau dann, wenn f: X/rad(X) — Y/rad(Y) surjektiv ist.
(b) Es ist rad(A) - M = M genau dann, wenn M = {0} ist.
Beweis. Zu (a): Sei f: X — Y surjektiv. Betrachte das folgende Diagramm.

X f Y

lquot. lquot.

X/rad(X) —L s Y/rad(Y)

Wir erkennnen, dass auch f surjektiv ist.
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Sei umgekehrt f: X/rad(X) — Y/rad(Y) surjektiv.

Sei u €Y, sei u € Y/rad(Y) die Restklasse von u. Dann gibt es ein v € X mit f(v) = &, wobei
v € X/rad(X) die Restklasse von v ist. Damit ist f(v) € urad(Y’), also ist Im(f) + rad(Y) =Y.

Angenommen, es ware Im(f) C Y. Dann gibt es aber einen maximalen Teilmodul Z C Y mit
Im(f) € Z C Y, also ist rad(Y) € Z. Doch dann ist Im(f) +radY) C Z C Y, Widerspruch.
Also ist Im(f) =Y.

Zu (b): Sei M # 0. Annahme: rad(A) - M = M.

Nach Voraussetzung ist dim M < oco. Daher gibt es endlich viele Erzeuger my,...,m, € M.
Wiéhle n > 0 minimal.

Sei m € M. Dann gibt es aj(m),...,an(m) € A mit m = a;(m)my + ... + ap(m)my. Nun ist
aber auch
¢
M =rad(A)- M = {ijpj :bj erad(A),p; € M, l € N} ,
j=1

daher erhalten wir, dass

m = Z bj(m)pj(m) wobei b; € rad(M) und M > p;j(m) = a1(pj)mi + ... + an(p;j)mn.
j=1
Somit ist

m = Z ck(m)my, wobei cix(m) € rad(A).
k=1

Nun wéhle m = m;. Dann ist m = 1my, aber auch m = ¢;m1 + ... 4+ ¢,m, mit ¢; € rad(A4).
Also ist
(1 — 01)m1 =Ccomo + ...+ cpmy.

Wegen c¢; € rad(A) ist 1 — ¢; invertierbar, daher

1
1—61

my = (coma + ... + cpymy,),

im Widerspruch zur Minimalitét von n. O

3.17 Korollar FEs ist rad(A) das eindeutig grifite nilpotente Ideal in A.

Beweis. Nach Korollar 3.6 ist jedes nilpotente Ideal von A enthalten in rad(A). Es bleibt zu
zeigen: rad(A) ist nilpotent.

Es ist stets A 2 rad(A). Ist nun rad(A) = 0, so sind wir fertig. Ist rad(A) # 0, so gilt mit
Theorem 3.16 stets rad(A) 2 rad(A) - rad(A) = rad(4)2.

Ist nun rad(A4)? = 0, so sind wir fertig, falls nicht betrachte rad(A4)? 2 rad(A)? usw. Da
dim A < oo, muss irgendwann rad(A)" = 0 gelten. O

3.18 Proposition Sei M € A-mod. Dann ist rad(M) =rad(A) - M.

Beweis. Sei m € M. Dann gibt es f: A — M mit f(1) = m. Nach Lemma 3.14 gilt f(rad(A)) C
rad(M). Andererseits ist

F(rad(A)) = f(rad(A) - 1) = rad(A) - (1) = rad(A) - m,

also rad(A) - M C rad(M).

Zur Umkehrung: Wegen rad(A) - M C rad(M) gibt es den surjektiven Homomorphismus
M/(rad(A) - M) — M/rad(M).
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Behauptung: rad(M/rad(A) - M) =0, d.h. M/(rad(A) - M) ist halbeinfach.
Dazu sei S einfach und 0 # p: M/(rad(A) - M) — S. Wéhle 0 # f: A — S. Sei 0 # z € A und
wihle y € p~1(x). Setze g: A — M/(rad(A) - M), 1+ y. Dann ist

g(rad(A)) =rad(A) - g(1) =rad(A)y € rad(A) - M/(rad(A) - M) = 0.

Also ist g(rad(A)) = 0. Damit gibt es den Homomorphismus g: A/rad(A) — M/(rad(A) - M),

also auch f: A/rad(A) — S/(rad(A)-S) = S. Da aber A/rad(A) halbeinfach ist, gibt es ein i mit
0 # fS; — S, mit Schurs Lemma folgt erneut, dass S; ein direkter Summand von M/(rad(A)- M)
ist.

Wegen dim M/(rad(A) - M) < oo folgt die Behauptung nun per Induktion.

Nun betrachte die Quotientenabbildung M — M/(rad(A) - M). Diese hat rad(M) im Kern, also
gibt es die surjektive Abbildung M /rad(M) — M/(rad(A) - M). Aus Dimensionsgriinden folgt
also rad(M) = rad(A) - M. O

Bemerkung Fiir M € A-mod und ¢ € N schreiben wir
rad?(M) := rad(A)* - M.
3.19 Korollar Seien X,Y € A-mod.

(a) Gilt X CY, so auch rad(X) C rad(Y).
(b) Es gibt ein n € N mit rad"(X) = 0.

Beweis. Zu (a): Es ist rad(X) =rad(A4) - X Crad(A4) - Y =rad(Y).
Zu (b): Es ist rad"(X) = rad(A)"™ - X mit rad(A) nilpotent nach Korollar 3.17. O

3.20 Definition Eine endlichdimensionale Algebra B heif3t halbeinfach (als Algebra), genau
dann, wenn der regulidre Modul pB halbeinfach ist (als Modul).

3.21 Theorem (Satz von Wedderburn und Artin) Die halbeinfachen k-Algebren sind, bis auf
Isomorphie, genau die Algebren der Form

A~ @ My, (D;)
j=1

fir ¢ € N, ny,...,ng € N und Schiefkorper D1, ..., Dy, welche endlichdimensionale Erweiterun-
gen von k sind. Dabei ist die Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge.

Auperdem hat A bis auf Isomorphie genau ¢ einfache Moduln S, ..., Se, wobei S; ~ D;j, d.h. es
ist dimy, Sj = n;[D; : k], und D; = Enda(S;).

Bemerkung Ist A kommutativ und halbeinfach, so ist A ~ @5:1 k;, wobei k; Korpererweite-
rungen von k sind (Satz von Weierstrass und Dedekind).

Beweis von Theorem 3.21. Algebren der Form A = @521 M, (D;) sind halbeinfach (Ubung).
Sei nun A eine Algebra mit rad(4A) = {0}. Also gibt es einfach Moduln S; mit 4A ~ S1®... DS,
ordnen wir diese nach Isomorphieklassen ergibt sich

AA= S @ ... e Sy

Berechne nun die Algebra A als Ends(A) = Homa (S @ ... ® S, ST @ ...® S)").

nach Schurs Lemma (Theorem 3.2) gilt Hom(S;,S;) = 0 fiir j # k, daher ist schlieBlich
End(4A4) ~ @) Enda(S}7) ~ @_, My, (D;), wobei D; = End4(S;) ein Schiefkérper ist nach
Theorem 3.2.
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Noch zu zeigen ist die Eindeutigkeit der Zerlegung. Dazu geniigt es zu zeigen, dass die Zerlegung
eines halbeinfachen Moduls in einfache Moduln (bis auf Reihenfolge) eindeutig ist.

Sei ST' @ ... d S =T @ ... ® TEm zwei Zerlegungen in einfache Moduln. Dann ist
Homy (51,57 @ ... ® S)) ~ Homa(S1,T{" & ... ® TE™). (%)

Nach Schurs Lemma ist die linke Seite isomorph zu Hom 4(S1, S7") ~ Hom(S1, S1)" = DY.

Weiterhin gibt Schurs Lemma fiir die rechte Seite Hom(.S1, T;) = 0 aufer fiir ein j, ohne Einschréan-
kung sei Hom(S1,71) # 0. AuBerdem gilt S; ~ T3, daher gilt Hom(S1,71) ~ End4(S1) = D;.
Dann ist die rechte Seite in (x) isomorph zu Hom(Sy, TF') ~ Hom(Sy, Ty )Pt ~ DV,

Es folgt p1 = ny. Induktiv folgt auflerdem ¢ = m und nach Umsortierung n; = p; fiir alle ¢, d.h.
die Zerlegung ist bis auf Reihenfolge eindeutig. U
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4 Kategorien und Funktoren

4.1 Definition Eine Kategorie € besteht aus einer Klasse Ob € von Objekten, einer Klasse Mor C
von Morphismen (hier sind Ob € und Mor € disjunkt), wobei jeder Morphismus f € Mor € zu
einem geordneten Paar (X,Y’) von Objekten gehort, wir schreiben f: X — Y. Alle Morphismen
der Form f: X — Y bilden die Menge (dies ist eine Voraussetzung!) Home(X,Y).

Weiterhin ist eine partielle Verkniipfung, genannt Komposition, Mor € x Mor € — Mor € gegeben,

die definiert ist fir Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home(X, Z). Wir schreiben fir f: X — Y
und g: Y — Z dann fg: X — Z fur die Komposition dieser beiden Morphismen.

Diese Daten erfiillen die folgenden Eigenschaften.

o Die Komposition ist assoziativ, d.h. es gilt (fg)h = f(gh) fir f: X =Y, ¢9: Y — Z und
h: Z — W in C.

o Fiir alle Objekte X € Ob € gibt es einen Morphismus 1x € Home(X, X), genannt Identitdt
auf X, welcher 1xf = f und gly =g fiir alle f: X - Y und g: W — X in C erfiillt.

Bemerkung Sei C eine Kategorie.

e Objekte miissen keine Mengen sein, genauso wenig muss die Klasse von Objekten eine
Menge sein (siehe Beispiele weiter unten).

o Der Fall Home(X,Y) =0 fur X # Y ist moglich.
o Die Identitat 1x ist eindeutig: Sei auch 1 € Home(X, X) eine Identitdt. Dann gilt
1y =151x = 1%.
Beispiele o Wir erhalten eine Kategorie C = Set der Mengen mit Ob € als Klasse (dies ist

eine echte Klasse) aller Mengen und Home(X,Y') als Menge aller Mengenabbildungen von
X nach Y.

Die Komposition ist die iibliche Hintereinanderausfithrung von Abbildungen und die
Identitét ist die {ibliche identische Abbildung.

e Sei A ein Ring. Dann ist € = A-Mod die Kategorie der A-Moduln mit Ob € als Klasse aller
A-Linksmoduln und Home(X,Y') als Menge aller A-Linksmodulhomomorphismen von X
nach Y.

e Ebenso erhalten wir die Kategorie € = Group der Gruppen, wobei die Objektklasse alle
Gruppen enthélt und Home(X,Y') die Menge aller Gruppenhomomorphismen von X nach
Y ist.

o Sei G eine Gruppe. Dann ist eine Kategorie gegeben durch Ob € = {G}, d.h. € hat nur ein
Objekt und Home (G, G) = G. Die Komposition ist dann die Multiplikation in G und die
Identitdt auf G ist das neutrale Element in G.

e Sei € = @ ein Kocher. Dann ist € eine Kategorie mit ObC = Q¢ und Home(X,Y) als
Menge aller Wege der Léange > 0 von X nach Y. Die Komposition ist die Verkettung von
Wegen, die Identitit auf X ist der Weg der Lénge der 0 auf X.
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Zum Beispiel ist fiir den Kocher

nun Ob € = {1,2,3,4} und zum Beispiel Home(1,1) = {e1}, Home(1,4) = {af}, aber
Hom@(4, 1) = (Z)

e Sei C = Top die Kategorie der topologischen Réume, d.h. die Objektklasse enthélt alle
topologischen Radume und Home(X,Y') enthélt alle stetigen Abbildungen von X nach Y.

e Sei X ein topologischer Raum. Wir erhalten eine Kategorie € durch Ob€ = X und
Home(z1, z2) als Menge aller Homotopieklassen von stetigen Wegen in X von x; nach .

e Die Kategorie k-Vect der k-Vektorrdume iiber einem Korper k mit linearen Abbildungen 05.12.2016
als Morphismen.

Fiir eine k-Algebra A erhalten wir die Teilkategorie A-Mod C k-Vect der A-Moduln mit
A-Modulhomomorphismen als Morphismen. Hierbei heifie eine Kategorie €' Teilkategorie
einer Kategorie C, falls Ob€ C Ob € und Home/ (X,Y) C Home(X,Y) fiir alle Objekte
X, Y e ObC.

Weiterhin erhalten wir die volle Teilkategorie A-mod C A-Mod der endlichdimensionalen
A-Moduln mit A-Modulhomomorphismen als Morphismen. Dabei heifle eine Teilkategorie
€' C € woll, falls Home (X,Y) = Home(X,Y) fiir alle Objekte X, Y € Ob (€.

o Wir erhalten eine Kategorie C mit topologischen Rdumen als Objektklasse und Inklusionen
als Morphismen.

e Sei X ein topologischer Raum. Sei € die Kategorie mit Teilrdumen Y C X (mit der
Teilraumtopologie) als Objektklasse und Inklusionen als Morphismen. Beachte, dass hier
jede Hom-Menge hochstens ein Element besitzt.

e Sei M € A-mod und betrachte die Kategorie add M C A-mod als volle Teilkategorie mit
Objektklasse gegeben durch direkte Summanden von M™, d.h. X € Ob(add M) genau
dann, wenn X | M™ fiir ein n € N.

e Sei M € A-Mod und betrachte die Kategorie Add M C A-Mod als volle Teilkateogire mit
Objektklasse gegeben durch direkte Summanden von beliebigen direkten Summen von M,
d.h. X € Ob(Add M) genau dann, wenn X | @,c; M fiir eine Indexmenge 1.
4.2 Definition Sei € eine Kategorie und X,Y € ObC.
o f € Home(X, X) heiBt Endomorphismus von X, schreibe Ende(X) := Home(X, X).

o f € Home(X,Y) heifit Isomorphismus (kurz iso), falls es g € Home(Y, X) gibt mit fg = 1x
und gf = ly.

o f € Home(X,Y) heifit Monomorphismus (kurz mono), falls fiir Z € Ob € und beliebige
u,v € Home(Z,Y) aus uf = vf stets u = v folgt.

7= x 1oy

o f € Home(X,Y) heifit Epimorphismus (kurz epi), falls fiir Z € Ob € und u, v € Home(Y, Z)
beliebig aus fu = fv stets u = v folgt.

XLY#Z
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Beispiele (fiir Monomorphismen)

1x ist Monomorphismus: ulx = vlx = u = v.
Jeder Isomorphismus f: X — Y ist ein Monomorphismus: Sei g: Y — X mit fg = 1x und
gf =1ly. Dannist uf =vf = ufg=vfg=u=nwv.
Sei € = Set die Kategorie der Mengen, f: X — Y eine Abbildung zwischen Mengen.
Sei Z eine Menge und u,v: Z — X mit uf = vf. Falls f injektiv, so gilt fiir alle z € Z
stets zuf = zuv = zu = zv, also u = v. Damit:

f injektiv. = f mono.
Ein dhnliches Argument funktioniert fiir alle Kategorien, bei denen Morphismen Abbildun-
gen zwischen Mengen sind.
Fiir die Gegenrichtung: Sei f: X — Y mono. Annahme: f nicht injektiv. Dann gibt es
r1,2T2 € X mit x1 # o, aber 1 f = x5 f.
Definiere Z = {z}. Definiere Abbildungen u,v: Z — X durch zu = z; und zv = z2. Dann
ist u # v, aber uf = vf, im Widerspruch zu f mono.
Insgesamt gilt also in Set:

f injektiv < f mono.
Sei € = A-Mod. Dann gilt f injektiv = f mono wie in Set.

Fiir die Riickrichtung sei f mono. Annahme: f ist nicht injektiv. Dann ist Z := Kern(f) # 0.
Sei u: Z — X die Einbettung von Z in X und 0 = v: Z — X die Nullabbildung. Dann
gilt u # v aber uf = vf, im Widerspruch zu f mono.

Insgesamt gilt also in A-Mod:

f injektiv < f mono.
Sei € = @ ein Kocher, f: X — Y ein Weg zwischen Punkten X,Y € Qo. Sind u,v: Z — X
Wege von Z nach X, so sind uf,vf Wege von Z nach Y.

Gilt nun uf = vf als Gleichheit von Wegen, so ist u = v, also ist jeder Morphismus ein
mono (und auch epi), aber nur 1z fiir Z € @ ist ein Isomorphismus.

Betrachte den Kécher 1 = 2. Falls in € auBer 1x kein Morphismus in X ankommt, so ist
jedes in X startende f ein mono.

Seien f: X — Y und g: Y — Z mono. Dann ist auch fg mono, denn fir u,v: W — X gilt
mon f mon
u(fg) = v(fg) = (uf)g = (vf)g " =" uf =vf ' =" u=w.
Sei € gegeben durch Ob € = {zusammenhéngende topologische Rdume mit Basispunkt}
und Mor € = {stetige Abbildungen, die Basispunkt auf Basispunkt abbilden}.

Sei f: R — S! eine Uberlagerung. Dann ist f surjektiv, also epi, aber f ist nicht injektiv.
Seien u,v: Z — X mit uf = vf. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Hochhebungen aus der
Topologie folgt jedoch u = v, also ist f ein mono.

Also: f mono und epi, surjektiv, aber nicht injektiv und kein Isomorphismus.

Beispiele (fiir Epimorphismen)

Es sind alle Isomorphismen und alle Identitdten 1x Epimorphismen.
Sei € = Set die Kategorie der Mengen, f: X — Y eine Abbildung zwischen Mengen.

Sei Z eine Menge und w,v: Y — Z mit fu = fv. Falls f surjektiv ist, so gibt es fiir jedes
y €Y einz € X mit y = zf und damit zfu = zfv = yu = yv = v = v. Also gilt

f surjektiv = f epi.
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Ein dhnliches Argument funktioniert fiir alle Kategorien, bei denen Morphismen Abbildun-
gen zwischen Mengen sind.

Fiir die Gegenrichtung: Sei f: X — Y epi. Annahme: f nicht surjektiv. Dann gibt es ein
y €Y mit y ¢ f(X). Setze Z := {1,2,3} und definieren u,v: Y — Z durch

{1 falls y € f(X) {1 falls y € f(X)
yu = yv =

2  sonst 3 sonst.

Dann ist fiir alle z € X stets zfu =1 und zfv =1, also fu = fv, aber yu = 2 # 3 = ywv,
also u # v, im Widerspruch zu f epi.
Insgesamt gilt also in Set:

f surjektiv & f epi.

e Sei € = A-Mod. Dann gilt f surjektiv = f epi wie in Set.
Fiir die Riickrichtung sei f epi. Annahme: f ist nicht surjektiv. Dann ist Z =Y/ Im(f) # 0.
Sei u: Y — Z die Quotientenabbildung und 0 = v: Y — Z die Nullabbildung. Dann ist
u # v aber fu = fv, im Widerspruch zu f epi.
Insgesamt gilt also in A-Mod:
f surjektiv < f epi.

e Sei C = Ring die Kategorie der Ringe mit 1 # 0 und einserhaltenden Ringhomomorphismen.
Sei f: Z — Q die Inklusion. Dann ist f injektiv (also mono) und epi, aber nicht surjektiv.
Sei R ein Ring und seien u,v: Q — R Ringhomomorphismen mit fu = fv. Fir n € Z gilt
dann nu = nfu = nfv = nv. Zudem ist wegen n% =1 nun

1=1u=u(n)u() und 1 =1v =v(n)v(d)
und wegen u(n) = v(n) also auch u(1) = v(%). Doch damit ist fiir alle 2 € Q stets

u(2) =u(n)u(L) =v(n)v(L) = v(L), also u = v.

o Bijektiv muss nicht gleich iso sein: Sei X eine Menge und sei X; = (X, 71) mit diskreter
Topologie 77 und X3 = (X, T>) mit indiskreter Topologie T5.
Dann ist idy: X; — X5 stetig, aber idx: Xy — X nicht stetig fiir |X| > 1, also kein
Morphismus in der Kategorie der topologischen Raume.

4.3 Definition Sei I eine Menge und { X, };c; eine Familie von Objekten in einer Kategorie C.

(a) Ein Objekt X heifit Produkt der {X;}cr, falls es Morphismen {m;: X — X, }ier gibt, sodass
fiir alle Objekte Y und Morphismen {f;: Y — X;}ier es genau einen Morphismus f: Y — X
gibt mit f; = fm;, d.h. das folgende Diagramm kommutiert.

ST
P
'f// uy?
.
.
.
P

Y /—>f¢ X;

Bezeichnung: X = [];c; X; oder fiir I = {1,...,n} auch X = X; x ... x X,,.

(b) Ein Objekt X heifit Coprodukt der {X;}icr, falls es Morphismen {¢;: X; — X }ier gibt,
sodass fiir alle Objekte Y und Morphismen {f;: X; — Y}ier es genau einen Morphismus
f: X =Y gibt mit f; = ¢;f, d.h. das folgende Diagramm kommutiert.

P
ST W
. Li
?
.
y

Y G X;
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Bezeichnung: X = [[;c; X; oder X = @,c; X; oder fir I ={1,...,n} auch X = X1 ®... ® X,,.

Bemerkung Wir betrachten den Fall I = {).

Fiir das Produkt X erhalten wir die Bedingung, dass es fiir alle Objekte Y € Ob € genau
einen Morphismus f: Y — X gibt. So ein Objekt X heifit terminales Objekt in C.

Fir das Coprodukt X erhalten wir Bedingung, dass es fiir alle Objekte Y € Ob € genau
einen Morphismus f: X — Y gibt. So ein Objekt X heifit initiales Objekt in C.

Beispiele

Betrachte die Kategorie € = Set der Mengen.

Initiales Objekt: Es ist X = () initial, da es fiir jede Menge Y genau eine Abbildung
X =0—Y gibt.

Terminales Objekt: Jede einelementige Menge X = {x} ist terminal, da es fiir jede Menge

Y genau eine Abbildung f: Y — X gibt, die durch y — « fiir y € Y gegeben ist.

Beachte, dass X nicht eindeutig ist, aber je zwei einelementige Mengen, also terminale
Objekte, in Set isomorph sind.

Sei nun I # () und {X;};cs eine Familie von Mengen.

Produkte: Sei X = {(zi)ier : x; € X;} das kartesische Produkt der X;. Wir behaupten, dass
X ein Produkt der X; in der Kategorie Set ist.

Dazu definiere die Projektionsabbildungen fir ¢ € I durch m;: X — X, (2;)ier — ;.

Fiir eine Menge Y und Abbildungen f;: Y — X; suche nun eine Abbildung f: Y — X mit
fmi= f; fur allei € I. Fir y € Y ist aber yfm; = yf;, also muss yf = (yfi)icr sein. Damit
ist so ein eindeutiges f gefunden.

Also ist ein Produkt in Set tatséchlich durch das kartesische Produkt gegeben.

Coprodukte: Sei X = | |;c; X; die disjunkte Vereinigung der X;. Wir behaupten, dass X ein
Coprodukt der X; in der Kategorie Set ist.

Dazu sei ¢;: X; — X die Inklusionsabbildung.

Fiir eine Menge Y und Abbildungen f;: X; — Y suche nun eine Abbildung f: X — Y
mit ¢; f = f; fiir alle ¢ € I. Fiir x € X gibt es aber genau ein ¢ € I mit x = x; € X, also
x = x;t;. Also muss xf := z; f; gesetzt werden. Damit ist so ein eindeutiges f gefunden.
Also ist ein Coprodukt in Set tatséichlich durch die disjunkte Vereinigung gegeben.
Betrachte die Kategorie € = A-Mod der A-Moduln iiber einer k-Algebra A.

Sei also I # () und {X,};cs eine Familie von A-Moduln.

Produkt: Auf dem kartesischen Produkt X = [];c; X; ist eine A-Modulstruktur gege-
ben durch a(z;)ie; := (azi)icr wnd (vi)ier + (Wi)ier = (Ti + Yi)ier, fir a € A und
(%i)ier, (Yi)ier € X.

Seim;: X — X; die Projektionsabbildung wie in Set. Dann ist 7; ein A-Modulhomomorphismus

fir ¢ € I und wie in Set erhalten wir, dass X ein Produkt der X ist.

Coprodukt: Sei X = @,;c; X; die direkte Summe der A-Moduln Xj, d.h. (z;);c; € X mit
x; € X; und nur endlich vielen Eintragen ungleich 0.

Wieder ist die A-Modulstruktur komponentenweise erklart. Definiere nun Abbildungen ¢;
durch

_ x; fallsi=j
tit Xi = X, x> (yj)jer mit y; = { '
0 sonst.
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Fir z;1; € X schreibe auch einfach x;, d.h. fiir * = (x;);er schreibe x = z;, + ...+ xz;,,
wobei 0 # z;; € X;,.

Fiir einen A-Modul Y und A-Modulhomomorphismen f;: X; — Y suche nun f: X - Y
mit ¢; f = f;. Da f ein Homomorphismus sein muss, gilt fiir X >z =z;, +... + z;,

f(@) = flzi) +- oo+ f(@in) = fir (i) + oo + i, (@i,)-

Damit ist so ein eindeutiges f gefunden. Also ist das Coprodukt in A-Mod durch die direkte
Summe gegeben.

4.4 Lemma Falls in einer Kategorie C die Familie {X;};c; von Objekten ein Produkt X besitzt,
dann ist X eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomorphismus (analog fiir Coprodukt).

Beweis. Seien X = [[;c; X; und Z = [[;c; X; zwei Produkte. Aus den folgenden beiden Dia-
grammen, wobei wir beim ersten Diagramm nutzen, dass X ein Produkt ist und beim zweiten
Diagramm, dass Z ein Produkt ist, definieren wir Morphismen f und g.

X Z
P P
3! - Jf 7
g/, Jwi {/ J)\i
i 1

Dann kommutieren auch die folgenden beiden Diagramme.

X Z
e g "
7 s X Ai
g //7 & f ///7 &
X T X; Z x X;

Allerdings sind auch die folgenden beiden Diagramme kommutativ.

X A
~ e
1x -~ 1z .-~
)f// Jwi Z/, J)\Z
X —— X, Z—— X

A

Da nun X und Z Produkte sind, folgt aus der Eindeutigkeit des universellen Pfeils in der
Definition, dass gf = 1x und fg = 1z, d.h. X und Z sind isomorph mit f und g eindeutig
bestimmt. O
4.5 Definition (a) Eine Kategorie C heifit additiv, falls das Folgende gilt.

e Fir alle Objekte X1, ..., X, € ObC existiert die direkte Summe X; & ... d X,, € ObC.

o Fiir alle X,Y € ObC ist Home(X,Y) eine abelsche Gruppe (additiv geschrieben). Wir
bezeichnen das neutrale Element mit Oxy € Home(X,Y).

e Die Komposition von Morphismen ist bilinear: Fiir f, fi, fo: X - Y und ¢,91,92: Y — Z
gilt
(fi+f2)g=fig+ f2g9 und  flg1+92) = fo1 + fga.

o Es gibt ein Objekt 0 € Ob € (genannt Nullobjekt) mit 19 = 0gp € Home(0,0).
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(b) Sei k ein Korper. Eine Kategorie € heifit k-Kategorie, falls Home(X,Y') ein k-Vektorraum
ist fiir alle X,Y € Ob € und Komposition k-bilinear ist.

Bemerkung o Sei C additiv. Dann ist das Nullobjekt initial, terminal und eindeutig (bis
auf Isomorphismus).

Fiir X € ObC ist, da Home(0, X) eine abelsche Gruppe ist, stets Ogx: 0 — X und fiir
f: 0= Xist f=1of = 000f = (000 — 000)f = 000f — Opof = 0px. Analog zeigt man, dass
0 terminal ist.

Fiir Eindeutigkeit sei auch 0’ ein Nullobjekt in €. Dann ist das folgende Diagramm

kommutativ.
Ogrgr=1qy
0oy .
000=10

o Sei € eine k-Kategorie und X € Ob €. Dann ist Ende(X) = Home(X, X) eine k-Algebra,
wobei Multiplikation durch Komposition gegeben ist.

Beispiel Modulkategorien tiber k-Algebren sind additive k-Kategorien.

4.6 Definition Sei € eine additive Kategorie und sei f: X — Y ein Morphismus.

(a) Ein Kern von f ist ein Paar (Kern(f),u), welches aus einem Objekt Kern(f) und einem
Morphismus u: Kern(f) — X besteht, mit den folgenden Eigenschaften.

e Esgilt uf =0.
o Firalle h: Z — X mit hf = 0 gibt es genau ein g: Z — Kern(f) mit gu = h.

| <h\
f Kern(f) g

(b) Ein Cokern von f ist ein Paar (Cokern(f),v), welches aus einem Objekt Cokern(f) und
einem Morphismus v: X — Cokern(f) besteht, mit den folgenden Eigenschaften.

o Esgilt fo=0.
o Firalle h: Y — Z mit fh =0 gibt es genau ein g: Cokern(f) — Z mit vg = h.

Kern und Cokern sind, falls existent, eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Beispiele e Sei € = A-Mod und f: X — Y ein A-Modulhomomorphismus.
Kern: Sei K = {x € X : af = 0}. Zeige: (K, u = incl: K — X) ist ein Kern von f.
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Es ist K ein A-Linksmodul und es gilt uf = 0. Sei nun h: Z — X gegeben mit hf = 0.
Dann gilt fiir alle z € Z stets zhf =0, also zh € K.
Definiere g: Z — K durch zg = zh. Dann ist h = gu und g ist dadurch eindeutig bestimmt.

Cokern: Sei C =Y /Im(f) und sei v: Y — C die Restklassenabbildung. Zeige: (C, v) ist
ein Cokern von f.

Es ist C' ein A-Linksmodul und es gilt fv = 0. Sei nun h: Y — Z gegeben mit fh = 0.
Dann ist Im(f) C Kern(h), also ist g: C =Y/Im(f) — Z, y + Im(f) — yh wohldefiniert
mit h = vg und g ist dadurch eindeutig bestimmt.

Insgesamt hat in A-Mod also jeder Morphismus einen Kern und einen Cokern.
e Sei € = Group die Kategorie der Gruppen und f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. 12.12.2016

Dann existiert ein Kern zu f, welcher gegeben ist durch Kern(f) ={g € G: gf = 1} und
u = incl: Kern(f) — G.

Fir den Cokern sei

(f@Gny= N N

f(GYCN<H

der kleinste Normalteiler von H, der das Bild von f enthélt. Dann existiert auch ein Cokern

von f, welcher gegeben ist durch Cokern(f) = H/(f(G)) und der Quotientenabbildung
v: H—> H/{f(Q)).

Ist (Kern(f),u) ein Kern eines Morphismus f in einer additiven Kategorie €, so schreibe auch
Kern(f) := u fiir den zugehorigen kanonischen Morphismus, analog fiir Cokerne.
4.7 Proposition Sei C eine additive Kategorie und f: X — Y. Dann gilt:

(a) Kern(f) ist ein Monomorphismus.

(b) f ist ein Monomorphismus genau dann, wenn Kern(f) = 0.1

Eine analoge Aussage gilt auch fiir Cokerne und Epimorphismen.

Beweis. Zu (a): Sei u := Kern(f) der kanonische Morphismus. Seien ein Objekt Z in € und
Morphismen a,b: Z — Kern(f) gegeben mit au = bu.

Sei ¢ := au = bu. Dann ist ¢f = auf = a0 = 0, also gibt es ein eindeutiges d: Z — Kern(f) mit
¢ = du. Aus der Eindeutigkeit folgt d = a = b, also a = b. Somit ist u mono.

Kern(f) —*— X !

n
(\ allb ¢
Ald

Z 0

Y

Zu (b): Sei Kern(f) = 0. Zeige: f ist mono.
Seien ein Objekt Z und Morphismen a,b: Z — X gegeben mit af = bf = 0. Zeige: a = b,

also a — b = 0. Allerdings ist (a — b)f = 0, also gibt es ein eindeutiges g: Z — Kern(f) mit
(a—b)=g0=0.

'd.h. es gilt sowohl fiir das Objekt Kern(f) = 0 als auch fiir den kanonischen Morphismus Kern(f) = 0
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Sei nun f mono. Zeige (Kern(f),u) = (0,0).

Esist uf =0 =0f, also mit f mono auch u = 0.

Sei 1 := Tgem(p) und 0 := Ogepn(f)- Dann ist lu =1-0 =0 = 0-0 = Ou, also mit u mono nach (a)
auch 1 =0, also Kern(f) = 0. O
Bemerkung Was ist Im(f)?

In den Kategorien k-Vect fiir einen Korper k oder A-Mod fiir eine k-Algebra A sei ein Morphismus
f: X — Y gegeben. Dann gibt es Kern (Kern(f),u) und Cokern (Cokern(f) =Y/Im(f),v) und
es gilt:

Im(f) ~ X/ Kern(f) = Cokern(u) = Cokern(Kern(f))
Im(f) ~ Kern(v) = Kern(Cokern(f)).

Hoffnung: Es gilt stets Cokern(Kern(f)) ~ Kern(Cokern(f)), sofern Kerne und Cokerne in einer
additiven Kategorie existieren. Dann ist das die Definition des Bildes eines Morphismus.

Sei nun € eine additive Kategorie und f: X — Y ein Morphismus in €. Sei (Kern(f), u) ein Kern
von f und (Cokern(f),v) ein Cokern von f, sei (Cokern(u),p) ein Cokern von u und (Kern(v), )
ein Kern von v.

Gesucht ist: Ein Morphismus ¢g: Cokern(u) — Kern(v)

Kern(f) - X - Y - Cokern(f)

Wegen fv = 0 gibt es ein eindeutiges a: X — Kern(v) mit f = ai. Es ist 0 = uf = wai, also
auch 0¢ = 0 = uai. Es ist ¢ als Kern jedoch mono, also ist auch ua = 0.

Doch dann gibt es ein eindeutiges g: Cokern(u) — Kern(v) mit a = pg. Damit erhalten wir das
gesuchte g.

Problem: Dieses g muss kein Isomorphismus sein.
4.8 Definition Eine Kategorie C heifit abelsch, wenn € additiv ist und jeder Morphismus

f: X — Y einen Kern und Cokern besitzt und g (wie oben definiert) ein Isomorphismus
g: Cokern(Kern(f)) — Kern(Cokern(f)) ist.

Dann ist das Bild von f definiert als Im(f) := Cokern(Kern(f)).

Nach Konstruktion von g oben haben wir das folgende kommutative Diagramm.

Kern(f) - X ! Y - Cokern(f)

s [

Cokern(u) —=— Kern(v)

Insbesondere ist f = pgi mit p, pg epi und %, gi mono, d.h. in abelschen Kategorien faktorisiert
jeder Morphismus f in f = (epi) - (mono).

Beispiele Beispiele fiir abelsche Kategorien sind k-Vect fiir einen Korper k, A-mod fir eine
k-Algebra A mit dimy A < co und Kategorien von Garben in der Topologie oder algebraischen
Geometrie.

Theorem (Mitchells Einbettungssatz) Jede abelsche Kategorie ist eine volle Teilkategorie einer
Modulkategorie.
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Deshalb darf man in abelschen Kategorien mit Elementen rechnen.

4.9 Definition Eine (endliche oder unendliche) Folge von Objekten und Morphismen

fn

s X I X, Xy —— ...

in einer abelschen Kategorie € heifit ezakte Sequenz, falls fiir alle n € Z stets Im( f,,) = Kern(f,—1)
gilt.

Beispiele e Eine exakte Sequenz der Form

f

02, x y 4,7 -%,9

heifit kurze exakte Sequenz. Dies bedeutet:

Im(0) = Kern(f), also ist f mono.
Im(f) = Kern(g), also ist fg = 0.
Im(g) = Kern(0), also ist g epi.

e Eine exakte Sequenz der Form

0%, x Ff .y _ 0,9

bedeutet, dass Im(0) = Kern(f), also f mono und Im(f) = Kern(0), also f epi. Ubung:
Dann ist f Isomorphismus.

Beispiel Sei A eine k-Algebra und betrachte € = A-Mod. Sei X C Y ein Teilmodul. Dann gibt
es die kurze exakte Sequenz

quot

0 X el y Z 0.
Ist X = X1 & Xo, so gibt es die kurze exakte Sequenz
0
0 X1 (10) X1 ® X (1) X 0
Ko _- o 7

}) (01)

Allgemein heifit eine kurze exakte Sequenz

0%, x 1

zerfallend oder split exakt, falls es ein h: Z — Y gibt mit hg = 1z. Dann ist Y ~ X @& Z mit f
und g als Inklusion und Projektion.

Ubung: A ist halbeinfach genau dann, wenn in A-Mod alle kurzen exakten Sequenzen zerfallen.

4.10 Definition Seien € und D Kategorien.

Ein kovarianter Funktor F: C — D besteht aus einer Abbildung ObC > X — F(X) € ObD
und Abbildungen Home(X,Y) 3 f — F(f) € Homyp (F(X), F'(Y)), sodass F(1x) = 1p(x) und
F(fg)=F(f)F(g) fir f: X > Y und g: Y — Z.

Ein kontravarianter Funktor G: € — D besteht aus einer Abbildung Ob€ > X — G(X) € ObD
und Abbildungen Home(X,Y) 3 f — G(f) € Homp(G(Y), G(X)), sodass G(1x) = 1g(x) und
G(fg9) =G(g)G(f) fir f: X =Y und g: Y — Z, d.h. G ist ein kovarianter Funktor G': € — D
oder G: C — DP.
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Beispiele e Die Identitdt id: € — C ist ein kovarianter Funktor.
e Ein Morphismus in Cat ist ein kovarianter Funktor.

e Fiir Xg € ObC gibt es den konstanten Funktor F': € — D, welcher gegeben ist durch

o Sei P: Set — Set der Funktor mit X — P(X) auf den Objekten. Fiir eine Abbildung
f: X — Y definiere, um einen kovarianten Funktor zu erhalten:

for [ P(X) = P(X), M = f(M),
und definiere, um einen kontravarianten Funktor zu erhalten

ff:P(X) = PX),N— fTYN).

o Die Fundamentalgruppe gibt einen kovarianten Funktor 71 : Top, — Group.

e Sei A eine k-Algebra. Dann ist A eine Kategorie mit einem Objekt und Morphismen
Hom(A, A) = A. Diese ist nicht additiv, aber k-linear.

Ein k-linearer Funktor A — k-Vect, also ein Funktor mit F'(Af + pug) = AF(f) + uF(g),
ist dann genau dasselbe wie ein A-Modul.

e Sei () ein Kocher. Dann ist () eine Kategorie. Ein Funktor F': Q — k-Vect besteht aus
k-Vektorrdumen F'(i) fiir i € Qo und linearen Abbildungen F(a): F(i) — F(j) fir a € Q
Damit ist ein Funktor F': () — k-Vect genau eine Kocherdarstellung von @) iiber k.

e Sei A eine k-Algebra und sei 1 = e; 4+ ... + e, eine orthogonale Zerlegung der 1 in
Idempotente. Dann ist A = @;';_; e;Ae;.

Wir erhalten eine Kategorie durch Ob € = {1,...,n} und Home(4, j) = e; Ae;.
Ein kovarianter Funktor M: € — k-Vect besteht aus Vektorrdumen M (i) und fiir alle
a € A einer linearen Abbildung M (e;ae;): M (i) — M(j).

Damit ist M das gleich wie ein A-Rechtsmodul mit Zerlegung in direkte Summanden
M = @?:1 M(i).

4.11 Definition Seien € und D Kategorien und F,G: C — D kovariante Funktoren. Ein
Morphismus n: F' — G, natiirliche Transformation genannt, ist eine Familie von Morphismen
{nx: F(X) - G(X)}xeobe in D, so das fir alle f: X — Y in D das folgende Diagramm
kommutiert,

d.h. es gilt nxG(f) = F(f)ny.

Eine natiirliche Transformation 7 heifit natirliche Aquivalenz oder natiirlicher Isomorphismus
oder funktorieller Isomorphismus oder Isotransformation, wenn nx fiir alle X € ObC ein
Isomorphismus ist.

Ein kovarianter Funktor F': C — D heit Aquivalenz von Kategorien, wenn es einen kovarianten
Funktor G: D — € gibt und natiirliche Isomorphismen n: 1¢ =& FG und 6: 19 — GF. Dann
heiit G quasiinvers zu F' und die Kategorien € und D heiflen dquivalent. Im kontravarianten Fall
heiflen ' und G Dualitditen.

Die Kategorie Fun(C, D) mit Funktoren von € nach D als Objektklasse und natiirlichen Trans-
formationen zwischen ihnen (mit punktweiser Komposition) heifit Funktorkategorie.
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Beispiele e Betrachte A-Moduln als k-lineare Funktoren A — k-Vect. Seien also F,G: A —
k-Vect und sei n: F' — G eine natiirliche Transformation. Fur a € Homy(A, A) = A gilt
dann

F(A) — G(A).

Die Kommutativitdt bedeutet gerade, dass die k-linear Abbildung n4 zudem ein A-
Modulhomomorphismus ist. Damit ist A-Mod dquivalent zu Fun(A, k-Vect).

o Die k-Dualitdt Hom(—, k) ist eine Dualitdt zwischen A-mod und mod-A. Beachte, dass dies
nur im endlichdimensionalen Fall gilt.

e Algebraische Geometrie kann verstanden als Studium der folgenden Dualitét, d.h. kontra-
varianten Aquivalenz

F: AffVar —— AffAlg
Varietdit ——— Koordinatenring
Spektrum <+—— Kommutative Algebra.

o Es sind Set und Card (die Kategorie der Kardinalzahlen) dquivalente Kategorien.

Bemerkung Konnen wir eine Kategorie € immer in eine Funktorkategorie einbetten?
Sei X € Ob C. Definiere

HX = Home(X, —): ObC 3> Y — H¥(Y) = Home(X,Y) € ObSet.
Fir f: Y — Z in C definiere
H*(f): Home(X,Y) — Home(X, Z): g gf.
Dies definiert einen Funktor HX : € — Set, da
HX(1y): g = gly = g, also HY(1y) = Lix (v
und fur f1: Y — Z und fo: Z — W fiir alle g € Home(X,Y) gilt
HY(f1f2)(9) = gfifo = BY (£2)(9.f1) = (HX (f)HX (f2))(9).

Daher ist HX : @ — Set ein kovarianter Funktor.

Alternativ erhalten wir einen Funktor Hx = Home(—, X): € — Set durch
Hx(Y) =Home(Y,X) und Hx(f): g+~ fg.
Dieser ist dann kontravariant.

4.12 Theorem (Yonedas Lemma)
(a) Sei F € Fun(C,Set) und X € ObC. Dann gibt es eine Bijektion

HomFun(C,Set) (HXvF) — F(X)
(n: HX = F) — nx(1x).

(b) Sei G € Fun(C°,Set) und X € ObC. Dann gibt es eine Bijektion

HomFun(GOP,set) (HX, G) —— G(X)

(UZH)(—>G) —_ 77)((1)().
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Bemerkung Wir folgern fiir ' = HY beziehungsweise F' = Hy fiir X,Y € Ob€:

Hompypn e ser) (HY, H) = HY (X) = Home (Y, X) = Homeor (X, Y)
Hompyp eor set) (Hx, Hy) ~ Hy (X) = Home(X, Y).

4.13 Korollar (Yoneda Einbettungen)
(a) Die Zuordnung X +— HX definiert einen volltreuen Funktor H™: C°° — Fun(C, Set).
(b) Die Zuordnung X — Hx definiert einen volltreuen Funktor H_: € — Fun(C°P, Set).

Bemerkung Yonedas Lemma gilt auch fiir
e eine additive Kategorie € und einem additiven Funktor F' nach Ab.
¢ eine k-lineare Kategorie € und einem k-linearen Funktor F' nach k-Vect.

Man erhélt auch entsprechende Yoneda Einbettungen.

Beweis von Theorem 4.12 (a). Der Beweis funktioniert ebenso mit Zusatzstrukturen, sieche Be- 19.12.2016
merkung oben.

Zur Injektivitit: Sei n € Hom(HX, F) eine natiirliche Transformation, d.h. eine Familie von
Morphismen 7y : HX(Y) — F(Y), sodass fiir alle f € Home(X,Y) das folgende Diagramm
kommutiert.

HY(X) = Home(X, X) —2— F(X)

JHX (f) kF (f)

HX(Y) = Home(X,Y) —2— F(Y)

Damit gilt F(f)(nx(1x)) =0y (H*(f)(1x)) = 0y (Lx - f) = ny ().

Ist nun auch g € Hom(H¥, F) eine natiirliche Transformation, so gilt fiir alle Y € Ob € und
f € Home(X,Y) nun py (f) = F(f)(nx(1x)) = ny (f), d-h. es ist p = 1.

Zur Surjektivitat: Wahle € € F(X) beliebig. Fiir Y € ObC und f: X — Y in C setze ny (f) :=
F(f)(&). Zeige nun, dass n: HX — F eine natiirliche Transformation definiert.

Dazu sei g: Y — Z in €. Wir miissen zeigen, dass das folgende Diagramm kommutiert.

HX(Y) = Home(X,Y) —2— F(Y)

JHX (9) kF(Q)

HX(Z) = Home(X, Z) —2%— F(Z)
Fir f € Home(X,Y) gilt aber

nz(H*(9)(f)) =nz(fg) = F(f9)(€) = F(9)(F(f)(€)) = F(g)(ny (f)).

Also ist nzH* (g) = F(g)ny, daher kommutiert das Diagramm und 7 ist eine natiirliche Trans-
formation mit nx(1x) = F(1x)(§) = 1px)(§) =& 0
4.14 Definition Sei F': € — D ein kovarianter Funktor.

o Es heifit F' dicht (engl. essentially surjective), falls es fiir alle Objekte Y € ObD ein
X € ObC gibt mit FI(X) ~Y.

o Es heifit F' treu, falls fiir alle X,Y € ObC die Abbildung Home(X,Y) — Homqp(F X, FY),
wobei f — F(f), injektiv ist.

48



o Es heifit F' voll, falls fir alle X, Y € Ob € die Abbildung Home(X,Y) — Homqp(F X, FY),
wobei f +— F(f) surjektiv ist.

e Es heifit F' volltreu, falls F' voll und treu ist.

4.15 Theorem Sei F': C — D ein kovarianter Funktor.

Dann ist F' eine Aquivalenz von Kategorien genau dann, wenn F volltreu und dicht ist.

Beweis. Sei F' volltreu und dicht. Suche ein Quasiinverses G: D — € von F.

Sei Y € ObD. Da F dicht ist, gibt es ein X € ObC mit Y ~ F(X). Setze G(Y') := X. Fixiere
einen Isomorphismus ¢y : Y — F(X).
Sei nun g: Y1 — Y5 in D mit G(Y1) = X7 und G(Y2) = Xo. Da F volltreu ist, erhalten wir die
Bijektion
v Hom@(Xl,Xg) % HOIIl@(FXl,FXQ)
fo— F)
Setze nun G(g) = \I/_l(¢§1lgcpy2) € Home (X1, X2). Dann ist G ein Funktor.

Zeige nun: G is quasiinvers zu F'. Nach Definition kommutiert fiir alle g: Y7 — Y5 das folgende

Diagramm.
i — 2 F(X)) == F(G(11))
lg [F(f) [F(G(g))
Yo — 22 F(Xy) =——— F(G(Y))

Damit ist ¢: idp — F o G ein natiirlicher Isomorphismus.

Fiir X € ObCist wp(x): F(X) = F(G(F(X))) ein Isomorphismus in D. Da F' volltreu ist, gibt
es (mit U wie oben) ein Urbild nx: X — G(F(X)) in C. Auch nx ist dann ein Isomorphismus.
Zeige: n ist eine natiirliche Transformation. Dazu sei f: X1 — X9 in €. Wir erhalten

F(fnx,) = F(NHF0x,) = F(f)erx,)
= orx) F(G(E(f)) = Fnx, ) F(G(F(f)) = Fnx,G(F(f)))-
Da F nun volltreu ist, impliziert dies fnx, = nx, G(F(f)). Doch dann kommutiert das Diagramm

nx

lf JG(F ()

Xy —2 5 G(F(X2)),

~

d.h. n: ide — G o F ist ein natiirlicher Isomorphismus. Damit ist G quasiinvers zu F, d.h. F ist
eine Aquivalenz von Kategorien.

Sei umgekehrt F eine Aquivalenz von Kategorien. Sei G: D — € quasiinvers zu F und seien
n: ide = G o F und ¢: idp — F o G natiirliche Isomorphismen.

Damit liefert ¢y fir Y € ObD einen Isomorphismus Y — F(G(Y)) = F(X) mit X = G(Y),
daher ist F' dicht.

Seien nun X;,X2 € ObC. Fiur f: X; — Xy ist dann f = nx, (G o F)(f)n;(;, d.h. es gilt
(Go F)(f) = n;(ianQ. Damit ist jedoch die Abbildung f +— (G o F')f eine Bijektion, also ist
f +— F(f) eine Injektion, also ist F' treu.

Umgekehrt erhalte fir Ya,Y2 € ObD mit g: Y1 — Y2 und g = ¢y, (F o G)(g)cp;zl, dass f — F(f)
eine Surjektion ist, also ist F' voll.

Insgesamt ist F' also volltreu und dicht. O
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5 Projektive Moduln und Zerlegungen

Bemerkung Fiir einen A-Modul X existiert nach Proposition 1.19 der Isomorphismus von
A-Moduln Hom (4 X, 4Y) — X, f+— f(1), d.h. ein A-Modulhomomorphismus A — X ist durch
seinen Wert auf 1 eindeutig bestimmt.

Sind nun A-Moduln X und Y, sowie ein surjektiver A-Modulhomomorphismus : Y — X

gegeben, so gibt es fiir jeden A-Modulhomomorphismus «: A — X eine Hochhebung auf Y, d.h.

es gibt v: Y — X mit a = f.

A
37// La
L///
y 5 . x 0

Ist 70 = a(1) und yo € B~ !(z0) ein Urbild unter 3, so konstruiere « durch v(1) = yq.
Also hat A eine Hochhebungseigenschaft beziiglich in A startenden Morphismen.

5.1 Definition Sei € eine Kategorie. Ein Objekt P € ObC heifit projektiv, falls fiir alle
Morphismen «a: P — X und §5: Y — X, wobei 8 ein Epimorphismus ist, ein v: P — Y existiert
mit 78 = a.

Y — X

Beachte, dass projektive Objekte unter Aquivalenzen von Kategorien erhalten bleiben.

Beispiele o Ist C eine beliebige Kategorie mit einem initialen Objekt P, so ist P projektiv.

Sind ndmlich a: P — X und ein Epimorphismus 5: Y — X in C gegeben, so gibt es, da P
initial, genau ein v: P — Y. Auflerdem gibt es genau ein §: P — X, daher ist § = o und

0 =7, also a =
o Ist C = Set die Kategorie der Mengen, so ist jedes Objekt P projektiv.
Sind ndmlich o: P — X und eine surjektive Abbildung : Y — X gegeben, so wéhle fiir
alle p € P ein Urbild y von a(p) unter  und setze v(p) = y.
5.2 Proposition Sei A-Proj C A-Mod die volle Teilkategorie der projektiven A-Moduln, ebenso
A-proj C A-mod die volle Teilkategorie der endlich erzeugten projektiven A-Moduln.
(a) FEsist A-Proj = Add A.
(b) Es ist A-proj = add A.

Insgesamt sind also die (endlich erzeugten) projektiven A-Moduln genau die direkten Summanden
von (endlich erzeugten) freien A-Moduln.

Beweis. Wir miissen nur (a) zeigen.
Sei P ein projektiver A-Modul. Zeige: P | @,c; A fiir eine Indexmenge I.

Schreibe P als Bild eines Epimorphismus 8: @,c; A — P, zum Beispiel durch I = P und
(ap)pepB = ZpeP ap.
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Sei a = idp. Da P projektiv, gibt es ein v: P — @;c; A mit v3 = idp, d.h. P ist direkter
Summmand von @,.; A.

P
E
/’y/ - l{aidp
o
B
Dicr A P 0

Fir die Gegenrichtung beachte, dass nach der Bemerkung oben A projektiv ist als A-Modul.
Zeige nun: Direkte Summen und Summanden von projektiven Moduln sind wieder projektiv.

Zu Summen: Seien (F;);cr projektive A-Moduln. Sei 5: Y — X ein Epimorphismus. Dann gibt
es fiir jedes a;: P, — X ein v;: P, — Y mit 0 = ay.

Doch dann gibt es fiir jedes a = ()icr: @ier P — X ein v = (Vi)ier: Pier P — Y mit
78 = (7iB)i = (04); = o, daher ist auch @,c; P; projektiv.

@iel P;
3’7:(71')' /,//// Ja:(ai)i
y =7 X 0

Zu Summanden: Seien P und @) gegeben mit P @ ) projektiv.

Seien o: P — X und ein Epimorphismus §: Y — X gegeben. Da P & @) projektiv, gibt es ein

7= (1,72): P&Q — Y mit yf = (a,0). Doch es ist 8 = (71,72)8 = (718,726), also auch
718 = a. Doch dann ist P projektiv.

PoQ P
37:(71772)/,/’/ J(a 0) = 3“/1//’/ LO‘
//// L //
vy x 0 y —2 . x 0

Da Add A aus direkten Summanden von Summen vom projektiven Modul A besteht, folgt damit
die Aussage. O
5.3 Korollar Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Dann sind dquivalent:

(a) A ist halbeinfach (als Algebra).

(b) aA ist halbeinfach (als Modul).

(c) add A = A-mod.

(d) Jeder Modul M in A-mod ist projektiv.
(Konsequenz: Ist A halbeinfach und A-mod ~ B-mod eine Aquivalenz, so ist auch B halbeinfach).

Beweis. Die Aquivalenz (a) < (b) ist Theorem 3.21 und (c) < (d) ist Proposition 5.2.

Gilt (a), so ist rad(A) = 0, also fiir M € A-mod auch rad(M) = rad(A4) - M = 0. Also ist M
halbeinfach. Da A = A/rad(A) = A ist, ist A bereits direkte Summe von einfachen A-Moduln,
und jeder einfache A-Modul taucht als Summand auf. Also enthélt add A alle halbeinfachen
A-Moduln, daher ist M in add M. Somit ist add A = A-mod.

Gilt umgekehrt (d), so ist auch A = A/ rad(A) projektiv als A-Linksmodul. Sei ¢: A — A die
Quotientenabbildung. Dann gibt es v: A = A mit yv¢ = id 4, d.h. A ist ein direkter Summand
von A.
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rad(A) A—L 5 A 0

Weiterhin ist dann A = A @ rad(A), also rad(A) = rad(A) @ rad?(A). Also gilt rad(A) =
rad(A)rad(A) und Nakayamas Lemma (Theorem 3.16) impliziert nun rad(A) = 0, d.h. A ist
halbeinfach. O

5.4 Proposition FEs ist P in A-mod projektiv genau dann, wenn jede kurze exakte Sequenz der

Form
f

0 X y — 9 . p 0

zerfdllt, d.h. es gibt h: P —Y mit hg = idp.

Beweis. Ist P projektiv, so gibt es zu idp: P — P, da g surjektiv, ein h: P — Y mit hg = idp.
Somit zerfillt jede kurze exakte Sequenz.

Sei umgekehrt P in A-mod, sodass jede kurze exakte Sequenz obiger Form zerfallt. Da P endlich
erzeugt ist, gibt es einen surjektiven A-Modulhomomorphismus f: A™ — P fiir ein n € N.
Betrachte die kurze exakte Sequenz

P 0.

0 ——— Kern(f) A"

Nach Voraussetzung zerféllt diese kurze exakte Sequenz, daher ist A” ~ P @ Kern(f). Also ist P
ein direkter Summand von A™ und somit projektiv nach Proposition 5.2. (Il

5.5 Korollar F'ir eine endlichdimensionale Algebra A sind dquivalent:

(a) FEs ist A halbeinfach.

(b) Alle kurzen exakten Sequenzen in A-mod zerfallen.
5.6 Theorem (Satz von Maschke, 1899) Sei k ein Korper von Charakteristik chark = p. Sei G
eine endliche Gruppe.

Dann ist kG halbeinfach genau dann, wenn p 1 |G|, d.h. wenn |G| in k invertierbar ist.

Bemerkung Damit zerfillt die Darstellungstheorie endlicher Gruppen in zwei Zweige:

Man unterscheidet die gewdhnliche Darstellungstheorie im halbeinfachen Fall und die modulare
Darstellungstheorie.

Beweis von Theorem 5.6. Sei |G| invertierbar in k. Zeige: kG ist halbeinfach, d.h. alle kurzen
exakten Sequenzen zerfallen. Sei also

0 X y — % ,p 0

eine kurze exakte Sequenz in kG-mod. Dann ist dies auch eine kurze exakte Sequenz in k-Vect.
Dort zerféllt jedoch jede kurze exakte Sequenz, also gibt es eine k-lineare Abbildung j: Z — Y
mit jg = idz.
Nun definiere

j:1Z =Y, 2 L > hj(h'z).

Gl e
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Dann ist j ein Homomorphismus von kG-Moduln, denn fiir by € H und z € Z gilt
1

hij(z S ohhj(hlz) = Y B(R T hz) = j(hz),
\Gl hede Gl e

da aus b/ = hyh nun h=' = K~ 1h; folgt. Weiterhin gilt jg = idy, da fiir z € Z

-1 = Z.
e (mz ) |G|Zhjg )= g e g el

he@ heG heG

Somit zerfillt jede Sequenz in kG-mod, also ist kG nach Korollar 5.5 halbeinfach.

Sei umgekehrt |G| = 0 in k. Wir zeigen rad(kG) # {0}. Dazu suchen wir ein nichttriviales
nilpotentes Ideal in £G.

Setze xo = 3 e g und sei I := (x0)k. Dann ist I ein eindimensionaler Unterraum von kG. Fir
h € G gilt zudem

hxozh(Zg): Y d=w= ) g/:(Zg)h:l‘oh,

geG g'=hgeG g'=gheG geG

also ist I ein zweiseitiges Ideal in kG. Da aber

= (%) (81) - (57) -

ist 12 = 0. Also ist 0 € I C rad(kG), daher ist kG nicht halbeinfach. O

5.7 Definition Sei C eine Kategorie und f: X — Y ein Morphismus in C. 09.01.2017

e Der Morphismus f heifit Retraktion, falls es ein g: Y — X gibt mit ¢gf = idy. Dann heifit
Y ein Retrakt von X.

o Der Morphismus f heifit Coretraktion (oder Schnitt), falls es ein g: Y — X gibt mit
fg=1idx.
In abelschen Kategorien nennen wir Retraktionen auch split epi und Coretraktionen auch split
mono.

Bemerkung Es ist f ein Isomorphismus genau dann, wenn f Retraktion und Coretraktion ist.

5.8 Lemma Flir einen Morphismus f: X — Y in C sind dquivalent.
(a) f ist eine Retraktion.
(b) Fiir alle Z € Ob € ist Home(Z, f): Home(Z, X) — Home(Z,Y) surjektiv.
(¢) Es ist Home(Y, f): Home(X,Y) — Home(Y,Y) surjektiv.

Beweis. Zu (a) = (b): Sei f eine Retraktion. Dann gibt es ein g: Y — X mit ¢gf = idy. Sei
Z € ObCund h: Z — Y. Dann ist h = h-idy = hgf = (hg)f = Home(Z, f)(hg). Also ist
Home(Z, f) surjektiv.

Zu (b) = (c): klar.

Zu (¢) = (a): Sei g € Home(X,Y') das Urbild von idy unter der Surjektion Home(Y, f). Dann
ist gf = Home(Y, f)(g) = idy, also f eine Retraktion. O
5.9 Lemma Sei C eine additive Kategorie.

(a) Sei f: X — Y eine Retraktion und g: Y — X mit gf = idy. Dann ist fg: X — X
idempotent, d.h. es gilt (fg)? = fg.
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(b) Seie: X — X idempotent. Seien iy = Kern(e): X1 — X und iz = Kern(idx —e): Xo — X
gegeben. Dann ist X = X1 @& Xo mit den beiden Abbildungen i1 und is. AufSerdem ist X auch das
Produkt von X1 und Xs.

Beweis. Ad (a): Es ist (fg)? = (f9)(f9) = f(9f)g = fidy g = fg.
Ad (b): Es ist (idxy —e)e = e — €2 = e — e = 0, genauso e(idy —e) = 0. Nach der universellen
Eigenschaft des Kerns gibt es p;: X — X7 und p2: X — X9 mit idx —e = p1i1 und e = paio.

ldX —e

X, —"% o x ¢ . x Xy —2 4 X X
\ }dx h \ }
dlp1 Alp2
X X
Somit gilt
idx =idx —e + e = p111 + p2ia.
Nun gilt
ilplil = il(idx —6) = ’il — ’i1€ = iXm ’il ilg)}no ilpl = iXm
iapaia = ise = iz(idx —(idx —e)) = ipidx = idx, i 2 1hgne iap2 = idx,
i1pais = i1e = 0 = Oiy 2 Imeno i1pa = 0
iaprit = ia(idx —) = 0 = 0iy hIgne iap1 = 0.

Damit zeige nun, dass X = X; @ X3 ein Coprodukt ist. Dazu seien Y € ObC mit fi1: X3 — Y
und fo: X9 — Y gegeben.

Zeige, dass es genau ein f: X — Y gibt mit f; =41 f und fo = isf.
FEindeutigkeit: Sei f: X — Y gegeben mit den gesuchten Eigenschaften. Dann ist
f=idx f = (pri1 + p2i2) f = prir f + poiaf = p1f1 + p2fo,

d.h. f ist durch f; und f5 eindeutig bestimmt.
Ezistenz: Setze f := p1f1 + pafo. Dann ist

inf = ip1 L +ip2fo=fi iof = iap1 f1 +i2p2 fo = fo.
~— ~ ~ ~
:iXm =0 =0 idx2

Damit existiert ein f mit den gewiinschten Eigenschaften.

Analog zeige, dass X ein Produkt von X; und X5 ist mit den Abbildungen p; und ps. O

5.10 Korollar Sei C eine additive Kategorie und X € ObC. Dann entspricht jede Zerlequng
X =X1®...0X, genau einer Zerlegung idx = e1+...+e, € Ende(X) in paarweise orthogonale
Idempotente.

5.11 Theorem (Projektivisierung) Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra und M € A-mod.
Sei B := Enda(M). Dann ist der Funktor

Homy(M,—): add M — B-proj

eine Aquivalenz von Kategorien, insbesondere entsprechen Zerleqgungen in add M Zerlegungen in
B-proj.

54



Beweis. Es ist Hom (M, M) = B projektiv und fir n € N auch Hom4 (M, M™) = B™ projektiv.
Ist M™ = M; @ My, so ist B" = Homy (M, My & Msy) = Homy (M, My) @ Hom 4 (M, M), also
auch Hom4 (M, M;) projektiv. Daher bildet Hom 4 (M, —) nach B-proj ab.

Fir f: My — My ist Hom4 (M, f): Hom (M, M;) — Homy (M, Ms) durch g — gf gegeben.
Wegen Homy (M, M) = B = Homp (B, B) ist somit Hom (M, f) volltreu auf M. Mit Summen
und Summanden folgt Volltreue wie oben analog.

Nach Theorem 4.15 geniigt es also zu zeigen, dass Hom 4 (M, —) dicht ist. Offensichtlich liegen B
und B" im Bild von Homy4 (M, —). Es geniigt zu zeigen, dass beliebige Summanden von B™ im
Bild von Hom4 (M, —) liegen.

Sei also B" = B; @ Bs. Dies korrespondiert zu einer Zerlegung 1g» = e + (1 — e) mit einem
Idempotent e. Da f volltreu ist, korrespondiert dies zu einer Zerlgung 1 = f+(1— f) mit einem
Idempotent f. Doch dies liefert gerade eine Zerlegung M™ = M; & Ma mit Homy (M, M;) =
Bi. U

5.12 Korollar Sei M € A-mod und B := End4 (M) wie in Theorem 5.11. Dann gilt:
AM ist unzerlegbar < pB ist unzerlegbar < 0,1 sind die einzigen Idempotente in B.

Bemerkung Zerlegungen der 1 in orthogonale Idempotente sind nicht eindeutig.
Betrachte zum Beispiel k? = k @ k. Dann ist B = Endy(k?) = May(k).

Wir haben die Zerlegung in orthogonale Idempotente

10 00
1B—<O 0>+<0 1)63.

Dieser entspricht die Zerlegung von k2, welche durch

—_
8y
Il
VR
NI NI
N[O
N—————
_l’_
|
NI —DO|—
|
N[ =D =
N———
m
o

gegeben ist.

Nun zeige fiir eine endlichdimensionale k-Algebra A die Eindeutigkeit der Zerlegung in unzerleg-
bare Moduln in A-proj. Dazu betrachte die halbeinfache Algebra A := A/rad(A).

Wir miissen also Zerlegungen in A-proj mit Zerlegungn in A-mod vergleichen. Dazu kénnen wir
Idempotente in A mit Idempotenten in A vegleichen. Beachte, dass fiir ein Idempotent e € A
stets € :== e + rad(A) € A ein nichttriviales Idempotent ist.

5.13 Lemma Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra und sei I C A ein nilpotentes zweisei-
tiges Ideal in A. Seiu € A mitu —u? € I, also u=u> mit i =u+ 1.

Dann existiert ein Idempotent e € A mit u—e € I, d.h. e =u in A/I. In anderen Worten, man
kann Idempotente modulo nilpotenter Ideale hochheben.

Insbesondere gibt es fir jedes Idempotent f € A/rad(A) ein Idempotent e € A mit e = f, da
rad(A) nilpotent ist.
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Beweis. Zu gegebenen u =: u1 € U mit uj — u% € I konstuiere ug mit 11 = ug, aber ug — u% e I
Fiihre dies dann induktiv fort. Da I nilpotent, ist dann wu, —u2 = 0 fiir ein n € N, d.h. e := uy,
ist dann das gesuchte Idempotent.

2 2

Schreibe r := u* —u € I, u; = u. Schreibe w := u9 und setze w := u® — ur. Dann ist

w=u?—2ur=u+r—2ur=u mod I.

Weiterhin ist ur = u(u — u?) = ru, und wegen r € I ist 2 € I?. Nun betrachte

w? = (u+ 17— 2ur)?

= (u+7)? — 4(u + r)ur + 4u’r?
= u? + 2ur + % — 4u®r — dur® + 4u>r?

= u? + 2ur — 4u*r mod I°.
Andererseits ist

w=u®—2ur
= u? + 2ur — dur
= u? + 2ur — 4(u® —r)r
= u? + 2ur — 4u®r + 4r?
=u? + 2ur — 4u*r mod I?

=w? mod I%
Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und die Aussage folgt. O

5.14 Theorem Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra.

(a) Seien P und Q projektive A-Moduln. Schreibe P := P/rad(P) und Q := Q/rad(Q). Dann
gilt P ~ @Q genau dann, wenn P ~ Q.

(b) Die Zuordnung P+ P definiert eine Bijektion zwischen Isomorphicklassen von projektiven
A-Moduln und Isomorphieklassen projektiver A—Modulr_L (und damit Isoklassen von A-Moduln
allgemein). Dabei ist P unzerlegbar genau dann, wenn P unzerlegbar ist.

(c) Sei P ein projektiver A-Modul. Seien P=P, & ...® P, = Q1 ® ... ® Qp Zerlegungen in
direkte Summen unzerlegbarer projektiver Moduln. Dann ist n = £ und nach Umordnung P; ~ Q;
firj=1,...,n.

Beweis. Ad (a): Sei f: P — @ ein Isomorphismus von A-Moduln. Wegen rad(P) =rad(A) - P
und rad(Q) = rad(A) - Q ist

f(rad(P)) = f(rad(A) - P) =rad(A) - f(P) =rad(A) - Q = rad(Q).
Also ist die Einschrankung f \rad(Q) : rad(P) — rad(Q) wohldefiniert und bijektiv, d.h. f induziert

rad(P) -
einen Isomorphismus f: P — Q.

Sei umgekehrt g: P — @ ein Isomorphismus. Seien 7: P — P und s: Q — Q die Quotientenab-

bildungen. Da P projektiv ist, gibt es h: P — @ mit hs = rg und da @) projektiv ist gibt es

j:Q — P mit jr =sg L.

P Q
3h ﬁT dj C%S
llg zlg—l
Q—Q——0 PP —50

o6



Nach Nakayamas Lemma 3.16 sind nun h und j surjektiv. Damit gilt aus Dimensionsgriinden
P~Q.

Ad (b): Die Zuordnung zwischen den Isomorphieklassen ist wohldefiniert und injektiv nach (a).
Fiir die Surjektivitit beachte, dass wegen rad(P@® Q) = rad(P)®rad(Q) auch P®Q — P Q gilt.
Daher ist die Zuordnung additiv. Nach Theorem 3.12 ist jedoch jeder unzerlegbare halbeinfache
Modul isomorph zu einem direkten Summanden von A.

Ad (c): Dies folgt nun direkt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung fiir halbeinfache Moduln. [

5.15 Theorem (Satz von Krull-Remak-Schmidt) Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra
und M € A-mod. Dann hat M bis auf Umordnung und Isomorphie eine eindeutige Zerlegung
M=M @...05 M, in unzerlegbare direkte Summanden.

Bemerkung In unserem Zugang zu Theorem 5.15 sind wir iiber die Projektivisierung von einer
Zerlegung M = M1 @®...®H M, zu einer Zerlegung B = Be1 ®...® Be,, des Endomorphismenrings
B = End4 (M) iibergegangen. Dort sind wir dann zum halbeinfachen Fall B = Be; @ ... @ Be,
iibergegangen.

Dies war nétig, da der direkte Weg zum halbeinfachen durch M — M = M/ rad(M) nicht zum
Ziel fithrt: Eine Zerlegung von M liefert im Allgemeinen keine Zerlegung von M. Insbesondere
ist es moglich, dass M zerlegbar, aber M unzerlegbar ist.

Beispiel Betrachte den Kocher Q = (1 — 2 +— 3). Betrachte den kQ-Modul mit k — k +— k
und Identitiaten als Pfeile dazwischen. Dann gilt fiir einen beliebigen k@Q-Modulhomomorphismus

k k
o b
k k

mit a, b, ¢ € k stets a = b = ¢, also ist End(M) ~ k. Somit ist M unzerlegbar.

M

Pl
F b

R‘(T?T‘

M

Betrachte nun den einfachen kQ-Modul S5 mit 0 — k <— 0 und den injektiven kQ-Modulhomo-
morphismus, welcher durch

M E—t kel k
I O L
Sy 025 k«% 0

gegeben ist. Aus der exakten Sequenz Sy < M — M /Sy sehen wir, dass
M/Sy=(k—0+—k)=(k—0+—0)B(0—0+—Fk)=51&Ss.

Damit ist M /S2 halbeinfach und der grofite halbeinfache Quotient von M, daher ist rad(M) = So
und M = M/Sy ~ S & Ss.

5.16 Definition Ein Idempotent 0 # e = e? € A heifit primitiv, falls fiir alle Idempotente

e1,e2 € A mit ejes = egeq; = 0 und e; 4+ e2 = e entweder e; = 0 oder eo = 0 ist.

Damit ist eine orthogonale Zerlegung 14 = e1+...4e, in in primitive Idempotente eine Zerlegung,
die nicht weiter verfeinert werden kann.

5.17 Theorem Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra und seien zwei orthogonale Zerlegun-
genlg=e1+...+en = f1+ ...+ fo in primitive Idempotente.

Dann gilt n = £ und es gibt ein invertierbares a € A, sodass nach Umordnung f; = a_leja fiir
alle j =1,...,n gilt.
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Beweis. Zu jeder orthogonalen Zerlegung 14 = €1 + ... 4 e, in primitive Idempotente gehort
eine Zerlegung 4 A = Ae; @ ... ® Ae, in unzerlegbare A-Moduln, da End(Ae;) = e;Ae; nur das
Idempotent e; hat.

Somit erhalten wir zwei Zerlegungen 4 A = Aey @ ... ® Ae, = Af1 & ... B Afy in unzerlegbare
direkte Summanden. Nach Theorem 5.15 gilt also n = £ und nach Umordnung Ae; ~ Af; fir
i=1,...,n.Sei a; € Homy(Ae;, Af;) = e;Af; ein solcher Isomorphismus, b; € Hom 4 (Af;, Ae;)
sein Inverses. Dann gilt fiir ¢, = 1,...,n stets

0 . . 0 . .
aibj = Z 7&] und biaj = Z #]
idae, =€; i=7 iday, =fi 1=

Also ist a := a1 + ... + a, invertierbar mit Inversem a=! = b = b; + ... + b, und es gilt fiir

i=1,...,n stets a leja = bieja; = biazbia; = ff = f;. O

Beispiel Sei A = Mjy(k) die k-Algebra der 2 x 2-Matrizen. Sei e; = () und f1 = (§9). Dann
ist Ae; ~ Af; ~ k?. Insbesondere ist

0 0y (0O 1 0\ (0 1
0 1) \1 0 0 0 0 0/
Hf,_/ H’_/h’_/ﬁ/_/
1 ai €1 1

5.18 Definition Sei R ein Ring und sei NU := NU(R) := {x € R : x ist nicht invertierbar}.

Wir nennen R einen lokalen Ring, falls NU ein zweiseitiges Ideal in R ist.

Bemerkung Sei R ein lokaler Ring. Wegen 1 ¢ NU ist NU ein echtes Ideal.

Auflerdem ist fiir ein echtes Ideal I < NU jedes x € I nicht invertierbar, also ist I C NU. Damit
ist NU das eindeutig maximale zweiseitige Ideal in R.

Damit ist NU das Brown-McCoy-Radikal von R. Aus den Ubungen ist bekannt: Ist R eine
endlichdimensionale k-Algebra, so stimmt das Brown-McCoy-Radikal mit dem Jacobson-Radikal
tiberein. Insbesondere gilt rad(R) = NU.

Beispiel Esist R = k[z]/(z") ein lokaler Ring mit NU = (z)/(z").

5.19 Lemma Sei R ein lokaler Ring und e = € € R ein Idempotent. Dann ist e € {0,1}.

Beweis. Angenommen, es gibt ein Idempotent e = e € R mit e ¢ {0, 1}. Dann ist auch 1 — e ein
Idempotent mit 1 — e ¢ {0,1}. Wegen e(1 — e) = 0 sind aber e und 1 — e nicht invertierbar.

Also ist e,1 — e € NU. Da NU aber ein Ideal in R ist, ist somit auch 1 =e + (1 —e) € NU, also
NU = R, im Widerspruch zu 1 ¢ NU. O

Beispiel Sei R = Z. Dann sind 0 und 1 die einzigen Idempotente. Allerdings ist 2,3 € NU,
jedoch 1 =3 —2 ¢ NU. Also ist NU kein Ideal und somit Z kein lokaler Ring.

5.20 Proposition Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra und P projektiv. Dann sind
aquivalent:
(a) P ist unzerlegbar.

(b) rad(P) ist ein mazimaler Teilmodul von P.

(c) End4(P) ist ein lokaler Ring.

Beweis. Zu (a) = (b): Da P unzerlegbar ist, ist P/rad(P) auch unzerlegbar und halbeinfach,
also einfach. Daher ist rad(P) ein maximaler Teilmodul von P.

Zu (b) = (c): Sei rad(P) ein maximaler Teilmodul von P. Sei f: P — P mit f € Enda(P).

o8
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Ist nun f surjektiv, so ist f wegen dimy P < oo ein Isomorphismus, also invertierbar.

Ist f nicht surjektiv, so ist Im(f) C P ein echter Teilmodul, liegt also in rad(P). Daher ist
NU(Enda(P)) ={f: P — P :Im(f) Crad(P)}.

Offensichtlich ist die Summe zweier Elemente aus NU wieder in NU. Sei nun auch g € End4(P).

Dann ist Im(gf) C Im(f) C rad(P), also gf € NU.

Wegen g(rad(P)) C rad(P) ist aber auch Im(fg) C rad(P), also auch fg € NU.

Daher ist NU ein zweiseitiges Ideal in End4(P), also ist End 4(P) ein lokaler Ring.

Zu (c) = (a): Ist End 4 (P) lokal, so sind nach Lemma 5.19 alle Idempotente 0 oder 1, also ist P
unzerlegbar. Il

Proposition 5.20 liefert durch Projektivisierung (Theorem 5.11):

5.21 Korollar Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra und M € A-mod. Dann ist M unzer-
legbar genau dann, wenn End (M) ein lokaler Ring ist.

Frage: Wann ist A als Algebra zerlegbar oder unzerlegbar?

Seien A1 und A zwei k-Algebren. Definiere deren Summe A = Ay @ As durch komponentenweise
Multiplikation und Addition. Fiir a; € A; und ag € Ay schreibe a; + ag := (a1, a2). Beachte,
dass A1, As C A dann zweiseitige Ideale in A sind.

Die Eins ist durch 14 = 14, + 14, gegeben und es gilt 14,14, = 14,14, = 0 und 1?41 =14,
sowie 12A2 = 14,. Somit sind 14, und 14, orthogonale Idempotente.
Beispiel Sei A = M, (k) die k-Algebra der n x n-Matrizen. Sei e = e? € A ein idempotent.

Dann ist jedoch A # ede @ (1 —e)A(1 —e), da A als einfache Algebra keine zweiseitigen Ideale
aufler 0 und A selbst besitzt.

Insbesondere liefert eine Zerlegung der 1 in paarweise orthogonale Idempotente im Allgemeinen

keine Zerlegung von A als Algebra.

5.22 Proposition Sei A ein Ring. Eine Zerlegung von A als Ring in A = A1 ® ... 0 A,
entspricht einer Zerlegung 14 = e1 + ... + ey, in paarweise orthogonale zentrale Idempotente, d.h.
e; €Z(A) firi=1,...,n.

Somit ist A unzerlegbar als Ring genau dann, wenn 14 zentralprimitiv in A ist, also 14 primitiv
in Z(A) ist.

Insbesondere gilt fiir eine k-Algebra A mit dimy A: Es ist A unzerlegbar genau dann, wenn Z(A)
ein lokaler Ring ist.

Beweis. Dank Induktion geniigt es, den Fall n = 2 zu betrachten.

Sei A= A; & Ay. Dann sind 14, und 14, orthogonale Idempotente und es gilt fiir a; € A; und
as € A2

(14,,0)(a1,a2) = (a1,0) = (a1,a2)(14,,0), sowie (0,14,)(a1,a2) = (0,a2) = (a1,a2)(0,14,).

Also sind 14, = (14,,0) und 14, = (0,14,) zentral in A.

Sei umgekehrt e = e? € Z(A) ein zentrales Idempotent. Dann ist 1 = e + (1 — e) eine Zerlegung
der Eins. Zeige: A =eAe @ (1 —e)A(1 — e) ist eine Zerlegung als k-Algebren.

Wegen e € Z(A) ist eAe = eA = eA, also ist eAe ein zweiseitiges Ideal von A. Fiir alle a € A
ist zudem eeae = eae = eaee, also ist e eine Eins in eAe. Somit ist eAe eine k-Algebra. Fiir
(1 —e)A(1 — e) gilt dies analog.
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Ist nun a € ede N (1 —e)A(1 —e), so ist a = ae = a(l —e€), so a = ae(1l —e) = 0. Somit gilt
edeN (1 —e)A(l —e) ={0}. Fiir a € A beliebig ist zudem a = al = ae + a(l — e) mit ae € ede
unda(l —e) € (1 —e)A(1 — e). Insgesamt gilt also A =ede® (1 —e)A(l —e). O

Beispiel Betrachte den Kocher @ = (1 — 2 — 3) und die Wegealgebra kQ. Sei V' € kQ-rep,

dh. V= (V(1) 1, V(2) <2+ V(3)) mit endlichdimensionalen k-Vektorrdumen V (i) und linearen
Abbildungen f und g.

Sei S3 = (0 — 0 — k) der einfache Modul an 3 und betrachte den injektiven Homomorphismus
von kQ@-Darstellungen

1% vy Lo ve) L vE)
J | [
SYimV(s) 0 0 V(3).

Wir erhalten die kurze exakte Sequenz S;limV(:&) >V —» V/Sgim Ve - (V(1) AN V(2) — 0).

Sei nun Sy = (0 — k — 0) der einfache Modul an 2 und betrachte den injektiven Homomor-
phismus

v/sgmV® V() s v —— o0

J | ]

Sgim V() 00— V() — 0.

Dann ist 5™ < v/sgmYE o (vysgm V@) sgm VS — (1) — 0 — 0) = sf™Y 0
mit dem einfachen Modul S; an 1.

Insgesamt sehen wir, dass V in gewissem Sinne “zusammengesetzt” ist aus einfachen Moduln,
d.h. es gibt eine Kette von kQ-Moduln V' =V, 2D Vi D ... D V,, mit einfachen Faktoren V;/Vjiq
fir alle j. Dabei kommt zum Beispiel der einfache Faktor S; genau dim V'(1)-mal vor.

5.23 Definition Sei A eine k-Algebra und M ein A-Modul.

Eine endliche Kette von Teilmoduln 0 = Mo C My C ... C M, = M, wobei M /M einfach ist
fir j =0,...,n—1, heilt Kompositionsreihe oder Jordan-Hélder-Reihe von M. Die vorkommenden
einfachen Moduln S ~ M;;/M; heiflen Kompositionsfaktoren von M. Die Multiplizitit oder
Vielfachheit von S ist die Anzahl der Indizes j + 1 mit S ~ M;,,/M;. Die Lénge der Kette
£(M) ::=n, also die Summe der Multiplizitaten heit (Kompositions-)Linge von M.

Beispiel Betrachte die Kette von Teilmoduln
k[x] D zk[z] D 2%k[z] D .. ..

Dann ist jeder Quotient aufeinanderfolgender Teilmoduln isomorph zu k[x]/xk[z], also zum
einfachen Modul gegeben durch die folgende Koécherdarstellung.

£
Fiir ein beliebiges A € k erhalten wir aulerdem die Kette
klz] D (x — Nk[z] D (z — M\)?k[z] D ....

Hier ist jeder Quotient isomorph zum einfachen Modul, welcher durch die folgende K&écherdar-

stellung gegeben ist.
£
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Somit kann bei einer Verallgemeinerung auf unendlich lange Kompositionsreihen keine Eindeu-
tigkeit der Faktoren und ihrer Vielfachheiten erwartet werden.

5.24 Theorem (Satz von Jordan-Holder) Seien 0 = My C M; € ... € M, = M und
0=No C N1 C...C Ny=M zwei Kompositionsreihen von M.

Dann gilt n = £ und die Kompositionsfaktoren und ihre Vielfachheiten in den beiden Kompositi-
onsreihen stimmen tiberein (bis auf Anordnung und Isomorphie).

Beweis. Ohne Einschrankung ist n < ¢. Wir fithren den Beweis per Induktion nach n, d.h. nach
der Lénge der kiirzeren Kompositionsreihe.

Ist n =1, so ist M = M7 = Ny einfach, also £ = 1 und somit Ny = M7 = M.
Sei nun n > 1. Falls M,—1 = Ny_1, so wende Induktion auf M,_; an. Es folgt n — 1 =/¢—1,
somit auch n = £ und die zu zeigende Aussage folgt.

Falls M1 # Ny_1, s0 ist My,—1 N Ny—y € My_1, Ng—1. Sonst wére ndmlich M,,_1 C Ny_; oder
umgekehrt, im Widerspruch zu M,,/M,,_1, bzw. Ny/N;_; einfach. Es ist M = M,,_1 + Ny_1, da
M /M,,_; einfach ist, also M,,_; maximal mit Ny_y € M,_1.

Es gilt der Isomorphiesatz fir Moduln: Fiir Moduln X und YV ist (X +Y)/X ~Y/(X NY).
Somit ist

S = M/M,_1 = (My—1+ Ng—1)/My—1 ~ Np_1/(Mp—1 N0 Ne_1)
T :=N/Np_1=(Mp-1+ N¢—1)/Ne—1 ~ My_1/(Mp—1 0 Ne_1).

Insgesamt sind wir also in der folgenden Situation.

M = M,—1+ Nyp_1
/ X
M, Ny_q
M.

M, n—1 M Ng_1 Ny_o

Nun betrachte die folgende Kette von Teilmoduln
My 12 My 1N Npy DMy 2N Ng1 DMy 3NNy 2 ...
Es ist My,—1/(My—1 N Ny_1) ~ T einfach, und fir 0 < j <n — 2 ist

(M1 N Ne—1)/(M; O Ne—1) = (M1 0 Ne—1) /(M 0 (M1 0 Ne—y))
~ (Mj11 N Ney + M) /M © M1 /Mj,

mit M1 /M; einfach. Somit ist obige Kette eine Kompositionsreihe von M,,_; der Linge < n—1.
Jedoch ist bereits M,_1 2 My_2 2 My_3 2D ... eine Kompositionsreihe von M,_; der Linge
n — 1, also ist nach Induktion auch obige Kette eine Kompositionsreihe der Lange n — 1.

Dann ist auch Ny_1 O M, _1NNyp_1 D M,,_ oNNy_1 O M,,_3NNy_1 DO ... eine Kompositionsreihe
von Ny_ der Lange n — 1, schlieBlich war auch Ny_1/(M,—1 N Ny_1) ~ S einfach. Da allerdings
Ny_1 2 Ny_9 D Ny_3 D ... auch eine Kompositionsreihe von Ny_; der Lange ¢ — 1, folgt mit
Induktion n — 1 = ¢ — 1. Ebenso folgt, dass die beiden urspriinglichen Kompositionsreihen
isomorphe Subfaktoren haben. O

Wir bezeichnen mit [M : S| die Vielfachheit des einfachen Moduls S in den Kompositionsreihen
des Moduls M, falls dies wohldefiniert ist.
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Bemerkung Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra, e ein primitives idempotent und Ae
der zugehorige unzerlegbar projektive Modul. Sei S ein einfacher Modul.

Es ist Ae/rad(Ae) = T ein einfacher Modul. Falls nun 7' ~ S gilt, so existiert eine Surjektion
Ae - Ae/rad(Ae) =T ~ S, d.h. Ae bildet surjektiv auf S ab.

Angenommen, es wire auch Af unzerlegbar projektiv mit einer Surjektion Af — S.

Af
>
Ae S

Dann gibt es eine (surjektive) Hochhebung Af — Ae — S, d.h. Af — Ae. Es folgt, dass Ae | Af.
Da aber Af unzerlegbar ist, also Ae ~ Af.

0

Also: Ein projektiv unzerlegbarer Modul Ae bildet nur auf einen einfachen Modul nichttrivial ab,
nédmlich auf Ae/rad(Ae).

Weiterhin existiert ein Isomorphismus von k-Vektorraumen

Hom4(Ae,S) — eS

(f: Ae = 8) > f(e) = f(e®) = ef(e).
Insbesondere gilt Hom4(Ae, S) # 0 < eS # 0. Somit ist S der einzige einfache Modul mit eS # 0
genau dann, wenn S ~ Ae/rad(Ae).

Ist nun 14 = e; + ... + e+ epp1 + ... + e, eine orthogonale Zerlegung der 1 in primitive
Idempotente, so heilen e; und e; dquivalent, falls Ae; ~ Ae;. Seien nun eq, ..., e, dquivalent zu
e. Ist S nun der einfache Modul zu Ae, so gilt

S=1p4-S=(e1+...4ep) - S=e15D.. DepSDep15B... e, S=e15SD...DepS.
Daher ist wegen 4A = Ae;1 & ... 5 Aey ® Aepr1 @ ... & Ae, nun

A=A/rad(A)=8S@..0SOTI ® ... 0Ty,
£-mal
mit T; £ S.

Ist 0 > X - Y — Z — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln, so ist 0 — eX — eY —
eZ — 0 eine exakte Sequenz von k-Vektorrdumen. Falls eY # 0, so kommt S = Ae/rad(Ae) als
Kompositionsfaktor in Y vor. Insbesondere ist eX # 0 oder eZ # 0, was von beiden der Fall ist,
ist jedoch unklar.
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6 Morita-Aquivalenzen

Seien A und B Ringe oder Algebren. Wir untersuchen die Frage, wann die Modulkategorien
A-Mod und B-Mod &quivalent sind.

Beispiel Sei A = k ein Korper. Dann ist A-Mod = k-Vect die Kategorie der k-Vektorraume.
Die unzerlegbaren Objekte sind bis auf Isomorphie A = k, ebenso die einfachen Objekte A = k.
Es gilt End (k) = k.

Sei nun B = My(k) eine Matrixalgebra tiber k. Dann sind all einfachen Objekte bis auf Isomorphie
durch k¢ gegeben, und es gilt wieder Endg(k?) = k.

In der Tat sind die (endlichdimensionalen) Modulkategorien dquivalent, es gilt A-mod ~ B-mod.
Es handelt sich um eine nichttriviale Aquivalenz, insbesondere wird die Dimension der einfachen
Moduln nicht erhalten.

6.1 Definition Seien A und B Ringe (oder Algebren). Es heiflen A und B Morita-dquivalent
genau dann, wenn A-Mod ~ B-Mod als Kategorien gilt, d.h. wenn ihre Modulkategorien dquivalent
sind.

6.2 Lemma FEine Aquivalenz F': A-Mod — B-Mod erhilt die Eigenschaften epi, mono, iso, also
auch surjektiv, injektiv und bijektiv. F bildet Kerne auf Kerne, Cokerne auf Cokerne und Bilder
auf Bilder ab, sowie initiale auf initiale, terminale auf terminale und Nullobjekte auf Nullobjekte
ab.

Beweis. Sei F eine Aquivalenz, G: B-Mod — A-Mod ein Quasiinverses zu F, sei n: 1l¢ — G o F
der zugehorige natiirliche Isomorphismus.

Wir zeigen: Ist f: X — Y ein epi, so auch F(f). Seien also g: F(Y) - Z und h: F(Y) — Z
gegeben mit F(f)g = F(f)h. Zu zeigen ist, dass g = h gilt.

Wir berechnen

(Go F)(f)G(9) = (Go F)(f)G(h) Anwenden von G
= nx (G o F)(f)G(g) =nx(Go F)(f)G(h) Prakomposition mit 7y
= fnyG(g) = fnyG(h) nx ist natiirlich
= nyG(g) = nyG(h) f ist epi
= G(g) = G(h) Ny ist iso
= g=h G ist treu.
o G
(GoF)(x) LD (6o )y :;GEZ; G(2)

ZWWX Z}W

X ! Y
Die Beweise fiir den anderen Aussagen folgen auf analoge Weise. O

6.3 Lemma FEine Aquivalenz F: A-Mod — B-Mod ist exakt, d.h. F bildet exakte Sequenzen 23.01.2017
in A-Mod auf exakte Sequenzen in B-Mod ab, sowie Produkte auf Produkte und Coprodukte auf
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Coprodukte, Teilmoduln (also Bilder von Monos) auf Teilmoduln, Quotienten (also Bilder von
Epis) auf Quotienten und einfache Moduln auf einfache Moduln.

6.4 Lemma Aquivalenzen zwischen Modulkategorien erhalten die Addition von Morphismen,

d.h. fiir alle Objekte X undY ist
Homy(X,Y) — Homp(F(X),F(Y)), f+— F(f)

ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Beweis. Wir zeigen, dass die Addition von Morphismen kategoriell definiert werden kann. Seien
a, € Homy(X,Y).

Erster Schritt: X @ X ist ein Biprodukt (d.h. Produkt und Coprodukt).

XoX XoX
3 -
A LTIX I J \
L2
x4 ¥ X X 4 x X

Daher gibt es die Diagonalabbildung A: X — X & X mit Am; = idx und Ams = idx und die
Codiagonalabbildung V: X & X — X mit 11V = idx und oV = idx.

Zweiter Schritt: Betrachte Morphismen X & X — Y @ Y. Betrachte dazu X & X zuerst als
Coprodukt.

XpX XpX
I LJ \ By LJ \
L2 L2
Y e X X Yy« 0 x X
0 B

Somit existiert h1: X & X — Y mit t11hy = a und 19hy = 0und hy: X & X — Y mit 11he =0
und toho = .

Nun betrachte Y @ Y als Produkt.
YooY
3,!_]_? o Jm 2
Xex M,y Y

ha

Daher existiert h: X @ X — Y @Y mit t1hm = «, t1hmg = 0, 1ohm; = 0 und w9hme = 8. Wir
bezeichnen h aus naheliegenden Griinden mit

a 0
= (0 )
Dritter Schritt: Wir fassen alles zusammen und betrachten
0
(55)
—

e () s (5]) —— a0+ 500

A

X -2 . xaXx vy

Yov Y

D.h. durch a + 5 := Ax (%‘ g) Vy haben wir die Addition kategoriell definiert. O
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6.5 Definition Ein Modul G heifit Generator von A-Mod genau dann, wenn fiir alle M € A-Mod
es eine Menge I und einen Epi @,.; G — M gibt.

6.6 Lemma Aquivalenzen zwischen Modulkategorien bilden Generatoren auf Generatoren ab.

6.7 Definition Ein A-Modul P heifit Progenerator, falls P endlich erzeugt projektiv und ein
Generator ist.

6.8 Lemma Aquivalenzen zwischen Modulkategorien bilden endlich erzeugte Moduln auf endlich

erzeugte Moduln ab.

Beweis. Zeige: M ist endlich erzeugt genau dann, wenn jede aufsteigende Kette My C M; C ...
von Teilmoduln mit (J,, M,, = M abbricht, d.h. es gibt ein m mit M = M,;, = My,41 = .. ..

Da Aquivalenzen Teilmoduln erhalten, zeigt dies das Lemma.

Sei einerseits M endlich erzeugt durch mq,...,my € M und sei M = J,, M,, mit My C M; C ...

Dann ist m; € My, ...my € M,, mit n; € N. Sei nun ng := max{ny,...,ng}. Dann gilt
mi,...,my € My,, also M,, = M fiir n > ny.

Wird andererseits jede Kette stationér, so wahle my € M. Dann ist My := Amy; C M. Wahle
mge € M \ M;. Dann ist My C My := (my, mg)M. Fahre so weiter fort. Da die Kette abbrechen
muss, gilt M = (mq,...,my), d.h. M ist endlich erzeugt. O

6.9 Korollar Aquivalenzen zwischen Modulkategorien bilden Progeneratoren auf Progeneratoren

ab.
Beachte, dass Hom4 (M, —) im Allgemeinen nur linksexakt ist, d.h. fiir eine exakte Sequenz

0 X Y VA 0

ist im Allgemeinen nur
0 —— Homy (M, X) —— Homy(M,Y) —— Homy (M, Z)

exakt. Da wir einen Hom-Funktor als Kandidaten fiir unsere Morita-Aquivalenzen in Betracht
ziehen, muss nach folgendem Lemma das M in diesem Fall projektiv sein, um Exaktheit zu
gewéhrleisten.

6.10 Proposition Fs ist Hom (M, —) ein exakter Funktor genau dann, wenn M projektiv ist.

Beweis. Vergleiche Ubungsblatt 9, wichtig ist die Surjektivitit von Hom (M, g), welche mit der
Surjektivitdt von g durch die Hochhebungseigeschaft iiber das projektive M folgt. O

Nun suchen wir Kandidaten fiir Quasiinverse zu Hom-Funktoren. Dabei definieren wir den Begriff
der adjungierten Funktoren und definieren das Tensorprodukt von Moduln, welches den gesuchten
Kandidaten liefert.

6.11 Definition Seien F': ¢ — D und G: D — € Funktoren zwischen Kategorien € und D.

Dann heifit F' linksadjungiert zu G, bzw. G heif3t rechtsadjungiert zu F, falls fir alle C' € € und
D € D es einen natiirlichen Isomorphismus Home(C, G(D)) ~ Homq (F(C), D) gibt.

6.12 Definition Sei A ein Ring. Sei X4 € Mod-A, 4Y € A-Mod. Sei X x Y das kartesische
Produkt (als Mengen). Sei Z eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung ¢: X x Y — Z heifit
A-balanciert, falls fir x,x1,22 € X, y,y1,y2 € Y und a € A gilt

o1+ m2,y) = o(w1,y) + 0(x2,9)  @(T,y1 +y2) = @(x,y1) + ©(T,Y2)
o(za,y) = p(x,ay).
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Ein Paar (T, 1) bestehend aus einer abelschen Gruppe 7= X @4 Y, sodass 7: X XY - X @Y
eine A-balancierte Abbildung ist, heifit Tensorprodukt von X und Y tiber A, falls folgende
universelle Eigenschaft erfiillt ist: Fiir jede A-balancierte Abbildung ¢: X XY — Z gibt es einen
eindeutigen Homomorphismus abelscher Gruppen f: X @4 Y — Z mit ¢ = 7f.

XA X AY
X)
T Z
T
T=X®aY

6.13 Proposition Das Tensorprodukt X ® oY existiert und ist eindeutig bis auf eindeutigen
Isomorphismus.

Beweis. Sei F := @ yyy Z die freie abelsche Gruppe auf der Menge X x Y. Diese kommt mit
der Injektion i: X XY < F, (z,y) — (z,y).

Sei H die Untergruppe von F' erzeugt von Elementen der Form

(xl + CL'Z,?J) - (xlvy) - (any)? (xvyl + y2) - (x,yl) - (xvyZ)? (ma,y) - (l’, ay)
fir z,z1,20 € X, y,y1,y2 € Y und a € A. Sei T := F/H als abelsche Gruppe. Sei 7 := iw. Dann
ist 7 eine A-balancierte Abbildung.

Zudem erfiillt (T, 7) die universelle Eigenschaft: Ist ¢: X XY — Z eine A-balancierte Abbildung,
so definiere g: F — Z durch (z,y) — ¢(x,y). Dann liegt H im Kern von g, also existiert
f:T — Z mit ¢ =7f und f ist eindeutig mit dieser Eigenschaft. O

Bemerkung Ist (7, 7) ein Tensorprodukt von X und Y, so schreiben wir 2 ® y := 7(z,y) fir
x € X und y € Y. Solche Elemente erzeugen X ® 4 Y, aber nicht jedes Element sieht so aus.

6.14 Lemma Sei X erzeugt von x1,...,T, und Y erzeugt von yi,...,ye. Dann ist jedes Element
von X ®4Y eine Summe von Elementen der Form xja ® yy. Im Fall A =7, ist jedes Element
eine Summe von Elementen der Form x; ® yj.

Beweis. Fir z € X und y € Y gibt es a;,by € Amit © =3, zja; und y = >_), bryx. Dann ist

TRY = (Z :L'jaj> & (Z bkyk> = ij(ajbk) Q Y- O
j k

J 3k
Beispiel Seien a,b € N. Wir untersuchen Z/aZ ®z Z/bZ. Nach Lemma 6.14 ist Z/aZ ®z Z /bZ
erzeugt von 1 ® 1, also wieder zyklisch.
Nach dem Euklidischen Algorithmus gibt es A\, u € Z mit d := ggT(a,b) = Aa+pb. Firm € Z/aZ
und n € Z/bZ gilt dann
md®@n =m(Aa+ pb) @ n = (Ama ®@n) + (mub®@n) = (Aaj’[?@n)—&—(mu@\li%) =0

Somit ist die Ordnung von m ® n ein Teiler von d. Andererseits betrachte die Abbildung

ZxZ — Z/dZ
(x,y) +— zy+dZ.

Diese Abbildung ist Z-balanciert, surjektiv und faktorisiert tiber Z/aZ x Z /bZ, denn fir n,m € Z
gilt
(x + na,y + mb) — xy + xmb + yna + nmab + dZ = zy + dZ.
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Somit gibt es einen surjektiven Homomorphismus Z/aZ ®z Z/bZ — Z/dZ. Insgesamt folgt der
Isomorphismus

Z/aZ ®7 Z/VZ ~ 7] ggT(a,b)Z.

6.15 Proposition Seien A, B,C Ringe und pXa und oAYc Bimoduln. Dann ist X4 ®4 AYo
ein B-C-Bimodul. Weiterhin gilt XA ®4 aAA >~ XA und AAA ®4 aAYo ~ aYo, sowie fiir
entsprechende Bimoduln (X1 ® X2) @Y X1 @Y @ Xo®Y und (X QY)®Z~X® (Y ® 2).

Bemerkung Um aus dem Tensorprodukt einen Tensorproduktfunktor zu erhalten, miissen wir
auch das Tensorprodukt von Morphismen definieren. Seien also f: X4 — X’y und g: 4Y — 4Y’

Homomorphismen.
Xxy 9, xrey
Xov 1%, x ey

Fiir die Existenz von f ® g ist also zu zeigen, dass (f, g)7" eine A-balancierte Abbildung ist.
Allerdings ist zum Beispiel firx € X, y € Y unda € A

(za,y)(f, 9)7" = (zaf,yg)T" = zaf ® yg = (xf)a @ yg = xf @ a(yg)
=af @ (ay)g = (zf, (ay)g)T" = (z,ay)(f, 9)7".
Fir die Additivitdten ist die Rechnung analog.

6.16 Theorem (Adjunktionsformel) Seien A und B Algebren (oder Ringe) und Ma, aNp, Lp  30.01.2017
Moduln. Dann gibt es einen natirlichen Isomorphismus

¢: Homp(M4 ®4 Np, Lp) —— Homu(Ma, Homp(aNp, Lp)).

D.h. der Tensorproduktfunktor — @4 aANp: Mod-A — Mod-B ist linksadjungiert zum Hom-Funktor
Homp(4Np,—): Mod-B — Mod-A.

Bemerkung Anderere Adjungierte zu ® und Hom existieren im Allgemeinen nicht.

Beweis zu Theorem 6.16. Definiere

¢:  Hom(M ® N,L) — Hom(M,Hom(N, L))
(f: M®N —=L) — (o(f):m— (n— f(m®n)))

und v:  Hom(M,Hom(N,L)) — Hom(M ® N, L)
(9: M — Hom(N,L)) — (¢¥(9): m®@n+— g(m)(n)).

Wir berechnen die Kompositionen von ¢ mit ¢ und umgekehrt.

(f: M®N = L) — (o(f): m = (o(f)(m): n— f(m&n)))
— ((p¥)(f): m @ n = o(f)(m)(n) = f(m @ n))

Somit gilt ¢y = 1. Andererseits ist

(9: M — Hom(N, L)) — (¢(g9): m®@n — g(m)(n))
— (Yp)(9): m = () (g)(m): n = Y(g)(m @n)) = g(m)(n)).

Somit gilt auch ¢y = 1.

Alles Weitere (¢ und v sind Homomorphismen, Natiirlichkeit, etc. ) folgt durch analoge Rech-
nungen. O
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6.17 Lemma Sei N € A-Mod und seien My, Mo, M3 € Mod-A. Sei

My —L My —2 s Mg 0
eine exakte Sequenz. Dann ist auch
My @a N L2 My@a N 22N M@ N —— 0
eine exakte Sequenz, d.h. der Tensorproduktfunktor ist rechtsexakt.

Beweis. Wir erinnern daran, dass der Hom-Funktor linksexakt ist, d.h.

f

0 My My —2— M;

ist exakt genau dann, wenn
0 —— Hom(X, M;) —— Hom(X, My) —— Hom(X, M3)

exakt ist. Analog gilt, dass eine Sequenz

M1L>M2 g

Ms 0
exakt ist genau dann, wenn
0 —— Hom(M3,Y) —— Hom(Ms2,Y) —— Hom(M;,Y)

exakt ist. Wahle nun Y = Homp (N, X) mit B = End4(Ay), also N als Bimodul 4 Np. Dann
folgt aus der Exaktheit von

My *>f Mo g Ms 0

die Exaktheit von
0 —— Hom(Mj3, Hom(N, X)) —— Hom(Mas, Hom(N, X)) —— Hom(M;, Hom(N, X)).

Mit Hilfe der Adjunktionsformel (Theorem 6.16) erhalten wir durch eine Diagrammjagd daraus
die Exaktheit von

0 —— Hom(M3 ® N, X) —— Hom(My ® N, X) —— Hom(M; ® N, X).
Doch daraus folgt mit der Linksexaktheit von Hom die Exaktheit von

Beispiel Sei A = (kF) die Algebra der oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen. Sei e; = ({ ) und
ea = (J9). Betrachte die exakte Sequenz

0 —— egA~ (0 k:) —s A~ (k k:) —— e1AJeaA —— 0.

Sei N = Aeg/Aer ~ (). Dann ist egA ®4 N ~ eaN ~ Hom(Aes, N) ~ k und ;A @4 N =~
e1A ~ Hom g (Aey, N) ~ 0. Folglich ist die Sequenz

04)62A®N2k‘4)61A®N20*>€1A/7”2A®N:0*>0

nicht exakt, d.h. der Tensorproduktfuntktor ist im Allgemeinen nicht exakt.
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6.18 Definition Ein Modul 4N € A-Mod heifit flach genau dann, wenn der Funktor — ® 4 N
exakt ist.

6.19 Proposition Projektive Moduln sind flach.

Beweis. Esist — ®4 A ~ id, also ist A flach. Weiterhin ist “flach sein” erhalten unter Summen
und Summanden, daher sind alle projektiven Moduln flach. O

Bemerkung Die Umkehrung zu Proposition 6.19 gilt im Allgemeinen nicht, zum Beispiel ist Q
als Z-Modul flach, aber nicht projektiv.

Ist hingegen A eine endlichdimensionale k-Algebra, so sind die endlich erzeugten flachen Moduln
gerade die endlich erzeugten projektiven Moduln.
6.20 Theorem (Morita, 1958) Seien R und S Ringe. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent.

(a) R und S sind Morita-dquivalent, d.h. es gilt R-Mod ~ S-Mod als Kategorien.

(b) Es gibt einen Progenerator P € R-Mod mit S = Endg(P).

(c) Es gibt einen Progenerator () € Mod-R mit S = Endr(Q)°P.
6.21 Korollar Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Seien P, ..., P, Reprdsentanten der
Isomorphieklassen unzerlegbarer projektiver A-Moduln, d.h. es gilt A ~ P{* ®...® P~ fiir gewisse

jx € N. Dann ist A Morita-dquivalent genau zu allen Ringen der Form B ~ EndA(Plh1 D. . .@Pf;”)
mit hy > 1.

Bemerkung Von A kommen wir zu allen zu A Morita-dquivalenten Ringen durch endlich viele
Anwendungen von

e Isomorphe Ersetzung B ~~ B’ mit B ~ B'.

o Vergroflerung der Form B ~» M, (B) fir n > 1.

e Verkleinerung der Form B ~+ eBe mit einem Idempotent e? = e, sodass Be ein Generator
von B-Mod ist.

Beweis von Theorem 6.20. Zu (a) = (b): Eine Aquivalenz S-Mod — R-Mod bildet S auf einen
Progenerator P in R-Mod ab und es gilt S ~ Endg(S) = Homg(S, S) ~ Hompg(P, P) = Endg(P).

Zu (b) = (a): Sei rP € R-Mod ein Progenerator mit Endgr(P) = S. Dann ist pPg ein R-
S-Bimodul. Damit definieren wir Funktoren F': R-Mod — S-Mod, FF = Hompg(grPs,—) und
G: S-Mod — R-Mod, G = pPs ®g —.

Zu zeigen sind die natiirlichen Isomorphismen F o G ~ idg.yoq und G o F' ~ idg.yoq.

Dazu definiere einerseits ¢: idgyoq — F o G fiir M € S-Mod durch
ov: M — (FoG)(M)=Homg(rPs,RPs ® M), m+— (p+— pQm).

Wir miissen zeigen, dass ¢ natiirlich in M ist und alle ¢ ;s Isomorphismen sind. Zur Natiirlichkeit
sei f: M7 — Ms und betrachte

M, &Hom(RP@Ml) m; ——  (p—>pRm)
[f LHom(l,l(@f) 1{ l
My —22  Hom(P, P ® Ms) F(m1) ——— (p— p® f(m)).

Damit ist ¢ eine natiirliche Transformation.
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Um zu zeigen, dass alle ¢js Isomorphismen sind, betrachte zundchst den Fall M = S. In diesem
Fall ist ¢s(s) = (p — p® s) fir s € S. Doch dies ist gerade der kanonische Isomorphismus
S ~ Homp(P, P) ~ Homg(P, P ®5 S). Ebenso ist ¢y, ein Isomorphismus fiir M = S, ¢ > 1.

Fiir M = @,c; S beachte, dass P endlich erzeugt, d.h. das Bild eines jeden Homomorphismus
P — @,¢; S nur endlich viele Summanden trifft. Damit ist auch dieser Fall durch S bereits
abgedeckt.

Nun sei M ein beliebiger Modul. Wéhle eine projektive Préasentation von M der Form

Soi=@jes S —1 S =@y S~ M 0,

d.h. die obige Sequenz ist exakt. Dann sind ¢g, und ¢g, Isomorphismen. Betrachte dann das
folgende Diagramm.

S Sy g M 0

ZJ(‘DSQ ZJSDSl ‘/SDM

Hom(P, P ® S5) ~ 'y Hom(P, P 1) "7, Hom(P,Po M) — 0

Durch eine Diagrammjagd folgt nun, dass auch ¢,; ein Isomorphismus ist.

Andererseits definiere v: G o F' — idg.yoq fiir N € R-Mod durch
Yn: rPs ®s Hompg(rPs,rN) — N, p® f +— f(p).

Nun gehe vor wie bei ¢, d.h. zeige, dass ¥ natiirlich ist, danach die Spezialfidlle N = P, sowie
N = @,c; P. Dann wéhle wieder eine projektive Préasentation, moglich, da P projektiv ist und
erhalte die Aussage erneut durch eine Diagrammjagd.

Zu (a) < (c): Benutze Mod-R = R°P-Mod.

Alternativ: gPg ist ein R-Progenerator fiir R-Mod genau dann, wenn rPg ein S-Progenerator fiir
Mod-S ist (vgl. Ubungsblatt 11). O
6.22 Theorem (Satz von Eilenberg und Watts) Sei R ein Ring und F': R-Mod — Ab ein
rechtsexakter, additiver Funktor, der direkte Summen erhdlt, d.h. F(@; M;) ~ @, F(M;).

Dann ist F' natiirlich isomorph zum Tensorfunktor F(R) ®pr —.

Beispiel Sei P = Ae ein Progenerator mit einem Idempotent e? = e.
Fiir einen A-Modul M gilt dann sowohl Hom(Ae, M) = eM, als auch eA®4 M = eM.

Exakte Funktoren koénne sich (manchmal) sowohl als Hom-Funktor als auch als Tensorfunktor
schreiben lassen.

Beweis von Theorem 6.22. Sei T := F(R). Zu zeigen ist, dass T' ein R-Rechtsmodul ist und die
Existenz eines natiirlichen Isomorphismus 7' ®r M — F(M).

Sei X € R-Mod und z € X. Definiere die “Rechtsmultiplikation mit ” durch a,.: R — X, r — rz.

Dies ist additiv und erfiillt fir r,s € R stets a,(rs) = rsx = r(sz) = ray(s), d.h. o, ist ein
R-Linksmodulhomomorphismus. Speziell fiir X = R bilden fiir » € R die Abbildungen «, gerade
die Elemente von Hompg(R, R) = R. Damit wird R ein R-Rechtsmodul.

Da F ein additiver Funktor ist, ist die Abbildung R = Hompg(R, R) — Homu,(F(R), F(R))
additiv. Insbesondere wird 7' = F'(R) ein R-Rechtsmodul durch zr := F(a,)(z) fiir x € T und
r € R.
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Nun definiere pps: F(R) g M — F(M) durch

F(R)x M — F(M)
(x,m) +— F(am)(z).

Wir zeigen, dass diese Abbildung R-balanciert ist. Additivitat ergibt sich aus der Additivitat des
Funktors F'. Weiterhin ist fiir x € F(R), m € M und r € R

(wr,m) = F(om)(xr) = F(am)(F(ar)(x))
(@,rm) = F(arm)(2) = Flaram)(z) = F(am)(F(a)(z)).

Damit ist obige Abbildung R-balanciert und die Existenz von pps: F(R) @ g M — F (M) als
R-Modulhomomorphismus ist gezeigt.

Zur Natirlichkeit von pyr, sei f: M — N ein R-Modulhomomorphismus. Wir miissen die
Kommutativitit des folgenden Diagramms nachweisen.

F(R)op M —"— F(M)
Jues JFoo
F(R)®r N —"— F(N)
Einerseits ist fir z € F(R) und m € M
( F(f)) (@ @ m) = F(f)(F(am)(2)) =(F(am)F(f)) (@) = F(amf)(z),
andererseits ergibt sich
((def)un)(z®@m) = py(z @ f(m)) = F(opom)(2).

Doch nun ist fiir r € R stets (amf)(r) = f(rm) = rf(m) = a,)(r), somit kommutiert obiges
Diagramm.

Es bleibt zu zeigen, dass alle p; Isomorphismen sind. Dies folgt jedoch wie im Beweis zum Satz
von Morita (Theorem 6.20), da F' rechtsexakt ist und mit direkten Summen vertauscht. |
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7 Ext!

Wir betrachten kurze exakte Sequenzen von R-Moduln

f

0 X y 457 0.

Wir bezeichnen dies als Frweiterung von Z durch X. Dabei sind X und Z fest, das Y darf
variieren.

7.1 Definition Zwei Erweiterungen

0 X fl

y, 2,7 0
f2

0 X Y, 2 7 0

von Z durch X heiflen dquivalent, falls es einen Modulhomomorphismus £: Y7 — Y5 gibt, sodass
das folgende Diagramm kommutiert.

0 x -y, 9,y 0
e
Y2 g2

0 x & Z 0

Bemerkung So ein ¢ wie in Definition 7.1 muss ein Isomorphismus sein. Dies folgt durch eine
Diagrammjagd.

€ ist injektiv. Sei y; € Y1 mit £(y1) = 0. Dann ist 0 = (£g2)(y1) = (911dz)(y1), also g1(y1) = 0.
Daher ist y; € Im(f1), also gibt es 1 € X mit fi(x1) = y1. Somit ist

0=¢&(w) = (f18)(x1) = (dx f2)(z1) = faz1).
Da fo injektiv ist, ist 21 = 0 und daher y; = f1(x1) = 0, also ist £ injektiv.
& ist surjektiv. Sei yo € Ya. Da g1 surjektiv ist, gibt es y1 € Y1 mit g1(y1) = g2(y2). Dann ist aber
g2(y2 — £(v1)) = g2(y1) — (€92) (1) = 92(y2) — g1(y1) = 0,

also y2 — &(y1) € Kern(g2) = Im(f2). Somit gibt es x € X mit fao(x) = y2 — {(y1). Doch dann ist

E(f1(x) +y1) = fo(x) + (1) = y2 — E(y1) +&(y1) = 2,
also ist & surjektiv.

7.2 Lemma Aquivalenz von Erweiterungen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitit folgt mit ¢ = id, Symmetrie mit ¢~! (vgl. vorherige Bemerkung) und
Transitivitdt durch Komposition der &. ]

Beispiel Sei @ = (1 — 2) der Kocher mit zwei Punkten und einem Pfeil. Wir betrachten
gewisse Erweiterungen von kQ-Moduln.

Wir betrachten Erweiterungen von Z = (k — 0) durch X = (0 — k).
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Wir betrachten Aquivalenzen zwischen einer Erweiterungen in einer Familie, die fiir A\, u # 0
gegeben ist durch

NI

Dazu betrachte folgendes Diagramm mit v, p # 0.
0 0 k

I
R
k—2 k
Vo
0 0 k41— k
IR
0 k—"—k 0
Es ergeben sich die Bedingungen p = g und v = p, also v = p. Somit sind die Aquivalenzklassen
parametrisiert durch v € &\ {0}.

O
OO

S+—o

Eine andere Familie von Erweiterungen von Z durch X ist fiir A, 4 # 0 gegeben durch

o

i

Hier betrachte das folgende Diagramm mit «, 5 # 0.

0 0 k—t k
RN
0 k—2 k 0
Vo
0 k41— k 0
oWl
k—t k 0 0.
Es ergeben sich die Bedingungen A\ = 1 und p = a. Da a und S frei wéihlbar sind, sind alle
Erweiterungen dieser Form dquivalent.

OO

OO

Insgesamt gibt es also k \ {0} viele Erweiterungen der ersten Art und genau eine Erweiterung
der zweiten Art. Fassen wir Erweiterungen der zweiten Art als 0 auf, so sind alle Erweiterungen
von Z durch X durch den k-Vektorraum k parametrisiert.

Beispiel Wir suchen eine Aquivalenz ¢ zwischen den folgenden beiden Erweiterungen von Z/3Z
durch Z.

0 7 — 7L 737 —— 0
3 12
0 Z Z 7/32 ——— 0

Zur Kommutativitdt des rechten Quadrats muss € = 1 gelten, doch dann kann das rechte Quadrat
nicht kommutieren. Also sind die beiden Erweiterungen nicht dquivalent.

Dies zeigt, dass die Gleichheit bei X und bei Z in Definition 7.1 eine starke Bedingung ist.
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7.3 Definition Die Menge aller Aquivalenzklassen von Erweiterungen von Z durch X wird mit
Ext! (Z, X) bezeichnet.

Aufgaben: Ext!(Z, X) soll eine abelsche Gruppe und Ext!(Z, X) funktoriell werden.

7.4 Definition Sei C eine Kategorie.

(a) Gegeben sei ein Diagramm in € der Form

Y

:

X 257

Ein Pullback oder Faserprodukt ist ein Tripel (P,p1,p2) bestehend aus einem Objekt P und
Morphismen p1: P — X und ps: P — Y mit p;s = pot, sodass fiir alle Objekte A und
Morphismen fi1: A — X und fo: A — Y mit fis = fot es genau einen Morphismus g: A — P
gibt mit f1 = gp1 und f2 = gpo.

Das Quadrat aus P,Y, X und Z heifit Pullback-Quadrat und wird haufig gekennzeichnet durch

P2y

alm

X 2= Z
(b) Gegeben sei ein Diagramm in € der Form 08.02.2017

X “5Y

|

Z.

Ein Pushout oder Cofaserprodukt ist ein Tripel (Q, g1, g2) bestehend aus einem Objekt @ und
Morphismen g1 : Y — @ und pa: Z — @ mit sq; = tge, sodass fiir alle Objekte B und Morphismen
fi: Y - Bund fo: Z — Bmit sf; = tfs es genau einen Morphismus ¢g: () — B gibt mit f; = q1¢
und fa = gag.

X —=2-Y

L e

7 q2 Q “

Das Quadrat aus X, Y, Z und @Q heifit Pushout-Quadrat und wird hiufig gekennzeichnet durch

X —25Y

| b

7 q2 Q
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Beispiele e Sei Z ein terminales Objekt. Dann ist ein Pullback zum Diagramm

Y

It
X — 2

gegeben durch das Produkt P := X x Y mit den Projektionen p;: X x Y — X und
po: X XY — Y. Das Pullback-Quadrat kommutiert dann, da Z terminal ist, d.h. da es
nur einen Morphismus X x Y — Z gibt.

A f2

e »(f1,f2)

A
n o Xxy 2oy
n T

X ——7Z

e Betrachte die Kategorie € = Set, darin Teilmengen X,Y C Z mit den Inklusionen X — Z
und Y — Z. Dann ist ein Pullback gegeben durch den Schnitt P := X NY. Fiir eine weitere
Menge A mit Abbildungen f1: A — X und fo: A — Y ist wegen fi(a) = f2(a) € Z fir
a € A stets fi(a), fa(a) € X NY, daher existiert g: A — X NY mit g(a) = fi(a) = fa(a).

X —Z

e In der algebraischen Topologie besagt der Satz von Seifert-van Kampen, dass die Funda-
mentalgruppe m; gewisse Pushouts in Top auf Pushouts in Group abbildet.

e Betrachte nun die Kategorie € = R-Mod. Seien Moduln X, Y und Z und Modulhomomor-
phismen s: X — Z und ¢t: Y — Z gegeben.

Y
Ik
X 27
Wéhle P := {(z,y) € X ®Y: s(x) = t(y)}. Seien p1: P — X und p2: P — Y die
Projektionen auf den ersten bzw. zweiten Summanden. Dann gilt p;s = pat.
Ist nun A ein weiterer Modul mit Homomorphismen f;: A — X und fo: A — Y mit

fi1s = fat, so kommutiert

A U)oy (G0

0

Daher existiert g: A — P als Faktorisierung iiber den Kern von (% ).
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e Betrachte wieder die Kategorie € = R-Mod. Seien Moduln X,Y und Z und Modulhomo-
morphismen s: X — Y und t: X — Z gegeben.

X “25Y

It

Z

Wiahle Q := (Y®Z)/(s(z)—t(x): x € X).Seienq: Y — Qund ¢2: Z — @ die Morphismen
gegeben durch Inklusion und Restklassenabbildung. Dann gilt sq; = tgs.

Ist nun B ein weiterer Modul mit Homomorphismen fi: Y — Q und fo: Z7 — @ mit
sfi1 = tfs, so kommutiert
f1
(Sv_t) <f2)

X —“>YpZ —5 B
0

Daher existiert g: @Q — B als Faktorisierung tiber den Cokern von (s, —t).

X “S5Y

|l

VA q2 Q

fa v'A

Insgesamt: In R-Mod (und auch in R-mod) existieren Pullback und Pushout.

Bemerkung (Eigenschaften von Ext!)

(1) Représentiert

£€:0 A X B 0

die Aquivalenzklasse einer Erweiterung von B durch A und ist f: C' — B ein Modulhomomor-
phismus, so definiere eine Abbildung f: Ext!(B, A) — Ext!(C, A) durch

0 A X B 0
|
0 A P C 0,

d.h. die Aquivalenzklasse der Erweiterung in der ersten Zeile wird auf die Aquivalenzklasse
Erweiterung in der zweiten Zeile abgebildet. Hierbei ist P ein Pullback.

(2) Représentiert
€:0 A X B 0

die Aquivalenzklasse einer Erweiterung von B durch A und ist g: A — D ein Modulhomomor-
phismus, so definiere eine Abbildung g: Ext!(B, A) — Ext!(B, D) durch

0 A X B 0
oyl
0 D Q B 0,

d.h. die Aquivalenzklasse der Erweiterung in der ersten Zeile wird auf die Aquivalenzklasse
Erweiterung in der zweiten Zeile abgebildet. Hierbei ist () ein Pushout.
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(3) Wir definieren eine Addition in Ext!, die sogenannte Baer-Summe. Dazu seien zwei
Aquivalenzklassen in Ext!(B, A) représentiert durch

LN X -2, 0

£:0
n: 0 2, A Yy 25 B 0.

Durch Summation und Bildung von Pullback P und Pushout @ erhalten wir das folgende
kommutative Diagramm, wobei A die Diagonal- und V die Codiagonalabbildung bezeichnet.

(6 2) (%)

0 —— ApA —— XY — > BB ——0

| .

0— 5 AdA P B 0
_I
0 A Q B 0

Die Aquivalenzklasse der Erweiterung von B durch A in der letzten Zeile bildet die Bear-Summe
¢ +nc Ext}(B,A).

(4) Die Bear-Summe macht Ext!(B, A) zu einer abelschen Gruppe mit neutralem Element
reprasentiert durch die zerfallende Sequenz

(1)

ﬂA@B%B%O.

0—— A

(5) Zudem kann eine externe Multiplikation definiert werden, das sogenannte Yoneda-Produkt:
Sind zwei Erweiterungen der Form

g0 4 X -%.B 0 € Ext}(B, A)

n:0 . B y 2, ¢ 0 € Ext'(C,B)
gegeben, so definiere durch das Diagramm

0 —A—-X——5Y —>C—0
N S
B
0 0
eine kurze exakte Sequenz der Linge 4. Damit kann eine Gruppe ExtQ(C, A) definiert werden,
zusammen mit einer Multiplikation Ext!(B, A) x Ext!(C, B) — Ext?(C, A).

7.5 Proposition Sei P € R-Mod. Dann sind dquivalent.
(a) P ist projektiv.
(b) Hompg(P, —) ist exakt.
(c) Exth(P,—) = 0.

Ist A eine endlichdimensionale k-Algebra, so gilt

A ist halbeinfach < Extl(—,—) =0 auf A-mod.
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Bemerkung (Beziehung zwischen Hom und Ext') Sei

£:0 X Y Z 0

ein Reprisentant ¢ € Ext!(Z, X) und U ein Modul. Wir erhalten eine Abbildung Hom(U, Z) —
Ext!(U, X) durch o — a(¢), vgl. das folgende Diagramm.

0 X Y Z 0
| T
0 X P U 0

Analog erhalten wir fiir einen Modul W eine Abbildung Hom(X, W) — Ext!(Z, W) durch
B — B(§), siche folgendes Diagramm.

0 X Y Z 0
oyl
0 W Q Z 0

Durch Anwenden von Hom(U, —) auf ¢ erhalten wir somit die exakte Sequenz

0 —— Hom(U,X) —— Hom(U,Y) —— Hom(U, 2) U

Q Ext! (U, X) —— Ext!(U,Y) —— Ext!}(U, 2)
beziehungsweise durch Anwenden von Hom(—, W) die exakte Sequenz

0 —— Hom(Z, W) —— Hom(Y,W) —— Hom(X, W) U

Q Ext!(Z, W) —— Ext!(Y, W) —— Ext!(X,W).

Damit “repariert” Ext die mangelnde Exaktheit von Hom. Analog ldsst sich ein Funktor Tor;
definieren, der die Exaktheit des Tensorprodukts ® repariert.

Mit Hilfe dieser exakten Sequenzen lisst sich Ext!(Z, W) (oft) berechnen. Dazu wiihle eine exakte
Sequenz
0 X Y A 0

mit Y projektiv. Dann ergibt sich die exakte Sequenz

0 —— Hom(Z, W) —— Hom(Y, W) —“— Hom(X, W) j

Q Ext!(Z, W) —— Ext}(Y, W) —— Ext}(X,W).
=0

Insbesondere gilt Ext!(Z, W) = Hom(X, W)/Im(yp).

Beispiel Sei Q = (1 - 2) und betrachte die Kocheralgebra kQ, sowie deren Rechtsmoduln.
Seien S1 = (k — 0) und Sy = (0 — k) die beiden einfachen Moduln.

Wegen Sy = ep A ist Sy projektiv, daher gilt Ext!(S, S1) = 0. Wir wollen Ext!(Sy, S2) bestimmen.
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Beachte, dass k(@) isomorph ist zur Algebra der oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen. Wir wéhlen
folgende exakte Sequenz.

0 k k k 0
0%52—6214—(0 k>*>61.4—<0 O>*>Sl—<0 0>4>0

Dies gibt die lang exakte Sequenz

0 —— Hom(S7,S2) =0 —— Hom(ej A, So) =0 —— Hom(Ss, So) ~ k U

Q Ext!(S1,Sy) ——— Extl(e;4,Sy) = 0.

Es folgt, dass Ext!(Sy, Sp) ~ k.
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8 Wie beschreibt man Modulkategorien?

Sei A eine endlichdimensionale Algebra. Wir beschreibt man die Kategorie A-mod?

Objekte: Betrachte Moduln bis auf Isomorphie. Nach dem Satz von Krull-Remak-Schmidt (5.15)
existiert fir jeden A-Modul M € A-mod eine Zerlegung

M~M®...06 M,

in unzerlegbare Moduln M;. Diese ist eindeutig bis auf Reihenfolge und Isomorphie. Es ergeben
sich folgende Probleme:

e Wie findet man die unzerlegbaren A-Moduln, falls es nur endlich viele gibt?
¢ Wie entscheidet man, ob man alle unzerlegbaren Moduln gefunden hat?

o Folgt die Endlichkeit der Anzahl unzerlegbarer Moduln bereits aus der Existenz einer
oberen Schranke fiir ihre Dimension (Brauer-Thrall-Vermutung I)?

Morphismen: Wir ignorieren Isomorphismen. Mit den Zerlegungen in unzerlegbare Moduln
X=X1¢..X,undY =Y1P... DY) ist ein Element aus
Homu(X,Y) =Homu(X:1 ... X,, Y16 ...0Y))

gegeben durch eine Matriz mit Eintrdgen in Hom(Xj, Y;). Hier ergeben sich die Probleme:
e Wie beschreibt man Nichtisomorpismen zwischen unzerlegbaren Moduln?

« Falls es nur endlich viele unzerlegbare A-Moduln bis auf Isomorphie gibt, gibt es dann endlich
viele Morphismen, sodass alle Nichtisomorphismen in der Kategorie Linearkombinationen
von Produkten dieser Abbildungen sind?

Suchen also: Minimales Erzeugendensystem fiir die Morphismen.

Beispiel Sei Ay = (k%) die Algebra der oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen, bzw. die Kécheralgebra
zum Kocher (« — +).

Betrachte die Idempotente e; = (§J) und ez = (3 9). Schreibe ¢ := k/k. Dann gibt es genau
drei unzerlegbare A-Moduln.

k k
<0> == A61 == Sl, (k‘) == ABQ == PQ, (2) == A€2/A61 == SQ

Diese lassen sich mit Inklusion 7 und Projektion p wie folgt anordnen.
k
k
k ¢
0 k
Wir betrachten nun die Homomorphismenmengen zwischen den unzerlegbaren Moduln. Es ist

ip = 0, also Hom(S1, S2) = 0. Ebenso ist Hom(S2, P») = Hom(Ss, S1) = Hom(P,, S1) = 0.
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Fir Hom(S1, P2) und Hom(Ps, Sa) betrachte die folgenden beiden Diagramme.

0

00—k kE—1 k
L O
E— k E—250

Wir erhalten, dass Hom(S, P») = k und Hom(P,S2) = k, zudem ist jedes Element in
Hom(S7, P») ein Vielfaches von ¢ und jedes Element in Hom( P, S2) ein Vielfaches von p.

Beispiel Sei Ay = (§ Ig %) die Algebra der oberen 3 x 3-Dreiecksmatrizen, bzw. die Kécheralgebra
zum Koécher («+ — « — +).

Hier gibt es bis auf Isomorphie sechs unzerleghbare Moduln, die sich wie oben mit Inklusionen ¢
und Projektionen p wie folgt anordnen lassen.

-
NN

I O

Wir oben erzeugen auch hier alle ¢ und p zusammen alle Nichtisomorphismen.

Beispiel Sei A3 = k[z]/(2?). Dann gibt es bis auf Isomorphie genau zwei unzerlegbare A-Moduln:
Den einfachen Modul k mit z - 1 = 0 und den projektiven Moduln 4 A.

Wieder lassen sich diese beiden Moduln mit Inklusion ¢ und Projektion p wie folgt anordnen.

Beobachtung In den drei Beispielen oben steckt alle Information in gewissen exakten Sequenzen,
in denen insgesamt alle unzerleghbaren Moduln und alle “erzeugenden” Morphismen vorkommen.

Frage Gegeben sei ein unzerlegbarer Modul X. Gibt es dann eine kurze exakte Sequenz

0o—sx -t B9, x4

mit X’ unzerlegbar und f und g gewisse “erzeugende” Morphismen? Analog gibt es eine kurze
exakte Sequenz

0 x oY x 0

mit analogen Eigenschaften?

Ist dabei im zweiten Fall X projektiv, so zerfillt die kurze exakte Sequenz, d.h. £/ ~ X & X"
und wir erhalten aus dem X keine Informationen tiber das X”. Analog, ist im ersten Fall X
injektiv, so zerféllt diese kurze exakte Sequenz und wieder erhalten wir keine Informationen tiber
das X'.

Ziel Identifiziere und konstuiere solche exakte Sequenzen.

Dies leistet die Auslander-Reiten-Theorie, nach Maurice AUSLANDER und Idun REITEN, ~1975.
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O Irreduzible und beinahe zerfallende
Morphismen

Wir unternehmen zwei Versuche, “minimale Erzeuger” von Morphismenmengen zu identifizieren.

9.1 Definition Sei f: X — Y ein Morphismus in A-mod. Dann heifit f drreduzibel oder
irreduzible Abbildung, falls (a) und (b) gelten.

(a) f ist weder split mono (d.h. Coretraktion) noch split epi (d.h. Retraktion).
(b) In jeder Faktorisierung f = gh ist g ein split mono oder h ein split epi.

X—>Y

N A

Bemerkung Sei f: X — Y ein Morphismus. Dann faktorisiert f iiber sein Bild.
X ! Y
N %
Im(f)

Weiterhin ist « surjektiv und § injektiv. Ist nun f irreduzibel, so ist o zudem split mono oder 3
ist split epi.

Im ersten Fall ist dann « bijektiv, d.h. Im(f) ~ X/ Kern(f) ~ X. Daher ist Kern(f) = 0, also f
injektiv. Im zweiten Fall ist § bijektiv, d.h. Im(f) =Y, also ist f surjektiv.

Insgesamt gilt also: Ist f irreduzibel, so ist f entweder injektiv oder surjektiv.

Beispiel Sei P = Ae ein unzerlegbarer projektiver Modul mit rad(Ae) # 0. Sei f: rad(Ae) — Ae
die Inklusion. Dann ist Cokern(f) = Ae/rad(Ae) = S = Ae einfach.

Wir wollen zeigen: f ist irreduzibel.

Zu (a): Offensichtlich ist f kein epi. Angenommen, f wére ein split mono. Dann wiirde gelten

Ae ~ rad(Ae) @ S, und wegen rad(Ae) # 0 und Ae unzerlegbar also rad(Ae) = rad(A)Ae = Ae.

Doch dann impliziert Nakayamas Lemma 3.16 rad(Ae) = 0, Widerspruch.

Zu (b): Angenommen, es gibt die Faktorisierung

rad(Ae) T Ae

XZ.%

Fall 1: Es ist h surjektiv. Da Ae projektiv, ist dann h split epi.

Fall 2: Es ist h nicht surjektiv. Dann ist Im(h) C Ae ein echter Teilmodul. Da Ae unzerlegbar
projektiv, ist rad(Ae) C Ae der eindeutig maximale Teilmodul, also ist Im(h) C rad(Ae).

Doch dann faktorisiert  iiber rad(Ae), also gibt es h mit h = hf. Also ist f = gh = ghf, also
gh = liad(ae), da f injektiv. Doch dann ist g split mono.
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Bemerkung Sei f: X — Y irreduzibel. Dann ist nach obiger Bemerkung f entweder mono
oder epi. Ist f mono, so gibt es die kurze exakte Sequenz

0 x !

Y Cokern(f) —— 0.

Ist f epi, so gibt es die kurze exakte Sequenz

Iy 0.

0 —— Kern(f) X

Ziel: Finde kurze exakte Sequenzen, in denen die beteiligten Morphismen irreduzibel sind.

9.2 Proposition Sei
f

0 X y 2. 7 0
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln.

(a) f ist irreduzibel genau dann, wenn es fir alle p: M — Z ein o: M —'Y mit ¢ = ag oder
ein B:Y — M mit g = By gibt.

y 4.7 0 y 257 0
¥
4 LPT
Ja B oy
M M

(b) g ist irreduzibel genau dann, wenn es fir alle p: X — N ein a: Y — N mit ) = fa oder
ein B: N =Y mit f =3 gibt.

/ f

X X
[ v
N N

Bemerkung Betrachte in der Situation von Proposition 9.2 (a) den Fall p =id: M = Z — Z.
Falls dann ein solches « existiert, so gilt id = ag, also ist ¢ ein split epi und die Sequenz zerfillt.
Daher muss hier der zweite Fall eintreten.

Y 0 Y

Ist umgekehrt ¢ = 0: M — Z und exitiert ein solches 3, so gilt ¢ = 80, also ¢ = 0. Dann ist
aber f ein Isomorphismus und die Sequenz erfillt wieder.

Insgesamt sehen wir, dass beide Félle in Proposition 9.2 (a) notwendig sind.

Beweis von Proposition 9.2. Mit Hilfe der k-Dualitdt Homy(—, k) =: (—)* sind die Aussagen (a)
und (b) dual zueinander. Es geniigt also, (a) zu zeigen.

Zu (=): Sei f: X - Y und ¢: M — Z. Sei E der Pullback der Morphismen ¢ und g. Wir
erhalten eine weitere exakte Sequenz und insgesamt folgendes kommutatives Diagramm.

0 X 23 E Ty M 0
I .
0 x 1.y 9,7 0

Dann gilt f = 0£. Da f irreduzibel, ist also entweder ¢ split mono oder & split epi.

Erster Fall: o ist split mono. Dann zerfillt die obere Sequenz, also ist 7 split epi. Somit gibt es
v: M — FE mit 1 = ~7. Also ist

p=1lup =979 =78g = ag mit a:=<.
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Zweiter Fall: € ist split epi. Dann gibt es §: Y — E mit 1y = 6£. Also ist
g=1yg=06g =0T = B mit B :=T.

Zu (<): Sei die Bedingung an g erfiillt. Zeige: f ist irreduzibel. Da die Sequenz nach Voraussetzung
nicht zerfallt, ist f weder split mono noch split epi.

Seien nun u: X — W und v: W — Y gegeben mit f = uv. Da f injektiv ist, ist auch u injektiv.
Betrachte folgendes Diagramm, wobei die Zeilen kurz exakte Sequenzen sind. Sei M := Cokern(u).

0 X —“sw -5 M 0
|k
0 X Y z 0

Hierbei existiert ¢ nach der universellen Eigenschaft des Cokerns, da u(vg) = (uv)g = fg = 0.
Damit gilt dann auch vg = pe.

Weiterhin ist W der Pullback der Morphismen ¢ und g: Wegen vg = pp gibt es einen eindeutigen
Morphismus W — P in den Pullback P von ¢ und g. Durch eine Diagrammjagd zeige nun, dass
dieser Morphismus ein Isomorphismus ist, d.h. W ist bereits ein Pullback.

Nach Voraussetzung gibt es nun zwei Falle.

Erster Fuoll: Es gibt ein a: M — Y mit ¢ = ag. Betrachte das folgende kommutative Diagramm.

Hierbei existiert 17 nach der universellen Figenschaft des Pullbacks. Somit ist 15, = np. Daher ist
p split epi, also zerféllt die obere Sequenz. Doch dann ist w split mono, also f irreduzibel.

Zweiter Fall: Es gibt ein §: Y — M mit g = B¢. Betrachte das folgende kommutative Diagramm.

Wieder existiert p nach der universellen Eigenschaft des Pullbacks. Somit ist 1y = pv. Also ist v
split epi, somit f irreduzibel. O
9.3 Definition Seien X, Y und Z drei A-Moduln.

(a) Ein Morphismus f: X — Y hei3t links minimal, falls fur alle o € End(Y) mit fa = f
stets a € Aut(Y) gilt.

(b) Ein Morphismus g: Y — Z heifit rechts minimal, falls fir alle « € End(Y) mit ag = ¢
stets o € Aut(Y) gilt.

(¢) Ein Morphismus f: X — Y heif3t links beinahe zerfallend, falls f nicht split mono ist und
fir alle u: X — U, ebenfalls nicht split mono, es ein 4: Y — U gibt mit u = fa.

X%_Y

x =T

U
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(d) Ein Morphismus g: Y — Z heifit rechts beinahe zerfallend, falls g nicht split epi ist und
fir alle v: V — Z, ebenfalls nicht split epi, es ein ©: V — Y gibt mit v = vg.

(e) Ein Morphismus f: X — Y heiit links minimal beinahe zerfallend, falls (a) und (c) gelten.
(f) Ein Morphismus ¢g: Y — Z heifit rechts minimal beinahe zerfallend, falls (b) und (d) gelten.

Bemerkung Falls in (c) fiir u auch split mono erlaubt wére, so wahle U = X und v = 1x. Gibt
es dann ein solches 4, so gilt 1x = fu, d.h. f wire split mono, also zerfallend.

Beispiel Sei Ae unzerlegbar projektiv und g: rad(Ae) < Ae die Inklusion. Dann ist g nicht
surjektiv, also kein split epi.

Sei auch v: V — Ae kein split Epi. Dann ist v nicht surjektiv, da Ae projektiv ist. Allerdings ist
rad(Ae) C Ae der eindeutig maximale Teilmodul, also folgt Im(v) C rad(Ae), d.h. v faktorisiert
iiber rad(Ae).

rad(Ae) ——F—— Ae

. /
ELR v

V

Somit ist g rechts beinahe zerfallend.

Sei nun 3 € End(rad(Ae)) mit 8g = g = l,uq(4¢)- Da g injektiv ist, folgt 8 = 1,,q(4), also ist 3
insbesondere ein Automorphismus. Es folgt, dass g zudem rechts minimal ist, also ist g rechts
minimal beinahe zerfallend.

9.4 Definition Eine kurze exakte Sequenz

0—sx -ty 92,72 .9

in A-mod heiit beinahe zerfallend Sequenz (oder Auslander-Reiten-Sequenz) genau dann, wenn f
links und g rechts minimal beinahe zerfallend ist.

9.5 Theorem Sei
f

0 X v 2.z 0
eine exakte Sequenz in A-mod. Dann sind dquivalent.
(a) Die Sequenz ist beinahe zerfallend.
(b) X ist unzerlegbar und g ist rechts beinahe zerfallend.
(¢) Z ist unzerlegbar und f ist links beinahe zerfallend.
(d) f ist links minimal beinahe zerfallend.
(e) g ist rechts minimal beinahe zerfallend.
(

f) X und Z sind unzerlegbar und f und g sind irreduzibel.

(Spéter: Hauptsatz: Solche Sequenzen existieren stets fiir X nicht injektiv und Z nicht projektiv.)

9.6 Lemma
(a) Sei f: X =Y ein irreduzibler Monomorphismus. Dann ist Z = Cokern(f) unzerlegbar.

(b) Sei g: Y — Z ein irreduzibler Epimorphismus. Dann ist X = Kern(g) unzerlegbar.
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Beweis. Wir zeigen (b), durch Dualitit folgt dann (a).

Sei also ¢g: Y — Z irreduzibel und X = Kern(g) mit Inklusion f: X — Y. Annahme: X ist
zerlegbar, d.h. es gibt X1, Xo # 0 mit X ~ X; & Xo.

Seien p;: X — X; und po: X — Xj die Projektionen. Wegen Proposition 9.2 (b) gibt es entweder
v1:Y — Xy mit p; = fr1 oder §1: Y — X1 mit f = pi6;.

0 x -1y 0 x 1,y
3
Pll . '...3’)/1 Pll ...__....351
X1 Xl

Im zweiten Fall folgt jedoch, wegen f injektiv, aus f = p1d1 auch p; injektiv. Damit kann dieser
Fall nicht eintreten. Also ist p; = fv1. Fiir py erhalte analog ps = fvs.

Dann ist 1x = (p1,p2) = (f11, f12) = f(71,72), also ist f split mono. Doch dann ist auch g split
epi, im Widerspruch zu g irreduzibel. O
9.7 Lemma

(a) Sei f: X =Y links beinahe zerfallend. Dann ist X unzerlegbar.

(b) Sei g: Y — Z rechts beinahe zerfallend. Dann ist Z unzerlegbar.

Beweis. Wir zeigen (a), wieder folgt (b) aus Dualitat.

Angenommen, X ist unzerlegbar, d.h. es ist X ~ X; & X5 mit X1, Xo # 0. Seien p1: X — X3
und py: X — X die Projektionen.

Dann sind p; und ps nicht split mono, also gibt es, da f links beinahe zerfallend ist, @;: Y — X3
und ug: Y — XQ mit p1L = fﬂl und p2 = fﬂg.

h L 3w % L 3

X1 X2

X

Dann ist 1x = (p1,p2) = (fu1, fae) = f(U1,Uz). Also ist f split mono, im Widerspruch zu f
links beinahe zerfallend. O
9.8 Lemma

(a) Seien f1: X — Y7 und fo: X — Y3 links minimal beinahe zerfallend. Dann gibt es einen
Isomorphismus ¢: Y1 — Yo mit fo = frp.

f1 n
X sto
Sy

(b) Seien g1: Y1 — X und fa: Yo — X rechts minimal beinahe zerfallend. Dann gibt es einen
Isomorphismus ¢ : Y1 — Yo mit g1 = Ygo.

Y \gl)
Y
Y2 g2
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Beweis. Wieder zeigen wir nur (a), aus Dualitét folgt dann (b).

Da fi links beinahe zerfallend ist, gibt es ¢: Y1 — Yo mit fo = fip. Da fs links beinahe zerfallend
ist, gibt es ¢’: Yo — Y1 mit f1 = fo'.

fi Y, X f2

Y2 Yl

X

Ys

Dann ist f1 = fa¢' = fipe’ mit p¢’ € End(Y7), also wegen f; links minimal @¢’ € Aut(Y7).
Umgekehrt ist fo = f1 = fa¢'p mit ¢’ € End(Y3), also wegen fo links minimal ¢’ € Aut(Y?3).

Aus oy’ € Aut(Y) folgt, dass ¢ split mono ist und aus ¢'¢ € Aut(Ys) folgt, dass ¢ split epi ist.
Insgesamt ist ¢ also ein Isomorphismus. O
9.9 Proposition
(a) Sei f: X =Y links minimal beinahe zerfallend. Dann gilt:
(i) Es ist f irreduzibel.

(ii) Esist f1: X — Y7 irreduzibel genau dann, wenn 'Yy # 0 und es eine Zerlequng Y ~ Y1®Ys
gibt mit fo: X — Y, sodass (f1, f2): X — Y1 @ Ys links minimal beinahe zerfallend ist.

(b) Seig: Y — Z rechts minimal beinahe zerfallend. Dann gilt:
(i) Es ist g irreduzibel.

(ii) Esist g1: Y1 — Z irreduzibel genau dann, wenn Yy # 0 und es eine Zerlequng Y ~ Y1 ®Y,
gibt mit go: Yo — Z, sodass (g1, QQ)T: Y1 & Yo — Z rechts minimal beinahe zerfallend ist.

Also: Falls links bzw. rechts minimal beinahe zerfallende Abbildungen existieren, so sind die
irreduziblen Abbildungen gerade ihre direkten Summanden. In (a) ist X unzerlegbar, in (b) ist
Z unzerlegbar.

Beispiel Betrachte den Kroneckerkocher - ——= -. Dann ist die Wegealgebra k() isomorph zur
Algebra

(k kaok
re=a= (5 1)

wobei die Multiplikation erkért ist durch

a b+c\(d V+\  [ad ab +ad +bd + cd
0 d 0 d’ Lo dd' )

_ 10 k _ 0 0\ (kak
Ael—A<0 0> <0> und Aez—A<0 1)-( i >

Betrachte die Inklusion
Ae; & Aep = rad(Aez) — Aes.

Dann ist

Nach einem vorherigen Beispiel ist diese irreduzibel und rechts minimal beinahe zerfallend.

Allerdings sind die Inklusionen der beiden Summanden i1: Ae; — Aes und io: Ae; — Aeg linear
unabhéngige irreduzible Abbildungen, insbesondere also echte direkte Summanden einer rechts
minimal beinahe zerfallenden Abbildung.

Beweis von Proposition 9.9. Wir zeigen (a), aus Dualitat folgt wieder (b).

Sei also f: X — Y links minimal beinahe zerfallend.
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Ad (i). Nach Lemma 9.7 (a) ist X unzerlegbar. Falls f nun split epi ist, so ist Y | X ein direkter
Summand. Doch dann wére Y ~ X da X unzerlegbar und f ein Isomorphismus, im Widerspruch
zu f links minimal beinahe zerfallend. Nach Voraussetzung ist f zudem auch nicht split mono.

Sei nun f = f; fo eine Faktorisierung.

X Y

N

M

Falls f; split mono ist, so sind wir fertig.

Falls f; nicht split mono ist, so gibt es wegen f links beinahe zerfallend ein a: Y — M mit

fi = fa.
/

k‘ L “..Ha

M

X Y

Alsoist f = f1fo = f(af2). Da f links minimal ist, ist a.f also ein Automorphismus. Insbesondere
ist fo split epi.

Damit ist f irreduzibel.

Ad (ii). Wir zeigen (=). Sei also fi: X — Y] irreduzibel. Dann ist Y7 # 0 und f; ist kein split
mono.

Wir oben gibt es wegen f links minimal beinahe zerfallend ein a: Y — Y] mit f; = fa. Da
f1 irreduzibel ist, ist entweder f split mono oder « split epi. Da f jedoch als links beinahe
zerfallender Morphismus nicht split mono ist, ist also « split epi.

Somit gibt es einen Isomorphismus v: Y — Y] @ Y5. Mit a: Y — Y] und Y, = Kern(«). Sei
B: Yy — Y die Inklusion des Kerns. Insbesondere ist v = (a, ).

Da f links minimal beinahe zerfallend ist, ist auch fv: X — Y7 ® Y5 links minimal beinahe
zerfallend. Definiere fo = ff. Dann ist fv = f(«, 8) = (fa, fB) = (f1, f2)-

Wir zeigen (<=). Sei f1: X — Y] ein solcher direkter Summand, d.h. es ist (f1, f2): X = Y1 &Y,
links minimal beinahe zerfallend. Zeige: fi ist irreduzibel.

Da X unzerlegbar ist, ist f1 kein split Epi. Nach Voraussetzung ist (fi, f2) kein split Mono, also
ist auch f; kein split Mono.

Sei nun f; = af eine Faktorisierung von f;.

_X fl Y1
X %
M

Ist « split mono, so sind wir fertig. Sei also a kein split Mono. Nach (i) ist (f1, f2) irreduzibel.
Betrachte die Faktorisierung von (fi, f2) gegeben durch

X
(am

M &Y,

(f1,f2)

Y1oY,

4&))

Wir behaupten, dass («, f2) kein split Mono ist. Dann folgt, dass ('g [1)) split epi ist, also dass /3
split epi ist. Dies zeigt dann, dass f; tatsdchlich irreduzibel ist.
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Da X unzerlegbar ist, ist End4(X) ein lokaler Ring mit eindeutig maximalem Ideal gegeben
durch das Radikal

rad(End4 (X)) = {f € Enda(X) : f ist kein Isomorphismus}

Betrachte die Abbildung « - —: Homu4 (M, X) — Homyu (X, X) = Enda(X). Da « kein split
Mono ist, ist a - — nicht surjektiv, d.h. das Bild liegt im Radikal. Analog ist auch die Abbildung
fa-—: Homa(Y2, X) — Hom4 (X, X) nicht surjektiv, hat also ebenfalls ein Bild im Radikal.

Doch dann hat, schliefflich ist das Radikal ein Ideal, auch die zusammengesetzte Abbildung
(a, f2) - —: Homy(M @ Ys) — Homu (X, X) ein Bild im Radikal, also kann («, f2) kein split
Mono sein. 0

9.10 Korollar Seien zwei beinahe zerfallende Sequenzen gegeben.

B!

0 X y, 2 7 0

0 X, Py, 2, 7, 0

Dann sind dquivalent.
(a) X7 ~ Xo.
(b) Z1 >~ Z2.

(c) Es gibt einen Isomorphismus von kurzen exakten Sequenzen.

0 D CREELEN (RN} 0
O .
0 X, Ly, 2 7 0
Beweis. Folgt direkt aus Lemma 9.8. O

Beweis von Theorem 9.5. (a) = (d) und (a) = (e) folgen direkt aus der Definition.
(a) = (b) und (a) = (c) folgen mit Lemma 9.7 aus (d) und (e).
(a) = (f) folgt schlieBlich mit Proposition 9.9. Insgesamt impliziert (a) also alle anderen Aussagen.

(e) = (b): Da g rechts minimal beinahe zerfallend ist, ist g nach Proposition 9.9 irreduzibel, also
ist mit Lemma 9.6 (b) Kern(g) ~ X unzerlegbar.

(d) = (c): Diese Aussage ist analog zu (e) = (b) oder folgt durch Dualitét.

(b) = (c): Da g rechts beinahe zerfallend ist, impliziert Lemma 9.7 dass Z unzerlegbar ist. Noch
zu zeigen: f ist links beinahe zerfallend.

Ebenfalls folgt aus g rechts beinahe zerfallend, dass g nicht split epi ist. Somit ist die kurze
exakte Sequenz nicht zerfallend, also ist f kein split Mono.

Zeige also: Ist u: X — U gegeben, so ist u entweder split mono oder es existiert ein u/ mit
u= fu'.

Sei P der Pushout von f und u. Dann ist folgendes Diagramm mit exakten Zeilen kommutativ.

0 x 1.y 2.z 0
b
0 U P Z 0
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Falls nun die untere Sequenz zerfillt, so existiert h’': P — U mit 1y = hh'. Dann ist
u=ul, =uhh' = foh' = f(vh') = fu' mit v’ = vk

Fualls nicht, so ist 7 nicht split epi, also gibt es, da g rechts beinahe zerfallend ist, ein v': P — Y
mit j = v'g.

Dann ist g = vj = v(v'g) = (vv')g, also auch g = (vv')"g fiir alle n € N.

Es ist (hv')g = hj = 0, also existiert v': U — X mit hv' = u/f als Faktorisierung tiber den Kern
von g. Sei ¢ :=uu': X — X.

0—sx -ty 9,72 .9

o/guhpjz 0
N

u/
0—sx -ty 9,72 .9

<

S

Es ist ¢ € End4(X). Da X unzerlegbar, ist End4(X) ein lokaler Ring. Also ist ¢ entweder ein
Automorphismus oder nilpotent.

Ist ¢ allerdings nilpotent, so ist ¢™ = 0 fiir ein n. Dann ist
0f =¢"f =" (') =... = flw)",

also faktorisiert (vv')™ tiber den Cokern von f, d.h. es gibt ¢: Z — Y mit (vv')" = g1p. Dann gilt
g=glz = (v')"g = gig. Da g jedoch epi ist, folgt daraus 1z = g, d.h. die Sequenz zerfillt,
Widerspruch.

Somit muss ¢ = uu’ ein Automorphismus sein, also u split mono.
(c) = (b) folgt analog. Dies zeigt insgesamt die Aquivalenz (b) < (c).

(b), (¢) = (a): Zeige: f ist minimal (¢ minimal folgt analog). Sei also & € End4(Y) mit fa = f.
Zeige: « ist ein Automorphismus.

Da fag = fg = 0, faktorisiert ag iiber den Cokern von f, d.h. es gibt 5: Z — Z mit ag = gf.

0 x 1.y 2.z 0
|l g
0 x Jt.yv_ 2.7 0

Somit ist 5 € End4(Z). Da jedoch Z unzerlegbar ist, ist End4(Z) lokal. Also ist 8 entweder ein
Automorphismus oder nilpotent.

Ist S nilpotent, so ist 8™ = 0 fiir ein n € N. Also ist
0=g0=gf " =agpf" ' =...=a".

Somit faktorisiert o™ iiber den Kern von g, d.h. es gibt v: ¥ — X mit o™ = vf. Doch dann
ist 1xf=f=fa" = f~f, also 1x = fv, da f mono. Wir erhalten einen Widerspruch, da die
Sequenz nicht zerfillt.

Also ist 8 ein Automorphismus. Uber eine Diagrammjagd in (*) impliziert dies jedoch auch, dass
« ein Automorphismus ist, also f minimal ist.

90



(f) = (b): Es ist X unzerlegbar nach Voraussetzung. Zeige also: g ist rechts beinahe zerfallend.
Da g irreduzibel ist, ist g nicht split epi. Sei also v: V — Z gegeben mit v nicht split epi.

Esist V=V, ®...® V, eine direkte Summe von unzerlegharen Moduln, ebenso zerlegt sich
v = (v1,...,0,). Es gentigt den Fall V' unzelegbar zu betrachten.

Nach Proposition 9.2 gibt es, da f irreduzibel ist, entweder ¢: V' — Y mit v = @g oder es gibt
G:Y — V mit g = fv.

Im ersten Fall sind wir fertig, im zweiten Fall ist 3, da g irreduzibel ist und v nicht split epi,
zwangsldufig split mono. Da jedoch V unzerlegbar ist, muss 8 ein Isomorphismus sein, also ist
v = 9g mit o = 71 O
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10 Die Auslander-Reiten Verschiebung

Wir wollen eine Beziehung zwischen den Moduln X und Z in kurzen exakten Sequenzen

0—sx -ty 9.7 .9

herstellen. Dazu betrachte die k-Dualitdt Homy(—, k) = D(—): A-mod — A°P-mod. Nach Propo-
sition 1.12 ist dies eine kontravariante Aquivalenz.

Analog konnen wir auch den Funktor Hom 4(—, A) =: (—)*: A-mod — A°P-mod betrachten. Auch
dies ist ein kontravarianter Funktor, jedoch im Allgemeinen keine Aquivalenz, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel Sei A= (k%) die Algebra der oberen 2 x 2-Matrizen. Sei A = Py @ P, die Zerlegung
von A in projektiv unzerlegbare Moduln, mit dem einfachen eindimensionalen projektiven Modul
P, = 51 = Ae; und dem zweidimensionalen projektiven Moduln P, = Aes.

Es gibt die kurze exakte Sequenz

0 51 Pl 52 0

mit dem einfachen Modul Ss. Nach Schurs Lemma ist nun Hom4(Ss, P1) = Hom 4(S2, S1) = 0.
Wire nun Hom 4 (S2, P2) # 0, so gidbe es 0 # f: Sy — P,. Dann miisste Im(f) N.S; = {0} gelten,
und damit P ~ S; @ S, im Widerspruch zu P, unzerlegbar. Also ist auch Hom 4(S2, P») = 0.

Doch dann ist Hom4 (S, A) = 0, d.h. (S2)* = 0 mit Sy # 0.

Sei nun A wieder eine beliebige k-Algebra. Fiir einen projektiven Modul M = Ae gilt dann
Hom (Ae, A) ~ eA. Es folgt, dass (M")' = M, d.h. die Einschréinkung von (—)* auf projektive
Moduln

(—-)': A-proj — A°P-proj
ist eine kontravariante Aquivalenz.

Sei nun M ein beliebiger Modul in A-mod. Dann gibt es eine projektive Prasentation

PP py P 0,

d.h. die Sequenz ist exakt mit Py und P; projektiv. Beachte, dass M als Cokern von p; bereits
vollstéandig durch P; —PL . Py bestimmt ist. Dagegen ist eine projektive Préasentation von M
nicht eindeutig bestimmt, es gibt allerdings eine eindeutige minimale projektive Prisentation.

Dazu betrachte den halbeinfachen Modul M/rad(M). Dann gibt es ay,...,a, € Ny, sodass
M/rad(M) ~ ST @ ... ® S ist, wobei Si,...,S, die einfachen A-Moduln sind. Jedes S; hat
die projektive Decke Ae; — S; ~ Ae;/rad(Ae;), daher existiert ein Epimorphismus

Py:=(Ae1)" @...® (Aep)™ — S1' @ ... d Spn = M/ rad(M).
Sei m: M — M/rad(M) die Quotientenabbildung.

— l
My M/rad(M) —— 0
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Da Py projektiv ist, existiert pg: Py — M. Da pom: Py — M surjektiv ist, impliziert Nakayamas
Lemma, dass bereits py surjektiv ist (beachte Py/rad(Py) = M/rad(M)).

Noch zu zeigen ist, dass dieses Py wirklich minimal ist. Sei dazu auch @) projektiv mit einem
Epimorphismus ¢: Q — M gegeben.

Q
- : lQO
- o

Py —— M/rad(M) —— 0

dp -

Da @ projektiv ist, existiert ¢: Q — Pp. Wegen M/rad(M) = Py/rad(Fp) ist ¢ damit surjektiv
modulo dem Radikal, also ist ¢ surjektiv nach Nakayamas Lemma. Da jedoch Py projektiv ist,
ist ¢ damit split epi und somit Py | @ ein direkter Summand. Daher ist Py tatsichlich minimal,
also die projektive Decke von M.

Bilden wir nun P; als projektive Decke von Kern(pg), so erhalten wir die eindeutige minimale
projektive Préisentation P; 2, Py von M.

Sei nun M mit einer minimalen projektiven Prasentation P; Ny ) gegeben. Dann wende den
Funktor (—)" = Hom(—, A) auf die exakte Sequenz

P, P1 Py PO ar 0

an, d.h. wir erhalten auf Grund der Linksexaktheit des Hom-Funktors die exakte Sequenz
t t
0 —— Homy (M, A) = M* —2 Homy (P, A) = Pt — Homu(P;, A) = P!
Zusammen mit dem Cokern von p} ergibt sich daraus die kurze exakte Sequenz

t

o i

0 —— Mt Pt p} Cokern(p}) —— 0. (%)

10.1 Definition Sei M € A-mod. Dann heifit Cokern(p}) in () der zu M transponierte Modul.
Wir schreiben Tr M := Cokern(p}).

Bemerkung Sei M projektiv. Dann ist 0 2=, Py mit Py = M bereits eine minimale projektive
Prisentation von M, insbesondere ist P; = 0. Also ist auch p} = 0, d.h. Tr M = Cokern(p}) = 0.
10.2 Proposition Seien M und N unzerlegbare A-Moduln. Dann gilt:

(a) Tr M hat keinen nichttrivialen (d.h. # 0) projektiven Summanden.

(b) Fiir M nicht projektiv ist P§ p—t1> P} eine minimale projektive Prisentation von Tr M.
(¢) Es ist M projektiv genau dann, wenn Tr M = 0 ist.

(d) Ist M nicht projektiv, so ist Tr M unzerlegbar und es ist Tr(Tr M) ~ M.

(e) Sind M und N nicht projektiv, so ist M ~ N genau dann, wenn Tr M ~ Tr N.

Beweis. Ad (c): Ist M projektiv, so ist Tr M = 0 nach obiger Bemerkung. Ist umgekehrt Tr M = 0,
so ist p} wegen Tr M = Cokern(p!) surjektiv. Da P} projektiv, ist p! also split epi, d.h. p; ist
split mono. Also ist P | Py ein direkter Summand. Wegen der Minimalitidt der Prasentation
muss dann allerdings P; = 0 gelten, also Py ~ M. Damit ist M projektiv.

Ad (b): Angenommen, P} oder P} hat iiberfliissige Summanden.
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Im ersten Fall, sei P{ = Qo® Q1 und sei Qo — Tr M die projektive Decke. Dann liegt Q1 im Kern
von pY, also muss P§ — @ auf den projektiven Modul @1 abbilden, d.h. es gilt Q; | P§. Damit
ist PY = Q1 @ Q2 mit einem projektiven Modul Q2 und p; = (p})* hat den direkten Summanden
Q% — QY. Doch dann kann die gewéihlte projektive Prisentation nicht minimal gewesen sein,
Widerspruch.

Im zweiten Fall, sei P} = Q @ Q' mit Q im Kern von p}{. Dann hat p} den Summanden Q — 0,
also hat p; den Summanden 0 — Q°. Doch dann muss M = Cokern(p;) auch @Q* als direkten
Summanden haben, im Widerspruch zu M unzerlegbar.

t
Ad (d): Nach (b) ist Pf —— P! eine minimale projektive Prisentation von Tr M. Wir wenden
(—)" auf die exakte Sequenz

P Pt TTM — 0

an und erhalten mit den entsprechenden Cokernen das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen

0 —— (Tr M)t —— (PHt 25 ()t Cokern((ph)t) = Tr(Tr M) —— 0

I | !

o p— Py Cokern(p1) =M —— 0

Die beiden vertikalen Morphismen links sind Isomorphismen, also ist auch der vertikale Morphis-
mus rechts ein Isomorphismus, d.h. es ist M ~ Tr(Tr M).

Ad (a) und (e): Dies folgt nun aus (d). O

Nun wollen wir Kategorien definieren, zwischen denen Tr eine kontravariante Aquivalenz wird.

Dazu betrachte fiir X,Y € A-mod die Menge
PX,Y)={f: X =Y :3P projektivund f1: X — P, fo: P =Y mit f = fifa}.

D.h. esist f € P(X,Y) genau dann, wenn eine Faktorisierung von f iiber einen projektiven

Modul P existiert.
X % Y
N
P

Dann bilden die Objekte von A-mod zusammen mit alles Morphismen der Form P(X,Y) ein Ideal
von A-mod, d.h. gegeben f € P(X,Y) und g € Hom(Y, Z), so ist fg = fifeg = fi(f29), also
faktorisiert auch fg tiber P und damit gilt fg € P(X, Z).

X ! y %, 7
N U
P fag

Analog gilt dies auch fiir Multiplikation von links. Zudem ist fiir f,g € P(X,Y) mit Faktorisie-
rungen iiber projektive Moduln

x5y X9 .y
>\ /f >\ /é
P Q
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eine Faktorisierung von f + ¢ iiber den projektiven Modul P & () gegeben durch

X f
(flm

Y
req (%)

Damit kéonnen wir eine neue Kategorie definieren als Quotientenkategorie: Dabei verwenden
wir dieselben Objekten wie in A-mod, allerdings mit Morphismen Homy4(X,Y)/P(X,Y), d.h.
Aquivalenzklassen von Morphismen in A-mod unter der Relation f ~ g < f —g € P(X,Y).

Ist P projektiv, so faktorisiert die Identitat 1p = 1plp iiber P, alsoist 1p = 1p —0p € P(X,Y).
Somit ist 1p ~ Op, also P ~ 0 in der Quotientenkategorie.

+g

Diese Quotientenkategorie heifit (projektiv) stabile (Modul-)Kategorie und wird bezeichnet mit
A-mod. Analog, wenn Faktorisierungen iiber projektive durch Faktorisierungen tiber injektive
Moduln ersetzt werden, erhalten wir die injektiv stabile (Modul-)Kategorie, bezeichnet mit A-mod.

Im Allgemeinen sind stabile Kategorien nicht abelsch.

10.3 Proposition Die Zuordnung X — Tr X definiert eine k-lineare Dualitdt

Tr: A-mod — A°P-mod.

Zur Vorbereitung zum Beweis: Definiere die Kategorie Mor(A-proj), die sogenannte Morphis-
menkategorie von A-proj, durch die folgenden Daten.

e Objekte: Ein Objekt ist ein Morphismus f: Py — Py, d.h. ein Tripel aus zwei projektiven
Moduln Py, P, € A-proj und einem Morphismus f € Homy(Py, Pp).

o Morphismen: Ein Morphismus zwischen f: P — Py und g: Q1 — Qo ist ein Paar («, f3)
aus einem Morphismus a: P, — @1 und §: Py — Qq, sodass das folgende Diagramm
kommutiert.

P1 # Po

o

Q1 —2- Qo

o Komposition: Sind («, 8): f — g und (v,d): g — h zwei Morphismen in Mor(A-proj), so
definiere deren Komposition durch (a, 8)(7,9) := (a7, 59).

P1L>P0

o P

av| Q1 —L— Qo |85

| o

RlLRO

Ist nun (e, B): f — ¢ ein Morphismus in Mor(A-proj), so kénnen wir die beiden Zeilen im
entsprechenden kommutativen Diagramm durch die Cokerne X = Cokern(f) und Y = Cokern(g)
zu exakten Sequenzen fortsetzen.

f

2 Py =% X 0
« B =
|
Q1 Qo Y 0
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Dann gilt fSmy = agmy = 0, also faktorisiert Sy iiber den Cokern von f, d.h. es gibt u: X — Y
mit Sy = uny.

Wir erhalten einen Funktor
Mor(A-proj) — A-mod

(f: PP — Py) —— Cokern(f)
(e, 8): f —g) +— (u: Cokern(f) — Cokern(g)) wie oben beschrieben.

Sei nun F': Mor(A-proj) — A-mod die Komposition dieses Funktors mit dem kanonischen
Restklassenfunktor A-mod — A-mod. Wir wollen die Morphismen bestimmen, die unter F' auf
den Nullmorphismus abgebildet werden.

Sei also wieder (a,3): f — g ein Morphismus in Mor(A-proj) mit dem u: X — Y wie oben
konstruiert, d.h. X = Cokern(f) und Y = Cokern(g).

PP ™y x 0
o
Q1 21+ QY 0

Gilt nun F(a, B) = 0, so ist die Restklasse von u in A-mod der Nullmorphismus, d.h. u faktorisiert
iiber einen projektiven Modul Z. Damit gibt es v: X — Z und §: Z — Y mit u = ~d.

Py X X 0
/
8 Z u
L
Qo e Y 0

Nun ist 7y surjektiv und Z projektiv, also gibt es ¢: Z — (o mit 6 = emy. Dann gilt aber
u = dv = demy, d.h. u faktorisiert iiber QQg. Sei  := ye: X — QJp. Damit erhalten wir folgendes
Diagramm, in dem alle Quadrate und das untere rechte Dreieck kommutiert.

f

2 Py X% X 0
o e 2T
Q1 2+ QY 0

Nun wollen wir ¢ hochheben zu einem Morphismus h: Py — )1 mit gewissen Bedingungen an h.
Nach Konstruktion gilt u = pmy, also ist

(5—7[')((,0)7['}/Zﬁﬂ'y—ﬂ'xgoﬂ'y:ﬂ')(u—ﬂ'xu:o.

Damit faktorisiert 8 — mxp: Py — Qg iiber den Kern von 7y, also das Bild von g. Allerdings
bildet g surjektiv auf sein Bild Im(g) ab, somit existiert, da Py projektiv, ein h: Py — (1 mit
hg =B —mxep.

Insbesondere erfiillt das h dann fhg = f(f —7xp) = fB — frxe = fB.
Also: Ist F(a, 8) =0 in A-mod, so existiert h: Py — Q1 mit fhg = f[5.
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Nun zeige: Existiert ein h: Py — Q1 mit fhg = ff, so ist F(a, ) = 0 in A-mod.

l (ﬁl S lu
@1

0

Y 0

Es ist f(8 — hg) =0, d.h. B — hg faktorisiert iiber den Cokern von f. Somit gibt es p: X — Qo
mit 5 — hg = mxw. Doch dann ist

nxemy = (8 — hg)my = fry — hgny = Txu,
also u = pmy da wx epi ist. Somit faktorisiert u iiber den projektiven Modul g, also ist
F(a,p) =0 in A-mod.
Ergebnis: F(a, ) = 0 genau dann, wenn es h: Py — Q1 gibt mit fhg = ff.

10.4 Lemma FEs ist

alle Objekte in Mor(A-proj)

Mor; (A-proj) =
1(A-proj) {Morphismen (o, B) mit F(a, ) =0 in A-mod

ein Ideal in Mor(A-proj) und der Funktor F induziert eine Aquivalenz

Mor(A-proj)/ Mor; (A-proj) ~ A-mod.

Beweis. Wir tiberpriifen, dass Mor;(A-proj) ein Ideal ist. Fiir die Addition, addiere einfach die
entsprechenden Morphismen h: Py — Q1.
Fiir die Multiplikation, sei (a,f): f — f’ ein Morphismus in Mor;(A-proj). Dann gibt es
h: Py — @ mit fhf' = f3. Sei auch (~,3): f' — f” ein Morphismus. Setze h' := hy: Py — Rj.
Dann gilt

W "= fhyf" = fhf's = fBo.
Damit ist auch (a, 8)(v,0) = (av, 86) € Mori(A-proj).

P1*>P0

o 2

Q1*>Q0

|

R14>R0

Analoges gilt auch fiir Multiplikation von links.

Fiir die behauptete Aquivalenz geniigt es zu zeigen, dass F surjektiv (bis auf Isomorphie) auf
Objekten und Morphismen ist.

Sei also u: X — Y ein Morphismus in A-mod. Wéahle nx: Py — X und 7y : Q¢ — Y mit Py und
Qo projektiv. Dann gibt es 8: Py — Qo mit mxu = Bry, da Py projektiv ist und 7y surjektiv.
Nun wéhle P, und @ projektiv mit f: P, — Py surjektiv auf Kern(rx) und g: Q1 — Qo
surjektiv auf Kern(my). Dann ist frxu = ffBny = 0, also faktorisiert ff tiber den Kern von
7y, auf welchen g surjektiv abbildet. Also impliziert die Projektivitdt von P; die Existenz von
a: Pp — Qq mit ag = fp.

Pl T x 0
S R ¢
Q1 —> QY 0
Dies impliziert die Surjektivitat von F'. O
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Beweis von Proposition 10.3. Es ist (—)': A-proj — A°-proj eine Dualitit, also ist auch

Mor(A-proj) — Mor(A°P-proj)
(f:Pl—)PQ) — (ftP(§—>Pf)
((,8): f—=g) — ((Ba"):g" = ")
eine Dualitéit, welche wir auch mit (—)' bezeichnen wollen. Wir behaupten, dass diese Dualitét
sich einschréinkt zu einer Dualitit (—)': Mor;(A-proj) — Mor; (A°P-proj).

Sei also («, 3): f — g ein Morphismus in Morj (A-proj), d.h. es gibt h: Py — Q1 mit fhg = f5.
Dann erhalten wir durch Anwendung von (—)*

P~ p QBLQt
| S e 2 e
1*>Q0 Pt —— P

Damit gilt g*atf* = gtf*, d.h. F(8*, %) = F((a, B)Y) =0
Damit erhalten wir so etwas wie kurze exakten Sequenzen von Kategorien (auch wenn Mor; (A-proj)
keine Kategorie ist, da es keine Identitéten erhélt) und k-linearen Funktoren.

0 — Mor; (A-proj) — Mor(A-proj) —t— A-mod — 0
| S5 kS

0 —— Mor (A°P-proj) —— Mor(A°P-proj) L AoPmod —— 0

Insbesondere sind die ersten beiden vertikalen Funktoren Dualitdten, also muss auch
Tr: A-mod — A°P-mod

eine k-lineare Dualitit sein. O
Sei D = Homy(—, k) wieder die k-Dualitét.
Auf den stabilen Kategorien induziert D Funktoren D: A-mod — A-mod und D: A-mod — A-mod.

10.5 Definition Die beiden zueinander inversen Kompositionen 7 := D Tr: A-mod — A-mod
und 77! := Tr D: A-mod — A-mod heiflen Auslander-Reiten Verschiebungen. Der Funktor Tr
heif3t auch Auslander-Bridger Transpose.

Der Funktor v := D(—)" = DHoma(—, A): A-mod — A-mod heifit Nakayama-Funktor.

(Beachte stets die traditionelle Kompositionsreihenfolge bei Funktoren).

Bemerkung Zur konkreten Berechnung von TM = D Tr M. 08.05.2017

Sei M unzerlegbar und nicht projektiv. Wéhle eine minimale projektive Préasentation

P2 P2 M 0.

Dann wende (—)* = Hom(—, A) darauf an und erhalte

0 Mt P Pt TrM — 0.

Schliellich wende die k-Dualitéit D an, beachte v = D(—)*

v(p1)
E——

0 —— DTrM —— v(P) v(Py) 222 L) —— .

Insbesondere sehen wir, dass D Tr M als Kern von v(p;) bereits eindeutig bestimmt ist.
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Beispiel Sei A = (’5 %) die Algebra der oberen 2 x 2-Matrizen. Sei 14 = e1 + ey die Standard-
zerlegung der Eins in primitive orthogonale Idempotente.

Dann sind die projektiven Moduln gegeben durch

P1 = A61 = (l({]:) und P2 = A€2 = (Z) .

Insbesondere ist P = S einfach und P, = I; projektiv-injektiv mit einfachem Teilmodul S;. Sei
a:=(}). Dann gibt Rechtsmultiplikation mit « die Inklusion Ae; < Aes. Insgesamt erhalten
wir die exakte Sequenz

Ael L TN Aeg E— Aez/Ael = SQ = (2) — 0.

Beachte wieder, dass ¢ := k/k. Es ist Sy einfach, also unzerlegbar und injektiv.

Wir wollen 7(S2) bestimmen. Es ist P, = Aey die projektive Decke zu Sy mit Kern S; = Aey,
also ist bereits B
A61 p=a A€2 SQ 0

eine minimale projektive Présentation von Ss. Unter Verwendung von Homy(Ae, A) ~ eA
erhalten wir nach Anwendung von (—)*

t_
pi=a-

eaA e1A Cokern(pt) = Tr Ss.

Insbesondere ist Tr M = e1A/es A~ (k 0).
Was ist D(p}) = v(p1)? Uber die Zerlegung

e1A =e1Ae; DelAes
—_—— ——
e1€ ac

sehen wir, dass e; A die k-Basis {e1, a} hat. Als einfacher Modul hat e3 A die Basis {es}. Damit
hat D(e;A) die Basis {e],a*} und D(e2A) die Basis {€5}.

Fiir ¢: eaA — k ist ap: eaA — k gegeben durch esb — (egba)p. Wir berechnen

(e2e3)(e2) = e3(eze2) = e5(e2) =1
(ere3)(e2) = e5(eze1) = €5(0) =0
(ae3)(e2) = e3(e2ar) = €5(0) = 0.

Damit ist D(e2A) = Sy der einfache Modul zum unzerlegbar projektiven Aes.

Fiir D(e;A) berechnen wir analog eje] = e}, aej = 0, eze] = 0, e;a® = 0, aa™ = €] und
es™ = o, Damit sehen wir, dass rad(D(e;A)) = rad(A)D(e1A) = kaD(e1 A) = ke ~ S;.

Da e; A projektiv unzerlegbar ist, ist D(e;A) somit der injektiv unzerlegbare zu S, also ist
D(e1A) = Py = Aey. Wenden wir nun die Dualitéit auf p} an, so erhalten wir

0 DTrSy — D(e1A) = Aes “P="% D(eyA) = 5.

Da v(p1) nicht die Nullabbildung, ist die Abbildung surjektiv, also gilt D Tr Sy ~ Aes/So ~ Sy,
also gilt 7(S2) = S1. Wir erhalten folgenden Kandidaten fiir eine beinahe zerfallende Sequenz in
Sy endend

0 —— T(SQ) = Sl PQ SQ O’

vergleiche auch das Beispiel in Kapitel 8.
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Beispiel Sei Q = (1 %; 2) und betrachte die Kroneckeralgebra kQ.

Um Ko6cherdarstellungen verwenden zu kénnen, betrachten wir kQ-Rechtsmoduln. Fiir A € k
erhaltenw wir durch

My = (k % k)

einen unzerlegbaren £Q-Modul. Desweiteren gilt M; y ~ My, < X = u. Die projektiven kQ-
Moduln erhalten wir durch

eﬁlz(k%;k@k:) und @Az(O:ik).

Eine Basis von e; A ist durch {e1, a, §}, eine Basis von ea A durch {es} gegeben. Eine Basis von
M erhalten wir durch {my,ma}, wobei mie; = m1, moea = ma, mia = mg, m1 8 = Amo.

Wir suchen eine minimale projektive Prasentation

P2 Py 2 My, —— 0.

Es ist M ) erzeugt von ey A-Vielfache von mq, d.h. es muss Py = e1 A gelten. Fiir pp muss dann

gelten
(1,0)
e1A k ?; kak
1
| | (6
M k :i; k.

Insbesondere ist der Kern von pg eindimensional und konzentriert bei 2, d.h. es A bildet surjektiv
auf diesen ab.

e A 0 —— k

p1 (A\—1)
(1,0)

e1A k ?; kdk
0,1

Po 1 (/1\)

M k :i; k.

Damit gilt p1(e2) = Ao — f = (Aa — )ea. Somit ist p;: eaA — €1 A durch Linksmultiplikation
mit Ao — (3 gegeben, also ist p}: Ae; — Aey durch Rechtsmultiplikation mit Ao — 3 gegeben. Es
folgt, dass Tr M; ) ~ Cokern(p}) ~ Aes /(Ao — B).

Nun suchen wir D(p}) = v(p1): D(Aez) — D(Aey).
Es hat D(Aep) die Basis (e3, o, 8*). Man rechnet nach, dass a*a = €5, o™ =0, f*a = 0 und
B*p = e gilt.
Nun beachte, dass p} mit der Basis (ez, a, ) von Aey die Matrix (0, A, —1) besitzt, also besitzt
D(pt) die transponierte Matrix (0, A, —1)T. Damit ist der Kern von v(p;) aufgespannt von e}
und b* := o + AB*. Dann gilt jedoch

b'a=a"a+ A\a=1-¢€;

b'B=a"B+A\3"B=M\-e5.

Also ist Kern(v(p1)) = D Tr M ~ M .
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Bemerkung Zur konkreten Berechnung von 7N = Tr DN.

Sei N unzerlegbar und nicht injektiv. Wahle eine minimale injektive Koprésentation

0 AN A N

mit injektiven Moduln Iy und I;. Hierbei ist Iy die injektive Hiille von N und I; die injektive
Hiille von Cokern(ip). Dann wende die k-Dualitdt D(—) an

pI, 2%y pr, 2o, pN — 5 0.

Beachte, dass DI; und DIy nun projektiv sind. Schlieflich wende (—)' an
(DIO)t (Di1) (Dll)t Tr DN = T_lN 0. (*)

Es ist 77! N eindeutig als Cokern von (Dij)" bestimmt.

Fir X,Y € A-mod schreiben wir Hom 4(X,Y) := Hom4(X,Y)/P(X,Y) fiir die Homomorphismen
zwischen X und Y in der projektiv stabilen Kategorie A-mod. Analog schreiben wir Hom 4 (X, Y)
fiir die Homomorphismen zwischen X und Y in der injektiv stabilen Kategorie A-mod.

10.6 Theorem (Auslander-Reiten Formeln) Sei A eine endlichdimensionale Algebra tiber einem
Kéorper k und seien X,Y € A-mod. Dann existieren Isomorphismen

Exty(X,Y) ~ DHom ,(r"'Y, X)
Extl(X,Y) ~ DHomu (Y, 7X).

Beide Isomorphismen sind in beiden Variablen funktoriell.

10.7 Lemma Sei X € A-mod. Sei eine Transformation ¢X: X*®4 — — Homa(X, —) definiert
fiir Y € A-mod durch
ey X'®aY ——— Homyu(X,Y)
(foy) —— (&= f@)y).
Dann ist X eine natirliche Transformation, fir X projektiv sogar ein natirlicher Isomorphismus.

Fir'Y projektiv und X beliebig ist cpff eitn Isomorphismus.
Fiir X und Y beliebig ist Cokern(pss) = Hom 4(X,Y), d.h. es gibt die ezakte Sequenz

X
X'®4Y —2° Homu(X,Y) —— Hom (X,Y) —— 0.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass ¢~ tatséchlich eine natiirliche Transformation ist.

Sei X nun projektiv, Y beliebig. Zeige: ¢3* ist ein Isomorphismus. Da die beteiligten Funktoren
additiv sind, geniigt es, den Fall X = A zu betrachten. Es ist A® = Homa (A4, A) ~ A durch
Rechtsmultiplikation. Somit ist

o Aa®Y ——— Homyu(A,Y)
a®y +——— (b (ba)y)

Durch Homy(A,Y) - A®Y, f— 1® f(1) ist eine wohldefinierte Umkehrabbildung gegeben,
also ist go{f ein Isomorphismus.

Ist umgekehrt Y projektiv und X beliebig, so betrachte wieder den Fall Y = A. Es wird

¢ Homu(X,A)® A ——— Homa(X,A)
fea —— (v f(z)a)
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Wieder ist durch Hom 4 (X, A) - Homa(X,A) ® A, g — g ® 1 eine wohldefinierte Umkehrabbil-
dung gegeben, also ist go{f ein Isomorphismus.

Seien nun X und Y beliebig. Sei P projektiv und f: P — Y ein Epimorphismus.
Behauptung: Die Sequenz

Homa(X, P) 7% Homa(X,Y) — Hom4(X,Y) —— 0

ist exakt, d.h. es ist Im(X, f) = P(X,Y).

Zum Beweis der Behauptung: Fiir g: X — P faktorisiert g(X, f) = gf: X — Y {ber P, also ist
Im(X, ) C P(X,Y).

Ist umgekehrt h € P(X,Y), so gibt es @ projektiv, sowie hi: X — Q und hy: Q — Y mit

Da f surjektiv ist, gibt es j: Q — P mit hy = jf.

Q

o
L

P*f»Y—>0

Damit ist h = hihy = h1(jf) = (h1j) f, also ist h = (h17)(X, f) € Im(X, f).
Dies zeigt die Behauptung.
Beachte, dass gol).g: Xt*®4 P — Homa(X, P) ein Isomorphismus ist. Mit der Behauptung von

oben, der Rechtsexaktheit des Tensorproduktes und der Natiirlichkeit von ¢* erhalten wir das
folgende kommutative Diagramm, in dem alle Zeilen exakt sind.

Xto,P— % | xtg,v 0

l[@? Jwﬁ

Homa(X, P) —0 Homa(X,Y) — Hom (X,Y) —— 0.

Da 7% ein Isomorphismus ist, gilt Im(p3 (X, f)) = Im(X, f). Da (1 ® f) surjektiv ist, gilt
Im((1® f)es) = Im(psr). Danun X (X, f) = (1® f)es gilt, ist somit Im(X, f) = Im(p3y).
Also ist Cokern(ypsr) = Cokern(X, f) = Hom4(X,Y). O

Beweis von Theorem 10.6. Wir zeigen die erste Formel.
Es geniigt den Fall X, Y unzerlegbar, X nicht projektiv und Y nicht injektiv zu betrachten.

Esist Y = 7(77'Y) = 7Z mit Z := 7Y # 0, da Y nicht injektiv. Wiihle nun eine minimale
projektive Préisentation von Z

PP py 0
und wende den Nakayama-Funktor v auf diese an. Damit erhalten wir die exakte Sequenz

Dpt Dp}
0O — Y=7Z ——vP vFP, vZ.
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Dies ist dann (in den ersten Gliedern) eine injektive Koprisentation von Y. Wende nun
Hom 4 (X, —) auf diese an und erhalte mit den entsprechenden Abbildungen py und p; die
im Allgemeinen nicht exakte Sequenz

0 —— Homu(X,Y) —— Homu(X,vP,) —2— Homa(X,vP) —2 Homu(X,vZ). (*)

Behauptung: Bs gilt Extl(X,Y) = Kern(pg)/Im(py).

Begriindung der Behauptung: Fiir eine kurze exakte Sequenz

0 K P X 0

mit P projektiv erhalten wir durch Anwendung von Hom 4(—,Y") die exakte Sequenz

0 —— Homu(X,Y) —— Homu(P,Y) — Homu(K,Y) U

Q Exty(X,Y) —— Exty{(P,Y) =0.

Analog erhalten wir aus einer kurzen exakten Sequenz

0 Y 1 C 0

mit I injektiv durch Anwendung von Hom 4 (X, —) die exakte Sequenz

0 —— Homu(X,Y) ——— Homu(X,I) — Homu(X,C) U

Q Extl(X,Y) —— Extl(X,I) =0.

In beiden Fillen kénnen wir Ext! (X,Y) aus Hom-Moduln berechnen.

Sei nun eine exakte Sequenz mit 4 Termen und P, ) projektiv gegeben.

0 —wK —Q ——P—X —0
~N S
K
O/ \O

Dann erhalten wir mit K als dem Kern von P — X, bzw. als Cokern von K’ — ) zwei kurze
exakte Sequenzen mit () bzw. mit P als Mittelterm.

Wende nun Hom 4 (—,Y") auf obiges Diagramm an.

0 — Homa(X,Y) — Homu(P,Y) Homa(Q,Y) —2— Homa(K',Y)

\/

0 —— Homu(K,Y) — Exth(X,Y) —— 0

Somit gilt ExtY(X,Y) = Hom4(K,Y)/Im(y). Aus der Linksexaktheit des Hom-Funktors folgt
Homy(K,Y) = Im(d) = Kern(3). Weiterhin ist mit Kern(vy) = Kern(a) also auch Im(vy) = Im(«).

Insgesamt ist also Extl(X,Y) = Kern(3)/Im(a), was die obige Behauptung begriindet.

Sei wieder
P, P1 P, LN 0
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die minimale projektive Prisentation von Z von oben. Diesmal wende den Funktor D Hom 4 (—, X)
an.

DHomu(Py, X) 2 DHomu(Py, X) —2~ DHomu(Z, X) —— 0 (%)

Nun wollen wir mit Lemma 10.7 die Terme in () mit denen in (xx) vergleichen. Nach besagten
Lemma gibt es die Abbildungen

e Pf®aX —— Homa(Py,X)
gof(o: Pt®a X —— Homy(Py,X)
©Z: Z'®aX — Homa(Z,X).

Durch Dualisieren gibt dies die Abbildungen
DHomy (P, X) — D(Pl®aX)
DHomy(Py,X) — D(Pt®aX)
DHoma(Z,X) — D(Z'®4 X),

wobei die oberen beiden sogar (natiirliche) Isomorphismen sind. Mit der Adjunktionsformel (vgl.
Theorem 6.16) erhalten wir den natiirlichen Isomorphismus

D(P} ®4 X) = Homy (P ®a X, k) ~ Homa (X, Homy,(Py, k)) = Homa(X, DP}),
analog auch D(P{ ®4 X) ~ Hom (X, DP}) und D(Z' ®4 X) ~ Homu (X, DZ").

Damit erhalten wir aus einem Teil von (%) und (*%) mit entsprechenden Isomorphismen ¢ und
1o, sowie der entsprechenden Abbildung w aus der Natiirlichkeit aller beteiligten vertikalen
Abbildungen das kommutative Diagramm

DHomu(Py, X) —2— DHomu(Py, X) —2— DHomu(Z,X) —2— 0

ZJ% lld}o Jw
Homu (X, vPy) B SN Homu (X, vR) Pk, Homu(X,vZ).

Hierbei ist Ext) (X,Y) = Kern(pg)/Im(p1). Dies wollen wir mit D Hom 4(Z, X) identifizieren
(beachte Z = 771Y).

Es ist ¥opg = pow, also Kern(¢ppy) = Kern(ppw). Da 1)y ein Isomorphismus ist gilt daher
Kern(py) = Kern (¢ 'pow). Somit ist die Abbildung v := 1y 'po: Kern(py) — Kern(w) wohlde-
finiert. Da 1, 1 als Isomorphismus und §y beide surjektiv sind, zeigt eine Diagrammjagd, dass
auch v surjektiv ist.

Behauptung: Kern(y) = Im(py).

Denn: Sei f € Im(p1), d.h. f = gp fiir ein g. Dann ist fy = gp1y = gp1tyy 'Ho = g¥; Hrio = 0,
also ist f € Kern(y).

Umgekehrt sei nun f € Kern(). Dann ist fy = f@!)alﬁo = 0, also fwal € Kern(pp) = Im(py).
Somit gibt es ein g mit fwo_l = gp1, also ist f = gp1vo = gi1p1, also f € Im(py). Dies zeigt die
Behauptung.

Insgesamt gilt nun
Ext! (X,Y) ~ Kern(po)/ Im(p1) = Kern(py)/ Kern(v) ~ Im(y) = Kern(w).

Es ist w allerdings definiert als Komposition von D(p)Z( mit gewissen Isomorphismen, d.h. es ist
Kern(w) ~ Kern(Dy¢%) ~ D Cokern(p%), also schlieBlich mit Lemma 10.7

Ext!(X,Y) ~ D Cokern(p%) ~ DHom 4(Z, X) = DHom 4 (7Y, X). 0
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11 Auslander-Reiten Sequenzen

11.1 Theorem (Hauptsatz der Auslander-Reiten Theorie) Sei A eine endlichdimensionale
k-Algebra, sei X € A-mod unzerlegbar und nicht projektiv, sei Y € A-mod unzerlegbar und nicht
injektiv. Dann existieren eine beinahe zerfallende Sequenz

0 TX E X 0

und eine beinahe zerfallende Sequenz

0 Y F Yy — 0.

Beweis. Wir zeigen die Existenz der oberen Sequenz in Ext} (X, 7X) fiir X unzerlegbar und nicht
projektiv. Die Auslander-Reiten Formel (Theorem 10.6) liefert den natiirlichen Isomorphismus

Extl (X, 7X) ~ DHom (7 '7X, X) = DHom 4 (X, X).

Idee: Wahle exakte Sequenz, die D(idx) auf der rechten Seite entspricht.

Es ist X unzerlegbar, also ist End4(X) ein lokaler Ring mit eindeutig maximalem Ideal
rad(End4(X)). Da X nicht projektiv, ist idx ¢ P(X, X), denn sonst wire X ein direkter Sum-
mand eines projektiven Moduls, also selbst projektiv. Damit ist jedoch P(X, X) C rad(End 4(X)).

Es ist S(X) := End4(X)/rad(End (X)) der eindeutige einfache End (X )-Modul. Dann gibt es
den Epimorphismus

Hom 4 (X, X) = Enda(X)/P(X, X) - Enda(X)/rad(Enda(X)) ~ S(X).
Nach Dualisieren erhalten wir den Monomorphismus
DS(X) — DHom 4 (X, X) ~ Ext! (X, 7X).

Weiterhin ist S(X) der eindeutige einfache Teilmodul von D Hom 4 (X, X), also der sogenannte
Sockel von D Hom 4 (X, X).

Nun wéhle 0 # £ € DS(X), zum Beispiel £ = D(1x). Dann definiert £ eine kurze exakte Sequenz

f

0 X E 9. x 0.

Wir zeigen: £ ist beinahe zerfallend. Da £ # 0, ist die Sequenz nicht zerfallend. Nach Proposition
10.2 ist 7.X unzerlegbar, da X unzerlegbar ist.
Nach Theorem 9.5 (b) geniigt es also zu zeigen, dass g rechts beinahe zerfallend ist.

Es ist g kein split Epi, da £ # 0, d.h. da die Sequenz nicht zerfillt. Sei nun v: V' — X auch kein
split Epi. Zeige: v faktorisiert iiber g. O.B.d.A. ist V unzerlegbar.

Sei E’ der Pullback von g und v. Dann gibt es das folgende kommutative Diagramm mit exakten
Zeilen, wobei die untere Zeile ¢’ € Ext! (V, 7X) reprisentiere.

0 i QRN B N 'e 0
I
0 X J O, v 0
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Mit der Funktorialitdt von Ext erkennen wir, dass ¢ = & ExtY (v, 7X) gilt.

Mit der Natiirlichkeit des Isomorphismus aus der Auslander-Reiten Formel entspricht Exth (v, 7X)
die Abbildung
v:= DHom,(X,v): DHom 4 (X, X) — DHom,(X,V),

bzw. nach Dualisieren
v* := Hom 4 (X, v): Hom,(X,V) — Hom (X, X).

Nun ist v* kein Epimorphismus, denn dann wére 1x im Bild, also X | V und damit v ein split
Epi. Also ist v kein Monomorphismus, d.h. es ist Kern(v) # 0. Doch dann ist S(X) C Kern(v),
da DS(X) der eindeutig minimale Teilmodul von D Hom 4 (X, X) ist.

Allerdings ist nach Wahl ¢ € DS(X), also gilt £ = 0. Somit ist die Sequenz ¢’ zerfallend, d.h. es
gibt h: V — E’ mit 1y = hg’. Dann gilt v = 1yv = hg'v = hug und damit faktorisiert v iiber g,
d.h. die Sequenz £ ist rechts beinahe zerfallend. O

Bemerkung Die Konstruktion von £ im obigen Beweis erklart den Namen beinahe zerfallend:

Wir wéhlen 0 # ¢ aus dem Sockel von Exth (X, 7X), d.h. dem eindeutigen minimalen Teilmodul.

Ist Enda(X) = k, so ist jede nicht zerfallend Sequenz in Ext!(X,7X) beinahe zerfallend.
Allgemeiner gilt dies sogar schon, falls Hom 4 (X, X) ein Schiefkérper ist.

Sei nun M € A-mod. Seien Si,...,S, die einfachen A-Moduln. Sei [M : S;] die Vielfachheit von
S; in der Jordan-Hélder Reihe von M. Definiere den Dimensionsvektor von M durch

dim M = ([M : S1],...,[M : S,]).

Falls A/rad(A) =k @ ... &k, d.h. falls A eine elementare k-Algebra ist, so ist fiir eine Zerlegung
1o = €1+ ...+ e, in primitive paarweise orthogonale Idempotente stets Ae;/rad(Ae;) ~ S;
eindimensional tiber k. Damit ist e; M = Homy4(Aej, M) also auch dimy(e; M) = [M : Sj].

In diesem Fall summieren sich also die Eintrage des Dimensionsvektor zur Dimension des Moduls
iiber dem Grundkorper k.

Wir vereinbaren, dass dim M stets ein Spaltenvektor ist.

Wir wollen dim7M aus dim M bestimmen. Nach Definition miissen wir dazu eine minimale
projektive Prasentation

P P, M

von M wéhlen und darauf den Nakayama-Funktor anwenden. Aus der dann entstandenen exakten
Sequenz

0 M vP; vP, vM 0

erhalten wir, da e; - — = Hom 4 (Aej, —) exakt ist, zumindest die Formel

dim7M = dimv P, — dimvFPy + dim v M.

Fir eine endlichdimensionale k-Algebra A ist die Grothendieckgruppe definiert durch

Freie abelsche Gruppe auf Isomorphieklassen [M] in A-mod
Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 - X — Y — Z — 0 gilt die Relation [X] + [Z] = [Y].

Ko(A-mod) :=

Nach Jordan-Holder erhalten wir den Isomorphismus Ko(A-mod) ~ Z" mit Basis gegeben
durch die Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln [Si],...,[S,]. Damit reprasentiert der
Dimensionsvektor dim M € Ky(A-mod) genau die Isomorphieklasse von M in Ko(A-mod).
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11.2 Definition Die Matrix Cy € M, (Z) mit den Dimensionsvektoren dim Aey, ..., dim Ae,

der projektiv unzerlegbaren Moduln Aey, ..., Ae, als Spaltenvektoren heifit Cartanmatriz der
Algebra A.
Beispiele e Sei A die Algebra der oberen n x n-Dreiecksmatrizen iiber k. Dann ist je-

der einfache Modul eindimensional und taucht in der Kompositionsreihe jedes projektiv
unzerlegbaren Moduls genau einmal auf, d.h. es gilt

1 e 1
o= "
0 0 1

e Sei A die Kroneckeralgebra. Dann ist A ~ (’8 kfk) und es gilt

1 2
cA_(O 1).

o Sei A = k[z]/(2™). Dann gibt es genau einen einfachen A-Modul und es ist C'4 = (n).
o Sei A elementar, d.h. es ist A/rad(A) ~k & ... ® k. Dann ist Cy = (¢; ;)i ; mit
Cij = dimk eiAej = [Aej : S(Z)]

Also ist die j-Zeile von Cy gegeben durch (dimy ejAey, ..., dimy ejAey). Es ist D(e;A) der
j-unzerlegbare injektive A-Linksmodul und mit

Sa(j) = Aej/rad(Ae;) Saov(j) = ejA/rad(e;A)

gﬂt D(SAop) = SA(])

Insbesondere ist die j-te Zeile von C4 genau (dim I(5))T, wobei I(j) der unzerlegbar
injektive zum einfachen Modul S(j) ist.

Dies gilt auch fiir allgemeine endlichdimensionale Algebren.

Beispiel Wir untersuchen die Cartanmatrix auf Invertierbarkeit. Es ist stets C4 € M, (Z),
wobei n die Anzahl der einfachen A-Moduln ist (bis auf Isomorphie).

o Fiur A= k[z]/(2™) ist C4 = (m), was fiir m > 1 nicht iiber Z invertierbar ist.

o Fiir die Algebra gegeben durch Kécher und Relationen

A=k(- ) /(a0

«

d.h. die Nakayama-Algebra der Dimension 4 mit 2 einfachen Moduln und rad(A)? = 0 gilt

11
CA_(I 1)’

was iiber keinem Ring invertierbar ist.

Wir suchen ein Kriterium an A, nach dem die Cartanmatrix C4 ganzzahlig invertierbar ist, also
es ein Inverses in M,,(Z) gibt.
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11.3 Definition Sei M € A-mod.
Die projektive Dimension pdim(M) (oder projdim(M)) von M ist definiert durch

pdim(M) := inf {n € N : es gibt eine projektive Auflésung 0 - P,, — ... = Pp - M — 0}.
Damit ist pdim(M) € N U {oco} mit pdim(M) = oo, falls es keine endliche projektive Auflosung
von M gibt.

Die injektive Dimension idim(M) (oder injdim(M)) von M ist definiert durch

idim(M) := inf {n € N : es gibt eine injektive Auflosung 0 - M — Iy — ... — P, — 0}.
Wieder ist idim(M) € N U {oco} mit idim(M) = oo, falls es keine endliche injektive Auflésung
von M gibt.

Die globale Dimension gldim(A) von A ist definiert durch
gldim(A) := sup {pdim(M) : M € A-mod}.
Auch hier ist gldim(A) € N U {o0}.
Bemerkung Es gilt pdim(M) = 0 genau dann, wenn M projektiv ist, analog idim(M) = 0
genau dann, wenn M injektiv ist.
Es ist gldim(A) = 0 genau dann, wenn alle A-Moduln projektiv, d.h. wenn A halbeinfach ist.
Man kann zeigen:
gldim(A) =sup {j € N:es gibt X,Y € A-mod mit ExtQ(X, Y) # 0}

= gldim(A°P)

= sup {idim(M) : M € A-mod}

= sup {pdim(S) : S einfach}

= sup {idim(S) : S einfach} .
Alle diese Identitdten gelten im Allgemeinen nur fiir endlichdimensionale k-Algebren.

11.4 Proposition Sei die globale Dimension gldim(A) < oo endlich. Dann gilt det(Ca) = £1
und Cp ist ganzzahlig invertierbar.

Beweis. Da gldim(A) < oo ist pdim(S(j)) < oo fiir alle einfachen Moduln S(j). Fir j beliebig
gibt es damit eine exakte Sequenz

0—-FP—...->P—8(j)—0

mit Py, ..., Py projektiv. Damit gilt fiir den Dimensionsvektor von S(7)

¢
dim S(j) = ) _(~1)"dim P;.
=0

Allerdings ist dim P; eine Z-Linearkombination der Dimensionsvektoren dim P(k) der projektiv
unzerlegbaren A-Moduln. Weiterhin ist dim S(j) der Standardbasisvektor mit 1 an der Stelle j
und 0 sonst.

Dies gilt fiir alle j, also gibt es eine Matrix X € M, (Z) mit Eintrigen in Z, sodass
(dim S(1),...,dim S(n)) = B, = XCa,

gilt, wobei FE,, die Einheitsmatrix der Grole n bezeichnet. Damit ist C'4 also invertierbar tiber Z
und es gilt det(Cy) = £1. O

108



11.5 Definition Sei gldim(A) < oo. Die Matrix
Dy = —CLC?

heift Cozetermatriz von A. Die beziiglich der Standardbasis dadurch definierte lineare Abbildung
Dy Z" — Z7 heilt Cozetertransformation von A.

Beispiel e Sei A= (’5 g) die Algebra der oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen. Dann ist

(11 v (10 o (1 =1

und damit

e Sei A= (k kk > die Kroneckeralgebra. Dann ist

0 k
(12 v (10 o (1 =2

-1 2
by = (_ : 3> .
Bemerkung Sei gldim(A) < oco.

Es gilt dim P(j) = C4a dim S(j), also dim S(j) = C;' dim P(j). Andererseits ist durch Betrach-
tung der Zeilen der Cartanmatrix (dim 7(5))T = (dim S(5))TC4, also dim I(j) = C% dim S(j).
Zusammen ist also

und damit

dim I(j) = C{ dim S(j) = C4Cy " dim P(j) = —® 4 dim P(5).

11.6 Proposition Sei gldim(A) < oo und ®4: Z" — Z" die Coxetertransformation von A.

(a) Sei X unzerlegbar und nicht projektiv mit minimaler projektiver Prasentation
P2 py 2 x 0.

Dann gilt
dim 7X = ®4(dim X) — ®4(dim Kern(py)) + dim v X.

(b) Sei' Y wunzerlegbar und nicht injektiv mit minimaler injektiver Koprasentation
0—Y 2% 1y s 1.

Dann gilt
dim 7Y = &, (dim V) — &' (dim Cokern(i;)) + dim(DY")".

Beweis. Wir zeigen (a).

Nach Voraussetzung gibt es die exakte Sequenz

0 — Kern(p;) — P, 25 Py 2 X — 0.

Damit ist dim X = dim Py — dim P; + dim Kern(p;), also

P 4(dim X) — @ 4(dim Kern(py)) = ®4(dim o) — P 4(dim Py ).
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Nun gilt ® 4(dim P(j)) = — dim I () fiir die projektiv unzerlegbaren, auflerdem ist v P(j) = I(j),
daher folgt ®4(dim Py) — P 4(dim P;) = dim vP; — dim v Py. Insgesamt ist also

® 4(dim X) — @4 (dim Kern(p;)) = dimv P, — dim v P.
Nun gibt es allerdings auch die exakte Sequenz
00— 717X —vP —vFh —1vX —0,
d.h. es gilt dim7X = dimvP; — dim v Py + dim v X. Damit folgt
dim7X =dimvP, —dimvPy +dimvX = ®4(dim X) — ®4(dim Kern(p;)) + dimv X
und die Behauptung folgt. O

Die Formel in Proposition 11.6 (a) wird einfacher, wenn Kern(p;) = 0, d.h. pdim X < 1 und
vX = 0, d.h. Homy (X, A) = 0. Wir suchen nun eine Klasse von Algebren, die diese beiden
Bedingungen erfiillt: Dann gilt ndmlich dim 7X = ®4(dim X).

11.7 Definition Eine endlichdimensionale Algebra A heifit erblich, falls die folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt sind.
(a) Jeder Teilmodul eines projektiven Linksmoduls ist wieder projektiv.
(a’) Jeder Teilmodul eines projektiven Rechtsmoduls ist wieder projektiv.
(b)
(b')
(c) gldim(A) < 1.

Jeder Quotient eines injektiven Linksmoduls ist wieder injektiv.

Jeder Quotient eines injektiven Rechtsmoduls ist wieder injektiv.

Beispiele (fiir erbliche Algebren)

o Halbeinfache Algebren sind erblich: Nach dem Satz von Wedderburn und Artin (Theorem
3.21) ist linkshalbeinfach dquivalent zu rechtshalbeinfach. D.h. alle Linksmoduln sind
projektiv genau dann, wenn alle Rechtsmoduln projektiv sind, d.h. genau dann, wenn
gldim(A) = 0 gilt.

o Sei @ ein Kocher mit A = kQ und dimy A < co. Dann ist gldim(A) < 1, d.h. A ist erblich.

Mit Hilfe der langen Homologiesequenz geniigt es, pdim(S) < 1 fiir alle einfachen Moduln
S zu zeigen (siehe unten). Sei also S = S(j) der einfache Modul an j € Q. Sei P(j) =e;A
der zugehorige projektiv unzerlegbare Rechtsmodul, d.h. es ist S(j) = e;A/rad(e;A). Dann
hat e;A als Basis alle Wege, die in j beginnen. Seien a1, ..., ap, € Q1 die Pfeile, die in j
starten. Gilt m = 0, so ist P(j) = S(j) und damit S(j) bereits projektiv, d.h. pdim(.S) = 0.
Seien ji,...,Jm € Qo die Endpunkte der Pfeile o, ggf. mit Vielfachheiten.

Dann hat e;; A als Basis alle Wege, die in j; starten und die Abbildung «; - —: e;; A — ¢; A
ist injektiv und ihr Bild hat als Basis alle Wege, die in j starten und mit «; beginnen.
Allerdings hat auch rad(e;A) als Basis alle Wege der Lénge > 1, die in j starten, also ist
rad(e;A) ~ @;, e;, A. Insbesondere ist rad(e; A) projektiv. Damit hat S(j) die projektive
Auflésung

0 — rad(e;A) = e;A — S(j) — 0,

d.h. es ist pdim(S(j)) < 1.

Bemerkung Um zu entscheiden, ob eine Algebra erblich ist, geniigt es, die einfachen Moduln
zu betrachten.

Sei gldim(A) < 1, d.h. es ist Extf;l(S, T) =0 fur j > 1 und S, T einfach. Sei M beliebig
(endlichdimensional) mit Kompositionslédnge 2. Sei L einfach.

110



Dann gibt es eine kurze exakte Sequenz

0 S M T 0

mit S, T einfach. Wir wenden Hom 4(—, L) auf die obige Sequenz an. Dann gibt es die lang exakte
Cohomologiesequenz

0 — Homy (T, L) — Homu(M,L) — Homyu (S, L) j

Q Exth (T, L) —— Exty(M,L) —— Ext4(S,L) D

Q Ext?(T,L) — Ext%(M,L) —— Ext%(S, L) D

Q Ext (T, L) —— Ext%(M,L) — Ext3(S,L) — ...

Dann ist Extil(T, L)= Exti‘(S, L) =0 fur j > 1, also ist mit der Exaktheit auch Exti‘(M, L)y=0
fiir alle j > 1. Die Aussage folgt nun durch Induktion iiber die Kompositionsldnge von M, dann
ebenso fiir das zweite Argument in Ext.

Beweis der Aquivalenzen in Definition 11.7.

Es ist gldim(A4) < 1 genau dann, wenn EXtQ(X ,Y) =0 fir j > 1, was genau dann gilt, wenn
Ext’op (DY, DX) = 0 fiir j > 1 (siche Ubungen). Damit ist die Bedingung (c) links-rechts
symmetrisch.

Es geniigt also, (a) < (c) zu zeigen. Gilt (a), so sind alle Teilmoduln von projektiven Moduln
wieder projektiv. Sei M € A-mod. Zeige: pdim(M) < 1. Dazu konstruieren wir eine projektive
Auflésung von M der Lange 1. Sei Py endlichdimensional projektiv mit einem Epi pg: Py — M.
Dann ist P; := Kern(pg) C Py auch projektiv. Sei p;: P; < Py die Inklusion. Dann ist

0 P22 0

exakt, also eine projektive Auflosung der Lange 1 von M. Somit ist pdim(M) < 1.

Umgekehrt gelte (c), d.h. pdim(M) < 1 fir alle Moduln M. Sei @ C P projektiv. Zeige: Q@
projektiv. Sei M = P/Q. Dann gibt es die kurze exakte Sequenz

0 Q- P-"sM 0

mit Inklusion ¢ und Quotientenabbildung 7. Andererseits besitzt M nach Voraussetzung eine
minimale projektive Auflésung der Lange 1

0 J Iy SNy Vi 0.

Dann ist Py die projektive Decke von M, also ist Py | P, da auch P surjektiv auf M abbildet.
Sei P = Py ® Q. Dann ist Q9 C Kern(w) = Im(¢). Also bildet ¢ surjektiv auf Qg ab, d.h. es
ist Qo | Q. Doch es ist auch @ ~ Im(:) = Kern(m) = Kern(po) ® Qo ~ P1 @ Qo, also ist @ als
direkte Summe von projektiven Moduln auch projektiv. Il

Damit vereinfacht sich fiir erbliche Algebren Proposition 11.6: Es ist stets dim Kern(p;) = 0.
Betrachte nun dim v X.

Dazu sei X unzerlegbar nicht projektiv. Nach Definition ist ¥X = D Hom (X, A). Sei f: X — A.
Dann bildet f surjektiv auf sein Bild Im(f) C A ab. Da A erblich, ist Im(f) projektiv, also
Im(f) | X. Nun ist X unzerlegbar, d.h. entweder ist X ~ A oder f = 0. Wére aber X ~ A, so
wére auch X projektiv, Widerspruch.

Daher ist vX = DHomy4 (X, A) =0, also dim v X = 0 fiir alle unzerlegbaren nicht projektiven X.
Wir erhalten das folgende Korollar.
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11.8 Korollar Sei A erblich und X € A-mod unzerlegbar.
(a) Ist X nicht projektiv, so ist dim7X = ®4(dim X).
(b) Ist X nicht injektiv, so ist dim 71X = & " (dim X).

Beispiel Sei A ~ (lg kdk ) die Kroneckeralgebra.

k
-1 2
@A_<_2 3>.

Dann ist die Coxetermatrix
Wihle X injektiv (und damit nicht projektiv). Die injektiv unzerlegbaren Moduln haben die

Dimensionsvektoren
. 0 . 1
dim I(1) = <1> und dim I(2) = <2> .

Wir wenden 7 an, d.h. fiir die Dimensionsvektoren von 71(1) =: X {1) und 71(2) =: Xél) erhalten

w1 ()-() m aw- (1))

Erneute Anwendung von 7 liefert fiir die Dimensionsvektoren

- (1()-() w2 ))-()

Nun iiberfithrt 7 unzerlegbare Moduln in unzerlegbare Moduln. An Hand der Dimensionvektoren
erkennen wir zudem, dass Xfl/)Q nicht projektiv sind. Jedoch wachsen die Dimensionen mit jeder
Anwendung von 7 an: Es gibt unendlich viele nicht isomorphe unzerlegbare Darstellungen mit
beliebig grofler Dimension.
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12 Brauer-Thrall |

Wir wollen die Existenz von Auslander-Reiten Sequenzen an einem thereotischen Resultat
anwenden.
12.1 Theorem Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Dann gilt entweder (a) oder (b).

(a) A hat endlichen Darstellungstyp, d.h. es gibt bis auf Isomorphie nur endlich viele unzerleg-
bare A-Moduln.

(b) A hat unbeschrankten Darstellungstyp, d.h. fir alle n € N gibt es einen unzerlegbaren
Modul M € A-mod mit dimy (M) > n.

Theorem 12.1 ist bekannt als erste Brauer-Thrall Vermutung. Der erste Beweis stammt von
ROITER 1968, ein einfacherer und allgemeinerer Beweis geht zuriick auf AUSLANDER 1974.

Neben der ersten Brauer-Thrall Vermutung gibt es auch die zweite Brauer-Thrall Vermutung,
welche als Verscharfung angesehen werden kann:

Im Fall (b) in Theorem 12.1 existieren unendlich viele d € N, sodass es fiir jedes d unendlich
viele Moduln mit genau d vielen Kompositionsfaktoren gibt.

Die zweite Brauer-Thrall Vermutung wurde fiir algebraisch abgeschlossene Korper k = k von
BONGARTZ 1985 bewiesen. Es folgten weitere Beweise, die Aussage gilt auch fiir k& perfekt als
bekannt.

2013 ergéinzte Bongartz die Aussage: Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra A iber k = k.
Gibt es ein unzerlegbares M mit n > 2 Kompositionsfaktoren, so gibt es auch ein unzerlegbaren
M’ mit n — 1 Kompositionsfaktoren. (Indecomposables live in all smaller lenghts)

12.2 Lemma Sei X unzerlegbar. Dann existiert eine rechts minimal beinahe zerfallende Abbil-
dung g: M — X und eine links minimal beinahe zerfallende Abbildung f: X — N.

Beweis. Sei X nicht projektiv. Dann gibt es die beinahe zerfallende Sequenz

0 X M -2y X 0

mit rechts minimal beinahe zerfallendem g.
Sei X projektiv. Dann ist die Inklusion g: rad(X) < X rechts minimal beinahe zerfallend.

Sei X nicht injektiv. Dannn gibt es die beinahe zerfallende Sequenz

f

0 X M 1X —0

mit links minimal beinahe zerfallendem f.

Sei X injektiv. Dann ist f: X — X/soc(X) links minimal beinahe zerfallend. O

Grundidee des Beweises von Theorem 12.1: Sei ¢: X — Y mit ¢ # 0 und X, Y unzerlegbar
gegeben.

Falls ¢ Isomorphismus, so kénnen wir Y als isomorphen Modul vernachléssigen.

Falls ¢ irreduzibel ist, so ist ¢ ein direkter Summand der eindeutigen links minimal beinahe
zerfallenden Abbildung f: X — N, und wir erhalten alle méglichen Y durch die (endlich vielen)
unzerlegbaren direkten Summanden von N.
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Sonst faktorisiere ¢ tiber das f, d.h. finde ¢1: N — Y mit ¢ = fp1. Da ¢ # 0, gibt es N; | N
unzerlegbar und ¢} : Ny — Y mit fy} # 0.
Dann setze die obigen Schritte mit ¢} fort.

In jedem Schritt erreichen wir von X nur endlich viele Moduln Y. Idee: Ist die Dimension von X
beschrankt, so muss die obige Faktorisierung irgendwann 0 werden.

12.3 Theorem (Lemma von Harada und Sai)

Sei b € N und seien My, ..., My unzerlegbare A-Moduln mit Kompositionslinge < b. Sei

fl f2 DR DY f2b72 } f2b71

Ml M2 MQb_l —_— MQb

eine Kette von Nichtisomorphismen. Dann gilt fi--- foo_1 = 0.
(Hier ist 2° die optimale Schranke.)

Beweis. Fiir einen A-Modul M schreibe ¢(M) fiir die Kompositionsldnge von M. 24.05.2017

Wir zeigen: £(Im(f1 - fon—1)) < b — n durch Induktion nach n < b. Fiir n = b folgt dann die
Aussage.

Fiir n = 1: Es ist /(Im(f1)) < b — 1, denn sonst wére f; injektiv und surjektiv, und damit ein
Isomorphismus.

Induktionsschritt von n auf n + 1: Setze g := f1--- fon_1 und h := fony1 -+ fon+1_;. Dann gilt
Jie- fant1q = g forh.

fan 1 fan fang1 Jon+1_y
My # Mon 2 M2n+1 —+> .‘.—>M2n+1.

\/

g9 h

Nach Induktionsvoraussetzung gilt £(Im(g)) < b —n und ¢(Im(h)) < b —n.

Gilt nun sogar ¢(Im(g)) <b— (n+ 1) oder {(Im(h)) < b — (n+ 1), so gilt dies auch fir f und
wir sind fertig.

Es bleibt also, den Fall {(Im(g)) = b —n = £(Im(h)) zu betrachten. Angenommen, es wére nun
auch ¢(Im(f)) = b — n, insbesondere also f # 0. Nun gilt

b—n=/L(Im(gfonh)) = £(Im(g)/(Im(g) N Kern(fornh))) = £(Im(g)) — £(Im(g) N Kern(forh))
=b—n—{(Im(g) NKern(fonh)),

also ist Im(g) N Kern(fonh) = 0. Aus Im(gfanh) C Im(fonh) C Im(h) folgt nun die Ungleichung
fiir die Kompositionslangen b —n < £(Im(fanh)) < b — n, also gilt Im(fanh) = b — n. Damit ist
Im(fonh) = Im(g) und somit

((Kern(fynh)) = €(Man) — £(Im(fonh)) = £(Man) — £(Im(g)).

Insgesamt folgt also ¢(Man) = £(Im(g)) + ¢(Kern(fonh)). Dies zeigt, mit der Aussage tiber den
trivialen Schnitt von oben, dass My» = Im(g) ® Kern(fanh). Da nun aber Ms» unzerlegbar ist,
muss entweder g = 0 oder fonh injektiv sein. Im ersten Fall folgt aber f = 0, Widerspruch, im
zweiten Fall folgt, dass fon injektiv ist.

Analog zeige durch Betrachtung von g¢fon und h, dass auch Myn = Im(gfon) @ Kern(h) gilt.
Wieder muss wegen Mayn unzerlegbar entweder h = 0 oder gfon surjektiv sein. Wieder folgt im
ersten Fall f =0, Widerspruch, wihrend im zweiten Fall fon surjektiv ist.

Insgesamt ist fon also injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus, Widerspruch. O
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12.4 Lemma Seien X und Y unzerlegbare Moduln mit Homy(X,Y) # 0. Angenommen, es gibt
keine Kette von s irreduziblen Morphismen zwischen unzerlegbaren Moduln

h hs
X =2 ... Y

fiir jedes s < t. Dann gibt es eine Kette von t irreduziblen Morphismen zwischen unzerlegbaren
Moduln und einen Morphismus g: Xy — Y mit f1--- frg # 0.

X=X, % . . . Iux 9y

Analog gibt es dann auch eine Kette von t irreduziblen Morphismen zwischen unzerlegbaren
Moduln und einen Morphismus f: X — Yy mit fg1-- g # 0.

) QA v N VA

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage durch Induktion tiber ¢. Fiir t = 0 ist die Aussage klar.

Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Kette

X=X,% .. . dux 9y

mit irreduziblen Abbildungen f; und unzerlegbaren Moduln X;, sowie fi--- fig # 0.

Es ist g kein Isomorphismus, denn sonst wére bereits

X=X, 1% .. . 1%y

eine Kette von irreduziblen Abbildungen der Lange < ¢t <t + 1.

Es ist g nicht split epi, da X; und Y unzerlegbar sind. Nach Lemma 12.2 gibt es daher eine
links minimal beinahe zerfallende Abbildung h = (hy,...,hy): Xy = Z1® ... ® Z,, wobei die Z;
unzerlegbare Moduln und die h; irreduzible Abbildungen sind.

h=(hi, ... hn
x, = hn) 7®...0 2,

R e | it
y " 3j:(5>

Dann gibt es, da h links beinahe zerfallend ist, ein j: Z1 ® ... ® Z,, — Y mit g = hj. Da
fi-- frg # 0, gibt es ein ¢ mit fi - - - fih;j; # 0. Doch dann ist

X=X, % . hox, oz Ty
eine Kette von t + 1 irreduziblen Abbildungen mit f - -- fih;j; # 0. O

Beweis von Theorem 12.1. Zu zeigen ist: Hat A beschrinkten Darstellungstyp (mit oberer Schran-
ke an die Kompositionslidnge b), so hat A endlichen Darstellungstyp.

Behauptung: Sind X und Y unzerlegbar mit Hom 4(X,Y") # 0, so gibt es eine Kette von t < 20 —1
irreduziblen Abbildungen und unzerlegbaren Moduln

X=X,% ... . Iux-v

Falls nicht, so gibt es nach Lemma 12.4 ein 0 # f: X — Y und eine Faktorisierung von f in
20 — 2 irreduzible Abbildungen fi,..., fo»_o und eine Abbildung g
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Doch dann sind die f; keine Isomorphismen und auch g kann kein Isomorphismus sein, d.h.
f = fi- fy_og ist faktorisiert in 2® — 1 Nichtisomorphismen. Nach Theorem 12.3 gilt also f = 0,
Widerspruch.

Also: Y kann von X durch eine Kette von hochstens 2° — 1 irreduziblen Abbildungen erreicht
werden. Fir festes X gibt es (bis auf Isomorphie) genau eine links minimal beinahe zerfallende
Abbildung h: X — E und jede irreduzible Abbildung f: X — Z ist ein direkter Summand von
h. Insbesondere gibt es fiir jedes X (bis auf Isomorphie) nur endlich viele unzerlegbare Moduln
Z, die von X durch eine irreduzible Abbildung erreicht werden koénnen.

Zusammen gilt also: Fiir einen unzerlegbaren Modul X gibt es nur endlich viele unzerlegbare
Moduln Y mit Hom4(X,Y") # 0. Insbesondere gilt dies fiir X projektiv unzerlegbar. Doch gibt es
fir jeden unzerlegbaren Modul Y einen projektiv unzerlegbaren Modul X mit Hom 4 (X,Y") # 0.
Da nun aber A nur endlich viele projektiv unzerlegbare Moduln hat, zeigt dies, dass A endlichen
Darstellungstyp hat. (Il

Konsequenz aus dem Beweis: Hat A endlichen Darstellungstyp, so ist jedes 0 # f: X — Y
eine Summe von endlichen Produkten aus Isomorphismen und irreduziblen Abbildungen. Damit
bestimmt die Auslander-Reiten Theorie die Modulkategorie A-mod in diesem Fall vollstédndig.

BONGARTZ (1982) zeigt zudem: Ist A elementar und von endlichem Darstellungstyp, so gilt fiir
alle unzerlegbaren Moduln X die Abschitzung
dimy X < max{2dimy A, 1000}.

Bezeichnet u(A) die Anzahl der unzerlegbaren Moduln bis auf Isomorphie, so gilt mit d := dimy A
zudem die Abschitzung
u(A) < 9d°23+7 4 lineare Terme in d.

Ist d > 4, so gibt es zudem stets eine k-Algebra A mit u(A) > 2vd

Eine wesentliche Methode (auch im Beweis der zweiten Brauer-Thrall Vermutung) ist der multi-
plikative Basissatz (BAUTISTA, GABRIEL, ROITER, SALMERON): Hat A endlichen Darstellungstyp,
so gibt es eine k-Basis B = {b1,...,bq} von A mit b;b; € B oder b;b; = 0.
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13 Auslander-Reiten Kocher

13.1 Definition Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Der Auslander-Reiten Kécher von
A ist ein bewerteter gerichteter Graph (also ein bewerteter Kocher).

o Die Punkte sind die Isomorphieklassen von unzerlegbaren A-Moduln (geschrieben [X],
manchmal auch einfach X).
o Ein Pfeil [X] — [Y] bedeutet, dass es eine irreduzible Abbildung von X nach Y gibt.

o Ein Pfeil erhalt die Bewertung (a,b), geschrieben M, bzw. — = ﬂn wenn es eine

links minimal beinahe zerfallende Abbildung X — Y® @ Z mit Y { Z und eine rechts
minimal beinahe zerfallende Abbildung X*® W — Y mit X 1 W gibt.

Zusatzliche Struktur: Wir ziehen von [X| nach [Y] einen gestrichelten Pfeil, falls Y = 7.X gilt,
d.h. falls Y das Auslander-Reiten Verschobene von X ist.

Hat ein Pfeil [X] (b, [Y] also die Bewertung (a, b), so taucht Y im Mittelterm der beinahe zer-
fallenden Sequenz auf, die mit X beginnt, bzw. X% taucht im Mittelterm der beinahe zerfallenden
Sequenz auf, die mit Y endet.

Beispiel Sei A = (l(oj g Ié) die k-Algebra der oberen 3 x 3-Dreiecksmatrizen. Als Auslander-Reiten
Kocher ergibt sich (wieder mit ¢ := k/k)

Hier sind alle Bewertungen gleich (1,1).

Beispiel A = (’8 kfk) Sei P; = (k) der erste projektiv unzerlegbare Modul. Dieser ist nicht
injektiv, also gibt es die Auslander-Reiten Sequenz (ARS)

0 P E T_l(Pl) — 0.

Dann gibt es zwei linear unabhéngige irreduzible Abbildungen Py = (§) — (k%k) = P, da
P, am Ende der rechts minimal beinahe zerfallenden Abbildung rad(P) = P, & P; < P,. Also
kommt P; als direkter Summand in £ mit Multiplizitat 2 vor.

Sei E =P, ® P& X @ ... mit X unzerlegbar. Dann gibt es eine irreduzible Abbildung P — X
mit X # P;, P (siche ARS oben), also ist X nicht projektiv. Damit gibt es die ARS

0 X E X 0.
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Wegen der irreduziblen Abbildung P; — X ist dann P; | E. Also gibt es auch die irreduzible
Abbildung f: 7X — P;. Wére f # 0, so wéire f surjektiv also f split, Widerspruch. Damit ist
f =0, also existiert 7X nicht, damit existiert X nicht.

Somit wird die ARS von oben
O— P — PP — T_I(Pl) — 0.

Alternativ erhélt man dies auch durch Bestimmung der Coxeter-Matrix ® 4. Somit hat im
Auslander-Reiten Kocher der Pfeil [P;] — [P] die Bewertung (2, 2).

Bemerkung In der Bewertung (a, b) kann auch a # b vorkommen, z.B. bei A = (B §).

Die Kategorie A-mod enthélt das Radikalideal rad(A-mod). Dieses hat fiir Objekte X,Y € A-mod
die Morphismen

rada(X,Y) := {f € Homu(X,Y): fiir alle Z € A-mod, g: Z — X, h: Y — Z ist gfh kein Iso}

Ist ndmlich gfh kein Isomorphismus, so sind g, gf split mono und fh, fh split epi. Sind nun
X und Y unzgerlegbar, so ist g ein Isomorphismus oder h ein Isomorphismus. Also ist f ein
Isomorphismus.

Gilt also X # Y beide unzerlegbar, so ist rad4(X,Y) = Homa (X, Y). Gilt X =Y unzerlegbar,
so ist rad4(X,Y) = rad(End4(X)).

Fiir allgemeine X und Y mit Zerlegungen in unzerlegbare Summanden X = X; & ... & X, und
Y=Y1®...0Y, ist f=(fi;): X =Y im Radikal f € rad4(X,Y) genau dann, wenn die f; ;
keine Isomorphismen sind.

Wir definieren zudem induktiv fir n € N
rady™ (X, Y) = {fg: f € rada(X,Z) und g € rad’y(X, Z) fiir ein Z}

und
rad¥ (X,Y) := (] rad"(X,Y).

n>1

Sei X und Y unzerlegbare Moduln. Dann ist

f: X =Y ist irreduzibel < f € rad(X,Y) \ rad*(X,Y).
Pfeile im Kocher einer Algebra (Ubungen) <+ Pfeile im AR-Ko6cher einer Modulkategorie.

irr. Abbildungen zwischen projektiven <+ irr. Abbildungen zwischen unzerlegbaren.

Es sind rad4(X,Y) und rad%(X,Y) auf kanonische Art End4(X)-End4(Y)-Bimoduln. Dann ist
auch rad4(X,Y)/rad(X,Y) ein Endy(X)/rad(Ends(X))-End(Y)/ rad(End 4 (Y))-Bimodul.
Hierbei sind D(X) := End(X)/rad(Ends (X)) und D(Y) := End4(Y)/rad(End4(Y)) Schief-
korper. Es gilt nun
[X] — [Y] hat Bewertung (a,b) < a = dimpx) radA(X,Y)/radi(X, Y)
b= dimp(y)rada(X,Y)/rad% (X, Y).

Die Auslander-Reiten Verschiebungen 7 und 77! sind (zumindest zwischen den stablien Katego-
rien) Aquivalenzen. Man kann zeigen, dass fiir Y nicht projektiv gilt

[X] — [Y] hat Bewertung (a,b) < [rY] — [X] hat Bewertung (b, a).
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Stricken von Auslander-Reiten Kochern Wir wollen einen Algorithmus zur Berechnung des
AR-Kochers fiir A = k@ angegeben. Erste Beispielklasse: Kécher vom Typ A,,, d.h. irgendeine
Orientierung auf dem (ungerichteten) Graphen

1 2 n—1 n
[ ] [} e o.
Zuerst betrachte einen Kécher mit linearer Orientierung
Q1:<1<—2<—... ...<—n—1<—n)

und dann

Q2=(1 2 3 4 5).

Erster Schritt: Bestimme die Dimensionsvektoren der projektiv bzw. injektiv unzerlegbaren
Moduln. Fiir A = kQ betrachte Rechtsmoduln, d.h. der projektiv unzerlegbare P; hat als Basis
alle Wege, die in ¢ starten, wahrend der injektiv unzerlegbare I; als Basis alle Wege hat, die in ¢
enden. Wir schreiben Dimensionsvektoren als Zeilenvektoren.

Fiir Q1 erhalten wir:

@Plz(l,O,...,O) @Ilz(l,...,l)
dim P, = (1,1,0,...,0) dim I, = (0,1,...,1)
dim P, = (1,...,1) dim I,, = (0,...,0,1)

Wir bemerken, dass I; = P, der eindeutige projektiv-injektiv unzerlegbare Modul ist.

Wir beginnen das Stricken bei den projektiven Moduln (alternativ kann auch bei den injektiven
Moduln begonnen werden).

Sei P unzerlegbar projektiv. Dann ist die Inklusion rad(P) < P rechts minimal beinahe zerfallend.
Also ist jede irreduzible Abbildung f: X — P ein direkter Summand dieser Inklusion. Da A = kQ)
erblich ist, ist nun f(X) C P projektiv. Da X unzerlegbar ist, ist also X ~ f(X), d.h. dieses
X ist ein Teilmodul von P, also projektiv. Damit miissen irreduzible Abbildungen nach P in
projektiven anfangen.

Wir erhalten wegen P; = rad(P;4+1) die Kette von irreduziblen Abbildungen

Auflerdem gibt es kein irreduzibles X — P, welches nicht in dieser Kette ist.

Sei nun P; — X irreduzibel mit X unzerlegbar nicht projektiv. Dann gibt es die ARS

0 TX E X 0

mit P; | E. Also gibt es die irreduzible Abbildung 7X — P;, doch dann muss 7X = P;_; sein.
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Nun beginne das Stricken von Maschen durch Vervollstdndigung des Diagramms vom unteren
linken Rand (in P; kommt nichts an). Da P; nicht injektiv ist, gibt es die ARS

00— P — PoXd...— 7P — 0.

Hier ist P im Mittelterm, da die irreduzible Abbildung P; — P» existiert. Dies ist die einzige
irreduzible Abbildung von P; in einen projektiven Modul, also ist X # P nicht projektiv. Damit
gibt es die ARS

0 TX E X 0

mit P; | E. Doch dann miisste es eine irreduzible Abbildung 7X — P; geben, welche es aber
nicht gibt.

Also ist X = 0 und die ARS von oben ist gegeben durch

0 Py Py P~ P/P — 0.

Es ist dim P,/P; = (0,1,0,...,0), also ist P»/P; ~ S, einfach. Es ergibt sich als Zwischenstand

Py
/
Py
7N
P1€****P2/P1

Weiter mit P: Auch dieser Modul ist nicht injektiv, also gibt es die ARS

0— P — P3390 X®... — 7 1P — 0.
Auch hier ist X unzerlegbar und nicht projektiv, d.h. es gibt die ARS

0 X E X 0

mit Ps | E. Also gibt es auch eine irreduzible Abbildung 7.X — P». Doch dann muss 7.X = P;
sein, also X = S5. Dies kommt in E aber schon vor, d.h. es ist X =0 und F = P3; ® S5 und die
ARS wird zu

00— P — P3® Sy — 77 'Pp, — 0.
Als Dimensionsvektor berechnen wir dim 7' P, = (0,1,1,0,...,0). Aus Dimensionsgriinden ist
die irreduzible Abbildung P3 — 7~ ! P surjektiv, der Kern ist S, also ist 1Py = P /P.
Es ergibt sich der Zwischenstand

Py
7N
Pgé****Pg/Pl

SN S

P1€****P2/P1
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Wiederhole diesen Schritt, erhalte Moduln 771P; = Pii1/P; fur i < n — 1. Dann ist jedoch
P, = I projektiv und injektiv, d.h. das Ausfiillen der Maschen auf diese Weise kann nicht
fortgesetzt werden. Auflerdem ist auch P,/P; = I3 injektiv.

Damit erhalten wir die vollstdndige erste Reihe

P, =1
7N
Pyoa<----In
SN S
Po1/Py
/ /
Py
SN S
Py¢----P3/Py

SN S

P1€****P2/P1

Nun setze das Verfahren analog fiir die zweite Reihe fort, wieder fange unten an. Wieder hort
das Verfahren auf, wenn ein injektiver Modul erreicht wird, was nun nach einem Schritt weniger
geschieht. Dann wiederhole dies analog fiir die weiteren Reihen usw., bis der erste Modul unten
injektiv ist. Dann erhalten wir den vollstdndigen AR-Ko6cher

P,=1
7N
P1<---- I,
N N
Pn—l/Pl
S VAR
Ps
SN S N\
P2<*****P3/P1 In
N N 7N
P ¢----P/P, I,

Konkret erhalten wir fiir n = 4, wobei wir die unzerlegbaren Moduln durch ihren Dimensionsvektor
angeben, mit dem beschriebenen Algorithmus von P; = 1000 beginnend den folgenden Kécher.

1111

7N

1110 ¢ ---- 0111

N N

1100 ¢ ---- 0110 +----0011

N N SN

1000 ¢ ----0100 ¢ ---- 0010 «----0001

Damit ist eine (Zusammenhangs-)komponente des ganzen AR-Ko6chers gestrickt. Frage: Ist dies
bereits der ganze AR-Ko6cher?

Im linken Rand sind alle projektiv unzerlegbaren Moduln enthalten. Falls nun X unzerlegbar
nicht projektiv nicht in dieser Komponente, so gibt es dennoch f: P — X mit f # 0 und P
projektiv unzerlegbar.

Also faktorisert f {iber eine links minimal beinahe zerfallende Abbildung P — M, welche einen
Summanden P — M; mit M; unzerlegbar und nicht verschwindender Komposition P — M; — X
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haben muss. Dann ist P — M; irreduzibel. Ist nun X ~ M, so liegt X mit M; bereits in der
Komponente. Falls nicht, faktorisere P — M; wie oben erneut und erhalte P — M; — My — X
mit M7 — M> irreduzibel usw.

Ist die Komponente nun endlich, so ist die Dimension der auftauchenden Moduln beschriankt. Da
alle M; in der Komponente liegen, muss diese Faktorisierung nach dem Lemma von Harada-Sai
irgendwann abbrechen, d.h. es gilt M, = X fir ein ¢. Damit enthélt die Komponente alle
unzerlegbaren Moduln (fiir den Fall einer endlichen Komponente, die alle projektiv unzerlegbaren
Moduln enthélt).

Betrachte nun den Kocher

%2(1 2 3 4 5)

Wir bezeichnen die einfachen Moduln mit 1,2, 3,4 bzw. 5. Die projektiv unzerlegbaren Moduln
P; mit den links minimal beinahe zerfallenden Abbildungen rad(P;) < P;, sowie die injektiv
unzerlegbaren Moduln I; lesen wir in folgender Liste ab.

P=1 I =5

1

PQZ% 1—)% IQZS
3 ) 3

P3 =24 2®4— 24 I3 =3
1 1

P=4 =3}

P5:Z 4—)2 Is=5

Wir beginnen nun das Stricken des Auslander-Reiten Kéchers mit P = 1, d.h. am linken Rand
(der von den projektiv unzerlegbaren gebildet wird) oben. Als Ergebnis erhalten wir den folgenden
Kocher.

NN NS
NN SN
NGNS
NN

Wie beim linear orientierten As-Koécher erhalten wir erneut 15 unzerlegbare Moduln. Allerdings
sind die Algebren nicht isomorph (unterschiedliche Dimension iiber k). Auflerdem sind die
Algebren nicht Morita-dquivalent, da Morita- Aquivalenzen unzerlegbare Moduln und irreduzible
Abbildungen erhalten. Allerdings sind die beiden Algebren Kipp-dquivalent.

In beiden Beispielen konnten haben wir jeden unzerlegbaren Moduln in einer 7~ !'-Bahn ei-
nes projektiv unzerlegbaren Moduls gefunden. Daher kénnen wir den Dimensionsvektor jedes
unzerlegbaren Moduls mit Hilfe der Inversen der Coxetermatrix bestimmen.
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Betrachte den linear orientierten A4-Kocher. Dann ist die Cartanmatrix

1 1 11
0 1 1 1
Ca=lo 01 1|
0 0 01
also gilt fir die Inverse der Coxetermatrix
0 0 0 —1
_ T -1 o 1 0 0 —1
a=—Ca(Ch) = 010 —1
0 01 —1
Fiir die Coxetermatrix gilt ® 4(dim P;) = — dim I; fiir die projektiv unzerlegbaren P; bzw. injektiv

unzerlegbaren I;. Damit ist —dim P; = @Zl(diim I;). Daher konnen wir zur Kontrolle priifen, ob
@, (dim I;) negativ ist fiir jedes 4. Wir rechnen also

0 00 -1 1000 -1 -1 -1 -1
100 -1 1100 10 -1 -1 -1
010 -1 1110 0o 0 -1 -1
0 01 —1 1111 0O 0 0 -1

und erhalten tatsdchlich fiir den injektiven Modul einen negativen Vektor. Diese Tatsache kann
gleichzeitig als Abbruchkriterium verwendet werden: Ausgehend von den Dimensionsvektoren der
projektiv unzerlegbaren Moduln, wende auf diese solange <I>;11 an, bis ein injektiv unzerlegbarer
Modul erreicht wird, d.h. bis <I>;11 beim néchsten Mal einen negativen Vektor liefert.

Sei nun A eine allgemeine endlichdimensionale k-Algebra von endlichem Darstellungstyp.

Frage: Was weifl der AR-Kocher von A iiber A-mod? Kénnen wir beispielsweise Extl oder Hom 4
direkt am AR-Ko&cher ablesen?

Betrachte zum Beispiel den AR-Kocher

/\Y
/\/\Z
LN N N
SN N SN SN
. . . . .

Es ist Hom4 (M, N) = 0, da die Sequenz

0 M X N 0

eine AR-Sequenz, insbesondere ist die Komposition der beiden Wege 0. Nun steht jede Masche
im AR-Kocher fir die AR-Sequenz

/\ﬂ”
’Y\/g'

0—— F — 0,
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insbesondere gilt a8 + v = 0, d.h. af = —v4, oder es gilt a5 = 0 (fiir eine halboffene Masche).

Also tragen alle Wege im AR-Ko6cher zwischen zwei Punkten, die durch eine Homotopie iiber
eine Masche ineinander iibergehen, zu einer Dimension im Hom-Raum bei, vorausgesetzt, keiner
dieser homotopen Wege fiihrt iiber eine halboffene Masche.

Wir erhalten zum Beispiel Homy (X, Z) = 0, da ein Weg tber eine halboffene Masche fiihrt.
Andererseits ist Homy(X,Y) ~ k, alle Wege zwischen X und Y sind homotop, doch keiner fiihrt
iiber eine halboffene Masche.

Weiteres Beispiel: Wir betrachten den 3-Unterraum Kocher.
[ ] [ J
NS
[ ]

I

Die projektiv unzerlegbaren Moduln sind genau gegeben durch

00 kO 0k 00
kv k7 k, k
0 0 0 k

wéhrend die injektiv unzerlegbaren Moduln durch

kO 0k 00 k k
0, 0, 0, k
0 0 k k

gegeben sind. Wir stricken den Auslander-Reiten Kocher, beginnend mit den projektiv unzerleg-
baren und den jeweiligen Inklusionen der Radikale auf der linken Seite.

) 0k k0O
 4mmmmmmmmmmmmmmmmmemme k  4-mmmmmmmmmmmmmmmmmmmem 0
0 k \ / O
00 &7 0k \\kk/ko TN kg 0k
k k K2 k k 0
0 \ 0 *o_ k kR k 0
00 kk 00
S R 0
k 0 k

Beachte, dass in den linken fiinf Spalten genau die 3-Unterraumkonfigurationen zu finden sind.

Wir kehren zurick zum linear orientierten A,-Koécher. Nach den Auslander-Reiten Formeln (vgl.
Theorem 10.6) gilt
Extl(X,Y) = DHom ('Y, X).

Im AR-Ké&cher stehen nun die projektiven Moduln ganz links, d.h. fiir X und Y nicht projektiv
ist Hom 4 (771Y, X) ~ Hom4 (7~ 'Y, X). Ist nun n = 5, so betrachte X und Y im AR-Ké&cher.

PIEN
SN N
SN NS N
./\./.\./'\./.\.

Es
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Dann ist 77'Y = X, d.h. Ext}(X,Y) = DHom 4(77'Y, X) = DHom 4 (X, X) ~ k. Insbesondere
wird Ext!y(X,Y) erzeugt durch die Auslander-Reiten Sequenz

Er

/\
\/

AR-Kdcher unter Quotienten Sei A — B ein surjektiver Algebrenhomomorphismus. Dann ist
B ~ A/I mit einem Ideal I < A. Insbesondere kénnen wir die B-Moduln als Teilkategorie der
A-Moduln auffassen, schlieilich ist M € B-mod genau dann, wenn M € A-mod und IM = 0.

Wir betrachten als Beispiel die folgenden Algebren A und B.

k k k k k k 0 0 k EkE O
A=|0 k k|, B:=|0 k k / 00 0|l=1]0Fk E
0 0 k 0 0 k 0 0 O 0 0 k

o’ ound B ~ A/I, wobei

Dann ist A ~ k(@ mit dem linear orientierten As-Kdécher
I = (af). Wir erinnern uns an den AR-Ko6cher von A.

kkk
/ \
T ——

/\/\

kOO <------mmmmmmm- 0k0 «--------mmmmm-

Es ist kkk kein B-Modul, da sowohl « als auch § nicht trivial operieren. Alle anderen unzerlegbaren
Moduln sind hingegen B-Moduln. Als B-Moduln sind nun £k0 und Okk projektiv und injektiv,
daher sind sie als B-Moduln keine 7-Verschobenen mehr. Es ergibt sich der AR-Ko6cher

/\/\

kOO ¢------mmmm - 0k0 ¢-------mmm--

Wir erkenne, dass der AR-Kd&cher des Quotienten B nicht vollstdndig durch Einschrianken des
AR-Kochers von A entsteht.

Anderes Beispiel: Sei A die Kroneckeralgebra, d.h. A ~ (’8’ k%’“) bzw. die Wegealgebra zum
Kocher

oﬁ?o.

Sei B = A/(B). Dann ist B ~ (k%) insbesondere ist B von endlichem Darstellungstyp. Die
projektiv unzerlegbaren B-Moduln sind (§) und (#). Letzterer liegt aber im AR-Kécher von A
nicht einmal in der Komponente, in der die projektiven A-Moduln liegen.

Fragen Welche Kocher haben endlichen Darstellungstyp? Beeinflusst die Orientierung den
Darstellungstyp?

Gibt es Kocher von unendlichem Darstellungstyp, deren unzerlegbare Darstellungen bestimmt
werden konnen?

Wir wollen die letzte Frage nun im Fall des Kroneckerkdchers weiter untersuchen.
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13.2 Definition Sei ) ein zusammenhingender Kocher und A = kQ die Wegealgebra. Sei
M € A-mod unzerlegbar. Dann heifit M

o praprojektiv (bzw. postprojektiv), falls es einen projektiv unzerlegbaren Modul P und ein
n € Ng gibt mit M = 77" P.

o prdinjektiv, falls es einen injektiv unzerlegbaren Modul I und ein n € Ng gibt mit M = 7"1.

o reguldr, falls M weder praprojektiv noch préinjektiv ist.

Die Pfeile im Kocher stehen fiir irreduzible Abbildungen P — P’ zwischen projektiv unzerlegbaren
Moduln P und P’, welche als direkte Summanden in der beinahe zerfallenden Abbildung
rad(P) — P auftreten.

13.3 Lemma Sei ) zusammenhdngend. Dann liegen alle projektiv unzerlegbaren Moduln in einer
AR-Komponente. Genauso liegen alle injektive unzerlegbaren Moduln in einer AR-Komponente.

Mit Brauer-Thrall I ergibt sich nun das folgende Korollar.

13.4 Korollar Sei Q@ ein zusammenhdngender Kocher. Dann ist kQ darstellungsendlich genau
dann, wenn alle Moduln praprojektiv sind, genau dann, wenn alle Moduln prdinjektiv sind.

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein. Fiir eine Wegealgebra k(@) iiber einem zusammenhéngen-
den Kocher @Q und ihren Auslander-Reiten Kocher A sei

e P die Komponente von A, die alle praprojektiven Moduln enthélt.
e J die Komponente von A, die alle prainjektiven Moduln enthalt.

e R die Vereinigung alle Komponenten von A, die nur reguldre Moduln enthalten.

Seien X und Y unzerlegbar. Sei f: X — Y ein Morphismus der iiber einen projektiven Modul P
faktorisiert.

x—71 Ly
N
P
D.h. es gilt f = gh. Da kQ erblich ist, ist Im(g) C P auch projektiv und g bildet surjektiv
auf Im(g) ab, d.h. es ist Im(g) | X. Doch da X unzerlegbar ist, gilt entweder X = 0, also

f =0 oder X ~ Im(g), d.h. X ist selbst projektiv. Ist nun X nicht projektiv, so folgt damit
Hom 4(X,Y) = Hom(X,Y).

13.5 Lemma Sei A = kQ und X,Y € A-mod unzerlegbar nicht projektiv.

Dann gilt HomA(X,Y) = Hom 4(X,Y). Insbesondere ist fir X und Y nicht projektiv und nicht
injektiv Hom4(X,Y) = Hom(7X,7Y) = Hom4 (771X, 771Y).

13.6 Proposition Sei A = kQ, seien X und Y unzerlegbare A-Moduln. Dann gilt.
(a) Ist'Y praprojektiv und X nicht praprojektiv, so ist Homa(X,Y) = 0.
(b) Ist X prainjektiv und Y nicht prainjektiv, so ist Homy(X,Y) = 0.

D.h. Homomorphismen gehen von P zu R zu J, aber nie umgekehrt.

Beweis. Wir zeigen (b). Sei X prainjektiv, d.h. es gibt I injektiv unzerlegbar mit ¢ € Ny und
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X = 7I. Dann ist Hom4(71,Y) ~ Homy (I, 774Y).

Sei nun f: I — 77YY. Dann faktorisiert f iiber sein Bild Im(f) ~ I/ Kern(f). Da A erblich,
ist Im(f) als Quotient eines injektiven wieder injektiv. Da Im(f) jedoch injektiv nach 7Y
unzerlegbar abbildet, ist Tm(f) = 0 oder Im(f) = 7Y

Im zweiten Fall wire jedoch Y = 7¢Im(f) priinjektiv, also muss f = 0 gelten. Damit ist
Hom(X,Y) = Homu(I,7%Y) = 0. O

Seien nun X und Y reguldre Moduln. Ist M C X, so hat M keine priinjektiven Summanden. Ist
X — N, so hat N keinen projektiven direkten Summanden.

Ist also f: X — Y, so faktorisiert (f: X —Y) = (X — Im(f) — Y) tiber sein Bild. Damit kann
Im(f) nur reguldre direkte Summanden haben.

Darstellungstheorie der Kroneckeralgebra Sei von nun A = k@ die Kroneckeralgebra. Wir
erinnern an die Cartanmatrix und die Coxetermatrix.

(1 2 L1 -2 (-1 2\ (1 0) [-2 2
CA_(O 1)’ Ca _<0 1)’ q’A_<—2 3)‘(0 1>+<—2 2)
—_—— N——

=TI =N

Damit ist ®4 = I + N mit N? = 0. Insbesondere ist @Zl = I — N. Weiterhin wird & = I +nN
fiir n € Z. Nun konnen wir die Dimensionvektoren der praprojektiven und préainjektiven Moduln

bestimmen. Diese sind zudem durch ihren Dimensionvektor eindeutig bestimmt (da die proj./inj.

unzerlegbaren durch ihren Dimensionsvektor eindeutig bestimmt sind).

R R o B R S R
s e (e @) () = e )4 ()

Damit enthélt P alle unzerlegbaren Moduln mit Dimensionvektor () und a — b = 1, es enthélt J
alle unzerlegbaren Moduln mit Dimensionvektor () und b —a = 1.

Ein unzerlegbarer Modul mit Dimensionsvektor () # 0 ist in R, falls ®" () nichtnegative

Eintrége hat fiir alle n € Z. Doch ist &4 = I + nN. Damit muss N () = 0, also a = b gelten.

Insgesamt gilt also fiir einen unzerlegbaren Modul X mit Dimensionsvektor (3 ):

X ist priaprojektiv < a > b
X ist préinjektiv < a <b
X ist regular < a =0b.

Sei nun X unzerlegbar regulér. Dann gibt es die exakte Sequenz

0 — Kern(f) — X —— Im(f) — 0.

(3)

Also ist dim Kern(f) = (&) mit ¢ = a — b. Es bildet Kern(f) auf X ab, also ist Kern(f) eine
direkte Summe aus praprojektiven und reguldren Moduln. Doch préprojektive Moduln haben

dim (a)

S o

einen Dimensionsvektor () mit a > b, daher muss Kern(f) eine direkte Summe von reguléren
Moduln sein.

Analog zeige: Cokern(f) ist direkte Summe von reguldren Moduln.
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13.7 Proposition Sei A = kQ die Kroneckeralgebra und sei R die volle additive Teilkategorie
der regquldren Moduln. Dann ist R eine abelsche Kategorie durch Einschrinken der abelschen
Struktur von A-mod.

Es stellt sich die Frage, ob R selbst eine Modulkategorie ist. Dazu betrachte fiir A € k den
reguldaren Modul

My = ( 2 1% k. )
Dieser Modul hat nur den projektiven Modul k = 0 als Teilmodul, also ist M ) ein einfaches
Objekt in R.

Ist nun |k| = oo, so erhalten wir auf diese unendlich nichtisomorphe einfache Objekte in
R. Also kann R nicht die Modulkategorie einer endlichdimensionalen k-Algebra sein. Da R
jedoch nur endlichdimensionale Moduln enthélt, kann R auch nicht die Modulkategorie einer
unendlichdimensionalen k-Algebra sein.

(Spater: R enthélt weder projektive noch injektive Objekte).
Fiir ein Element p = [a : ] € P'(k) der projektiven Geraden bezeichnen wir mit R, einen

Représentanten der Isomorphieklasse des reguldren A-Moduls k i% k.

13.8 Proposition Seien p,q € PL(k). Dann gilt.
(a) Enda(Rp) = k.
(b) Homa(Ry, Rq) =0 fiir p # q.
k p=q
¢) ExtY(R,, R,) =
(©) Bxth(R,. R,) {O o
(d) TR, ~ R,.

Beweis. Wir haben (a), (b) und (d) frither bereits gezeigt.

Fiir (c) 16sen wir R,, projektiv auf.

0— Sl = P1 P2 Rp 0
dim (%) (%) (1)
Nun wenden wir Hom4(—, R,) an und erhalten die exakte Sequenz
0 — Homy(Ry, R;) — Homa(P2, R;) — Homu(Py, R,) — Exty(R,, R;) — 0. (%)
Es ist P» = Aes, also Homy (P, Ry) ~ eaR; =~ k. Ebenso ist Hom 4 (P1, R;) ~ e1 R, ~ k. Nach
(b) ist Hom4(R,, R,) ~ 0 fiir p # q. Die Exaktheit von () impliziert daher Ext!(R,, R,) ~ 0.
Ist hingegen p = ¢, so ist nach (a) nun Homy4(R,, Ry) ~ k, also zeigt die Exaktheit von (x) jetzt

Extl(R,, R,) ~ k. 0

Damit ist eine Auslander-Reiten Sequenz

0 —> 7R, =R, E R, 0

eine beliebig wéhlbare nicht zerfallende Sequenz dieser Form. Da es Abbildungen # 0 von und
nach E gibt, ist £ € R und hat den Dimensionsvektor (3 ).

Wére nun £ = F; @ Ex @ ..., so wire fir E # Ej also dim Ey = (1), d.h. By ~ R, fiir ein
q € P*(k). AuBerdem muss Homy (R, E1) # 0 sein, da sonst die Sequenz zerfallen wiirde. Also
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gilt By = R,. Doch dann ist Hom(R,, E1) = k. Aber R, — E; in der Sequenz muss eine
irreduzible Abbildung sein, kann also kein Vielfaches der Identitit sein, Widerspruch.

Damit ist F unzerlegbar.
Fir p = [1: A] wihle nun £ = E,, als

E, k2 &———— k2.

Dann sind die Abbildungen in der exakten Sequenz gegeben durch

R, k ﬁ# k
(01) (01)
(6 1)
E, k2 ﬁ()\:l) k?
0 A
(5) (5)

Um zu zeigen, dass die Sequenz mit FE, als Mittelterm nicht zerféllt zeigen wir, dass jede
Abbildung E, — R, ein skalares Vielfaches der oben angegebenen ist. Seien also a,b,c,d € k

Z (%)l (
b D)= G366

Aus der ersten Gleichung folgt @ = ¢ und b = d, und damit zeigt die zweite Gleichung aA+b = Aa,
also b = 0. Damit ist die Sequenz nicht zerfallend.

gegeben mit

Dann gelten

Also ist eine beinahe zerfallende Sequenz mit R, als Anfangs- und Endterm durch

0 R, E, R, 0

gegeben, wobei

E, =

Beachte, dass dim E, = (%) = ®4 (%) =di

Sei nun umgekehrt X regulir mit dim X = (3). Gilt dann X ~ E), fiireinp € PL(k), bzw. gibt es
ein solches p mit R, — X7 Die Antwort ist ja, falls k = k, d.h. falls £ algebraisch abgeschlossen
ist.

f
Dazu sei nun X = <k2 ﬁ? k2) unzerlegbar.
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Erster Fall: f ist ein Isomorphismus. Setze h := gf~': k* — k2. Da k algebraisch abgeschlossen
ist, hat h einen Eigenwert A mit zugehorigem Eigenvektor v € k2. Definiere nun R, — X fiir
p=[1:]\] durch

R, kﬁ#k
J: vf‘/ ‘/v

2 f 2
X k i?k.

Dann gilt vf = vf und Avf = vhf = vg, sowie v # 0 und da f ein Isomorphismus ist auch
vf # 0. Damit existiert diese Abbildung R, — X.

Zweiter Fall: f ist kein Isomorphismus. Sei 0 # v € Kern(f). Dann ist v ¢ Kern(g), denn sonst
ware X zerlegbar. Definiere die Abbildung R, < X fiir p = [0 : 1] durch

R, kﬁ#k
NN

2 f 2
X k;i?k.

Dann gilt Ovg = 0 = vf und vg = vg, ebenso sind v # 0 # vg. Damit existiert auch hier die
Abbildung R, — X.

Insgesamt: Ist & = k und X unzerlegbar mit dim X = (%), so gibt es ein p € P'(k), sodass
R, ein Teilmodul von X ist. Ein dhnliches Argument funktioniert auch fiir X unzerlegbar mit
dim X = (7).

Wir wollen nun die Komponente der reguldren A-Moduln im AR-Ké&cher stricken. Wir haben
bereits die AR-Sequenz

0 R, E, R, 0. (%)

Nun betrachte
0 — 7E, F E, 0

mit FF = R, @ ... und dim F' = (}). Es kommt R, genau einmal in F' als Summand vor, da
R, — E, (bis auf skalare Vielfache) die eindeutige irreduzible Abbildung aus R,, heraus ist.

Wéiren nun X1 und Xy zwei weitere Summanden von F, so sind beide regulér, also hat einer von
ihnen den Dimensionsvektor (1). Sei dim X; = (1). Dann ist X; ~ R, fiir ein p # q € P'(k).
Doch dann miisste es eine Abbildung R, — E, geben, also miisste Hom4 (R, Ep) # 0 gelten.
Wenden wir nun Hom (R, —) auf (x) an, so erhalten wir die exakte Sequenz

Homa(Ry, Ry) — Homu (R, E,) — Homy(Ry, R,).

Hier ist aber Hom 4 (R, Rp) = 0, also auch Hom 4 (R, E,) = 0, Widerspruch.

Analog zeige Homa(Ey, Ry) = 0 fiir p # ¢. Allerdings muss 7E, = E, auf R, nicht trivial
abbilden, d.h. es gilt TE, = E,,.

Damit ist F = R, & X, wobei X unzerlegbar ist mit dim X = (3). Ist p = [1 : A], so ist ein
solches X = X, gegeben durch

3  — k3.

Insgesamt erhalten wir also die AR-Sequenz

0 — Ey — Ry® X, — E, — 0.
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Halte nun ein p € P!(k) fest. Dann gibt es fiir jedes n € N einen unzerlegbaren Modul vom
n

Dimensionsvektor (7 ), auf den R, abbildet und es gibt die AR-Sequenzen (Moduln dargestellt
durch ihren Dimensionsvektor).

Damit gibt es zu jedem p € P!(k) eine regulire Komponente des AR-Kéchers von A, wir nennen
diese Rohre R, zu p. Dann gilt fiir die ganze reguldre Komponente

R= || %
peP! (k)

Der Modul in R, zum Dimensionsvektor (1) heifit quasieinfach.

Jede Rohre R, ist fiir sich eine abelsche Kategorie, jedoch ohne projektive und injektive Objekte.

Im Gesamtergebnis ist die Stuktur hier ahnlich zur Struktur im Fall der k[z]-Moduln, wo die
Jordansche Normalform die unzerlegbaren Darstellungen bestimmt.

Die Kroneckeralgebra ist zahm erblich, d.h. die unzerlegbaren Moduln finden sich in Familien
parametrisiert durch einen Parameter (hier der Eigenwert \).
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14 Spiegelungsfunktoren

Seien @1 und Q2 Kocher mit dem gleichen zugrunde liegenden (nicht orientierten) Graphen.

Haben dann @) und Q2 gleich viele unzerlegbare Darstellungen?

Ziel fiir dieses Kapitel: Wir wollen Vergleichsfunktoren (keine Aquivalenzen) konstruieren, die
Orientierungsidnderungen im Koécher kontrollieren.

Notation fiir diesen Abschnitt: Sei @ ein (nicht orientierter) Graph, sei @ ein Koécher mit zugrunde
liegendem Graphen Q.

14.1 Definition Sei Q ein Kocher und ¢ € Qg ein Punkt darin. Dann heiflt ¢ Quelle, wenn in ¢
kein Pfeil endet und ¢ heifit Senke, wenn in i kein Pfeil beginnt.

Sei i eine Quelle oder eine Senke. Dann sei Gié, genannt Spiegelung an i, der Kécher, der aus @

durch Umdrehen aller Pfeile an ¢ entsteht.

14.2 Definition Eine Anordnung i1, ...,7, von Qg heiflt zuldssig, wenn fir j = 1,...,n stets

ij stets eine Senke in Tij q " 05, Q) ist.

Das heif3t es gilt: i1 ist eine Senke in Cj, io ist eine Senke in ailé, usw.

Beispiel
i3
/ ~
16 — 15 — \ 12 — 11
7
14.3 Lemma
(a) Seiiy,..., i, eine zuldssige Anordnung von Qo. Dann ist o;, - - Uilé = Cj

(b) Eine zuldssige Anordnung existiert genau dann, wenn Q keinen orientierten Zyklus enthdlt.

Beweis. Zu (a): Sei a: a — b ein Pfeil in Q1. Es werde a im Schritt j eine Senke, d.h. es gelte
a = 1j. Also wurde o im Schritt A < j umgedreht, also b = ij,. In allen anderen Schritten &ndert
sich an « nichts. Also: « wird im Schritt A umgedreht, im Schritt j noch einmal.

Zu (b): Enthalt Cj einen orientierten Zyklus, so kénne die Punkte im Zyklus durch Spiegeln an
Senken nie selbst zu Senken werden.

Enthalt Cj keinen orientierten Zyklus, so gibt es einen ldngsten orientierten Weg. Der Endpunkt
dieses Weges ist dann eine Senke, welche wir als 71 setzen. Die Aussage folgt durch Induktion. [

Fiir endlichdimensionale Wegealgebren gibt es also immer zuldssige Anordnungen.

14.4 Definition Sei i € Qg eine Senke. Der Spiegelungsfunktor

Sit k@—rep — kzoi@—rep.
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ist definiert auf Objekten fiir X € k‘@—rep durch Y := S;FX mit

X; fiir j # i
Y= Kern ( @ Xy(a) Koo, XZ-> fiir j =1
a€Qq, t(a)=i
Xa fur t(a) # 1
Yo = .. .
[Yi — @ Xy Xs(a)] fir t(a) =1
BEQ1, t(B)=i

und auf Morphismen fiir f € Hoka(X, X') durch g = S;" f: S X — SFX' mit
; fiir j # i

95 = [Yic—> D Xy Yatey)e, D X;(Q)] fiir j = i.

a€Q1, t(a)=i a€Q1, ta)=i

Nachzupriifen: g; bildet nach Y/ ab und g ist ein Homomorphismus von Darstellungen. Dazu

betrachte

(Xa)a

Yi ——— Dacor, t(a)=i Xs(a) X

Jg: J(fs(a))a ‘/fl

(X&)a

~

}/i, EBaEQl,t(a):i X;(a)

X].

)

Da f ein Homomorphismus von Darstellungen ist, kommutiert das rechte Quadrat. Nach der
universellen Eigenschaft des Kerns gibt es also eine induzierte Abbildung Y; — Y/, welche genau
mit dem g; wie oben definiert tibereinstimmt. Aulerdem kommutiert fir alle @ mit ¢(«) = 7 und
s(a) = j

Y —— Y= X

Jgi Jgj:fj

/ ! __ /
Y; *>Yj—Xj.

Damit ist g ein Homomorphismus von Darstellungen. Direktes Nachrechnen zeigt zudem
SH(idx) = idy und S (fg) = S;" (f)S; (g9), d.h. S ist ein Funktor.

—

Beispiel Sei Q = 2 — 1. Betrachte die Senke ¢ = 1. Die unzerlegbaren Darstellungen sind
025k, k — k und k —>+ 0. Wir wenden S; an.

2 0 o 0 0
[~ -
1 k Kern(0 — k) 0
2 k k k
e
1 k Kern(k — k) 0
2 k k k
| = 1 -
1 0 Kern(k — 0) k.

Beachte den blinden Fleck im Spiegel fiir 0 2 k.
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Beispiel Betrachte den 4-Unterraumkdcher
1 3
N\ . .
N
2 4.

Wir betrachten die Senke bei i = 0. Fiir [\ : ] # [\ : i/] in P1(k) erhalten wir nichtisomorphe

Darstellungen durch

(10 k
/ 11)
)k

k \)

k
(0 1/
k

Durch Anwenden von SJ erhalten wir bei 7 = 0 den zweidimensionalen Vektorraum

N

2
(Ap
X=Kenk®k®k®k —— k?

mit Basis (—1,—1,1,0) und (=, —g,0,1). Damit erhalten wir also Spiegelung

Auch die Spiegelung ist eine Familie paarweise nichtisomorpher unzerlegbarer Darstellungen
parametrisiert durch [\ : u] € PL(k).

Wir definieren nun den umgekehrten Spiegelungsfunktor fiir Quellen.

14.5 Definition Sei i € Qg eine Quelle. Der Spiegelungsfunktor
S; k@—rep — kJiQ—rep.

ist definiert auf Objekten fiir X € k@—rep durch Y := 5, X mit

X; fiir j # i
Y= Cokern (Xi —>(Xa)a @ Xt(a)) flir j =1
a€Q1, s(a)=1
Xa fir s(a) # i
Ya = .. .
[Yt(a) = Xi(a) = @ Xty = YZ] fir s(a) =@
BER1, s(B)=i

und auf Morphismen fiir f € Hoka(X, X') durch g = S; f: S;7 X — S; X’ mit

,_{fj fir j # 1
gj =

siehe folgendes Diagramm  fiir j = .
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Yie——— O Xjo) «— X

39 J(ft(a))oz lfi

Y e—— DX}, — X

Die Existenz von g; folgt aus der universellen Eigenschaft des Cokerns.

Beispiel Sei C_j = 2 <— 1. Betrachte die Quelle 7 = 1.

2 0 o o 0
N
1 k Cokern(k — 0) 0
2 k - k k
I | = |
1 k Cokern(k — k) 0
2 k o k ) k
= |
1 0 Cokern(0 — k) k.

Fiir 0 <— k erhalten wir hier den blinden Fleck im Spiegel, wihrend fiir die anderen beiden
unzerlegbaren Darstellungen S; den Spiegelungsfunktor S;~ gerade invertiert.

14.6 Theorem Sei Cj ein Kiocher ohne Schleifen und ohne orientierte Zykel. Sei i € Qg eine
Quelle oder eine Senke. Sei k ein Korper. Dann definieren Sj und S;  zueinander inverse

Bijektionen
{unz. kQ-Darstellungen % S(z)}/’: — {unz ko;Q-Darstellungen % S(z)}/: .

Bemerkung Beachte, dass S(i) von S;” bzw. S; stets auf 0 abgebildet wird, withrend es fiir X
unzerlegbar und X % S(i) ein j # i gibt mit X; # 0, d.h. hier kann S;"X bzw. S; X nicht die
Nulldarstellung sein.

Wir wollen auch zeigen, dass die Spiegelungsfunktoren SijE auf Dimensionsvektoren eine Spiegelung
dim X — 0;(dim X) bewirken. Hier ist o; die Spiegelung im R™ an der Hyperebene senkrecht
zum i-ten Standardbasisvektor. Die offensichtliche Ausnahme gilt fiir e; = dim S(7), hier ist
oi(e;) = —e; negativ.

14.7 Definition Sei ) ein Graph (ohne Orientierung). Fir 4,5 € Qo sei d;; = dj; die Anzahl
der Kanten zwischen ¢ und j. Wir definieren die symmetrische Bilinearform

(-, —): 7/Qol o 71Qol _y 7
auf den Standardbasisvektoren durch
(e' e') L _dij flr ¢ 7£ ]
79 L
! 2 —2d; firi=j.
Bei uns gilt zudem d;; = 0, da @ keine Schleifen hat.
Wir definieren noch fiir 2 € Z/9°! eine zugehorige quadratische Form durch

|Qol

q(z) = a7 = > dijwiz;.
=1

1<j
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Beispiel Sei Q = (1 — 2 — 3). Dann ist q(z) = 23 + 23 + 23 — 2122 — 1223.

Es ist gilt stets ¢(z) = 3(z,2) und (z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y).

Ein Vektor 0 # = € ZI90! heift positive Wurzel von g, falls z; > 0 und q(z) = 1. Die Standardba-
sisvektoren e; sind stets Wurzeln von gq.

Definiere die Spiegelung an e; durch

2(z,e;)

o2 Z\%0l 5 7ol gy g 4
(€, i)

Da bei uns (e;, ¢;) = 2 stets erfiillt ist, vereinfacht sich der Ausdruck rechts zu x — (z, ¢;)e;.
Beachte, dass (—,—) im Allgemeinen nicht positiv definit ist, also kein Skalarprodukt definiert.
Bevor wir fortfahren, notieren wir das folgende Korollar zu Theorem 14.6.

14.8 Korollar FEs haben k:@ und k:ai@ gleich viele unzerlegbare Darstellungen, also auch den
gleichen Darstellungstyp.

Wir wollen nun die Funktoren S;S;” bzw. S; S;” mit dem Identitétsfunktor vergleichen.

14.9 Lemma

(a) Seii eine Senke und X eine Darstellung. Dann existiert ein Morphismus von Darstellungen
(genannt Vergleichsmorphismus) 1;: S; S;7 X — X mit

idx; fur j #1
(LX) = [Cokern (Kern( @ Xs(a) LN XZ-) — @ Xs(a)> = Im(p) — X,-] fiir j = 1.
a, t(a)=i a, t(a)=i
Hier haben wir den Isomorphismus Cokern(Kern(p)) ~ Im(p) genutzt. Es gilt zudem: 1; X ist
injektiv und Cokern(c; X)) ist halbeinfach mit unzerlegbaren Summanden isomorph zu S(i).
(b) Seii eine Quelle und X eine Darstellung. Dann existiert ein Morphismus von Darstellungen
(genannt Vergleichsmorphismus) mi: X — S;"S; X mit
idy, fir g #1i
(mX); = [Xi 2, Im(¢p) = Kern( @ Xi(a) — Cokern (Xi 2, @ Xﬂ@))] fiir j = 1.

a, s(a)=i a, s(a)=t

Hier haben wir den Isomorphismus Kern(Cokern(¢)) ~ Im(v) genutzt. Es gilt zudem: m; X ist
surjektiv und Kern(m; X) ist halbeinfach mit unzerlegbaren Summanden isomorph zu S(7).

Beweis. Die Behauptungen zur Injektivitat bzw. zur Surjektivitat sind klar. Ebenso ist der Kern
bzw. der Cokern nach Definition in ¢ konzentriert, also halbeinfach und der einzige unzerlegbare
direkte Summand ist S(7).

Es bleibt zu zeigen, dass ¢; X und 7; X Homomorphismen von Darstellungen sind. Betrachten wir
dies fiir einen Pfeil a: 7 — 7/ mit j, 7' # i, so ist die geforderte Kommutativitit klar. Fur ¢; X ist
i eine Senke, also sei nun j' = i. Zu zeigen ist, dass das folgende Diagramm kommutiert.

ST (o
(5757 X); = x; LB (g gr ),

(LiX)j=ideJ J(Lix)i

Fiir a € X zeigt jedoch eine genaue Inspektion der Definition der Spiegelungsfunktoren, dass
(S;7 S )(¢a)(a) = pa(a), d.h. das Diagramm kommutiert. O
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Nach Lemma 14.9 erhalten wir also exakte Sequenzen

0 —— S; S X —» X — Cokern(1;X) — 0

0 — Kern(mX) — X —%5 §FS-x — 0.

Wir zeige nun, dass diese Sequenzen zerfallen.

14.10 Lemma Sei X eine Darstellung von k@

(a) Seii eine Senke. Dann gilt X ~ S; S;"X @ Cokern(¢;X). Falls Cokern(1;X) = 0, so gilt
diim(S;'X) = 0;(dim X). Ist X unzerlegbar, so gilt X ~ SZ-_SZ*X oder X ~ S(i).

(b) Sei i eine Quelle. Dann gilt X ~ S}S”X @ Kern(m; X). Falls Kern(m;X) = 0, so gilt
dim(S; X) = o;(dim X). Ist X unzerlegbar, so gilt X ~ S;tS; X oder X ~ S(i).

()

Beweis. Wir zeigen einen Teil der Aussage von (a).

Schreibe Z := Cokern(¢;X). Wir konstruieren einen Morphismus von Darstellungen ¢: Z — X
mit Im(y)) N S;S;F X = {0}. Dann ist Im(x)) @ S; S;f X C X, also aus Dimensionsgriinden
Im(y) ® S; S X = X.

Es ist Z an der Stelle ¢ konzentriert und ¢ ist eine Quelle, d.h. wir kénnen die lineare Abbildung
Yi: Z; — X; beliebig wihlen und erhalten einen Morphismus von Darstellungen.

0 Z; 0

ool

Xj Pa XZ Y Xj

Sei ¢ = (Pa)at(a)=i- Dann ist (S;S;"X); = Im(p). Zerlege nun X; = Im(p) & Cokern(y). Dann
ist Z; ~ Cokern(y) und wir wéhlen 1; als Inklusion in den Summanden und ¢; = 0 fiir j #4. O

14.11 Lemma Sei ¢ eine Senke und X unzerlegbar. Dann sind dquivalent.
(a) X 2 S(i).

(b) S;"X ist unzerlegbar (und damit auch nicht 0).
(c) SFX #£0.

(d) S;SfX ~X.

(

e) ¢ @ Xo(a) = Xi ist surjektiv.
a, t(a)=i

(f) 0i(dim X) > 0, d.h. alle Eintrige sind nicht negativ und mindestens einer ist positiv.
(g) dim S X = 0;(dim X).

Fine duale Aussage gilt auch fiir S;” mit einer Quelle i.

Beweis. Es impliziert (a) nach den vorherigen Lemmata alle anderen Aussagen, umgekehrt
impliziert die Negation von (a) die Negation aller anderen Aussagen. O

14.12 Definition Ein Dynkindiagramm ist ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenten in
der folgenden Liste enthalten sind.

1 2 n—1
. An:O

(¢] (¢]

g, wobel n > 1.

(]
1\
— 3 n—1 n wobei n > 4.
O .« .. .« .. O o
2/
O

)
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— I
. =
E6 (¢] (¢] (¢] ¢} e}
(¢}
— I
° =
E7 o (o] (0] e} o} (¢]
(e]
— |
. =
ES (¢] (¢] o e} e} (¢] (¢]

14.13 Theorem (Satz von Gabriel, 1972) Sei @ ein zusammenhdangender Kocher mit Graph Q
und sei k ein Korper. Dann gelten (a) und (b).

(a) k‘@ hat endlichen Darstellungstyp genau dann, wenn @ ein Dynkindiagramm ist.

(b) Sei @ ein Dynkindiagramm. Dann liefert die Zuordnung X +— dim X eine Bijektion
zwischen den Isomorphieklassen unzerlegbarer kQ-Darstellungen und den positiven Wurzeln der
quadratischen Form q.

Die Aussagen sind unabhéngig von der Orientierung der Pfeile im Kécher Cj und der Wahl des
Korpers k.

GABRIEL’s urspiinglicher Beweis verwendete ausschliefllich elementare Methoden der linearen
Algebra. Spéater verwendeten BERNSTEIN-GELFAND-PONOMAREV in ihrem Beweis die hier
eingefithrten Spiegelungsfunktoren und zeigten, dass die Spiegelungen o; die Weylgruppen
erzeugen.

Modultheoretischer Zugang zu Spiegelungsfunktoren
Grundidee: Definiere Aquivalenzen auf Teilkategorien.

Sei A eine endlich-dimensionale Algebra, S ein einfacher projektiver A-Modul, der nicht injektiv
ist. Beispiel: A = kQ und S(7) ist der einfache Modul an einer Senke 1.

In diesem Fall existiert 7715. Sei {P(j) : 5 = 1,...,n} ein Reprisentantensystem von Isomorphie-
klassen projektiv unzerlegbarerer A-Moduln. Sei S = S(j) der einfache zu P(j). Dann kénnen
wir einen Modul T definieren durch

T =715 o P Py)
i#]
und definiere B := End 4(7T"). Dann gibt es die AR-Sequenz

0 S(4) Q 718(i)) — 0

mit @ projektiv (dhnliches Argument wie beim Stricken von AR-Kéchern). Da auch S(i) projektiv
ist, ist dies zudem eine projektive Auflésung von 7715(i). Da T sonst nur noch projektive
Summanden hat, folgt pdim(7") = 1. Der Modul T heifit Kippmodul, bzw. tilting module.

Beispiel Betrachte den linear orientierten A4 Kocher. Dann ist S(1) ein projektiver einfacher
Modul, der nicht injektiv ist. Der relevante Ausschnitt im AR-Ko6cher ist

Wir sehen, dass A als Endomorphismenring {iber die Moduln der linken Seite aus dem linear
orientierten A,-Kocher entsteht, wihrend B aus dem an 1 gespiegelten Koécher entsteht.
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Sei nun wie oben T ein Kippmodul. Definiere die folgenden vollen Teilkategorien von A-mod.
o Essei T(T) die volle Kategorie der M € A-mod, fiir die Ext} (T, M) = 0 gilt.
o Es sei F(T') die volle Kategorie der M € A-mod, fiir die Homx (7', M) = 0 gilt.

Hier stehen T und & fiir Torsion bzw. torsionsfrei.

Es ist Homa (7T, —): T(T") — B-mod exakt, schlieflich ist fiir eine kurze exakte Sequenz

0 X Y A 0

in T(T') nach Anwenden von Hom 4 (7T, —) auch die Sequenz
0 — Hom(T, X) — Hom(T,Y) — Hom(T, Z) — Ext!(T, X) =0

kurz exakt.

Es ist ExtY (T, —): F(T) — B-mod exakt, schlieBlich ist fiir eine kurze exakte Sequenz

0 X Y Z 0

in F(T') nach Anwenden von Hom4 (7', —), da alle Hom zu 0 werden, auch die Sequenz
0 — Ext}(T,X) — Ext!(T,Y) — ExtY(T,Z) — Ext*(T,X) =0

kurz exakt, da pdim(7") = 1.
Sei nun A = kQ wieder eine Wegealgebra eines Kochers. Was ist T(7') bzw. F(T') dann?
Fiir T(T) ist fiir ein M € A-mod
Extly (T, M) = Extly(r7'S(i), M) & @ Extly(P(j), M) = Ext}y(r~'S(i), M).
it 7
Mit der Auslander-Reiten Formel wird Ext! (7715 (i), M) ~ D Hom(M, S(i)). Doch da S(i)
einfach projektiv ist dies genau dann dann ungleich 0, falls S(z) | M.
Also bedeutet M € T(T), dass S(i) kein direkter Summand von M ist.
Fir F(T) ist fur ein M € A-mod
Hom (T, M) = Homa(r~"5(i), M) ® @ Hom 4 (P(j), M).
i#

Wegen den letzten Summanden ist dies also 0, falls M keinen Kompositionsfaktor S(j) fiir i # j
enthilt. Doch wegen Ext}(S(i), S(i)) = 0 besitzt S(i) keine nichttrivialen Erweiterungen, also
sind die letzten Summanden 0 fiir M = S(4)" fiir ein n € N.

Zeige nun: Hom 4(7715(i), S(i)) = 0. Wire dies aber nicht 0, so giibe es 0 # f: 7715(i) — S(4),
doch da beide Moduln unzerlegbar sind und S(i) projektiv ist, folgt S(i) ~ 7715(i). Also ist
7715(i) projektiv, im Widerspruch zur Existenz einer AR-Sequenz mit 715(i) als Endterm.

Also bedeutet M € F(T'), dass M € add(S(z)).

Bemerkung Man kann zeigen, dass auf T7(T") bzw. F(T') (quasi-)inverse Funktoren zu Hom 4 (7', —)
bzw. Ext!y (T, —) durch T ® g — bzw. Torg(T, —) gegeben sind.

Die hier skizzierte verallgemeinerte Theorie der Spiegelungsfunktoren geht zuriick auf AUSLANDER-
PLATECK-REITEN und wird auch als APR-Kippen bezeichnet.
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15 Komplexe

15.1 Definition Sei R ein Ring, betrachte € = R-Mod. Ein Kettenkomplex C, von R-Moduln
besteht aus R-Moduln {C), }nez und R-Modulhomomorphismen d = d,,: C,, — C,,_1, sodass
dndn—1 = 0 (kurz d> = 0). Die Abbildungen d heien Differentiale.

Wir definieren Z,, = Z,,(C,) = Kern(d,) als Modul der n-Zykeln und B,, = B,,(Cx) = Im(dp+1)
als Modul der n-Rander. Es gilt B,, C Z,, C C,, und wir definieren H,, = H,(C\) = Z,/B,, als
n-te Homologie.

Ein Cokettenkomplez C* ist analog definiert, hier liuft d = d": C™ — C™*! und es gibt n-
Cozykeln Z™, n-Corinder B"™ und die n-te Cohomologie H" = Z™/B™.
Beispiel o Eine exakte Sequenz ist ein Komplex mit Homologie 0.

e In der algebraischen Topologie ist die singuldre Homologie die Homologie eines Kettenkom-
plexes.

o Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit ist in der Differentialgeometrie der de Rham-Komplex
definiert als Cokettenkomplex

QO(M) —Ls QY (M) - Q2(M) -4 .

e Fir einen Modul M ist die projektive Auflésung ein Cokettenkomplex.

15.2 Definition Definiere die Kategorie Ch(R-Mod) der Kettenkomplexen mit Morphismen
Uy : Cy — D, gegeben durch R-Modulhomomorphismen u,,: C,, — D, sodass fiir alle n € Z das
folgende Diagramm kommutiert.

Cn Cnfl —_— ...
J{Un J{un—l

dnfl
Dn Dn—l —_— ...

Komposition ist gradweise definiert, ebenso die Identitét.

Weiterhin sind verschiedene volle Teilkategorien definiert, zum Beispiel Ch=?(R-Mod) bzw.
Ch=Y(R-Mod) oder auch die Teilkategorie der in beide Richtungen beschrinkten Komplexe
Ch®(R-Mod).

Ist nun wu,: Cx — D, ein Morphismus von Komplexen, so ist fir z € Z,(Cy) nun zu,d, =
zdpun—1 = 0, also zu, € Z,(Dy). Genauso fir B, also induziert u einen Morphismus auf den
Homologien H,(C\) — Hp(D,). Wir erhalten einen kovarianten Funktor

H,,: Ch(R-Mod) — R-Mod.

15.3 Definition FEin Morphismus u: Cy, — D, heiflit Quasiisomorphismus, kurz qis, falls fir
alle n € Z der induzierte Morphismus H,(Cy) — Hy (D) ein Isomorphismus ist.

Beispiel Sei M ein R-Modul. Betrachte den in 0 konzentrierten Komplex

0 M 0
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mit H,, =0 fiir n # 0 und H, = M fiir n = 0 und eine projektive Auflésung von M also Komplex
mit H, =0 fir allen € Z

P Py " M 0

Dann ist u, mit u,, = 0 fiir n # 0 und u, = 7 ein Quasiisomorphismus zwischen dem Teil der
projektiven Auflosung, der aus projektiven Moduln besteht und dem konzentrierten Komplex

Py Py 0
LI
0 M 0

Allerdings ist us kein Isomorphismus, zum Beispiel von M nicht projektiv ist.

Beispiel Ein Komplex C, ist exakt (auch genannt azyklisch) genau dann, wenn die Abbildungen
0, — C, und Cy — 0, von und in den Nullkomplex Quasiisomorphismen sind.

15.4 Proposition FEs ist Ch(R-Mod) eine abelsche Kategorie.

Beweis. Zu f.: C, — D, definiere den Kern als Komplex K, mit K, = Kern(f,) fiir n € Z. Die
Differentiale ergeben sich durch die universelle Eigenschaft aus der Forderung, dass die Inklusion
K,, — C,, ein Morphismus von Komplexen wird. Der Cokern ist analog definiert. O

Aus der abelschen Struktur auf Ch(R-Mod) folgt, dass eine Sequenz von Komplexen
0 C D E 0

kurz exakt ist genau dann, wenn fiir alle n € Z die Sequenz von R-Moduln

0 Cy D, E, 0

kurz exakt ist. Zeige nun: Eine kurz exakte Sequenz von Komplexen induziert eine lang exakte
Sequenz auf den beteiligten Homologie- bzw. Cohomologiemoduln.

15.5 Theorem Se:
0 c-1.p_E 0

eine kurz exakte Sequenz von Komplexen. Dann existieren fir alle n € Z natirliche Abbildungen

On: Hy(E) — Hp—1(C), genannt Verbindungshomomorphismen, sodass es die folgende lang
exakte Sequenz gibt.

On

Hn(g)

s Hp(B) 2 HL(C H, (D) Hy 1(C) —— ...

Eine analoge Aussage gilt fiir Cokettenkomplexe, mit 0,: H"(E) — H""1(C).
Zum Beweis benétigen wir das Schlangenlemma.

15.6 Lemma (Schlangenlemma) Sei folgendes kommutatives Diagramm von R-Moduln mit
exakten Zeilen gegeben.

o ,p_F 0o

P

% B B’ '

0

Dann gibt es einen Morphismus 0: Kern(h) — Cokern(f), sodass die folgende Sequenz exakt ist.

Kern(f) —% Kern(g) £, Kern(h) 9, Cokern( f) -, Cokern(g) 7, Cokern(h)

Ist o mono, so auch & und ist B’ epi, so auch 3.
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Es stellt sich die Frage: Wo soll hier die Schlange sein? Die Antwort liefert das folgende Diagramm.

Kern(f) —2%— Kern(g) L Kern(h) ---

is ig in % )
A « B Gl C S
S r g no /
0 Ao P
. . "

*-+ Cokern(f) SN Cokern(g) L Cokern(h)

Beweis. Zunéchst definieren wir die Abbildungsvorschrift 9: Kern(h) — Cokern(f).

Dazu sei z € Kern(h). Dann ist zip, € C. Da f surjektiv ist, konnen wir y € B finden mit
zip, = yB. Dann ist ygB' = yBh = ziph = 0, also ist yg € Kern(f’') = Im(a’). Somit gibt es ein
eindeutiges Urbild yga/~1, da o injektiv ist. Wir setzen nun 20 := yga/~'r;.

Dabei haben wir bei der Wahl des Urbildes unter 8 eine Wahl getroffen. Zeige nun, dass unsere
Definition von 0 unabhéngig von dieser Wahl ist.

Sei dazu also auch ¢y’ € B mit zip = ¢/8. Dann ist (y —y')8 =0, also y — ¢’ € Kern(8) = Im(«).
Somit gibt es x € A mit y — 3’ = xa. Dann ist

/*lrf = xago/*lrf + y/goflrf

rf+ y'goz_lrf = :Ufrf + y'goz_lrf = y'goz_lrf.

ygo/ilrf = (za+1)ga

— mfo/o/_l

Es folgt, dass O wohldefiniert. Bezeichne fiir z € C nun 237! irgendein Urbild von z unter 3, so

ist der Ausdruck

20 = zihﬁflgo/*lrf

fir z € Kern(h) wohldefiniert.
Wir habe nun die Exaktheit der Sequenz

Kern(g) R Kern(h) 2, Cokern(f) —% Cokern(g)

an den Stellen Kern(h) und Cokern(f) zu zeigen.

An der Stelle Kern(h) haben wir zu zeigen: Im(/5) = Kern(9).

Fiir C, sei z = yf3 fiir ein y € Kern(g). Dann ist

20 = ypo = yBinB~ ga/"\ry = yi 86 9o/ TIry = yigga'Tlry =0,
also z € Kern(0).
Fiir 2, sei 9(2) = zip B 1ga’~1r;0. Dann ist 2ip 87 1ga/~! € Kern(rs) = Im(f), also gibt es z € A
mit zipB tga’~! = zf. Somit wird zi,3 19 = rfa’ = zayg, also (zipB3' — :ca)ig_l € Kern(g).
Doch wegen § = igﬁigl ist

(zinB~ " — wa)iy B = zinB i, Vg Biy  — waiy ligBiyt =2 — 0 = 2.

Damit ist z € Im(f).

Die Exaktheit an der Stelle Cokern(f), sowie die Aussagen in den Fallen o mono bzw. § mono
folgen analog. O
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Ohne Beweis erwdhnen wir ebenso das sogenannte Fiinferlemma.

Lemma (Finferlemma) Sei folgendes Diagramm von R-Moduln mit exakten Zeilen gegeben,
wobei alle vertikalen Morphismen aufler f Isomorphismen sind.

U Vv

X Y Z
L A
v’ 14 X' Y’ A

Dann ist auch f ein Isomorphismus.

Beweis von Theorem 15.5. Aus den Voraussetzungen ergibt sich fiir alle n € Z das folgende
kommuative Diagramm mit exakten Zeilen.

00— Z,(C) L ¢

L zD)— T 7B
In gn
0 Cn D, b, 0
dn dn dn
0 — Cnfl fn—1 Dn,;[ gn—1 En,1 I

Co1/Bn1(C) L% D1 /Bn1(D) 2“5 Epiy/Bu1(E) —— 0

Nun ist B,(C) C Z,(C), d.h. d,, induziert einen Morphismus d,,: Cy,/B,(C) — Z,_1(C). Der

Kern von d,, ist dann Z,(C)/B,(C) = H,(C), der Cokern ist Z,_1(C)/B,_1(C) = H,_1(C)
Somit ergibt sich das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

Hn(C) Hn(f) Hn(D) Hn(g) Hn(E)

C/Bn(C) —1" 5 Do/Bu(D) — s By/Bn(E) —— 0

dn dn dn
00— Zy 1 (0) — " s 7, (D) — = 7, \(E)

Hya (€) =0 Hyy(D) 220 H ()

Doch in dieser Situation gibt das Schlangenlemma gerade die gesuchte lang exakte Sequenz

Hy(C) Y ooy 9 gy —2 s g, o) B g oy 9 g (k)

fir alle n € Z. O

143



Bemerkung Was bedeutet 9 “natiirlich” in Theorem 15.57

Die kurzen exakten Sequenzen in Ch(R-Mod) bilden eine Kategorie 8. Die Morphismen sind Tripel
(f,9,h) von Komplexmorphismen, sodass das folgende Diagramm von Komplexen kommutiert.

0 C D B 0
O
0 c’ D boi 0

Ebenso definieren die lang exakten Sequenzen von R-Moduln eine Kategorie £. Hier sind die
Morphismen Folgen ( fy,)nez von R-Modulmorphismen, sodass fiir alle n € Z das folgende Quadrat
kommutiert.

Xn Xn+1 —_— ...
ifn lfn+1
X/

/
X —

Dann sind die Verbindungshomomorphismen natiirlich in dem Sinne, dass die Zuordnung in
Theorem 15.5, die einer exakten Sequenz von Komplexen ihre lang exakte Homologiesequenz
zuordnet, einen Funktor 8 — £ definiert.

Diese Tatsache kann kurz durch folgendes Diagramm dargestellt werden.

Ho(X) H.(f)

Diese Beobachtung fithrt zu den sogenannten triangulierten Kategorien.

Wir wollen nun projektive Auflésungen untersuchen und diese miteinander vergleichen.

15.7 Definition Seien C' und D Komplexe, sowie f: C — D, g: C — D und h: C — D
Morphismen von Komplexen.

(a) f heiit nullhomotop, wenn es eine Folge s = (s,,: C;, = Dp41)n von Morphismen von
R-Moduln gibt, sodass f, = dnSn—1 + Sndnt1 (schreibe kurz f = ds + sd).

dn+1 dn

Cn+1 Cn Cnfl
| 7o i
fr+1 Sn fn Sn—1 fn—1
o <,
Dpy1 —— Dy —— Dy

(b) ¢ und h heiflen homotop, falls g — h nullhomotop ist, d.h. falls es s = (s,),, wie oben gibt
mit g — h = sd 4 ds. In diesem Fall heifit s Homotopie zwischen g und h.

(¢) f heiit Homotopiedquivalenz, falls es einen Morphismus von Komplexen j: D — C gibt,
sodass fj homotop zu id¢ und jf homotop zu idp ist.

15.8 Lemma Seien C' und D Komplexe. 03.07.2017
(a) Sei f: C'— D nullhomotop. Dann ist H,(f) =0 fir alle n € Z.
(b) Sind f,g: C — D zueinander homotop, so ist H,(f) = Hy(g) fir alle n € Z.

Beweis. Durch Additivitat folgt (b) aus (a), wir zeigen also (a).
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Nach Voraussetzung existieren s,,: C, — Dy 1 mit f, = dpSp—1+8Sndp+1. Sei 2+ B, (C) € H,(C),
also x € Z,(C). Dann gilt

ZTfn = x(dpSp—1 + Sndnt1) = dpsp—1 + rSpdns1 = (x8y)dnt1 € Bp(C),

also ist (x + B, (C))H(f) = 0. O

Homotopie definiert eine Aquivalenzrelation auf Homey (pmoq) (C, D). Falls f,g: C — D homotop
sind, so sind auch ufv und ugv fir u: C' = D bzw. v: D — D’ homotop.

Damit kénnen wir die Kategorie X(R-Mod), die Homotopickategorie der Komplexe in R-Mod als
Quotientenkategorie definieren:

o Objekte sind die Objekte in Ch(R-Mod).

« Morphismen sind die Aquivalenzklassen unter der Homotopierelation zwischen Morphismen
von Komplexen.

Die Kategorie X (R-Mod) ist additiv, insbesondere ist der Restklassenfunktor
Ch(R-Mod) — K (R-Mod)
additiv. Allerdings hat K(R-Mod) im Allgemeinen keine abelsche Struktur.

15.9 Theorem (Vergleichssatz fiir projektive Auflosungen) Seien X und Y zwei R-Moduln,
f: X =Y ein Homomorphismus und €: P, — X und n: Q. — Y projektive Auflésungen. Dann
existiert eine Abbildung von Komplexen f.: P, — Qy, die f hochhebt, d.h. das folgende Diagramm
ist kommutativ.

Py —— X

J{fo Jf

Qo —— Y

Die Abbildung fy ist eindeutig bis auf Homotopie.

Beweis. Wir zeigen die Existenz von f, durch induktive Konstruktion.

Fiir den Induktionsanfang, d.h. fo, betrachte

Py —— X 0

3fo J{f

Qo ——Y —— 0.

Hier existiert fo: Pp — Qo mit fon = ¢f, da n surjektiv und Py projektiv ist.

Fir den Induktionsschritt faktorisiere d,, 1 iber sein Bild B, +1 = Z,, da die projektive Auflésung
azyklisch ist. Dann schriankt f, ein zu einer Abbildung Z,(P.) — Z,(Qx). Betrachte nun

dn

dn
Poy1 —% Z,(P)) P, Py
3fn«l»l lfn an anfl
Y dn, dp
Qn—l—l il» Zn(Q*) Pn Pn—l-

Hier existiert fp+1: Ppo+1 — Qpt1 mit fri1dptr1 = dpti fn, da dpy1 eingeschrankt auf sein Bild
surjektiv ist und P,y projektiv ist.

Noch zu zeigen: f, ist eindeutig bis auf Homotopie. Ist auch g, eine Hochhebung von f, so ist
f« — g« eine Hochhebung der Nullabbildung 0: X — Y. Es geniigt also zu zeigen, dass eine
Hochhebung der Nullabbildung h, nullhomotop ist. Wir konstuieren s, : P, = Qpn41 induktiv.
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Fir n = 0 setze s_1 = 0 und betrachte

Py = — Py~ X
Jsg 0

llu e o o I, iho/ lO

Q1 pdi Kern(n) Qo "Ly

Hier existiert ho: Py — Kern(n), da hon = €0 = 0 und so: Py — Q1 mit hg = sod; existiert, da
dy eingeschrankt auf Kern(n) surjektiv ist und Py projektiv ist.

Fir den Induktionsschritt betrachte

dp+1 dn dn-1

Pn+1 Py, Pn P
Lhn-ﬁ-l Sn Jhp—dpsn—1 ‘/hnsn ! Lhn—l Lhn—2
e d dn—1
Qn+1 — Zn(Q*) Qn = Qn—l — Qn—Zu

Wegen hy,—1 = sp—1dyp + dp—15p—2 ist

(hn - dnsn—l)dn = hndn - dnsn—ldn = hndn - dn(hn—l - dn—lsn—Q)
= hpdy — dphp—1 + dpdy—15,—2 = 0.

Also faktorisiert hy, —d;, s,—1 iiber Kern(d,) = Z,,(Q.). Da nun d, 1 surjektiv auf Z,(Q.) abbildet
und P, projektiv ist, folgt die Existenz von s,,: P, = Qn+1 mit $pdpyr1 = by — dpsSn—1. O

Beachte, dass wir die Exaktheit von P, und die Projektivitdt der Moduln in @, nicht benutzt
haben.

15.10 Lemma (Hufeisenlemma) Sei

0 X Y Z 0

eine kurze exakte Sequenz von Moduln. Seien €: P, — X und n: Q. — Z projektive Auflosungen.

Py

>
™
~

Q

O
o
=

@1

O+—N+—~<+—x+—o

Dann existiert eine projektive Aufliosung a: Pr ® Q. — Y, sodass es eine exakte Sequenz von
Komplexen gibt
00— P —PdQ, — Q. — 0

welche die gegebene exakte Sequenz von Moduln zu einer exakten Sequenz von Komplexen hochhebt.

Beweis. Wir definieren a: Py® Qo — Y. Da g surjektiv ist und Q¢ projektiv, gibt es as: Qg — Y
mit apy = 7.
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Setze nun a = (fj;) Zusammen mit dem Schlangenlemma angwendet auf die zweite und dritte
Spalte ergibt sich damit das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten.

0 0 0
l l |

0 — Kern(e) Ph—— X 0
! | s

0 — Kern(a) — Ph® Qo ——Y — 0

—
Q

! |

0 — Kern(n) Qo Z 0
0 0 0
Setze die induktive Konstruktion nun analog fort mit P; — Kern(e) und @1 — Kern(n). O

15.11 Definition Sei f: B — C eine Abbildung von Komplexen. Der Abbildungskegel von f
ider Komplex Cone(f), der in Grad n den Eintrage B,,—1 @ C), hat. Das Differential ist

4, = ~dpp-1 —fa-1) . Bn1®Cp — Bpo® Cp1.
0 dC,n

Damit gilt fiir (b, ¢) € Bp—1 & Cy, also (b, c)d,, = (—bdp, —bf + cdc).
Man erkennt leicht, dass dies ein Komplex ist, d.h. es gilt d* = 0.

Beispiel Sei B = C und f = id. Dann gilt fiir das Differential des Kegels

 [—dBn-—1 —id
= (T ),
Behauptung: Cone(id) ist exakt und split, d.h. es gibt s,,: B, — Bp4+1 mit dy,s,-1d, = d,, fir
alle n € Z.

Sei (z,y) € Kern(d,). Dann ist (—zdp, —z + ydp) = 0 genau dann, wenn x = ydpg, also
(z,y) = (ydB,y) = (—=y,0)dp+1, d.h. es gilt Kern(d,,) = Im(d;,+1). Somit ist Cone(id) exakt.

Setze nun

0 0
Sy = <—1d 0) :anl@Bn_)Bn@Bn+l-

Dann gilt

—dpp—1 —id 0 0\ (—-dpp-1 —id\ _ id 0\ (—dBn-1 —id
0 dBn —id 0 0 dBn - —dpn 0 0 dBn
—dpp—1 —id
0 dpn)’
also dsd = d.

Fir f = id wird Cone(f) mit Cone(B) bezeichnet. Beachte, dass B ein Teilkomplex von Cone(B)
ist.

Ist nun f: B — C gegeben, so ergibt sich die Frage, wann eine Fortsetzung f: Cone(B) — C
existiert, d.h. es gilt (0,by,) fn = bp fr fir b, € B,,.

15.12 Proposition FEin Morphismus von Komplexen f: B — C kann zu f: Cone(B) — C
fortgesetzt werden genau dann, wenn f nullhomotop ist.
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Beweis. Sei f,, nullhomotop, d.h. es gibt Abbildungen s,,: B, — Cp41 mit f,, = dnSp—1+ Sndpt1-
Definiere fiir x € B,,_1 und y € B,, die Fortsetzung durch

(way)fn = yfn — TSnp—1.
Zeige: Dies definiert eine Komplexabbildung. Sei wieder (z,y) € B,—1 & By,. Dann gilt
(xvy)fndn = (yf — xsn-1)dn

= yfndn - xSn—ldn
=ydpfrn-1 — Tfn-1 +xdp_15n—2

A

= (_xdn—la —r+ ydn)fn
= ('r7y)dnfn—1'

Umgekehrt sei f eine Fortsetzung von f. Definiere s,,_1: B,,_1 — C,, fir x € B,_1 durch

Dann ist
x(dnsn—l + Sndn—f—l)f = _(xdna O)fn - (x70)fn+1dn+1
= *(l‘dn, O)fn - (x’o)dnJrlfn
= —($dn,0) An - (_$dna x)fn
= _<O7 —[E) A7’L = flff
Damit gilt dpsn—1 + Spdnt+1 = f, also ist f nullhomotop. O

15.13 Proposition FEine Komplexabbildung f: B — C ist ein Quasiisomorphismus genau dann,
wenn Cone(f) azyklisch ist.

Beweis. Es bezeichne B[—1] den Komplex mit (B[—1]), = B,—1 und ebenso verschobenem
Differential. Beachte, dass dann auch H,(B[—1]) = H,—1(B) gilt. Dann gibt es die kurze exakte
Sequenz von Komplexen

0 — C — Cone(f) R B[-1] — 0

mit ca = (0,¢) und (b, ¢)B = —b. Dazu gehort die lang exakte Homologiesequenz

. —— Hyiq(Cone(f)) — Hp(B) -2 H,(C) — H,(Cone(f)) — ...

Damit ist Cone(f) exakt genau dann, wenn 0, fir alle n € Z ein Isomorphismus ist. Aus der
Konstruktion von 0 in diesem Fall folgt aber fiir b € Z,,(B)

(b+ By(B))dy = bB, 1 1dnt10, " + Br(CO)
= (=b, O)dn+1a;1 + Bn(C)
= (bdy, bfn)y,t + Bn(O)
= bf, + Bn(C).

Damit ist 0,, = Hy,(f). Somit ist f ein Quasiisomorphismus genau dann, wenn H,(f) = 9, ein
Isomorphismus ist, genau dann, wenn Cone(f) azyklisch ist. O
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16 Abgeleitete Funktoren

16.1 Definition Seien A und B abelsche Kategorien. Eine Familie von kovarianten additiven
Funktoren T},: A — B, n > 0, zusammen mit Morphismen §,,: T,,(C) — T,,—1(A) fiir jede kurze
exakte Sequenz 0 - A — B — C — 0 in A bildet einen homologischen 0-Funktor, wenn die
folgenden Bedingungen gelten.

(1) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 -+ A — B — C — 0 in A gibt es eine lang exakte Sequenz

s Tt (C) 255 T(A) — Tu(B) —— Tu(C) -2 Ty 1(A) — ...

in B, insbesondere ist T rechtsexakt (setze T_1 := 0).

(2) Fiir jeden Morphismus

0 A B’ c’ 0
L
0 A B C 0

von kurzen exakten Sequenzen in A kommutieren die Diagramme

T, (C") —2ns Ty (A)

()| |7

in B fir alle n € Z.

Dual dazu definiere einen cohomologischen §-Funktor mit 6": T™(C) — T 1(A).

Beispiel « Der Homologiefunktor H,: Ch=%(A) — A ist ein homologischer J-Funktor, ebenso
ist der Cohomologiefunktor H*: Ch=°(A) — A ein cohomologischer J-Funktor.

e Sei A = Ab die Kategorie der abelschen Gruppen. Dann definieren fiir n € Z die Zuordnun-
gen Tp(A) := A/nA und T1(A) := {a € A: na = 0} additive Funktoren Ab — Ab.

Beachte, dass T1(A) der Kern der Abbildung A — A ist, welche ein Element a mit n
multipliziert. Andererseits ist Tp(A) der Cokern dieser Abbildung. Ist nun 0 - A — B —
C' — 0 eine kurze exakte Sequenz abelsche Gruppen, so betrachte

0—— Tl(A) E— Tl(B) Em— Tl(C) -~
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Mit dem Schlangenlemma folgt also sofort, dass (Tp,T1,0,...) einen homologischen ¢-
Funktor bildet.

Seien nun S,T: A — B zwei §-Funktoren. Ein Morphismus S — T ist eine Familie von natiirlichen
Transformationen n,,: S, — T, die mit den J§,, Morphismen kommutieren, d.h. fiir eine kurze
exakte Sequenz 0 - A — B — C — 0 in A erhalte folgendes Diagramm, in dem alle Quadrate
kommutativ sind.

Sp(C) =25 S 1(A) —— Sp1(B) —— ...

[

s Tp(A) —— Tp(B) —— Tp(C) =2 Ty (A) —— Tppy(B) — ...

2
=
2
&

16.2 Definition FEin homologischer §-Funktor T: A — B heifit universell, falls fiir alle homolo-
gischen §-Funktoren S: A — B und natiirlichen Transformationen fy: So — Ty es genau einen
Morphismus f: S — T von §-Funktoren gibt, der fy fortsetzt.

Dual dazu: Ein cohomologischer é-Funktor T': A — B heifit universell, falls fiir alle homologi-
schen é-Funktoren S: A — B und natiirlichen Transformationen fy: 70 — S es genau einen
Morphismus f: T — S von J-Funktoren gibt, der fy fortsetzt.

Ziel: Wir wollen Ext und Tor als universelle §-Funktoren definieren.

Beispiel Ist F': A — B ein exakter Funktor, so erhalten wir durch Ty = F und 7, = 0 (bzw.
T® = F und T" = 0) fiir n > 0 einen universellen homologischen (bzw. cohomologischen)
d-Funktor, da es zu 0 hin und von 0 weg stets genau einen Morphismus gibt.

Dieses Beispiel motiviert die Idee, fiir einen rechtsexakten (bzw. linksexakten) Funktor F' einen
§-Funktor durch Ty = F (bzw. T° = F) zu definieren, wobei die T}, (bzw. T™) fiir n > 1 den
Mangel an Exaktheit von F' beheben sollen. Dazu wollen wir eine explizite Konstruktion angeben,
die projektive bzw. injektive Auflésungen der Objekte benutzt.

Seien also nun A und B abelsch und F': A — B rechtsexakt (vgl. Tensorprodukt auf Modulkate-
gorien). Es habe A geniigend viele projektive Objekte, d.h. jedes Objekt in A hat eine projektive
Auflésung. Fir ein Objekt A in A wéhle eine projektive Auflésung pg: P, — A fest und setze fiir
i>0

(LiF)(A) = Hi(F(P,)).
Dann heif3t L;F der i-te linksabgeleitete Funktor von F.
Aus der Rechtsexaktheit von F' folgt, dass (LoF)(A) = Ho(F(Py)) = F(A), also LoF = F.

16.3 Theorem Die L;F bilden einen homologischen d-Funktor. Die L;F werden die linksabge-
leiteten (oder derivierten) Funktoren des rechtsexakten Funktors F genannt.

Beweis. (a): Wohldefiniertheit: Sei Q. — A eine andere projektive Auflosung. Nach dem Ver-
gleichssatz 15.9 gibt es eine Hochhebung f: P, — Q. der Identitdt id: A — A. Nach Lemma 15.8
gilt dann fiir jede anderen Hochhebung der Identitat Gleichheit H(f) = H(g) auf der Homologie.

Genauso existiert h: Qx — P, als Hochhebung der Identitdat id: A — A. Dann hebt auch
fh: P, — P, die Identitét id: A — A hoch. Aber auch idp hebt diese hoch. Es folgt, dass H(f)
und H (h) Isomorphismen auf der Homologie sind.

(b): Die L;F sind additive Funktoren. Sei f: A; — As ein Morphismus in A. Dann gibt es eine
Hochhebung f: P.(A;) — Pi(A2), eindeutig bis auf Homologie. Definiere nun (L;F')(f) durch
den von f induzierten Morphismus H;(F(Py(A1))) — Hi(F(Pi(Az2))). Dieser ist nun unabhéngig
von der gewahlten Hochhebung.
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Insbesondere ist der Morphismus (LoF')(A;) — (LoF)(Az2) genau durch das urspriingliche f
gegeben. Damit definiert ist L; F' ein additiver Funktor.

(c): Die L; F bilden einen homologischen ¢-Funktor.

Sei eine kurz exakte Sequenz 0 — A" - A — A” — A in A gegeben. Wahle projektive
Auflésungen P, —+ A’ und P/ — A”. Nach dem Hufeisenlemma 15.10 gibt es eine projektive
Auflésung P, — A, sodass es die exakte Sequenz 0 — P, — P, — P! — 0 von Komplexen
gibt, welche 0 - A" -+ A — A” — 0 hochhebt, d.h. es ist 0 — P}, — P, — P} — 0 exakt ist
in A fir alle n. Da P}/ projektiv ist, zerfillt diese Sequenz. Nun ist F' zwar nur rechtsexakt,
aber auf zerfallende Sequenzen exakt, wie jeder Funktor. Damit ist fir alle n die Sequenz
0— F(P) — F(P,) = F(P!) — 0 exakt in B. Uber die lang exakte Homologiesequenz folgt
die Existenz der Verbindungshomomorphismen 0

oo (L FY (A" 2 (LiF)(A) — (LiF)(A) — (LiF)(A") & (L1 F)(A) — ...

Damit ist die Bedingung (1) in der Definition der homologischen §-Funktoren verifiziert.

Damit ist noch Bedingung (2) zu zeigen: Die Verbindungshomomorphismen sind natiirlich. Dazu
sei ein Morphismus von kurz exakten Sequenzen gegeben

0 Al A TA A 0
l r l s l %
0 B’ B B, B 0

mit projektiven Auflésungen ¢’: P, — A', &": P!/ — A" n': Q. — B und n": Q? — B”. Nach
dem Hufeisenlemma gibt es e: P, — A und n: Q. — B. Dabei ist ¢ eingeschrinkt auf P, genau
¢’ und auf dem Quotienten P,/P, genau £”, ebenso fiir 7.

Wir heben nun f” und f” zu Abbildungen zwischen Kettenkomplexen hoch, f/: P!/ — @’ und
f": P! — @Q". Wir kénnen f nicht beliebig zu f hochheben, sondern miissen die Hochhebung so
wahlen, dass das folgende Diagramm kommutiert.

0 P, p 0

Pl
lf/ J{f lf'//

0 Q. on QY 0

Wenn das erreicht ist, so folgt Bedingung (2) aus der Natiirlichkeit des Verbindungshomomor-
phismus im Schlangenlemmas.

Zur Konstruktion von f: Die Komplexe P, und Q. haben Terme gegeben durch P! & P/ und
Q) @ Q!. Damit muss f aus Matrizen der Form

; f 9
Jn= <7n f”)

bestehen, mit v, : P/ — @/, schlieSlich darf auf Grund der geforderten Einschrinkung nichts
von P/ nach Q! abgebildet werden.

Finde nun ~, so, dass f eine Komplexabbildung wird, die f fortsetzt. Wir definieren ein solches
¥pn, induktiv.

Fir g ist das Differential 0, d.h. es spielt nur die Hochhebung von f eine Rolle. Es muss f77 =cf
gelten.
Ph=PeoPl —— A

I I

Q=Q,oQ) —~ B
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Auf P} gilt fonf = €'f’, da n auf Q) zu 1, € auf P} zu ¢’ und f auf A’ zu f’ einschrankt. Wir
erhalten keine Einschréinkung an ~q.

Auf P gilt von' = &"f — fi/n. Sei B = &"f — fin: Py — B. Behauptung: 3 bildet nach
B’ = Kern(ng) ab. Dazu wird

A

Brp =" frp — fonms =" — fin" =0,

da fJ die Hochhebung von f” ist. Damit erhalten wir das gesuchte vy mit yon' = 3 aus der
Projektivitit von Py

Py

Hy lﬁ

Qy —"— B

Fiir v, mit n > 1 seien die Differentiale auf P, und @), als Matrizen gegeben durch

dp 0 d’Q 0
Clp(AP d’];) unddQ</\Q d,clg ,

wobei dp das Differential auf P} und so weiter, und Ap: P” — P’ Morphismen fiir jedes n sind,

0.

ebenso fiir (). Nun muss v, so gewahlt werden, dass die Komplexbedingung d,, f = CZQ erfiillt ist.

Es ergibt sich

s s [(dso ON[f 0 fo0\ [(ds 0
= Jd= </\P d’,é) (7 f”) - <7 1) \Mp dp
Apf'+dpy dpf” vdg + A fMdg

0 0
N <)\pr + dlllp’}/ - ’yd’Q - f”)\Q 0) ’

Damit muss y,dg = Ap 4+ dbyn_1— f" Aq gelten. Die rechte Seite ist nach Induktion bereits

festgelegt, definiere diese Seite also als a := Ap f' + d’byn_1 — " Aq- Nachrechnen liefert ady, =0,
also liegt das Bild von « im Kern von d],_, also im Bild von d/,, da der Komplex Q" exakt ist.

Somit folgt die Existenz von 7, aus der Projektivitit von P).

P//
n
v

Q4 d(Q,) — 0

Dieses 7, erfiillt v,d’ = a, also ist f nach Induktion damit ein Kettenmorphismus. O

Sei F': A — B ein rechtsexakter Funktor und habe A geniigend viele projektive Objekte. Ein
Objekt X heiit F-azyklisch, falls L; F(X) = 0 fir alle ¢ # 0. Wir haben gezeigt: Projektive
Objekte sind stets F-azyklisch. Fiir spezielle F' kann es mehr azyklische Objekte, zum Beispielen
flache Moduln fiir Tensorfunktoren.

16.4 Theorem Sei A eine abelsche Kategorie mit gentigend vielen projektiven Objekten. Set
F: A — B ein rechtsexakter Funktor. Dann bilden die abgeleiteten Funktoren L;F einen univer-
sellen 0-Funktor.

Beweis. Sei auch T, ein homologischer d-Funktor zwischen A und B und ¢g: Ty — F = LoF

ein Morphismus, d.h. eine natiirliche Transformation. Zeige: Es gibt eine eindeutige Fortsetzung
s : Ty = L F als Morphismus von d-Funktoren.
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Wir konstruieren diese Fortsetzung durch Induktion nach n, wobei ¢qg ja bereits gegeben ist.
Nach Induktionsannahme seien fiir 0 < ¢ < n die Transformationen ¢; bereits definiert, d.h. die
entsprechenden Diagramme mit den §; kommutieren.

Sei A ein Objekt in A. Sei 0 - K — P — A — 0 exakt mit P projektiv. Dann gibt es das

kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

T (A) —22 s Ty 1 (K) —— Tp1(P)

Hapn J/Wn— 1 J{@n—l

0= L,F(P) —— LyF(A) — L, 1F(K) — L,_1F(P)

Hier existiert ¢, eindeutig durch die universelle Eigenschaft des Kerns.

Zeige nun: @, : T, — L, F ist eine natiirliche Transformation. Dazu sei f: A" — A ein Morphismus
inA,0— K'— P — A" — 0 exakt mit P’ projektiv. Betrachte das kommutative Diagramm

0 K’ P’ A 0
3h dg lf
0 K P A 0.

Hier existiert g, da P projektiv ist und A durch die universelle Eigenschaft des Kerns. Nun
betrachte das folgende Diagramm.

Tn(f)

T (A) Tn(A)
T (K —t (k)
en(A) @nll [¢n—1 ©n(A)
Lnle(K/) Lna Y Lnle(K)
/ \
L F(A") LnF ) Lo F(A)

Das linke und das rechte Trapez kommutiert nach Konstruktion von ¢,. Das obere und das
untere Trapez kommutiert nach Definition eines homologischen d-Funktors. Das innere Rechteck
kommutiert nach Induktion. Damit ergibt sich unter Ausnutzung dieser Kommutativitéten.

(PnLnF(f)(sn = @nénLn—lF(h) = 6n90n—an—1F(h)
= 6nTn71(h)90n71 = Tn(f)énSOnfl = Tn(f)cpndn

Allerdings steht §,, in einer exakten Sequenz

0= L,F(P) — L,F(A) -2 L, F(K),

da P projektiv ist. Damit ist 0, injektiv, d.h. es folgt ¢, L, F(f) = Tn(f)d,. Damit ist ¢y,
natiirlich.

Wihlt man nun speziell A = A’ und f = id, allerdings verschiedene projektive P bzw. P’, so
ergibt sich hier ! = P ', d.h. das n, ist unabhéngig von dem gewadhltem projektiven P.

153



Noch zu zeigen: Die ¢, und die d,, kommutieren. Datz sei 0 — A’ — A — A” — 0 exakt in A.
Sei auch 0 - K" — P” — A” — 0 exakt mit P” projektiv. Es ergibt sich das kommutative
Diagramm

0 K// P// Al/ 0
g Eli J{id (*)
0 A A A" 0,

da fir f das Objekt P” projektiv ist und fiir g wieder tiber die universelle Eigenschaft des Kerns.
Auflerdem erhalten wir mit der Konstruktion von ¢, und der Natiirlichkeit das kommutative
Diagramm

To(A") — 1 (k") 229

LoF(A") — %y o F(K") 2P e

Aus (x) folgt mit Eigenschaft (2) des homologischen d-Funktors 7, die Kommutativitdt des

Diagramms

T (A" =2 Ty (K"

lid J{Tnfl (9)

T (A") = T, 4 (AY),

also 6, T,,—1(g) = O, ebenso fir L,F die Gleichung 6, L,,—1 F(g) = d5,. Doch damit impliziert (xx)
die gewilinschten Kommutativitaten. (I

Analoge Sitze gelten auch fiir die rechtsabgeleiten Funktoren linksexakter Funktoren, aber
mit injektiven anstatt projektiven Objekten. Insbesondere muss die abelsche Kategorie A hier
geniigend viele injektive Objekte besitzen.

Durch den Ubergang zur entgegengesetzten Kategorie ist auch der Fall von kontravarianten
Funktoren behandelt.

16.5 Proposition Seien L: A — B und R: B — A adjungierte Funktoren, d.h. L 4 R.

Dann ist L rechtsexakt und R linksexakt.

Beweis. Wir zeigen, dass R linksexakt ist, die Aussage fiir L folgt dual.

Sei 0 - By — Bs — B3 — 0 exakt in B. Sei A € A, d.h. L(A) € B. Wende den linksexakten
Funktor Homg(L(A), —) auf die exakte Sequenz an und erhalte unter Ausnutzung des natiirlichen
Isomorphismus der Adjunktion das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

0 —— Homg(L(A), B1) —— Homg(L(A), Bs) —— Homg(L(A), Bs)

I I I

0—— HOmA(A,R(Bl)) E— HOH]A(A,R(BQ)) E— HOmA(A,R(Bg))

Die untere Zeile ist exakt fiir alle A € A, d.h. auch die Sequenz 0 — R(B;) — R(B2) — R(B3)
ist exakt in A. Damit ist R linksexakt. ]

Die Funktoren Ext"™ und Tor, konnen (bis auf Isomorphie) definiert werden durch Ableiten von
Hom oder ®. Alternativ kénnen die Funktoren auch axiomatisch eingefiihrt werden.

Sei im Folgenden R ein Ring und M ein R-Linksmodul.
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16.6 Proposition (Axiome fiir Tor) Die Funktoren T}, := Tor’(—, M) sind bis auf natiirlichen
Isomorphismus eindeutig charakterisiert durch die Figenschaften (1-3).

(1) To = —®r M.
(2) T(P) =0 fir n > 1 und P projektiv.

(3) Fir jede exakte Sequenz 0 — X — Y — Z — 0 von R-Rechtsmoduln gibt es eine lang
exakte Sequenz mit natiirlichen Verbindungshomomorphismen 6,

s Ta(2) 2 Tu(X) — Ta(Y) —— Tu(Z) 22 Tt (X) — ...

Beweis. Vergleiche (1-3) hier mit dem universellen 6-Funktor gegeben durch L, Ty, siche auch
die vorherigen Beweise. O

Bemerkung Es stellt sich die unangenehme Frage, ob Ext" (X, —)(Y) ~ Ext"(—,Y)(X) gilt,
ebensor fiir Tor,. Die Antwort ist (gliicklicherweise) ja, jedoch ist das Aufschreiben eines Beweis
lang und damit lastig.

16.7 Proposition (Axiome fir Ext) Die Funktoren F" = Ext’y (M, —) sind bis auf natiirlichen
Isomorphismus eindeutig charakterisiert durch die Figenschaften (1-3).

(1) F° = Homg(M, —).

(2) F™(I) =0 fir n > 1 und I injektiv.

(3) Fir jede exakte Sequenz 0 — X —Y — Z — 0 von R-Linksmoduln gibt es eine lang exakte
Sequenz mit natirlichen Verbindungshomomorphismen 6,

5n—1
—

s —— F1(Z) FM(X) — FY) — F(Z) -2 Pri(X) —s ...
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17 Derivierte Kategorien

Sei A eine abelsche Kategorie, Ch(A) die Kategorie der Komplexe in A. Wir kénnen ein Objekt
M € A als Komplex konzentriert im Grad 0 auffassen. Seien €: P, — M und n: Q, — M zwei
projektive Auflosungen von M, d.h. P, und Q, sind Komplexe mit P, = Q = 0 fiir k < 0 und ¢
und 7 sind Quasiisomorphismen.

In diesem Fall induziert die Identitdt auf M eine Homotopiedquivalenz zwischen P, und Q,, die
Komplexe sind isomorph in der Homotopiekategorie X (A). Jedoch sind P, und Q. nicht isomorph
zu M in der Homotopiekategorie: Der Quasiisomorphismus ¢ induziert zwar einen Morphismus
P, — M in der Homotopiekategorie, im Allgemeinen existiert allerdings kein Morphismus in die
umgekehrte Richtung M — P,.

Daher erweitern wir die Homotopiekategorie X(A) zur derivierten Kategorie D(A), in der alle
Quasiisomorphismen invertierbar sind. Die Methode dazu ist das sogenannte Bruchrechnen,
analog zur Erweiterung Z — Q der ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlen. Fiir Kategorien
geht eine solche Konstruktion zuriick auf GABRIEL-ZISMAN, Calculus of fractions and homotopy
theory.

17.1 Definition Sei € eine Kategorie und S eine Klasse von Morphismen. Eine Lokalisierung
von € beziiglich S ist eine Kategorie D = S~1€ mit einem Funktor Q: C — S~!€, sodass (1-2)
gilt.

(1) Fiir s € S ist Q(s) ein Isomorphismus in S~'C.

(2) Fiir alle Funktoren F': C — €, fiir die F(s) ein Isomorphismus ist fiir alle s € S gibt es
genau einen Funktor F: @ — S™1€ mit F = F o Q.

(G N

I
QJ -
: Jr

s-te

Die Lokalisierung S~!'€ ist eindeutig bis auf natiirliche Aquivalenz, falls sie existiert.
17.2 Definition Eine Klasse S von Morphismen in € heif3t multiplikatives System in €, wenn
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Sind s,t € S komponierbar, so ist auch st € S, d.h. S ist abgeschlossen unter Multiplikation.

(2) (Ore-Bedingung) Seit: Z — Y in S. Dann gibt es fiir alle g: X — Y in € ein kommutatives
Diagramm
W ——Z

ls :
X -y
mit s € S.
(3) (Kiirzungsregel) Seien f,g: X — Y in €. Dann sind dquivalent
(a) Es gibt ein s € S mit fs = gs.
(b) Es gibt ein t € S mit tf = tg.
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Beispiel Wir betrachten die ganzen Zahlen Z als Kategorie mit einem Objekt und Morphismen
Mor(Z) = Z, Komposition ist die Multiplikation von ganzen Zahlen.

Sei S :=Z\ {0}. Dann ist S ein multiplikatives System in Z. Hier bilden die rationalen Zahlen
Q bilden die Lokalisierung S~'Z von Z an S.

Bemerkung (Konstruktion von S™'€) Sei S ein multiplikatives System in einer Kategorie €.

Sei S 3s: X7 — X und f: X1 — Y ein beliebiger Morphismus in €. Dann ist
X x Ly

ein Linksbruch s~ 'f: X =Y.

Analog ist fir S 5¢: Y7 — Y und g: X — Y] beliebig
X Loy v

ein Rechtsbruch gt=': X =Y.

Zwei Linksbriiche s 7' f: X < X; = Y und t~'¢: X + X; — Y heiflen dquivalent, falls es einen
Linksbruch r~'h: X < X3 — Y und Morphismen «: X3 — X; und : X3 — X, gibt , sodass
folgendes Diagramm kommutiert.

I
LA

Die Axiome fiir ein multiplikatives System garantieren nun, dass dies eine Aquivalenzrelation

ist, welche mit der Komposition von Briichen vertriglich ist (siehe unten fiir die Definition der
Komposition von Briichen).

Dann kann S~'C definiert werden als Kategorie mit den gleichen Objekten wie €, jedoch mit
Aquivalenzklassen von Briichen als Morphismen. Der Lokalisierungsfunktor schickt dann einen
Morphismus f: X — Y auf den Bruch id™! f: X - Y.

Damit ist, bis auf mengentheoretische Probleme, die Existenz der Lokalisierung S~!€ behandelt.
Mit sogenannten Modellkategorien lasst sich in gewissen Spezialfillen dieses mengentheoretische
Problem 16sen.

Bemerkung (Multiplikation von Briichen) Seien zwei Briiche in S~'C gegeben, reprisentiert
durch

X1 Y1
f t g
AN /X
X Y Y Z.
Nach der Ore-Bedingung gibt es einen (nicht eindeutigen) Bruch
w
v N
X1 Y1
sodass das folgende Quadrat kommutiert.

WLYl

ok
X, Lnl/
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Doch fir jede Wahl von r und h sind die zusammengesetzten Briiche

w
RN
X1 Y,
e N
X Z

alle dquivalent zueinander, d.h. dies definiert eine Multiplikation in S~'C.

Ist € additiv, so ist auch S~'C additiv.

Wir kommen nun zuriick zu unserem motivierendem Beispiel. Ist A eine abelsche Kategorie, so
bilden die Quasiisomorphismen ein multiplikatives System auf X (A).

17.3 Definition Die derivierte Kategorie D(A) ist die Lokalisierung der Homotopiekategorie
K (A) am multiplikativen System der Quasiisomorphismen.

Auch die Homotopiekategorie K(A) ist eine Lokalisierung: Sie ist die Lokalisierung von Ch(A)
am multiplikativen System der Homotopiedquivalenzen.

17.4 Theorem Sei A eine abelsche Kategorie.
(a) Besitzt A geniigend viele injektive Objekte, so gibt es eine Aquivalenz DV (A) ~ KT (A-Inj).

(b) Besitzt A geniigend viele projektive Objekte, so gibt es eine Aquivalenz D~ (A) ~ X~ (A-Proj).

Beide Aquivalenzen sind Aquivalenzen von triangulierten Kategorien.

17.5 Lemma Sei Y ein nach unten beschrinkter Komplex mit injektiven Termen, Z irgendein
Komplex und t: Y — Z ein Quasiisomorphismus. Dann ist t in K(A) die Inklusion eines direkten
Summanden.

Beweis. Nach Proposition 15.13 gibt es die kurze exakte Sequenz

0 — Z - Cone(t) A, Y[-1] — 0

mit dem azyklischen Kegel Cone(t). Da Y nach unten beschrénkt ist und injektive Eintrége hat,
ist 6 nullhomotop.

-

Damit gibt es eine Homotopie v: Cone(t) — Y mit § = vd + dv.
Sei nun v = (7, s): Y[—1] & Z = Cone(t) — Y mit Morphismen v: Y[-1] - Y und s: Z = Y.
Ist nun (y,2) € Y[—1] ® Z in einem Grad n, so gilt

—y=(y,2)8 = (y,2)(vd + dv)

= (yy+ zs)d + (yd, —yt — zd)v
= yvd + zsd + ydy — yts — zds.

Insbesondere folgt fiir y = 0, dass zsd = zds fir alle z € Z. Damit ist s ein Kettenmorphismus.
Fir z = 0 folgt dagegen yts — y = yvd + yd~y, d.h. ts ist homotop zur Identitdt. Damit ist ¢ split
mono in K(A). O
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17.6 Lemma Sei X ein Komplex, I ein nach unten beschrinkter Kompler mit injektiven
Eintrdgen und P ein nach oben beschrinkter Komplex mit projektiven Eintrigen. Dann gelten

Homyp 4) (X, I) =~ Homy () (X, 1) und  Homgpg) (P, X) =~ Homg ) (P, X)

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage.

In D(A) ist ein Morphismus X — I reprisentiert durch einen Bruch gt=': X — Z < I in K(A),
wobei ¢ ein Quasiisomorphismus ist. Nach Lemma 17.5 gibt es s: Z — I, sodass ts = id in K(A)

wird. Setze nun
HOIIID(A) (X, I) E— Homx(ﬁ) (X, I)

gt7l — gs
hid™! «—— h
Es gentigt Wohldefiniertheit der Abbildung nach rechts zu zeigen. Dazu zeige zuerst, dass in
D(A) die Briiche gt~! und gs id~! dquivalent sind. Doch dies folgt aus der Kommutativitit des
folgendes Diagramms.

Als niichstes zeige, dass aus der Aquivalenz von gsid™! und fid™! mit f: X — I in K(A)
beliebig stets f = gs folgt. Dazu betrachte das folgende Diagramm.

LA,
WA

Doch dann ist &« = 8 = 7 und es gilt gsr = fr mit dem Quasiisomorphismus r: I — W. Nach
Lemma 17.5 ist 7 split mono, d.h. es folgt gs = f. ]

Beweisskizze zu Theorem 17.4. Es miissen im Wesentlichen noch zwei Aussagen gezeigt werden.
(1) Die Isomorphismen in X" (A) sind genau die Quasiisomorphismen.

Dies folgt aus Lemma 17.5: Ist ¢t: Y — Z ein Quasiisomorphismus in X (A-Inj), so gibt es
ein s mit id = ts. Umgekehrt gibt es durch Vertauschen der Rollen von Y und Z (da auch
s Quasiisomorphismus ist) ein u mit id = su. Damit ist s split mono und split epi, also ein
Isomorphismus.

(2) Alle Objekte in KT (A) sind isomorph zu Objekten in Xt (A-Inj).
Benutze allgemeine injektive Auflésungen fiir Objekte in KT (A), die sogenannten Cartan-
FEilenberg-Auflésungen. O
Bemerkung (Abgeleitete Funktoren zwischen derivierten Kategorien) Sei F': A — B ein
linksexakter und G: A — B ein rechtsexakter Funktor zwischen abelschen Katgorien.

Dann existieren unter gewissen Zusatzvoraussetzungen die abgeleiteten Funktoren auch zwischen
den derivierten Kategorien, d.h. es gibt

RF: D*(A) —» DH(B) mit RF(X)= H;(F(X))
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und

LG: DT(A) — DT(B) mit L,G(X)=H;(G(X))
Beispiele sind R Hom und L®.

Beispiel (Konkretes Beispiel einer derivierten Kategorie) Sei A erblich, P, € K"(A-proj) ein
beschrénkter Komplex mit endlich erzeugt projektiven Eintragen. Ohne Einschrankung sei P; = 0
fir j <0.
Da A erblich, ist das Bild d;(P;) C Py auch endlich erzeugt projektiv. Damit ist dy: P — di(Py)
split epi, d.h. Py ~ dy(P;) ® P| mit di(P;) = 0. Somit ist der Komplex P, isomorph zur direkten
Summe der Komplexe

0—— dl(Pl) — P() — 0

P Pl 0

Fithren wir diesen Prozess induktiv fort, so ist, da P, beschrinkt ist, der Komplex P, eine
endliche direkte Summe von Komplexen der Form

00— @ —0 oder O P Q 0

mit P und @ projektiv endlich erzeugt. Weiterhin ist die Komplexabbildung

0 P Q 0

|

0 0 Q/P 0

ein Quasiisomorphismus, d.h. in KP(A-proj) ~ DP(A-mod) ist jedes unzerlegbare Objekt isomorph
zu einem verschobenen unzerlegbaren Modul.

Seien nun M7 und Ms beliebige endlich erzeugte A-Moduln und

0 P1 Ql M1 0 bzw. 0 P2 QQ M2 0

exakt mit Py, P», Q1, Q2 projektiv endlich erzeugt (moglich da A erblich). Nach dem Vergleichssatz
fiir projektive Auflésungen léasst sich jeder Morphismus f: M; — M>s hochheben zu einem
Kettenmorphismus f, zwischen den projektiven Auflésungen, eindeutig bis auf Homotopie.

Allgemein liefert dies fiir einen beliebigen Ring einen voll-treuen Funktor
A-mod — D (A-mod).

Zuriick zu unserem Spezialfall von oben, betrachte Kettenabbildungen zwischen der projektiven
Auflésung von M; und der verschobenen Auflésung von M.

0 P —%5Q 0
Lo o |
g d g
0 P Q2 0

Vergleiche diese f bis auf Homotopie mit der Definition von Ext!, wende also Hom (—, Ms) auf
die exakte Sequenz

0 Py Q1 M, 0

an, also erhalte

0 — Hom(My, M) — Homu(Q1, My) — Hom(Py, My) — ExtYy (M, My) — 0.
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Dann ist Extl (M, Ms) ~ Homa(P;, Ms)/d(Hom4(Q1, Ms)). Jeder Morphismus P, — M,
induziert ein f: P; — ()2, welches eindeutig bis auf Faktorisierung iiber P; ist.

Q2 Mo 0

Ein Vergleich mit dem f von oben zeigt, dass
Extly (M1, Ma) =~ Homgen (4 pro) (P1 = Q1, (P2 = Q2)[1]) = Homyen (4 o) (M1, Ma[1]).
Fiir einen allgemeinen Ring gilt eine d&hnliche Aussage, ndmlich
Ext’} (M1, M) ~ Hompb (4poq) (M1, Ma[n]).

fir n > 0. Ist n < 0, so ist Ext’y (M;, Ms) = 0.

Bemerkung Falls A nicht erblich, ist nicht mehr jeder unzerlegbare beschrinkte Komplex
mit projektiven Eintrdgen quasiisomorph zu einem verschobenen Modul. Ist M unzerlegbar
mit projdim M > 1, so wihle eine minimale projektive Auflésung und schneide diese ab an
k < projdim M.

0 Py . P Py 0

Die Homologie an 0 ist M # 0 und da die Auflésung minimal gewéhlt wurde ist die Homologie
auch an k nicht 0. Doch damit kann dieser Komplex nicht quasiisomorph zu einem verschobenen
Modul sein, da dieser nur an einer Stelle eine Homologie ungleich 0 besitzt.

Beispiel Ist A = k[z]/(2?), so ist A nicht erblich. Betrachte den beschriinkten Komplex mit
projektiven Eintragen

0 A 24242 A 0
=~ =~
Py Py

Dann ist an P3 die Homologie gleich (x)/0 ~ k und an Py die Homologie gleich A/(x) ~ k.
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