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Diskussionsaufgaben sind mit * markiert.

Aufgabe 30 (schriftlich)

In dieser Aufgabe betrachten wir Matrizen mit Eintrédgen aus den komplexen Zahlen.

03 3
a) Seit A=|(0 0 3
0 00

Zeigen Sie, dass die Matrix A nilpotent ist. Bestimmen Sie die Normalform von A
und eine Basis, beziiglich der A die Normalform annimmt.

b) Zeigen Sie fiir n < 6: Zwei nilpotente n X n Matrizen sind genau dann &dhnlich, wenn
ihre Minimalpolynome und ihre Rénge iibereinstimmen.

c¢) Gilt die Aussage auch noch fiir n = 77

Aufgabe 31
4 0 2
Gegeben ist die reelle Matrix A= | -2 2 6
4 0 6

Sei f:R® — R3 mit f(z) = A-x. Bestimmen Sie alle f-invarianten Unterriume von R3.

Aufgabe 32

Sei K ein Korper, p € K|z| ein beliebiges Polynom, V' ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum iiber K und seien f,g:V — V lineare Abbildungen mit fg = gf.
Zeigen Sie, dass Kern(p(f)) und Im(p(f)) g-invariante Unterrdume von V' sind.

Aufgabe 33

a) Seien A und B nilpotente 3 x 3-Matrizen mit komplexen Eintréigen.
Zeigen Sie, dass die Matrizen A und B genau dann dhnlich sind, wenn ihre Minimal-
polynome gleich sind.

b) Stimmt die Aussage in a) auch noch fiir nilpotente 4 x 4-Matrizen mit komplexen
Eintragen?



Aufgabe 34*

a) Sei Fy der Korper mit 2 Elementen.
Wieviele nilpotente und wieviele invertierbare 2 x 2-Matrizen gibt es iiber Fy?

b) Sei F, ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und sei n > 1.
Wieviele invertierbare n x n Matrizen gibt es iiber IF,?

Aufgabe 35*
Sei n > 1 eine natiirliche Zahl.

n

Seien ay, as, ..., a, komplexe Zahlen mit > a}* = 0 fur alle m € {1,2,...,n}.
k=1
Zeigen Sie: a; = ag = ... = a, = 0 (Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 29 b)).

Aufgabe 36*

Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Eine Partition von n ist eine Darstellung n = a1+as+...4ay
mit a; > ag > ... > a, > 1, wobei a; auch natiirliche Zahlen sind. Die a; heiflen die Teile
der Partition. Sei p(n) die Anzahl von Partitionen von n.

a) Bestimmen Sie alle Partitionen von n = 5.

b) Wieviele verschiedene nilpotente n x n-Matrizen gibt es bis auf Ahnlichkeit iiber einem
Korper? Driicken Sie Thre Antwort mit Hilfe von Partitionen aus.

c) Zeigen Sie: Die Anzahl von Partitionen von n mit genau k Teilen ist gleich der Anzahl
der Partitionen von n — k mit hochstens k Teilen.

d) Sei p(n,k,m) die Anzahl von Partitionen von n mit héchstens k& Teilen und a; < m.

Bestimmen Sie Y p(n, k,m).
n=1

Aufgabe 37 (Bonusaufgabe: Durch schriftliche Bearbeitung und Abgabe kénnen Zu-
satzpunkte erreicht werden.)

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum {iber den komplexen Zahlen, f : V — V eine
lineare Abbildung und A € C.

a) Bestimmen Sie die charakteristischen Polynome von A f und f+\-idy in Abhéngigkeit
vom charakteristischen Polynom x; von f.

b) Bestimmen Sie die Minimalpolynome von A f und f + A - idy in Abhéngigkeit vom
Minimalpolynom m; von f.
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