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Diskussionsaufgaben sind mit * markiert.

Aufgabe 6 (schriftlich)

a) Sei R ein kommutativer Ring und U(R) := {z € R|3y € R : xy = 1}. Zeigen Sie, dass
U(R) mit der Multiplikation des Ringes R eine Gruppe ist.

b) Sei n > 2. Zeigen Sie, dass x € U(Z/nZ) aquivalent zu ggT(z,n)=1 ist. Bestimmen
Sie U(Z/93Z).

¢) Bestimmen Sie alle Untergruppen von Z/6Z.

d) Bestimmen Sie alle Normalteiler der symmetrischen Gruppe S3 auf 3 Buchstaben und
die zugehorigen Faktorgruppen.

Aufgabe 7

a) Sei G eine Gruppe und Z(G) := {x € G|Vy € G : xy = yz}. Ist Z(G) ein Normalteiler
in G? Bestimmen Sie Z(S3), wenn S3 die symmetrische Gruppe auf 3 Buchstaben
bezeichnet.

b) Zeigen Sie: Jede Untergruppe U einer Gruppe G vom Index 2 ist ein Normalteiler.

Aufgabe 8

Sei f die Abbildung f(A) =Spur(A), wobei Spur(A) = > a;; wenn A = (a;;);; eine
k=1

n x n-Matrix ist. Sei V' der Vektorraum aller 2 x 2-Matrizen iiber R.

a) Geben Sie eine Basis B von V an.

b) Zeigen Sie: f € V*.

c) Geben Sie den Koordinatenvektor von f beziiglich der zu B dualen Basis an.



Aufgabe 9

Sei V,, der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad < n. Sei f; : V, — R die
Abbildung fi(p) = fol f(z)dz, fo : V,, = R die Abbildung f>(p) = p™ (n-te Ableitung)
und f3: V,, = R die Abbildung f3(p) = 1.

a) Geben Sie eine Basis B von V,, an.
b) Welche f; sind in V*?

c) Bestimmen Sie die Koordinatenvektoren der f; € V.* beziiglich einer zu B dualen
Basis.

Aufgabe 10

a) Sei L der von aufgespannte Unterraum von W = R?. Geben Sie eine Basis von
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2
W/L an und beschreiben Sie die Elemente von W/L geometrisch.

b) Seinun V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V. Sei 7 : V' — V/U die Projek-
tion und ay, ag, . .., a, € V. Zeigen Sie: Sind 7(a4), 7w(ag), . .., n(a,) linear unabhéngig
in V/U, so sind auch ay, as, . .., a, linear unabhéngig in V. Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 11*

Zeigen Sie, dass jede Permutation als Produkt von disjunkten Zyklen geschrieben werden
kann. Sei s, die Anzahl an Permutationen in der symmetrischen Gruppe S,, mit genau
k disjunkten Zyklen, wobei soo := 0 und sg := 0 fiir alle £ > 0.

a) Schreiben Sie alle Elemente aus S3 als Produkt von disjunkten Zyklen.
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)
b) Zeigen Sie: s,1 = (n — 1)! und s,,,—1 = (3).
c) Zeigen Sie fiir n > 1 die Rekursion s, = Sp—14-1 + (0 — 1)Sp_1 4.
)

d) Bestimmen Sie s, 5.

n

e) Finden Sie alle Nullstellen von Y s, 2.
k=0
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