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Aufgabe 17 (schriftlich)

(a) Entscheiden Sie direkt mit der Definition von Differenzierbarkeit fiir jede der fol-
genden Funktionen, ob sie an der Stelle £ = 1 differenzierbar ist:

(i) f1:R— Rmit fi(x) =23+ 1.
(i) fo: R — R mit fo(x) = |z — 1.
(111) f3 : R21 — R mit fs(ﬂ?) =+ —1.
(b) Gegeben sind die Funktionen g; : R — R mit g;(z) = 223, g» : R\ {-1} = R

mit go(r) = {7% und g3 : R — R mit gs(z) = iiﬁi Berechnen Sie die folgenden

Ableitungen:

(durch Anwendung der Produktregel)
(durch Anwendung der Kettenregel)
(

durch Anwendung der Quotientenregel)

x falls x < 1

%2—1—% falls x > 1.

Ist h iiberall differenzierbar? Bestimmen Sie A’ an allen Stellen, an denen es existiert.
Ist A’ auf seinem Definitionsbereich stetig? Ist A’ auf seinem Definitionsbereich dif-
ferenzierbar?

(c) Gegeben sei die Funktion h: R — R mit h(z) =

Aufgabe 18

Sei D C R eine Menge mit der Eigenschaft, dass x € D genau dann, wenn —z € D gilt.
Eine Funktion f : D — R heifit gerade, falls fiir alle x € D gilt: f(x) = f(—z). Eine
Funktion g : D — R heifit ungerade, falls fiir alle x € D gilt: g(x) = —g(—x).

(a) Bestimmen Sie alle geraden bzw. ungeraden Polynome in R[X] und berechnen Sie
deren Ableitungen.

(b) Zeigen Sie, dass jede Funktion h : D — R eine eindeutige Darstellung h = f + g

hat, wobei f gerade und g ungerade ist.
(Hinweis: Wahlen Sie f(x) := W)

(c) Zeigen Sie, dass die Ableitung einer geraden differenzierbaren Funktion ungerade ist
und dass die Ableitung einer ungeraden differenzierbaren Funktion gerade ist.



Aufgabe 19

Zeigen Sie, dass folgende Funktionen f : R — R streng monoton wachsend und bijektiv
sind. Berechnen Sie (f~1)'(b) fiir das angegebene b € R:

(a) f(z) =24+ 2+ 1und b= 3.

(b) f(z)=2*+2x+4und b= 1.

Aufgabe 20

In dieser Aufgabe bezeichnen wir mit der Exponentialfunktion = — e* die eindeutige
Funktion y : R — R mit y(0) = 1 und ¢ = y. Die Existenz und Eindeutigkeit wird spéter
in der Vorlesung gezeigt. Zudem definieren wir induktiv die n-te Ableitung einer Funktion
f durch f© := f und f™ = (f(*=DY,

(a) Seien f und g n-mal differenzierbare Funktionen und h : z — f(z) - g(x). Zeigen
Sie, dass auch h n-mal differenzierbar ist und fiir die n-te Ableitung von h gilt:

n n -
B — Z (k) fR) gn=h)

k=0
(b) Berechnen Sie die 2015-te Ableitung der Funktion a : R — R mit a(x) = x’¢”.
(c¢) Fir n € N definieren wir Funktionen L, : R — R mit L,(z) := fl—flﬁl”) (x), wobei

l, - R — R mit l,(z) := L. Zeigen Sie, dass L,(z) ein Polynom vom Grad n ist
und berechnen Sie die Koeffizienten dieses Polynoms.
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