
1 Folgen und Grenzwerte1.1 De�nition Sei X eine Menge. Eine Folge von Elementen in X ist eine Abbildung
a : N Ñ X oder a : N0 Ñ X. Wir shreiben an :� apnq. panqnPN (oder einfah panq)bezeihnet die Folge.1.2 De�nition Sei A eine Menge mit einem Abstandsbegri� d (z.B. A � R oder A �
Cq und panqnPN eine Folge von Elementen in A. Die Folge panq konvergiert gegen denGrenzwert a P A genau dann, wenn gilt:� ε P R¡0 D N0 � N0pεq P N � n ¥ N0pεq : dpan, aq   ε.Shreibweise: lim

nÑ8an � a, oder an Ñ a für nÑ8 oder an nÑ8ÝÑ a.Die Folge panq heiÿt dann konvergent. Wenn die Folge panq keinen Grenzwert hat, dannheiÿt sie divergent.1.3 Lemma Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert. D.h. an nÑ8ÝÑ a und
an

nÑ8ÝÑ bñ a � b.1.4 Proposition Gegeben sind konvergente Folgen an nÑ8ÝÑ a und bn nÑ8ÝÑ b sowie eineKonstante c (alle an, bn und c in derselben Menge). Dann gilt:(a) an � bn
nÑ8ÝÑ a� b. Insbesondere: an � c ÝÑ a� c(b) an � bn ÝÑ a � b. Insbesondere: c � an ÝÑ c � a und �an ÝÑ �a() Falls bn � 0 für alle n und b � 0 : an

bn
ÝÑ a

bSeien nun alle an, bn reelle Zahlen. Dann gilt:(d) an ¤ bn � nñ a ¤ b(e) Sei pdnq eine Folge reeller Zahlen mit an ¤ dn ¤ bn � n.Falls a � b, dann konvergiert dn nÑ8ÝÑ a � b. (�Sandwihsatz�)Beispiele:
n
?
x

nÑ8ÝÑ 1

lim
nÑ8 cn

n!
� 02 Folgen reeller Zahlen2.1 Theorem (Konvergenzkriterium von Cauhy): Eine Folge panqnPN reeller Zahlen istkonvergent genau dann, wenn gilt:� ε ¡ 0 D N0 P N � n1, n2 P N, n1, n2 ¥ N0 : |an1

� an2
|   ε(dann heiÿt panq eine Cauhy-Folge).2.2 Lemma Eine konvergente Folge panqnPN (reeller Zahlen) ist beshränkt, d.h. dieMenge tan : n P Nu hat eine obere und eine untere Shranke.2.3 De�nition Eine Folge panqnPN heiÿt monoton wahsend (oder monoton steigend)

:� � n P N : an ¤ an�1. Wenn �n P N gilt: an ¥ an�1, dann heiÿt panq monoton fallend.Die Folge panq heiÿt monoton, wenn sie monoton wahsend oder monoton fallend ist.1



2.4 Theorem (Satz von Bolzano und Weierstraÿ, erster Teil): Eine monotone und be-shränkte Folge reeller Zahlen ist konvergent.2.5 Proposition Die Folge panqnPN mit an :� p1 � 1
n
qn ist beshränkt und monotonwahsend, also konvergent. Der Grenzwert wird mit e bezeihnet und heiÿt die EulersheZahl.2.6 Lemma Sei q P R, |q|   1 und psnqnPN die Folge mit sn :� ņ

j�0

qj . Dann konvergiertpsnq gegen 1
1�q

.2.7 De�nition Sei panqnPN eine Folge und f : N Ñ N, k ÞÑ nk eine streng monotonwahsende Abbildung, d.h. n1   n2   n3   . . . . Dann heiÿt pbkqkPN mit bk � afpkq � ankeine Teilfolge der Folge panqnPN.2.8 De�nition Sei panqnPN eine Folge. Dann heiÿt a ein Häufungspunkt oder Häufungs-wert der Folge panq :� � ε ¡ 0 D unendlih viele Indizes k mit |a� ak|   ε.2.9 Proposition Eine Zahl a ist genau dann Häufungspunkt einer Folge panq, wenn sieGrenzwert einer Teilfolge ist.2.10 Theorem (Satz von Bolzano undWeierstraÿ, zweiter Teil): Eine beshränkte Folgereeller Zahlen besitzt mindestens einen Häufungspunkt.3 Reihen3.1 De�nition Eine (unendlihe) Reihe ist eine Folge psnqnPN, zu der eine FolgepajqjPN existiert, so dass �n P N : sn � ņ

j�1

aj gilt. Die sn heiÿen Teilsummen oderPartialsummen. Falls sn nÑ8ÝÑ s, shreiben wir 8̧
j�1

aj � s.Beispiele
sn � ņ

j�1

1

j
harmonishe Reihe. Diese Reihe divergiert.

sn � ņ

j�0

qj für |q|   1, geometrishe Reihe. 8̧
j�0

qj � 1

1� q
.8̧

j�0

1

j!
� e Exponentialreihe.3.2 Lemma Wenn 8̧

j�1

aj � s konvergiert, dann ist die Folge pajqjPN eine Nullfolge, d.h.
aj

jÑ8ÝÑ 0.3.3 De�nition Eine Folge pajq heiÿt alternierend, wenn für alle j gilt: aj �aj�1 ¤ 0 (d.h.Vorzeihenwehsel bei jedem Shritt). Eine Reihe heiÿt alternierend, wenn die zugehörigeFolge pajq alternierend ist. 2



3.4 Leibniz-Kriterium Eine alternierende Reihe ņ

j�1

aj konvergiert, falls die Folgep|aj|qjPN eine monoton fallende Nullfolge ist.3.5 De�nition Eine Reihe ņ

j�1

aj heiÿt absolut konvergent, wenn ņ

j�1

|aj| konvergiert.Die Reihe ņ

j�1

aj heiÿt bedingt konvergent, wenn sie konvergiert, aber ņ

j�1

|aj| divergiert.3.6 Satz Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe konvergiert gegen densel-ben Grenzwert.3.7 Shokierender Satz: (Riemannsher Umordnungssatz) Sei ņ

j�1

aj eine bedingtkonvergente Reihe reeller Zahlen und x irgendeine reelle Zahl. Dann existiert eine Um-ordnung der Reihe, die gegen x konvergiert. Auÿerdem gibt es eine divergente Umord-nung, die nah oben unbeshränkt ist und eine, die nah unten unbeshränkt ist.3.8 Kriterien zur Konvergenz von Reihen Sei � ņ

j�1

aj

�
nPN eine Reihe. Dann gilt:(a) (Majoranten-Kriterium) Falls eine konvergente Reihe � ņ

j�1

bj

�
nPN existiert mit|aj| ¤ bj�j, dann konvergiert auh � ņ

j�1

aj

�, sogar absolut.(b) (Quotienten-Kriterium) Falls Dt P r0, 1q und N1 P N, so dass �n ¥ N1 : an � 0und |an�1

an
| ¤ t, dann ist � ņ

j�1

aj

� absolut konvergent.(b) (Wurzel-Kriterium) Falls Dt P r0, 1q und N2 P N, so dass �n ¥ N2 : n
a|an| ¤ t,dann ist � ņ

j�1

aj

� absolut konvergent.4 Stetige Funktionen4.1 Erste De�nition von Stetigkeit:(Folgende�nition) Sei f : X Ñ Y eine Funktionund x0 P X.
f heiÿt stetig an x0 :� � Folgen panqnPN mit Werten in X und lim

nÑ8an � x0gilt: lim
nÑ8f panq � f px0q.

f heiÿt stetig in (oder auf) X, wenn es an jeder Stelle x0 P X stetig ist.Beispiele:
f : RÑ R mit f pxq � x2 ist überall stetig.3



gpxq :� n für n ¤ x   n�1 ist für x P Z niht stetig: gpnq � n, rehts davon auh,aber links von n : gpxq � n� 1 �Sprungstelle�4.2 Zweite De�nition von Stetigkeit (ε-δ-De�nition) Sei f : X Ñ Y eine Funk-tion und x0 P X. f heiÿt stetig an x0: ��ε ¡ 0 D δ � δpεq ¡ 0 �x1 P X : |x1 � x0|looomooon�dpx1,x0q   δ ñ |f px1q � f px0q|loooooooomoooooooon�dpfpx1q,fpx0qq   εDie Menge tx1 P X : dpx1, x0q   δuloooooooooooooomoooooooooooooon
Uδpx0q heiÿt δ-Umgebung von x0.Entsprehend heiÿt ty1 P Y : dpy1, f px0qq   εuloooooooooooooooomoooooooooooooooon

Uεpfpx0qq ε-Umgebung von f px0q. Die De�nitionverlangt also, dass f eine δ-Umgebung von X0 in eine ε-Umgebung abbildet: f pUδpx0qq �
Uεpf px0qq.Ahtung: Ob eine Funktion (überall oder in einem bestimmten Punkt) stetig ist, hängtvon der Wahl des De�nitionsbereihs ab. X̃ � X, f stetig auf X ñ f stetig auf X̃ , aberdie Umkehrung gilt niht.4.3 Lemma Sei f : X Ñ Y stetig an x0 und g : U Ñ V mit Y � U stetig an f px0q.Dann ist g � f auh an x0 stetig.Für X und Y wählt man oft R selbst oder eine der folgenden Mengen (Intervalle):ra, bs � tx P R : a ¤ x ¤ bu abgeshlossenes Intervallpa, bq � tx P R : a   x   bu o�enes Intervallra, bq � tx P R : a ¤ x   bu halbo�enes Intervallpa, bs � tx P R : a   x ¤ bu halbo�enes Intervalloder auhra,8q � tx P R : a ¤ xupa,8q � tx P R : a   xu(�8, bs � tx P R : x ¤ bu(�8, bq � tx P R : x   buIn dieser Notation ist R � p�8,8q4.4 Nullstellensatz von Bolzano: Sei f : ra, bs Ñ R stetig, so dass f paq und f pbqvershiedene Vorzeihen haben. Dann existiert ein c P pa, bq mit f pcq � 0, d.h. f hateine Nullstelle.4.5 Korollar (Zwishenwertsatz von Bolzano) Sei f : ra, bs Ñ R stetig und y eine reelleZahl zwishen f paq und f pbq. Dann existiert x0 P ra, bs mit f px0q � y.4.6 De�nition Sei f : X Ñ X eine Selbstabbildung der Menge X. x0 P X heiÿtFixpunkt von f :� f px0q � x0. 4



4.7 Korollar Sei f : ra, bs Ñ ra, bs stetig. Dann existiert ein Fixpunkt.4.8 Proposition Sei f : ra, bs Ñ ra, bs monoton wahsend (d.h. x1   x2 ñ f px1q ¤
f px2q) und stetig, a0 P ra, bs und an�1 :� f panq �n (rekursive De�nition). Dann istpanq eine monoton wahsende oder fallende Folge, die konvergiert. Der Grenzwert ist einFixpunkt von f .4.9 Kontraktionssatz Sei f : ra, bs Ñ ra, bs eine kontrahierende Selbstabbildung, d.h.Dq P r0, 1q, so dass �x, y P ra, bs :|f pxq � f pyq| ¤ q|x� y|Dann besitzt f genau einen Fixpunkt c P ra, bs.Sei x0 P ra, bs und xn�1 :� f pxnq. Diese Folge konvergiert gegen c. Auÿerdem gilt dieFehlerabshätzung |c� xn| ¤ qn

1� q
|x1 � x0| �n P N.Kontrahierende Selbstabbildungen sind Spezialfälle von dehnungsbeshränkten (oder Lipshitz-stetigen) Funktionen, für die gilt: |f pxq�f pyq| ¤ λ|x�y| mit irgendeinem λ ¥ 0. SolheFunktionen sind immer stetig.4.10 Theorem Sei f : ra, bs Ñ R stetig. Dann ist f injektiv � f ist streng monotonwahsend oder fallend.4.11 Theorem Sei f : ra, bs Ñ R stetig. Dann ist tf pxq : x P ra, bsu beshränkt und fhat ein Maximum und ein Minimum:Dx1 P ra, bs : �x : f pxq ¤ f px1q, Dx2 P ra, bs : �x : f pxq ¥ f px2q.Beispiele:

f : RÑ R, f pxq :� #1, x P Q

0, x R Q
ist nirgends stetig.

g : RÑ R, gpxq :� #1, x � 1

5, x � 1
ist an x0 � 1 niht stetig.

h : RÑ R, hpxq :� # 1
x
, x � 0

0, x � 0
ist an x0 � 0 unstetig.4.12 De�nition Sei f : X Ñ R und ξ P R. Wir sagen, dass ξ im Abshluss von Xliegt genau dann, wenn es eine Folge pxnqnPN von Elementen in X gibt mit lim

nÑ8xn � ξ.Bezeihnung: ξ P X.Sei nun ξ P X und ηl P R. ηl heiÿt der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle
ξ :� �pxnqnPN Folge von Elementen in X mit xn nÑ8ÝÑ ξ, alle xn   ξ, gilt: f pxnq nÑ8ÝÑ ηl.Shreibweise: ηl � lim

xÑξ�f pxq � lim
xÕξ

f pxq � f pξ�q.Entsprehend heiÿt ηr P R der rehtsseitige Grenzwert von f an der Stelle ξ :� �pxnqnPNFolge von Elementen in X mit xn nÑ8ÝÑ ξ, alle xn ¡ ξ, gilt: f pxnq nÑ8ÝÑ ηr.Shreibweise: ηr � lim
xÑξ�f pxq � lim

x×ξ
f pxq � f pξ�q.5



4.13 Proposition Sei X � R oder X � pa, bq, f : X Ñ R und ξ P X. Dann ist f an ξstetig � f pξ�q � f pξ�q � f pξq.Wenn f pξ�q � f pξ�q gilt, kann man f an der Stelle ξ stetig mahen: Sei f̃ : X Ñ Rde�niert durh
f̃ : x ÞÑ #

f pxq, x � ξ

f pξ�q � f pξ�q, x � ξDann ist f̃ stetig an ξ und stimmt auÿerhalb von ξ mit f überein.5 Di�erenzierbare Funktionen5.1 De�nition Sei I ein Intervall, f : I Ñ R und ξ P I. Dann heiÿt f di�erenzierbar in
ξ :� lim

xÑξ�fpxq�fpξq
x�ξ

� lim
xÑξ�fpxq�fpξq

x�ξ
�: η P R.Bezeihnung: η �: f 1pξq, die Ableitung von f in ξ.5.2 Lemma Sei f : I Ñ R, ξ P I und Fξ :� #fpxq�fpξq

x�ξ
, x � ξ

η, x � ξDann gilt: f di�erenzierbar in ξ mit f 1pξq � η � Fξ stetig in ξ.5.3 Lemma Wenn f in ξ di�erenzierbar ist, dann ist f in ξ auh stetig.5.4 Theorem Die reellwertigen Funktionen f und g seien im Intervall I de�niert undin ξ P I di�erenzierbar, die reellwertige Funktion h sei im Intervall J de�niert und esgelte J � f pIq, so dass h � f de�niert ist.Dann gilt:(a) f � g ist in ξ di�erenzierbar und pf � gq1pξq � f 1pξq � g1pξq.
f � g ist in ξ di�erenzierbar und pf � gq1pξq � f 1pξq � g1pξq.Für λ P R ist λf in ξ di�erenzierbar und pλf q1pξq � λ � f 1pξq.(b) (Produktregel) f � g ist in ξ di�erenzierbar und pf � gq1pξq � pf � g1qpξq � pf 1 � gqpξq.() (Quotientenregel) Falls gpξq � 0 ist, ist f

g
in ξ di�erenzierbar und�

f
g

	1 pξq � pgf 1qpξq�pfg1qpξqpg2qpξq .(d) (Kettenregel) Falls h in f pξq di�erenzierbar ist, ist h � f in ξ di�erenzierbar undph � f q1pξq � h1pf pξqq � f 1pξq.5.5 Proposition Sei f : I Ñ R streng monoton und stetig und an ξ P I di�erenzierbarmit f 1pξq � 0. Dann existiert die Umkehrfunktion f�1 auf f pIq und ist an η � f pξqdi�erenzierbar mit pf�1q1pηq � 1
f 1pξq � 1

f 1pf�1pηqq .5.6 De�nition Sei f : pa, bq Ñ R eine Funktion und ξ P pa, bq. f hat in ξ ein lokales(oder relatives) Extremum :� D ε ¡ 0, so dass�x P Uεpξq : f pxq ¤ f pξq (lokales Maximum) oder6



�x P Uεpξq : f pxq ¥ f pξq (lokales Minimum).Wenn nur für x � ξ Gleihheit gilt, heiÿt das Extremum streng (oder strikt).5.7 Proposition Sei ξ ein lokales Extremum von f : pa, bq Ñ R und f di�erenzierbarin ξ. Dann ist f 1pξq � 0.5.8 Theorem Sei a   b und f : ra, bs Ñ R eine stetige Funktion, die in pa, bq di�eren-zierbar ist.(a) (Satz von Rolle) Falls f paq � f pbq, existiert ein ξ P pa, bq mit f 1pξq � 0.(b) (Mittelwertsatz der Di�erentialrehnung) Es existiert ein ξ P pa, bq, so dass
fpbq�fpaq

b�a
� f 1pξq.5.9 Anwendungsbeispiele des Mittelwertsatzes: Sei f : ra, bs Ñ R stetig und aufpa, bq di�erenzierbar.(a) Falls Dm,M P R mit m ¤ f 1pxq ¤M �x P pa, bq, dann gilt�x1, x2 P ra, bs, x1 ¤ x2 : mpx2 � x1q ¤ f px2q � f px1q ¤Mpx2 � x1q, d.h. für

x1   x2 : m ¤ fpx2q�fpx1q
x2�x1

¤M.(b) Falls f 1pxq � 0 für x P pa, bq, dann gilt: f ist konstant. D.h. die Lösungen derDi�erentialgleihung f 1 � 0 sind genau die konstanten Funktionen.() Falls f auf ganz R de�niert und di�erenzierbar ist und es eine Konstante α P Rgibt mit f 1pxq � αf pxq �x P R, dann ist f pxq � f p0qeαx �x P R. D.h. die Lösungender Di�erentialgleihung f 1 � αf sind die Exponentialfunktionen, wobei der Wertan der Stelle 0 gewählt werden kann.5.10 Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f und g auf ra, bs stetig und auf pa, bqdi�erenzierbar. Dann existiert ξ P pa, bq mit pf pbq�f paqqg1pξq � pgpbq�gpaqqf 1pξq. Falls
g1pxq � 0 �x P pa, bq, dann ist fpbq�fpaq

gpbq�gpaq � f 1pξq
g1pξq .5.11 Regeln von (de) l'Hospital: (oder l'H�pital) Die Funktionen f und g seiendi�erenzierbar auf pa, bq und g1pxq � 0 �x P pa, bq, und es gelte

lim
xÑa�f pxq � 0 � lim

xÑa�gpxq. Falls lim
xÑa�f 1pxq

g1pxq existiert, dann existiert auh lim
xÑa�fpxq

gpxq undder Grenzwert ist derselbe: lim
xÑa�fpxq

gpxq � lim
xÑa�f 1pxq

g1pxq . Eine analoge Aussage gilt für xÑ b�.6 Taylorreihen und Potenzreihen6.1 De�nition Sei f in einer Umgebung von x0 mindestens n-mal di�erenzierbar. DasPolynom Tnpf, x, x0q :� ņ

j�0

f pjqpx0q
j!

px� x0qj heiÿt Taylorpolynom (der Stufe n um denEntwiklungspunkt x0) zu f .
7



6.2 Theorem (Satz von Taylor) Sei f : ra, bs Ñ R stetig und auf pa, bq pn � 1q�maldi�erenzierbar, wobei für k ¤ n die k�te Ableitung f pkq auf ra, bs stetig fortsetzbar sei(d.h. die einseitigen Grenzwerte an a und an b sollen existieren). Sei x0 P pa, bq fest undfür x P pa, bq sei Rnpf, x, x0q :� f pxq � Tnpf, x, x0q � f pxq � ņ

j�0

f pjqpx0q
j!

px� x0qj .Dann gilt für
x P pa, bq : Dν � νpx, x0q P r0, 1q, so dass Rnpf, x, x0q � fpn�1qpx0�νpx�x0qqpn�1q! px� x0qn�1.Das bedeutet: f pxq � ņ

j�0

f pjq px0q
j!

px� x0qjlooooooooooooomooooooooooooonTaylorpolynom
Tnpf,x,x0q � f pn�1q px0 � νpx� x0qqpn� 1q! px� x0qn�1looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooonFehlerterm Rnpf,x,x0q�Restglied nah Lagrange� .

6.3 De�nition Sei panqnPN eine Folge reeller Zahlen und x0 P R.Die Folge � ņ

j�0

ajpx� x0qj�
nPNheiÿt Potenzreihe um den Entwiklungspunkt x0. Wenn die Polynome Taylorpolynomeeiner Funktion f sind, bezeihnet man die Reihe auh als Taylorreihe.6.4 Theorem Sei ņ

j�0

ajpx� x0qj eine Potenzreihe.Die Menge tx1 P R| ņ

j�0

ajpx1 � x0qj konvergiertu ist ein Intervall I mit Mittelpunkt x0oder ganz R. Die Reihe konvergiert sogar absolut auf dem Inneren von I. Dieses Intervall
I heiÿt Konvergenzintervall der Potenzreihe.Wenn I � px0�R,x0�Rq oder rx0�R,x0�Rq oder px0�R,x0�Rs oder rx0�R,x0�Rsist, nennen wir R den Konvergenzradius der Potenzreihe. Falls I � R, sagen wir, derKonvergenzradius ist 8. Der Konvergenzradius kann bestimmt werden als

1
lim sup

n
a|an| (oder als 1

lim |an�1

an
| , falls existent), wobei 1

0
� 8 gesetzt wird.6.5 Theorem Sei ņ

n�0

akpx�x0qk eine Potenzreihe mit Konvergenzintervall I und f dieSummenfunktion f pxq :� 8̧
k�0

akpx� x0qk. Dann gilt:(a) f ist auf I stetig.(b) f ist im Inneren von I beliebig oft di�erenzierbar und f 1pxq � 8̧
k�1

k akpx�x0qk�1.() 8̧
k�0

akpx� x0qk ist die Taylorreihe von f .6.6 Identitätssatz für PotenzreihenSei f pxq � 8̧
n�0

anpx� x0qn und gpxq � 8̧
n�0

bnpx � x0qn mit dem gemeinsamen Konver-genzintervall I und f pxjq � gpxjq für eine Folge xj jÑ8Ñ x0 mit xj � x0 �j.Dann gilt: f pxq � gpxq auf ganz I und an � bn�n P N.8



6.7 Transformationssatz für PotenzreihenSei
ņ¥0

anpx�x0qn eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R ¡ 0 und Konvergenzinter-vall I und sei x1 P I.Dann gilt für alle x mit |x� x1|   R� |x1 � x0| :loooooooomoooooooon�8, falls R�8 8̧
n�0

anpx� x0qn � 8̧
k�0

bkpx� x1qk mit
bk :� 8̧

n�k

�
n

k



anpx1 � x0qn�k.6.8 Reihendarstellungen von sin und cos:Für x P R ist sinx � 8̧

n�0

p�1qn x2n�1p2n � 1q! � x� x3

3!
� . . . und

cos x � 8̧
n�0

p�1qn x2np2nq! � 1� x2

2!
� . . .6.9 Reihendarstellungen von ex und lnp1� xq:Für x P R ist ex � exppxq � 8̧

k�0

1

k!
xk.Für x P p�1, 1s ist lnp1� xq � 8̧

n�1

p�1qn�1 x
n

n
.7 Das Riemannshe Integral7.1 De�nition Sei f : ra, bs Ñ R eine beshränkte Funktion und

P � ta0 � a   a1   . . .   an � bu eine Partition (Aufteilung) von ra, bs. P sei dieMenge aller Partitionen von ra, bs.Für j � 1, . . . , n sei
mj :� inftf pxq : aj�1 ¤ x ¤ aju und
Mj :� suptf pxq : aj�1 ¤ x ¤ aju.

Upf, P q :� ņ

j�1

mj � paj � aj�1q heiÿt Untersumme.
Opf, P q :� ņ

j�1

Mj � paj � aj�1q heiÿt Obersumme.
Upf q :� suptUpf, P q : P Partitionu heiÿt Unterintegral von f .
Opf q :� inftOpf, P q : P Partitionu heiÿt Oberintegral von f .Falls Upf q � Opf q gilt, heiÿt f Riemann-integrierbar (oder Darboux-integrierbar).Bezeihnung: ³b

a
f pxqdx :� Opf q � Upf q, das Riemannshe Integral von f auf demIntervall ra, bs.Formal setzen wir ³a

b
f pxq dx :� �³b

a
f pxq dx.9



7.2 Kriterium für Integrierbarkeit: f : ra, bs Ñ R beshränkt ist integrierbar� �ε ¡ 0 DP Partition von ra, bs mit Opf, P q � Upf, P q   ε.7.3 Proposition Sei f : ra, bs Ñ R stetig. Dann ist f integrierbar.7.4 Proposition(a) f, g : ra, bs Ñ R integrierbar ñ f � g integrierbar und³b
a
pf � gqpxqdx � ³b

a
f pxqdx� ³b

a
gpxqdx.(b) f : ra, bs Ñ R integrierbar, a   c   bñ f auf ra, cs und auf rc, bs integrierbar und³b

a
f pxqdx � ³c

a
f pxqdx� ³b

c
f pxqdx.7.5 Mittelwertsatz der Integralrehnung: Sei f : ra, bs Ñ R stetig. Dann existiert

ξ P ra, bs mit ³b
a
f pxqdx � f pξqpb� aq.7.6 Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung: Sei f : ra, bs Ñ R stetig.Dann ist die Flähenfunktion F pxq :� ³x

a
f ptqdt di�erenzierbar und es gilt F 1pxq � f pxq.7.7 De�nition Sei f : I Ñ R eine Funktion. Eine Funktion F : I Ñ R heiÿt Stamm-funktion von f :� F ist di�erenzierbar und F 1pxq � f pxq �x P I.7.8 Partielle Integration (oder Produktintegration): Seien f, g : ra, bs Ñ R stetigdi�erenzierbar (d.h. di�erenzierbar mit stetiger Ableitung). Dann gilt:³b

a
f pxqg1pxqdx � f pxqgpxq|ba � ³bagpxqf 1pxqdx.7.9 Substitutionsregel: Sei f : I Ñ R stetig und ϕ : ra, bs Ñ R di�erenzierbar mit

ϕpra, bsq � I. Dann gilt: » b

a

f pϕptqqϕ1ptqdt � » ϕpbq
ϕpaqf pxqdx.(Ahtung: Integrationsgrenzen ändern sih)7.10 Proposition Ein nihtkonstantes reelles Polynom ist ein Produkt von Linearfak-toren und quadratishen Faktoren, jeweils mit reellen Koe�zienten.7.11 Partialbruhzerlegung Seien ppxq, qpxq P Rrxs mit Grad p   Grad q, und qpxqhabe die Form qpxq � apx� x1qρ1 . . . px� xrqρrpx2 �A1x�B1qσ1 . . . px2 �Asx�Bsqσs .Dann gilt:

ppxq
qpxq � a11

x�x1
� a12px�x1q2 � � � � � a1ρ1px�x1qρ1� . . .� ar1

x�xr
� ar2px�xrq2 � � � � � arρrpx�xrqρr� α11x�β11

x2�A1x�B1

� α12x�β12px2�A1x�B1q2 � � � � � α1σ1
x�β1σ1px2�A1x�B1qσ1� . . . 10



� αs1x�βs1

x2�Asx�Bs
� αs2x�βs2px2�Asx�Bsq2 � � � � � αsσsx�βsσspx2�Asx�Bsqσsmit eindeutig bestimmten reellen Zahlen aij, αij , βij .Die Summanden heiÿen Partialbrühe.7.12 Satz von Taylor mit Integral-Restglied: Sei f : I Ñ R pn � 1q�mal stetigdi�erenzierbar auf I und x0 ein innerer Punkt von I. Dann gilt für alle x P I :

f pxq � ņ

j�0

f pjqpx0q
j!

px�x0qj�Rnpf, x, x0q mit Rnpf, x, x0q � 1
n!

³x
x0
px� tqn f pn�1q ptqdt.7.13 Restglied nah Cauhy im Satz von Taylor: Dϑ P r0, 1s so dass:

Rnpf, x, x0q � fpn�1qpx0�ϑpx�x0qq
n!

p1� ϑqn px� x0qn�1.7.14 Wallisshes Produkt: π
2
� lim

nÑ8 n±
k�1

4k2

4k2�1
� 8±

k�1

4k2

4k2�17.15 De�nition Sei f : ra, bs Ñ R eine Funktion.Die Menge Cf � tpx, yq : y � f pxq, x P ra, bsu heiÿt die (von f erzeugte) ebene Kurve7.16 De�nition Falls sup
PPP LP pCf q in R existiert, de�nieren wir die Bogenlänge von Cfals L pCf q :� sup

PPP LP pCf q.7.17 Theorem Sei f : ra, bs Ñ R stetig di�erenzierbar. Dann ist die Bogenlänge von
Cf de�niert und es gilt: LpCf q � ³baa1� pf 1pxqq2dx.7.18 Integral-Vergleihskriterium für Reihen: Sei f : r1,8q Ñ R� eine monotonfallende Funktion. Dann gilt: ņ

k�1

f pkq konvergiert � ³n
1
f pxqdx konvergiert.7.19 Eigenshaften der Gamma-Funktion:Die Gamma-Funktion ist für x ¡ 0 de�niert durh Γpxq :� ³8

0
tx�1e�tdt.(a) Γp1q � 1.(b) (Funktionalgleihung) Γpx� 1q � x Γpxq �x ¡ 0.() Γpn� 1q � n! �n P N.8 Di�erentialrehnung von Funktionen mehrerer Veränder-liher8.1 De�nition Sei D � Rn o�en (d.h. �Ñx P D Dε : UεpÑxq � Dq, f : D Ñ R,

Ñ
a P D,Ñr P

Rn,
Ñ
r � Ñ

0 . f heiÿt an Ñ
a in Rihtung Ñ

r di�erenzierbar :� lim
hÑ0

fpÑa�h
Ñ
r q�fpÑa q
h

existiert.Der Grenzwert heiÿt dann die Rihtungsableitung von f in Rihtung Ñ
r .Bezeihnung: BfBÑr pÑa q. 11



Falls Ñ
r � Ñ

ek � �������� 0...
1...
0

�ÆÆÆÆÆÆ� k der k-te Einheitsvektor ist, nennt man den Grenzwert die
k-te partielle Ableitung und sagt, dass f an Ñ

a nah xk partiell di�erenzierbar ist.Bezeihnung: BfBxk
pÑa q.8.2 De�nition Sei D � Rn o�en, f : D Ñ R an Ñ

a nah jeder Variablen partielldi�erenzierbar.Dann heiÿt der Vektor ∇f pÑa q � pgrad f qpÑa q :� ��� fx1
pÑa q...

fxn pÑa q �ÆGradient von f an Ñ
a .8.3 Satz von Shwarz Sei f : D � Rn Ñ R in alle Koordinatenrihtungen zweimalpartiell ableitbar und die zweiten partiellen Ableitungen seien stetig. Dann vertaushendie partiellen Ableitungen, d.h. � i, j : BBxi

BBxj
f � BBxj

BBxi
f.8.4 Proposition Sei f : D Ñ R mit stetigen partiellen Ableitungen und Ñ

r ein Rih-tungsvektor der Länge 1 (d.h. xÑr ,Ñr y � 1 im euklidishen Skalarprodukt). Dann gilt fürÑ
a P D : BBÑr f pÑa q � xgrad f pÑa q,Ñr y � ņ

j�1

BBxj f pÑa q � Ñrj8.5 Landau- Symbole Seien α, β : D � Rn Ñ Rn zwei in einer Umgebung von ξde�nierte Funktionen. Wir shreiben
α P opβq :� lim

xÑξ

}αpxq}}βpxq} � 0.

α P Opβq :� lim sup
xÑξ

}αpxq}}βpxq}   8.8.6 De�nition Sei D � Rn, f : D Ñ R,
Ñ
ξ ein innerer Punkt von D. Dann heiÿt f anÑ

ξ di�erenzierbar (oder total di�erenzierbar) :� D Vektor vpÑξ q P Rn, so dass
f pÑxq � f pÑξ q � xvpÑξ q,Ñx �Ñ

ξ y P op}x� ξ}q, d.h. lim
xÑξ

fpÑx q�fpÑξ q�xvpÑξ q,Ñx�Ñξ y}Ñx�Ñξ } � 0.Der Vektor vpÑξ q heiÿt die totale Ableitung von f an Ñ
ξ .8.7 Zusammenhang totale und partielle Di�erenzierbarkeit:Sei D � Rn, f : D Ñ R, U � D o�en.(a) Falls f in Ñ

ξ total di�erenzierbar ist, dann existieren in ξ alle partiellen Ableitungenund es gilt:
vpÑξ q � grad f pÑξ q(b) Falls auf U alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind, dann ist f anallen Ñ

ξ P U total di�erenzierbar, mit vpÑξ q � grad f pÑξ q, d.h. es gilt:
f pÑxq � f pÑξ q � grad f pÑξ q � pÑx �Ñ

ξ q � o p}Ñx �Ñ
ξ }q.12



8.8 Lemma Sei f an Ñ
ξ total di�erenzierbar. Dann ist f an Ñ

ξ stetig.8.9 De�nition Sei D � Rp, ξ ein innerer Punkt von D und f : Rp Ñ Rq. f heiÿt (total)di�erenzierbar in ξ :� Dq � p�Matrix J � Jpf, ξq, so dass lim
xÑ0

fpξ�hq�fpξq�Jh}h} � 0.�oder wie oben: lim
xÑξ

fpxq�fpξq�Jpx�ξq}x�ξ} � 0



.Die Matrix J heiÿt Jaobimatrix (oder Funktionalmatrix).

ξ, x, h sind Vektoren in Rp. hÑ 0 bedeutet h1 Ñ 0, . . . hp Ñ 0; äquivalent: }h} Ñ 0.8.10 Proposition Sei D � Rp, D o�en, f : D Ñ Rq, ξ P D.(a) f sei in ξ di�erenzierbar. Dann sind alle fj nah allen xi partiell di�erenzierbarund es gilt:
J � Jpf, ξq � ����� grad f1pξq

grad f2pξq...
grad fqpξq �ÆÆÆ� ���� Bf1Bx1

pξq . . . Bf1Bxp
pξq...BfqBx1

pξq . . .
BfqBxp

pξq �ÆÆ(b) Sei f in ξ di�erenzierbar. Dann ist f in ξ stetig.() Wenn alle BfjBxi
pξq existieren und stetig sind, dann ist f in ξ di�erenzierbar.(d) f ist in ξ di�erenzierbar � f1, . . . , fq sind in ξ di�erenzierbar.8.11 Kettenregel: Sei f : D � Rn Ñ Rp, g : D̃ � Rp Ñ Rq, so dass h :� g � fde�niert ist. Sei f an ξ di�erenzierbar mit Ableitung Jpf, ξq und sei g an η � f pξqdi�erenzierbar mit Ableitung Jpg, ηq. Dann ist h an ξ di�erenzierbar mit Ableitung

Jph, ξq � Jpg, ηq � Jpf, ξq.8.12 Mittelwertsatz: Sei f : D � Rn Ñ R,D o�en, f auf D stetig di�erenzierbar.Seien Ñ
ξ und Ñ

η in D, so dass die Verbindungsstreke tÑξ � νpÑη �Ñ
ξ q : ν P r0, 1su ganz in

D enthalten ist.Dann Dν0 P p0, 1q so dass f pÑη q � f pÑξ q � xgrad f pÑξ � ν0pÑη �Ñ
ξ qq, pÑη �Ñ

ξ qy8.13 Satz von Taylor: Sei f : D Ñ R,D � Rn, pm � 1)- mal stetig di�erenzierbar,Ñ
ξ ,

Ñ
x P D, so dass die Verbindungsstreke tÑξ �θpÑx�Ñ

ξ q : θ P r0, 1su ganz in D enthaltenist. Sei Ñh :� Ñ
x �Ñ

ξ Dann Dθ P p0, 1q, so dass
f pÑxq � f pÑξ q � m̧

k�1

pÑh � grad f qkpÑξ q
k!loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

Tmpf,Ñx ,
Ñ
ξ q � pÑh � grad f qm�1pÑξ � θ

Ñ
hqpm� 1q!loooooooooooooooomoooooooooooooooonRestglied .

wobei pÑh � grad f qkpÑy q :� ņ

j1,...,jk�1

hj1 hj2 . . . hjk
BfkBxj1
...Bxjk pÑy q.13



8.14 Umkehrsatz: Sei U � Rn, U o�en, f : U Ñ Rn auf ganz U stetig di�erenzierbarund |Jpf,Ñxq| :� detpJpf,Ñxqq � 0 �Ñx P U. Sei ξ P U. Dann existiert ein ε ¡ 0, so dassdie Einshränkung von f auf UεpÑξ q die Menge UεpÑξ q bijektiv auf eine o�ene Menge
V � Rn abbildet. Die Umkehrfunktion f�1 ist stetig di�erenzierbar und es gilt, mit
η :� f pÑξ q, Jpf�1, ηq � Jpf, ξq�1.Ein Vektor Ñξ mit grad f pÑξ q � 0 heiÿt kritisher Vektor.8.15 De�nition Sei f zweimal stetig di�erenzierbar. Die Matrix

H � Hpf,Ñxq � ���� B2fBx2

1

pxq B2fBx2Bx1
pxq . . . B2fBxnBx1

pxq... ...B2fBx1Bxn
pxq B2fBx2Bxn

pxq . . . B2fBx2
n
pxq �ÆÆheiÿt Hesse-Matrix (oder Hesseshe Matrix).Nah dem Satz von Shwarz ist H eine symmetrishe Matrix.8.16 Kriterium für Extremwerte: Sei f : D Ñ R pD o�en,D � Rnq zweimal stetigdi�erenzierbar, Ñξ P D und grad f pÑξ q � 0. Dann gilt:(a) Hpf,Ñξ q positiv de�nit ñ Ñ

ξ striktes lokales Minimum,(b) Hpf,Ñξ q negativ de�nit ñ Ñ
ξ striktes lokales Maximum,() Hpf,Ñξ q inde�nit ñ Ñ

ξ kein lokales Extremum.Punkte wie in () nennt man Sattelpunkte.8.17 Multiplikatorregel von Lagrange: Seien f, g : D � Rn Ñ R stetig di�eren-zierbar, S :� tÑx P Rn : gpÑxq � 0u,Ñξ P S mit grad gpÑξ q � 0. Wenn f |S an ξ einMaximum oder ein Minimum hat, dann Dλ P R : grad f pξq � λ grad gpξq.Die Multiplikatorregel von Lagrange liefert nur ein notwendiges, kein hinreihendes Kri-terium. Um siherzustellen, dass überhaupt ein Maximum oder ein Minimum existieren,verwendet man oft die folgende Aussage: Ist D kompakt (d.h. RnzD o�en und D be-shränkt), so nimmt jede stetige Funktion f : D Ñ R ein Maximum und ein Minimuman. Typishe Beispiele von kompakten Mengen sind abgeshlossene Intervalle, Bälle,Kreise, Ellipsen, Rehteke, Quader.9 Di�erentialgleihungenGewöhnlihe Di�erentialgleihungen der Form y1 � f px, yq :Gegeben ist eine stetige Funktion f : D � R2 Ñ R. Gesuht ist eine Funktion
g : I Ñ R, g di�erenzierbar, so dass g1pxq � f px, gpxqq gilt.9.1 Integralgleihung Sei f : I�I 1 Ñ R stetig. g : I Ñ I 1 ist Lösung von y1 � f px, yqdurh px0, y0q d.h. gpx0q � y0 � �x P I : gpxq � y0 � ³xx0

f pt, gptqqdt.14



9.2 De�nition f : I � I 1 Ñ R genügt einer Lipshitz-Bedingung
:� DL ¡ 0 �x P I �y1, y2 P I 1 : |f px, y1q � f px, y2q| ¤ L|y1 � y2|.
L heiÿt Lipshitz- Konstante zu f .
f genügt lokal einer Lipshitz-Bedingung:� �px, yq P I � I 1 D Uδpx, yq : f genügt in
Uδpx, yq einer Lipshitz-Bedingung.9.3 Kriterium zur Lipshitz-Bedingung Falls BfBy existiert und beshränkt ist, ge-nügt f einer Lipshitz-Bedingung. Falls BfBy existiert und stetig ist, genügt f lokal einerLipshitz-Bedingung.9.4 Eindeutigkeitssatz Sei f : I � I 1 Ñ R stetig und genüge lokal einer Lipshitz-Bedingung. ϕ : I Ñ I 1 und ψ : I Ñ I 1 seien Lösungen von y1 � f px, yqund ϕpx0q � ψpx0q für ein x0 P I. Dann gilt ϕpxq � ψpxq �x P I.9.5 Existenzsatz von Piard und Lindelöf: Seien I und I 1 o�ene Intervalle,
f : I � I 1 Ñ R sei stetig und genüge lokal einer Lipshitz-Bedingung, px0, y0q P I � I 1.Dann existiert eine Lösung ϕ der gewöhnlihen Di�erentialgleihung y1 � f px, yq durhpx0, y0q, d.h. ϕpx0q � y0, bzw. ϕpxq � y0 � ³xx0

f pt, ϕptqqdt.9.6 Trennung der Variablen(Di�erentialgleihung mit getrennten Variablen):Sei f̃px, yq � f pxq � gpyq für f : I Ñ R und g : I 1 Ñ R, gpyq � 0 �y.Sei F pxq :� ³x
x0
f ptqdt und Gpyq :� ³x

x0

1
gptqdt.Sei F pIq � GpI 1q.Dann erfüllt die eindeutige Lösung ϕ : I Ñ R mit ϕpx0q � y0 der Di�erentialgleihung.

y1 � f pxqgpyq die folgende Gleihung:
Gpϕpxqq � F pxq �x P I.

G1pyq � 1
gpyq � 0 �y ñ G streng monoton wahsend oder fallend ñ G invertierbar.Wenn man G�1 �ndet, hat man ϕpxq � G�1pF pxqq bestimmt.Homogene lineare Di�erentialgleihung 1. Ordnung: y1 � apxqy.Inhomogene lineare Di�erentialgleihung 1. Ordnung: y1 � apxqy � bpxq.9.7 Variation der Konstanten:Sei ϕ0pxq � exp

�³x
x0
aptqdt	 eine Lösung der homogenen Gleihung.Dann ist ϕpxq � ϕ0pxqpc � ³xx0

ϕ0ptq�1loomoonKehrwert bptqdtq die eindeutige Lösung mit ϕpx0q � c.9.8 Systeme von Di�erentialgleihungen erster Ordnung:
y11 � f1px, y1, . . . , ynq
y1n � fnpx, y1, . . . , ynqDe�nitionsbereih von f : U � Rn�1, f : U Ñ Rn�n.Gesuht ist y � ϕ : ra, bs Ñ Rn mit px, ϕpxqq P U.Vorgegeben wird ϕpx0q � c.9.9 Lineare Di�erentialgleihungssysteme:15



y1 � Apxqy � bpxq, d.h. y11 � a11pxqy1 � a12pxqy2 � . . . � a1npxqyn � bnpxq... ...
y1n � an1pxqy1 � an2pxqy2 � . . . � annpxqyn � bnpxqwobei alle aij : I Ñ R, bi : I Ñ R stetig sind, also A : I Ñ Rn2

, b : I Ñ Rn.

f px, yq � Apxqy � bpxq genügt einer Lipshitz-Bedingung.9.10 Proposition(a) LpA, 0q ist ein R-Vektorraum.(b) Sei ϕ P LpA, bq eine Lösung des inhomogenen Systems y1 � Ay � b. Dann ist
LpA, bq � ϕ� LpA, 0q, d.h. LpA, bq � tϕ� ψ : ψ P LpA, 0qu.9.11 Der Lösungsraum LpA, 0q des homogenen Systems:(a) Der R-Vektorraum LpA, 0q hat die Dimension n.(b) ϕ1, . . . , ϕn P LpA, 0q bilden genau dann eine Basis von LpA, 0q, wenn es ein
x0 P I gibt, so dass die Vektoren ϕ1px0q, . . . , ϕnpx0q P Rn linear unabhängig sind.In diesem Fall heiÿen ϕ1, . . . , ϕn ein Fundamentalsystem der Di�erentialgleihung
y1 � Apxq � y.9.12 Die Wronski-Determinante

W :� detpϕ1, . . . , ϕnq hat eine Nullstelle genau dann, wenn sie konstant 0 ist. pϕ1, . . . , ϕnqist ein Fundamentalsystem � W � 0. W 1 � sppApxqq �W.9.13 Der Lösungsraum LpA, bq des inhomogenen Systems:Sei ψ eine Lösung von y1 � Ay�b und ϕ1, . . . , ϕn ein Fundamentalsystem des homogenenSystems. Dann ist LpA, bq � tψ � c1ϕ1 � . . .� cnϕn : c1, . . . , cn P Ru � ψ � LpA, 0q.9.14 Lineare Di�erentialgleihungssysteme mit konstanten Koe�zienten:Sei A konstant, d.h. A P Rn�n(a) Sei λ ein Eigenwert von A und v P Rn ein Eigenvektor zu λ. Dann ist ϕ : RÑ Rnmit ϕpxq � eλx � v eine Lösung von y1 � Ay.(b) Falls Rn eine Basis tv1, . . . , vnu aus Eigenvektoren von A besitzt (d.h. A ist diago-nalisierbar) und sind λ1, . . . , λn die zugehörigen Eigenwerte, dann ist teλ1xv1, . . . , e
λnxvnuein Fundamentalsystem zu y1 � Ay.9.15 Di�erentialgleihungen höherer Ordnung: Sei n ¥ 2. Die Di�erentialglei-hung ypnq � f px, y, y1, . . . , ypn�1qq mit f : U � Rn�1 Ñ R stetig, ist äquivalent zumSystem von n Di�erentialgleihungen 1. Ordnung:

y
1
1 � y2

y
1
2 � y3...
y
1
n�1 � yn 16



y
1
n � f px, y1, y2, . . . , ynqDabei gelten die Entsprehungen y1 :� y, y2 :� y1, . . . , yn :� ypn�1q.9.16 Lineare Di�erentialgleihung n-ter Ordnung mit konstanten Koe�zien-ten: Der Di�erentialgleihung ypnq � an�1y

pn�1q � . . . � a0y � 0 wird das Polynom
pptq � tn � an�1t

pn�1q � . . . � a1t� a0 zugeordnet.(a) Sei λ P R eine l-fahe Nullstelle von pptq, d.h. pptq � px � λqlqptq. Dann sind dieFunktionen eλx, xeλx, . . . , xl�1eλx Lösungen der Di�erentialgleihung.(b) Sei pptq � pt� λ1ql1pt� λ2ql2 . . . pt� λrqlr mit paarweise vershiedenen λ1, . . . , λr.Dann bilden die folgenden Funktionen ein Fundamentalsystem:
eλ1x , xeλ1x , . . . , xl1�1eλ1x... ...
eλrx , xeλrx , . . . , xlr�1eλrx9.17 Exakte Di�erentialgleihungen: Seien P,Q : I � J Ñ R Funktionen mitstetigen partiellen Ableitungen. Die Di�erentialgleihung P px, yq � Qpx, yqy1 � 0 heiÿtexakte Di�erentialgleihung: � D F : I � J Ñ R mit BFBx � P und BFBy � Q.Das ist äquivalent zu: BPBy � BQBx .9.18 Potenzreihenansatz: z.B. für y2�apxqy1�bpxqy � spxq, ypx0q � y0, y

1px0q � y1,Anfangswertproblem zweiter Ordnung (genauso n-ter Ordnung), Voraussetzung: a, b, sbesitzen Taylorentwiklungen (in gegebenem Intervall). Dann gilt: Die Lösung ypxq be-sitzt auh eine Taylorentwiklung im selben Intervall.9.19 Kompartimentmodelle: Gegeben "Behälter"(Kompartimente) K1, . . . ,Kn. Kienthält zur Zeit t genau mjptq viele Masseneinheiten eines homogenen Materials, daszwishen manhen Behältern bewegt wird, Veränderung proportial zu t und zu miptq.Di�erentialgleihungssystem ist m1 � K �m.
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