1 Folgen und Grenzwerte

1.1 Definition Sei X eine Menge. Eine Folge von Elementen in X ist eine Abbildung
a:N — X oder a : Ny - X. Wir schreiben a,, := a(n). (an)neny (oder einfach (ay))
bezeichnet die Folge.

1.2 Definition Sei A eine Menge mit einem Abstandsbegriff d (z.B. A = R oder A =
C) und (an)nen eine Folge von Elementen in A. Die Folge (ay) konvergiert gegen den
Grenzwert a € A genau dann, wenn gilt:

VeeRogd Ny = No(e) eNVn> N0(6) :d(an,a) < E.

Schreibweise: nh_{%oa” = a, oder a,, — a fiir n — oo oder a,, 2% .

Die Folge (ay,) heift dann konvergent. Wenn die Folge (ay,) keinen Grenzwert hat, dann
heifst sie divergent.

1.3 Lemma Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert. D.h. a, 2% ¢ und

n—0o0
a, — b=a=0.

1.4 Proposition Gegeben sind konvergente Folgen a, —> a und b, "= b sowie eine
Konstante ¢ (alle a,, b, und ¢ in derselben Menge). Dann gilt:

(a) an + by 2% 4 + b. Insbesondere: a, + ¢ —> a + ¢

(b) ay - b, — a - b. Insbesondere: ¢ - a,, — ¢-a und —a, — —a

(c) Falls b, # 0 fiir alle n und b # 0: 3> —> ¢

Seien nun alle a,, b, reelle Zahlen. Dann gilt:
(d) ap <b, Vn=a<b
(e) Sei (d,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, < d,, < b, V n.
Falls a = b, dann konvergiert d,, “—> a = b. (“Sandwichsatz*)
Beispiele:
v =31

cn

lim & =0
n—o N

2 Folgen reeller Zahlen

2.1 Theorem (Konvergenzkriterium von Cauchy): Eine Folge (a,, )nen reeller Zahlen ist
konvergent genau dann, wenn gilt:

Ve>031 NoeNVny,nyeNng,ng = Noy:lan, —an,| <e
(dann heifit (a,) eine Cauchy-Folge).

2.2 Lemma Eine konvergente Folge (ay)nen (reeller Zahlen) ist beschrankt, d.h. die
Menge {a,, : n € N} hat eine obere und eine untere Schranke.

2.3 Definition Eine Folge (a,)nen heifst monoton wachsend (oder monoton steigend)
> VneN:a, <apy1. Wenn Vn € N gilt: a,, = ay,41, dann heilt (a,) monoton fallend.
Die Folge (ay,) heifst monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.



2.4 Theorem (Satz von Bolzano und Weierstraf, erster Teil): Eine monotone und be-
schrinkte Folge reeller Zahlen ist konvergent.

2.5 Proposition Die Folge (ay)neny mit a, := (1 + %)” ist beschrinkt und monoton
wachsend, also konvergent. Der Grenzwert wird mit e bezeichnet und heifit die Fulersche
Zahl.

n
2.6 Lemma Sei g € R, |¢| < 1 und (s, )nen die Folge mit s, := Z ¢’. Dann konvergiert
j=0
1
(sn) gegen 1—.

2.7 Definition Sei (a,)pen eine Folge und f : N — N, k +— ny eine streng monoton
wachsende Abbildung, d.h. ny < na <ng <....Dann heift (by)reny mit by, = afy) = an,
eine Teilfolge der Folge (ap)nen.

2.8 Definition Sei (ay,)nen eine Folge. Dann heifst a ein Haufungspunkt oder Haufungs-
wert der Folge (a,) :< Ve >0 3 unendlich viele Indizes k mit |a — ai| < e.

2.9 Proposition Eine Zahl a ist genau dann Haufungspunkt einer Folge (a,), wenn sie
Grenzwert einer Teilfolge ist.

2.10 Theorem (Satz von Bolzano und Weierstraf, zweiter Teil): Eine beschrinkte Folge
reeller Zahlen besitzt mindestens einen Hiufungspunkt.

3 Reihen

3.1 Definition Eine (unendliche) Reihe ist eine Folge (sy)nen, zu der eine Folge
n

(aj)jen existiert, so dass Vn € N : 5, = Z a; gilt. Die s, heifen Teilsummen oder

j=1
o0
Partialsummen. Falls s,, =% s, schreiben wir 2 aj = s.
j=1
Beispiele
1
= Z — harmonische Reihe. Diese Reihe divergiert.
=1 ]
= Z J fiir |q| < 1, geometrische Reihe. Z ¢ =—.
20 oy l—q

o 1
2 — = e Ezponentialreihe.
=0 ]

3.2 Lemma Wenn Z a; = s konvergiert, dann ist die Folge (a;) en eine Nullfolge, d.h.
j=1

Qj ]lo)o 0.

3.3 Definition Eine Folge (a;) heift alternierend, wenn fiir alle j gilt: a;-a;.1 < 0 (d.h.

Vorzeichenwechsel bei jedem Schritt). Eine Reihe heift alternierend, wenn die zugehorige

Folge (a;) alternierend ist.



n
3.4 Leibniz-Kriterium Eine alternierende Reihe 2 a; konvergiert, falls die Folge
j=1
(laj|)jen eine monoton fallende Nullfolge ist.

n n
3.5 Definition Eine Reihe Z a; heikt absolut konvergent, wenn 2 la;| konvergiert.
j=1 J=1

n n
Die Reihe Z a; heifit bedingt konvergent, wenn sie konvergiert, aber 2 laj| divergiert.
j=1 J=1
3.6 Satz Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe konvergiert gegen densel-
ben Grenzwert.
n
3.7 Schockierender Satz: (Riemannscher Umordnungssatz) Sei Z a; eine bedingt
j=1
konvergente Reihe reeller Zahlen und x irgendeine reelle Zahl. Dann existiert eine Um-
ordnung der Reihe, die gegen x konvergiert. Aufserdem gibt es eine divergente Umord-
nung, die nach oben unbeschrinkt ist und eine, die nach unten unbeschrankt ist.
n
3.8 Kriterien zur Konvergenz von Reihen Sei (Z aj> eine Reihe. Dann gilt:
j=1 neN
n
(a) (Majoranten-Kriterium) Falls eine konvergente Reihe (Z bj> existiert mit
j=1

neN
n

laj| < b;Vj, dann konvergiert auch <Z aj>, sogar absolut.
j=1

(b) (Quotienten-Kriterium) Falls 3t € [0,1) und Ny € N, so dass VYn > Ny : a, # 0

n

und |GZ—:1| < t, dann ist Z a; | absolut konvergent.

j=1
(b) (Wurzel-Kriterium) Falls 3¢ € [0,1) und Ny € N, so dass Vn = Ny : ¥/]a,| < ¢,
n
dann ist (2 aj> absolut konvergent.
j=1
4 Stetige Funktionen

4.1 Erste Definition von Stetigkeit: (Folgendefinition) Sei f : X — Y eine Funktion
und zg € X.

[ heift stetig an xg < V Folgen (ap)neny mit Werten in X und lingoan = 0
n—
gilt: lim f(a,) = f(zo)-
n—o0
f heift stetig in (oder auf) X, wenn es an jeder Stelle xg € X stetig ist.
Beispiele:

f:R — R mit f(z) = 22 ist iiberall stetig.



g(x) :==nfiir n < x < n+1ist fiir x € Z nicht stetig: g(n) = n, rechts davon auch,
aber links von n : g(x) = n — 1 ,Sprungstelle®

4.2 Zweite Definition von Stetigkeit (e-J-Definition) Sei f: X — Y eine Funk-
tion und xg € X. f heilst stetig an xzo: <

Ve>03d=0() >0V € X |1 —x0| <= |f(z1) — flzo)| <e
—_— -
=d(z1,70) =d(f(z1),f(z0))

Die Menge {z1 € X : d(z1,x0) < d} heilst §-Umgebung von xg.

UéE;O)
Entsprechend heifst {y; € Y : d(y1, f(z0)) < ¢} e-Umgebung von f(zg). Die Definition

Ue(f(20))
verlangt also, dass f eine 6-Umgebung von X in eine e-Umgebung abbildet: f(Us(zp)) <

Ue(f(x0))-

Achtung: Ob eine Funktion (iiberall oder in einem bestimmten Punkt) stetig ist, hiingt
von der Wahl des Definitionsbereichs ab. X < X, f stetig auf X = f stetig auf X, aber
die Umkehrung gilt nicht.

4.3 Lemma Sei f: X —> Y stetig an g und g : U — V mit Y < U stetig an f(xq).
Dann ist g o f auch an z stetig.

Fiir X und Y wihlt man oft R selbst oder eine der folgenden Mengen (Intervalle):
[a,0] = {zr € R:a <z < b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) = {x €R:a <z < b} offenes Intervall
[a,b) = {z e R:a < x < b} halboffenes Intervall
(a,b] = {zr € R:a < x < b} halboffenes Intervall
oder auch
[a,0) ={reR:a <z}
(a,0) ={xeR:a <z}
(—00,b] ={reR:xz <b}
(—0,b) ={reR:xz <b}
In dieser Notation ist R = (—o0, 00)

4.4 Nullstellensatz von Bolzano: Sei f : [a,b] — R stetig, so dass f(a) und f(b)
verschiedene Vorzeichen haben. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit f(c) = 0, d.h. f hat
eine Nullstelle.

4.5 Korollar (Zwischenwertsatz von Bolzano) Sei f : [a,b] — R stetig und y eine reelle
Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann existiert x € [a,b] mit f(xg) = y.

4.6 Definition Sei f : X — X eine Selbstabbildung der Menge X. zp € X heifst
Fizpunkt von [ :< f(x9) = 0.



4.7 Korollar Sei f : [a,b] — [a,b] stetig. Dann existiert ein Fixpunkt.

4.8 Proposition Sei f : [a,b] — [a,b] monoton wachsend (d.h. z; < x2 = f(x1) <
f(z2)) und stetig, ag € [a,b] und ani1 := f(an) ¥Yn (rekursive Definition). Dann ist
(ay) eine monoton wachsende oder fallende Folge, die konvergiert. Der Grenzwert ist ein
Fixpunkt von f.

4.9 Kontraktionssatz Sei f : [a,b] — [a,b] eine kontrahierende Selbstabbildung, d.h.
d¢ € [0,1), so dass Vz,y € [a,b] :

[f(x) = F(y)] < qle -yl

Dann besitzt f genau einen Fixpunkt ¢ € [a, b].
Sei xy € [a,b] und z, 1 := f(x,). Diese Folge konvergiert gegen c. Auferdem gilt die
Fehlerabschétzung

n

lc — x| < |z1 — xo| Yn e N.

l—q
Kontrahierende Selbstabbildungen sind Spezialféille von dehnungsbeschrankten (oder Lipschitz-
stetigen) Funktionen, fiir die gilt: | f(x) — f(y)| < A|lz —y| mit irgendeinem A > 0. Solche
Funktionen sind immer stetig.

4.10 Theorem Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f injektiv < f ist streng monoton
wachsend oder fallend.

4.11 Theorem Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist {f(z) : « € [a,b]} beschrénkt und f
hat ein Maximum und ein Minimum:

Azq € [a,b] : Vo : f(x) < f(x1), Iz € [a,b] : Va : f(z) = f(22).

Beispiele:

1, zeQ
0, 2¢Q

[ RoSR, f(x):= { ist nirgends stetig.
1, z#1

ist an zp = 1 nicht stetig.
5, =1

g:R >R g(x) ::{

1

= 0

h:R— R, h(z) := {63’ v 0 ist an zp = 0 unstetig.
) €r =

4.12 Definition Sei f : X — R und £ € R. Wir sagen, dass & im Abschluss von X
liegt genau dann, wenn es eine Folge (z,,)nen von Elementen in X gibt mit lim x,, = .
n—00

Bezeichnung: £ € X.

Sei nun € € X und 1 € R. n; heifit der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle
€ := V() nen Folge von Elementen in X mit z, "= &, alle x,, < &, gilt: f(z,) —=> .

Schreibweise: n; = lir? flx) = h/rréf(x) = f(&-).
Entsprechend heifst 7, € R der rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle £ :< V(2 )nen

Folge von Elementen in X mit 2, —> &, alle z,, > &, gilt: f(x,) = n,.

Schreibweise: n, = 1i =1 = +).
chreibuweise: 1y = lim f(z) = lin f (z) = £(6+)



4.13 Proposition Sei X = R oder X = (a,b),f : X > Rund £ € X. Dann ist f an &

stetig < f(§—) = f(§+) = f(£)- .
Wenn f(§—) = f(£+) gilt, kann man f an der Stelle £ stetig machen: Sei f: X — R

definiert durch
JE RPN f((L'), T #F §
f€=)=f(E+), =z=¢

Dann ist f stetig an £ und stimmt aufserhalb von & mit f iiberein.

5 Differenzierbare Funktionen

5.1 Definition Sei I ein Intervall, f : I — R und & € I. Dann heifst f differenzierbar in

£ oo tim LEZLO _ yy [O1O _ g

T—oE— &+ T
Bezeichnung: n =: f'(£), die Ableitung von f in &.
@1 ¢
5.2 Lemma Sei f: ] > R, € und Fy := =g
m, r=¢
Dann gilt: f differenzierbar in § mit f/(§) = n < F¢ stetig in &.

5.3 Lemma Wenn f in ¢ differenzierbar ist, dann ist f in & auch stetig.

5.4 Theorem Die reellwertigen Funktionen f und g seien im Intervall I definiert und
in ¢ € [ differenzierbar, die reellwertige Funktion h sei im Intervall J definiert und es
gelte J D f(I), so dass h o f definiert ist.

Dann gilt:

(a) f+ g ist in & differenzierbar und (f + g)'(£) = f'(€) + ¢'(€).

f —gist in ¢ differenzierbar und (f — g)(¢) = f'(€) — ¢'(€).

Fiir A € R ist Af in ¢ differenzierbar und (Af)'(€) = X - f/(€).
(b) (Produktregel) f - g ist in & differenzierbar und (f - g)'(€) = (f - ¢')(€) + (- 9)(€).
(c) (Quotientenregel) Falls g(&) # 0 ist, ist £ in ¢ differenzierbar und

(3 0 - s

Kettenregel) Falls h in f(&) differenzierbar ist, ist h o f in ¢ differenzierbar und

(
(ho £)'(€) = ' (f(£) - ['(&)-

5.5 Proposition Sei f: I — R streng monoton und stetig und an £ € I differenzierbar
mit f/(¢) # 0. Dann existiert die Umkehrfunktion f~! auf f(I) und ist an n = f(¢)
differenzierbar mit (f~!)'(n) = f’%g) = f’(f_ll(n))'

5.6 Definition Sei f : (a,b) — R eine Funktion und £ € (a,b). f hat in £ ein lokales
(oder relatives) Extremum :< 3¢ > 0, so dass

(d)

Ve e U (€) : f(z) < f(§) (lokales Mazimum) oder



Ve e U (&) : f(z) = f(§) (lokales Minimum,).
Wenn nur fiir z = £ Gleichheit gilt, heifft das Extremum streng (oder strikt).

5.7 Proposition Sei ¢ ein lokales Extremum von f : (a,b) — R und f differenzierbar
in & Dann ist f/(£) = 0.

5.8 Theorem Sei a < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) differen-
zierbar ist.

(a) (Satz von Rolle) Falls f(a) = f(b), existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

(b) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es existiert ein & € (a,b), so dass

f(b f(a) = f'(€).

5.9 Anwendungsbeispiele des Mittelwertsatzes: Sei f : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar.

(a) Falls 3m, M € R mit m < f'(x) < M Vz € (a,b), dann gilt
V1,29 € [a,b], 21 < zo: m(xe — 1) < fa2) — f(x1) < M(29 — 21), d.h. fiir

r < X9 m<M<M

T2—T1

(b) Falls f'(x) = 0 fiir x € (a,b), dann gilt: f ist konstant. D.h. die Losungen der
Differentialgleichung f’ = 0 sind genau die konstanten Funktionen.

(c) Falls f auf ganz R definiert und differenzierbar ist und es eine Konstante a € R
gibt mit f'(z) = af(r) Vo € R, dann ist f(x) = f(0)e*® Vx € R. D.h. die Losungen
der Differentialgleichung f’ = af sind die Exponentialfunktionen, wobei der Wert
an der Stelle 0 gewdhlt werden kann.

5.10 Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f und g auf [a, b] stetig und auf (a, b)
differenzierbar. Dann existiert £ € (a, b) mit (f(b) — f(a))g' (&) = (g(b) —g(a))f'(£). Falls
'(©)

oy SO)=f(a) _ f
g'(z) # 0 Vax € (a,b), dann ist s0)—g@) — 7©&

5.11 Regeln von (de) I’Hospital: (oder 'Hopital) Die Funktionen f und g seien
differenzierbar auf (a,b) und ¢'(z) # 0 Vx € (a,b), und es gelte

lim f(x) =0 = lim g(x). Falls lim u :(w) existiert, dann existiert auch lim H@) ynd

T—a+ r—a+ a9 (@) z—at 9(®@)

der Grenzwert ist derselbe: lim £&) = lim £ Fine analoge Aussage gilt fiir x — b—.
t—at 9(@) z—a+ 9 (@)

6 Taylorreihen und Potenzreihen

6.1 Definition Sei f in einer Umgebung von xg mindestens n-mal differenzierbar. Das

f( 7) ﬂfo .
Polynom T),(f, x, zo) 2 — x0)’ heilst Taylorpolynom (der Stufe n um den
7=0
Entwicklungspunkt xg) zu f.



6.2 Theorem (Satz von Taylor) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) (n + 1)—mal
differenzierbar, wobei fiir k < n die k—te Ableitung f*) auf [a,b] stetig fortsetzbar sei
(d.h. die einseitigen Grenzwerte an a und an b sollen existieren). Sei z¢ € (a, b) fest und

() (g .
fiir x € (a,b) sei R,(f,z, o) := f(x) — T,(f,x,x0) = f(z) — 2 fi(o)(x —x9)’.

Dann gilt fiir

€ (a,b) : v =v(z,20) €]0,1), so dass R, (f,z,z0) = f(nﬂ)((l;fily)(,x 20)) (3 — o) +1.

@ ( . (n+1) + —
Das bedeutet: f(x Z;) / ‘xo) (x — o) + / (ZS n i)('x %0)) (z — xo)" L.
.] - _

Fehlerterm Ry, (f,z,z0)
»Restglied nach Lagrange*

~—
Taylorpolynom
Tn (f,il?,:l?o)

n
6.3 Definition Sei (ay,)nen eine Folge reeller Zahlen und xo € R. Die Folge (Z aj(z — xo)j>
J=0 eN
heifst Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zg. Wenn die Polynome Taylorpolynome !
einer Funktion f sind, bezeichnet man die Reihe auch als Taylorreihe.
n

6.4 Theorem Sei Z a;(x — x0)’ eine Potenzreihe.

j=0

Die Menge {z; € R| Z a;(r1 — x0)’ konvergiert} ist ein Intervall T mit Mittelpunkt g
=0

oder ganz R. Die Reijhe konvergiert sogar absolut auf dem Inneren von I. Dieses Intervall

I heillt Konvergenzintervall der Potenzreihe.

Wenn I = (xg— R, zo+R) oder [z9— R, xo+ R) oder (xog— R, zo+ R] oder [xg— R, z¢+ R]

ist, nennen wir R den Konwvergenzradius der Potenzreihe. Falls I = R, sagen wir, der

Konvergenzradius ist 0. Der Konvergenzradius kann bestimmt werden als

1 n 1 . -1 _ .
sy V |@n| (oder als [T falls existent), wobei 5 = o0 gesetzt wird.
an

n
6.5 Theorem Sei Z ar(x —xo)* eine Potenzreihe mit Konvergenzintervall I und f die
n=0

o6}
Summenfunktion f(z 2 ap(x — xo . Dann gilt:
k=0

(a) f ist auf I stetig.

o0
(b) f ist im Inneren von I beliebig oft differenzierbar und f'(z Z (z—xo)F L.
0
(c) Z a(x — xo)" ist die Taylorreihe von f.
k=0

6.6 Identitféiotssatz fiir Potenzreihen ”

Sei f(z) = Z an(z — 20)" und g(z) = Z bp(z — 29)" mit dem gemeinsamen Konver-
n=0 n=0

genzintervall I und f(z;) = g(z;) fiir eine Folge x; T2 2o mit xj # xo Vj.

Dann gilt: f(z) = g(z) auf ganz I und a,, = b,¥n € N.



6.7 Transformationssatz fiir Potenzreihen
Sei Z an(x —x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und Konvergenzinter-

n=0
vall I und sei 21 € 1.

0 Q0
Dann gilt fiir alle x mit |x—x1|<R—|x1—x0|:Zanx—x0 Z (z — 1)* mit
—_——
—oo, falls R=co "V k=0
o [ n
b = 2 ( e ) an(acl —xo)nik.
n=~k
6.8 Relhendarstellungen von sin und cos:
x2n+1 233
Fiir z € R ist sinx = Z(—l)"i =r———%...und
P 2n + 1)! 3l
© 2n 2
A A N A
cosx = Z( 1) o) =1 5 +...

n=0
6.9 Reihendarstellungen von ¢* und In(1 + z):
Q0

Fiir z € R ist e = exp(x) = zk.

1
1 k]
(X)

Fiir z € (—1,1] ist In(1 + x) Z 1)t o

7 Das Riemannsche Integral

7.1 Definition Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und

P ={ag =a<a <...<a, = b} eine Partition (Aufteilung) von [a,b]. P sei die
Menge aller Partitionen von [a,b].

Fir j =1,...,n sei

O(f,P) := 2 M; - (a; — a;j—1) heifit Obersumme.

U(f) :=sup{U(f, P) : P Partition} heifst Unterintegral von f.
O(f) :=inf{O(f, P) : P Partition} heift Oberintegral von f.
Falls U(f) = O(f) gilt, heift f Riemann-integrierbar (oder Darbouz-integrierbar).

Bezeichnung: SZf(x)dac :=O(f) =U(f), das Riemannsche Integral von f auf dem
Intervall [a, b].

Formal setzen wir §; f(z) dx := —S flx



7.2 Kriterium fiir Integrierbarkeit: [ : [a,b] — R beschrinkt ist integrierbar
& Ve > 0 3P Partition von [a,b] mit O(f, P) = U(f,P) <e.

7.3 Proposition Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.

7.4 Proposition

(a) f,g:[a,b] — R integrierbar = f + g integrierbar und

fo(f +9)(@)d = [ f(@)de + [og(x)da.
(b) f:[a,b] — R integrierbar, a < ¢ < b= f auf [a,c| und auf [c, b] integrierbar und
SZf(a:)dx = f(x)dz + ng(x)dx
7.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert
¢ € [a, 8] mit §; f(z)dz = f(E)(b—a).

7.6 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Sei f: [a,b] — R stetig.
Dann ist die Flichenfunktion F(z) := §7 f(t)dt differenzierbar und es gilt F'(z) = f(z).

7.7 Definition Sei f : I — R eine Funktion. Eine Funktion F': I — R heifst Stamm-
funktion von f :< F ist differenzierbar und F'(z) = f(x) Vz € I.

7.8 Partielle Integration (oder Produktintegration): Seien f,g : [a,b] — R stetig
differenzierbar (d.h. differenzierbar mit stetiger Ableitung). Dann gilt:

{2 (2)g (2)dx = f(2)g(@)[s — L) (x)de.

7.9 Substitutionsregel: Sei f: I — R stetig und ¢ : [a,b] — R differenzierbar mit
¢([a,b]) < I. Dann gilt:

b o (b)
[ s [ raa
a ©(a)

(Achtung: Integrationsgrenzen andern sich)

7.10 Proposition Ein nichtkonstantes reelles Polynom ist ein Produkt von Linearfak-
toren und quadratischen Faktoren, jeweils mit reellen Koeffizienten.

7.11 Partialbruchzerlegung Seien p(z), ¢(z) € R[z] mit Grad p < Grad ¢, und ¢(x)
habe die Form q(z) = a(z — 21)°' ... (z — )P (2? + A1z + By)?' ... (2% + Asx + Bg)°s.
Dann gilt:

plx) _ _an 4w 4%

q(z) — z—a1 (z—x1)2 (z—z1)P1
+...
arl ar2 . arpy
+zf:vr + (z—xr)? + + (z—zr)Pr
+_onztfn ap+tfiz 44 %o 2+l
224+ A1+ By (z2+A12+B1)? (z2+A12+B1)°1

+...

10



a’slx"rﬁsl a52$+652 ... Asog x+ﬁsos
+m2+Asx+Bs + (z2+Asz+Bs)? + + (z2+Asz+Bs)7s

mit eindeutig bestimmten reellen Zahlen a;j, aj;, Bi;.
Die Summanden heifsen Partialbriiche.

7.12 Satz von Taylor mit Integral-Restglied: Sei f: I — R (n + 1)—mal stetig
differenzierbar auf I und zg ein innerer Punkt von I. Dann gilt fiir alle x € I :

=3 %(w—xo)hrffn(f,%wo) mit Ro(f,2,20) = & § (@ —0) f0D (t)de.
=0 7

7.13 Restglied nach Cauchy im Satz von Taylor: 39 € [0,1] so dass:

(f,x xo) f(n+1)(x0+’l9($ z0)) (1 —’19)” (.’E —$0)n+1.

n!

2 n—00 k21 4k2

7.14 Wallissches Produkt: 7 = lim ]_[ 44k2 = ]_[ 4k2
7.15 Definition Sei f : [a,b] — R eine Funktion.
Die Menge Cy = {(z,y) : y = f(z),x € [a,b]} heikt die (von f erzeugte) ebene Kurve

7.16 Definition Falls sup Lp(CY) in R existiert, definieren wir die Bogenldnge von C'
PeP
als L (Cy) :=sup Lp (Cy).
PeP

7.17 Theorem Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist die Bogenlidnge von
C definiert und es gilt: L(Cy) = S 1+ ( )2dx.

7.18 Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen: Sei f : [1,00) — R, eine monoton
n

fallende Funktion. Dann gilt: 2 f(k) konvergiert < Sl x)dx konvergiert.
k=1

7.19 Eigenschaften der Gamma-Funktion:
Die Gamma-Funktion ist fiir z > 0 definiert durch I'(x) := So trle—tdt.

(a) T(1) = 1.
(b) (Funktionalgleichung) I'(x + 1) = = I'(x) Va > 0.

(¢) T(n+1)=n!VneN.

8 Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verinder-
licher

8.1 Definition SeiDc]R"offen(dh VieD3I:U(z)cD),f:D—>R,aeD,re

R" 7“ # 0 f heifit an a in Richtung T differenzierbar :< hmw existiert.

h—0
Der Grenzwert heifft dann die Richtungsableitung von f in Richtung T

Bezeichnung: g—i (a).

T
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= e = 1 | « k der k-te Einheitsvektor ist, nennt man den Grenzwert die
0

k-te partielle Ableitung und sagt, dass f an a nach zy, partiell differenzierbar ist.

Bezeichnung: %(8)

8.2 Definition Sei D < R" offen, f : D — R an a nach jeder Variablen partiell
differenzierbar.

fer (a)
Dann heifit der Vektor Vf(a) = (grad f)(a) := : Gradient von f an a.

8.3 Satz von Schwarz Sei f: D c R"™ — R in alle Koordinatenrichtungen zweimal
partiell ableitbar und die zweiten partiellen Ableitungen seien stetig. Dann vertauschen
die partiellen Ableitungen, d.h. V 7,5 : ax axj f= azj axl I

8.4 Proposition Sei f : D — R mit stetigen partiellen Ableitungen und 7 ein Rich-
tungsvektor der Linge 1 (d.h. (7,7 ) =1 im euklidischen Skalarprodukt). Dann gilt fiir

EED: ( ) ={(grad f(a),r)= E—f
8.5 Landau- Symbole Seien «,3 : D < R®™ — R"™ zwei in einer Umgebung von &
definierte Funktionen. Wir schreiben

weofd) e izt =0

a € O(B) = limsup Hggg“ < 0.
z—E

8.6 Definition Sei D c R", f : D — R, £ ein innerer Punkt von D. Dann heiftt f an
& differenzierbar (oder total differenzierbar) :< 3 Vektor v(g) € R™, so dass

F@) = 1) = (). 7 = ) e ol — €]). dh. lim <>““j3“xf>=o

Der Vektor v( &) heift die totale Ableitung von f an &.

8.7 Zusammenhang totale und partielle Differenzierbarkeit:
Sei DcR™ f: D — R, U c D offen.

—

(a) Falls f in £ total differenzierbar ist, dann existieren in £ alle partiellen Ableitungen
und es gilt:

—

v(€) = grad f(€)

(b) Falls auf U alle partiellen Ableitungen ex1st1eren und stet1g sind, dann ist f an
allen 5 € U total differenzierbar, mit v( ) = grad f (5 ), d.h. es gilt:

F@) = F(€) +erad f(€)-(F - €) +o (|7 - €]).

12



8.8 Lemma Sei f an £ total differenzierbar. Dann ist f an & stetig.

8.9 Definition Sei D c RP, ¢ ein innerer Punkt von D und f : RP — RY. f heiftt (total)

differenzierbar in £ :< 3q x p—Matrix J = J(f,§), so dass lim W = 0.

(oder wie oben: lim f(z)fﬂfla'](zfg) = O> )

r—E
Die Matrix J heift Jacobimatriz (oder Funktionalmatriz).
&, x,h sind Vektoren in RP. h — 0 bedeutet hy — 0,...h, — 0; dquivalent: |[h| — 0.
8.10 Proposition Sei D c RP, D offen, f: D - RY, € D.

(a) f seiin ¢ differenzierbar. Dann sind alle f; nach allen z; partiell differenzierbar

und es gilt:
grad f1(§) 11 (g) 211 (g)
d ox1 Tt Oxp
e | EEO
: ofq ofq
grad f,(€) oy @) o 3 )

(b) Sei f in & differenzierbar. Dann ist f in & stetig.
(c) Wenn alle f =L (5) existieren und stetig sind, dann ist f in & differenzierbar.
(d) f ist in £ differenzierbar < f1,..., f; sind in £ differenzierbar.

8.11 Kettenregel: Sei f : D ¢ R" —» RP, ¢ : D c RP — RY, so dass h := go f
definiert ist. Sei f an ¢ differenzierbar mit Ableitung J(f,€) und sei g an n = f(§)
differenzierbar mit Ableitung J(g,n). Dann ist h an £ differenzierbar mit Ableitung

J(h, &) = J(g,n) - J(f, ).

8.12 Mlttelwertsatz Sei f:DcR*"—>R,D offen f auf D stet1g differenzierbar.
Seien 5 und 7 in D, so dass die Verbindungsstrecke {5 +u(n — 5) v € [0,1]} ganz in

D enthalten ist.
Dann 3u € (0,1) so dass f(17) = £(€) = (grad f(§ +wo(if =€), (7 = €)
8 13 Satz von Taylor: Sei f: D — R, D c R"” (m + 1)- mal stetig differenzierbar,

§ T e D so dass dle Verbindungsstrecke {5 +0(r — §) :0 € [0,1]} ganz in D enthalten
ist. Sei b= 7 — 5 Dann 36 € (0,1), so dass

(@ +i (h - gl ) H(E) , (hgrad ™E +0R)
N k=1 , . (mi_ 1)! >
‘r_)_, Restglied
Tm(f,l‘,f)
P N i k —
wobei (h - grad f)*(y) := 2 hj, hjy ... hj, ﬁ (y).
j17"'7jk=1
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8.14 Umkehrsatz: Sei U ¢ R", U offen, f: U — R" auf ganz U stetig differenzierbar
und |[J(f, )| := det(J(f, ) # 0 V& € U. Sei & € U. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass

—

die Einschrankung von f auf U.(&) die Menge U.(&) bijektiv auf eine offene Menge
V < R” abbildet. Die Umkehrfunktion f~! ist stetig differenzierbar und es gilt, mit

= f(&),J(f ) = J(£,6) 7"
Ein Vektor ¢ mit grad f(&) = 0 heifst kritischer Vektor.

8.15 Definition Sei f zweimal stetig differenzierbar. Die Matrix

o2f o2f o2f
(7_:1:%(‘%) 0x20x1 ( ) Tt Oxplx (iE)
H=H(fz)= : :
52 92 92
axlaj;n( ) azga};n( ) .- ax_g(x)

heift Hesse-Matriz (oder Hessesche Matrix).

Nach dem Satz von Schwarz ist H eine symmetrische Matrix.

8.16 Kriterium fiir Extremwerte: Sei f: D — R (D offen, D  R") zweimal stetig
differenzierbar, £ € D und grad f(£) = 0. Dann gilt:

(a) H(f, &) positiv definit = ¢ striktes lokales Minimum,

—

(b) H(f, &) negativ definit = ¢ striktes lokales Maximum,

(¢c) H(f, &) indefinit = £ kein lokales Extremum.
Punkte wie in (c) nennt man Sattelpunkte.

8.17 Multiplikatorregel von Lagrange: Seien f,g: D < R" — R stetig differen-

zierbar, S := {z € R" : g(z) = 0}, & € S mit grad g(&) # 0. Wenn f|g an ¢ ein
Maximum oder ein Minimum hat, dann I\ € R : grad f(§) = A grad ¢(¢&).

Die Multiplikatorregel von Lagrange liefert nur ein notwendiges, kein hinreichendes Kri-
terium. Um sicherzustellen, dass iiberhaupt ein Maximum oder ein Minimum existieren,
verwendet man oft die folgende Aussage: Ist D kompakt (d.h. R™\D offen und D be-
schrinkt), so nimmt jede stetige Funktion f : D — R ein Maximum und ein Minimum
an. Typische Beispiele von kompakten Mengen sind abgeschlossene Intervalle, Bille,
Kreise, Ellipsen, Rechtecke, Quader.

9 Differentialgleichungen

Gewdhnliche Differentialgleichungen der Form ' = f(z,v) :
Gegeben ist eine stetige Funktion f: D < R? — R. Gesucht ist eine Funktion
g: I — R, g differenzierbar, so dass ¢'(x) = f(z, g(z)) gilt.

9.1 Integralgleichung Sei f: I x I’ — R stetig. g : I — I’ ist Losung von ¢ = f(z,y)
durch (zo,y0) d-h. g(x0) = yo & Ve e I: g(x) = yo + §; f(t,9(t))dt.
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9.2 Definition f: I x I’ — R geniigt einer Lipschitz-Bedingung

<AL > 0Ve el Yy, yo € I' | f(x, 1) — f(x,y2)| < L|y1 — 2l

L heillt Lipschitz- Konstante zu f.

f geniigt lokal einer Lipschitz-Bedingung:< V(z,y) € I x I' 3 Us(z,y) : f geniigt in
Us(x,y) einer Lipschitz-Bedingung.

9.3 Kriterium zur Lipschitz-Bedingung Falls g—i existiert und beschrankt ist, ge-
niigt f einer Lipschitz-Bedingung. Falls g—i existiert und stetig ist, geniigt f lokal einer
Lipschitz-Bedingung.

9.4 Eindeutigkeitssatz Sei f : I x I’ — R stetig und geniige lokal einer Lipschitz-
Bedingung. ¢ : I — I' und v : I — I’ seien Losungen von y' = f(x,y)
und p(zg) = ¥(xp) fiir ein z¢ € I. Dann gilt p(z) = ¢¥(z) Vo e 1.

9.5 Existenzsatz von Picard und Lindeldf: Seien I und I’ offene Intervalle,
f: I x I — R sei stetig und geniige lokal einer Lipschitz-Bedingung, (zo,yo) € I x I'.
Dann existiert eine Losung ¢ der gewohnlichen Differentialgleichung 4’ = f(z,y) durch

(0, Y0), d-h. @(x0) = yo, bzw. p(x) = yo + §; f(t,¢(t))dt.

9.6 Trennung der Variablen (Differentialgleichung mit getrennten Variablen):

Sei f(z,y) = f(z)-g(y) fiir f: T >Rund g: I' > R, g(y) # 0 Vy.
Sei F(x) := Siof(t)dt und G(y) := Sioﬁdt.
Sei F(I) c G(I").
Dann erfiillt die eindeutige Losung ¢ : I — R mit ¢(xg) = yo der Differentialgleichung.
y' = f(z)g(y) die folgende Gleichung:
G(p(r)) = F(z) Ve e I.

G'(y) = @ # 0 Yy = G streng monoton wachsend oder fallend = G invertierbar.

Wenn man G ! findet, hat man p(z) = G~ (F(x)) bestimmt.

Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung: y' = a(x)y.

Inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung: y' = a(x)y + b(z).

9.7 Variation der Konstanten:

Sei po(x) = exp (Sioa(t)dt> eine Losung der homogenen Gleichung.

Dann ist p(z) = po(z)(c + Sio @Lt,)_j b(t)dt) die eindeutige Losung mit p(zg) = c.
Kehrwert

9.8 Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung:
yll = fl(xayly' .- ayn)

Yn = fal@, Y1, Yn)

Definitionsbereich von f: U < R**! f: U — R*+7,
Gesucht ist y = ¢ : [a,b] > R™ mit (x,p(z)) € U.
Vorgegeben wird p(z¢) = c.

9.9 Lineare Differentialgleichungssysteme:
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Y1 an(z)yr +an(@)y + ...+ a1u(T)yn + bn(z)

y = A(x)y + b(z), dh. :
y;; = Qnl (x)yl + an2 (x)yQ + ...+ ann(x)yn + bn(x)

wobei alle a;; : I — R,b; : I — R stetig sind, also A: [ — R"Q, b: 1 —>R"™

f(x,y) = A(x)y + b(x) geniigt einer Lipschitz-Bedingung.

9.10 Proposition
(a) L(A,0) ist ein R-Vektorraum.

(b) Sei ¢ € L(A,b) eine Losung des inhomogenen Systems y’' = Ay + b. Dann ist
L(A,b) = o+ L(A,0), dh. L(A,b) = {p+1: ¢ e L(A0)}.

9.11 Der Losungsraum L(A,0) des homogenen Systems:

(a) Der R-Vektorraum L(A,0) hat die Dimension n.

(b) ©1,...,¢n € L(A,0) bilden genau dann eine Basis von L(A,0), wenn es ein
xg € I gibt, so dass die Vektoren ¢ (xg), ..., pn(xg) € R™ linear unabhéngig sind.
In diesem Fall heifen ¢, ..., ¢, ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung

y = Alx)-y.

9.12 Die Wronski-Determinante
W .= det(1, ..., pn) hat eine Nullstelle genau dann, wenn sie konstant 0 ist. (@1, ..., @n)
ist ein Fundamentalsystem < W # 0. W' = sp(A(x)) - W.

9.13 Der Losungsraum L(A,b) des inhomogenen Systems:
Sei v eine Losung von y' = Ay+bund ¢1, ..., ¢, ein Fundamentalsystem des homogenen
Systems. Dann ist L(A,b) = {¢p +c1o1 + ...+ cnon i 1, ..., cn € R} = + L(A,0).

9.14 Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten:
Sei A konstant, d.h. A € R"*"

(a) Sei A ein Eigenwert von A und v € R" ein Eigenvektor zu A\. Dann ist ¢ : R —» R"

mit ¢(z) = e’ - v eine Losung von ¢ = Ay.
(b) Falls R™ eine Basis {vy,...,v,} aus Eigenvektoren von A besitzt (d.h. A ist diago-
nalisierbar) und sind Ay, ..., A, die zugehorigen Eigenwerte, dann ist {e %y, ..., e

ein Fundamentalsystem zu y = Ay.

9.15 Differentialgleichungen héherer Ordnung: Sei n > 2. Die Differentialglei-
chung y™ = f(z,y,y/,...,y™ D) mit f: U c R*! — R stetig, ist Aquivalent zum
System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung:

Y1 =Y2
Yo = U3
y;z—l = Un
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’

Yn = f(x’ylayQa"' ayn)
Dabei gelten die Entsprechungen y; := v, 92 := 9/, ..., yn := y"* 1.

9.16 Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten: Der Differentialgleichung 4™ + a,_1y™ 1 + ... + agy = 0 wird das Polynom
p(t) =t" + an_1t"D 4+ agt +ag zugeordnet.

(a) Sei A € R eine [-fache Nullstelle von p(t), d.h. p(t) = (x — \)!q(t). Dann sind die
Funktionen e 2z’ ... z/~1e* Losungen der Differentialgleichung.

(b) Sei p(t) = (t — A1) (t — Xo)2 ... (t — \,)'" mit paarweise verschiedenen A, ..., \,.
Dann bilden die folgenden Funktionen ein Fundamentalsystem:

e)q:v ’ (L'GAII Lo xllfle)q:v

eAr® , xer? S e glr—leAre

9.17 Exakte Differentialgleichungen: Seien P,Q : [ x J — R Funktionen mit
stetigen partiellen Ableitungen. Die Differentialgleichung P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 heifst
exakte Differentialgleichung: < 3 F : I x J — R mit g—f = P und %—Z =Q.

Das ist dquivalent zu: %—]; = %.

9.18 Potenzreihenansatz: z.B. fiir " +a(x)y' +b(x)y = s(z),y(z0) = vo, ¥ (z0) = y1,
Anfangswertproblem zweiter Ordnung (genauso n-ter Ordnung), Voraussetzung: a,b, s
besitzen Taylorentwicklungen (in gegebenem Intervall). Dann gilt: Die Losung y(x) be-
sitzt auch eine Taylorentwicklung im selben Intervall.

9.19 Kompartimentmodelle: Gegeben "Behélter" (Kompartimente) K, ..., K,. K;
enthélt zur Zeit ¢ genau m;(t) viele Masseneinheiten eines homogenen Materials, das
zwischen manchen Behéltern bewegt wird, Verdnderung proportial zu ¢ und zu m;(t).
Differentialgleichungssystem ist m’ = K - m.
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