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1 Funktionentheorie

1.1 Komplexe Zahlen, Riemannsche Zahlenkugel und
elementare Funktionen

1.1.1. Wir erinnern an die Definition der komplexen Zahlen
C={z=a+1iy|z,y € R} =R(i), (1.1.1-A)

die Bezeichnungen x := Re 2, vy := Im 2z und die grundlegenden auf i = —1 basierenden
Rechenregeln fiir komplexe Zahlen. Mit der Notation z := x — iy fiir die zu z = x + iy
1

komplex konjugierte Zahl folgt damit 2z = 2? + y? =: |2|? und damit 27! = ez

Komplexe Zahlen kénnen sinnvoll mit Punkten der Ebene R? identifiziert werden. Dann
entspricht |z| dem Abstand des Punktes (x, y) zum Ursprung. Weiter definieren wir arg z
als den Winkel von der positiven reellen Achse zum Strahl durch (z,y).

Fiir zwei komplexe Zahlen z = x + iy und w = u + iv gilt damit
z4+w=(r+u)+i(y +v), 2w = (zu — yv) +i(zv + yu) (1.1.1-B)
sowie (als Konsequenz der Additionstheoreme der Winkelfunktionen)
|zw| = |z| |w|, arg(zw) = argz + argw mod 27. (1.1.1-C)
Dariiberhinaus hat sich die Polarform
z = |z]e" = |2|(cos ¢ + isin ) (1.1.1-D)

fiir o = arg 2z als Notation fiir komplexe Zahlen eingebiirgert, die erst durch die nachfol-
gend nochmals ausfiihrlich diskutierte komplexe Exponentialfunktion sinnvoll verstan-
den werden kann.

1.1.2. Zur Darstellung komplexer Zahlen nutzen wir im weiteren Verlauf Farbwerte.
Diese ist in nachfolgendem Bild angegeben und liefert eine eindeutige Festlegung jeder
Zahl z € C durch eine Farbe arg z und eine Helligkeit |z|. Das Bild auf der rechten Seite
hilft dabei zusétzlich Betridge besser abzulesen. Es ist sinnvoll, die Argumente arg z und
den Logarithmus des Betrags In |z| dquidistant einzuteilen.



1 Funktionentheorie

Besonders niitzlich ist diese Farbcodierung bei der Darstellung von komplexen Funktio-
nen f : C — C. Dabei wird jeder Punkt der Zahlenebene mit der Farbe des zugehorigen
Funktionswertes eingefarbt. Nachfolgend dargestellt sind auf diese Weise die Polynom-
funktionen f(z) = 2% und f(z) = (z — 1)(z + 1).

—
N
—
—

flz)=(—1)(2+1)




1.1 Komplexe Zahlen, Riemannsche Zahlenkugel und elementare Funktionen

1.1.3. Neben der komplexen Zahlenebene bietet sich oft die Nutzung der Riemannschen
Zahlenkugel C = C U {oo} an. Dass es sich tatsdchlich um eine sinnvolle Kugel han-
delt, ist an folgendem linken Bild ersichtlich. Wahrend der Siidpol der Kugel mit dem
Ursprung 0 € C identifiziert wird und in einer Umgebung der Null die stereographische
Projektion eine (reell differenzierbare) Karte bildet, ist eine Umgebung des Nordpols
durch 27! beschrieben.

Die stereographische Projektion kann in Polarkoordinaten und auflerhalb des Nordpols

als
cos ¢ cos Y

R?* D S*3> |singcosty| +— z = tan (% + %) e eC (1.1.3-A)
sin ¢
geschrieben werden, wie iiblich haben wir auf der Kugel S? die sphérischen Koordinaten

¢ € [0,27) und ¢ € [-F, §] genutzt. Damit kénnen Funktionen

f:C>C (1.1.3-B)

als Bilder auf der Kugeloberfliche gezeichnet werden. Nachfolgend sieht man links die
Polynomfunktion f(z) = z(z — 1) und rechts eine Funktion der Form f(z) = Hlo |

j=1 1-a;2
fur 10 zufillig gewéhlte Nullstellen o; € D := {z € C | |2| < 1}. J

(9]

.




1 Funktionentheorie

1.1.4. Die einfachsten uns interessierenden Funktionen sind durch Polynomfunktionen

n
z) = Z a2 (1.1.4-A)
k=0

mit Koeffizienten a; € C gegeben. Wir sagen, das Polynom p besitzt den Grad
degp :=n, (1.1.4-B)

falls in dieser Darstellung zusétzlich der Koeffizient a,, # 0 erfiillt. Dem Nullpolynom
p(z) = 0 weisen wir den Grad —oo zu.

Ebenso interessant sind rationale Funktionen

fz) = % 4(2) £0, (114C)

als Quotienten zweier Polynomfunktionen p, ¢ mit deg ¢ > 0. Ordnet man den Nullstellen
z der Polynomfunktion q den Funktionswert f(z) = oo zu, so ergeben sich Funktionen
f:C— C. Diese kann man zu einer stetigen Funktion f : C — C fortsetzen.

Nachfolgend dargestellt ist die rationale Funktion f(z) = 27 auf C\ {—1} sowohl auf

einem Ausschnitt der Ebene als auch auf der Riemannschen Zahlenkugel.

1.2 Potenzreihen und komplexe Differenzierbarkeit

1.2.1 (Potenzreihen). Potenzreihen zum Entwicklungspunkt z; € C sind Reihen der

speziellen Form

> ap(z — zo)F (1.2.1-A)
k=0
mit Koeffizienten a; € C. Das Konvergenzverhalten solcher Reihen héngt von der Wahl
des Parameters z € C ab. Um dies zu diskutieren, nutzen wir das Wurzelkriterium und
erhalten absolute Konvergenz, falls

lim sup v/ |ax(z — 20)*| = |2 — 20| hmsup Vlak| <1 (1.2.1-B)

k—oo

10



1.2 Potenzreihen und komplexe Differenzierbarkeit

und damit

(1.2.1-C)

+00, limy 0 \k/ ‘ak‘ = 07
|z — 20| < p:=

1
limsupy, o0 {/lar|’ sonst,
gilt. Ebenso liefert das Wurzelkriterium Divergenz, falls |z — 2| > p gilt. Uber das

Konvergenzverhalten auf dem Rand der Kreisscheibe sagt das Wurzelkriterium nichts
aus, dies ist im Einzelfall anders zu untersuchen.

-ZO

NS

Potenzreihen konvergieren also entweder auf ganz C, in einer Kreisscheibe (mit potentiell
interessantem Verhalten auf dem Rand) oder nur im Entwicklungspunkt. Die durch
bestimmte Zahl p € [0, +o00] wird als Konvergenzradius der Potenzreihe (1.2.1-A)
bezeichnet. Formel ist auch als Formel von Hadamardﬂ bekannt.

1.2.2. Angenommen, der Konvergenzradius p ist positiv. Dann bestimmt die Potenz-
reihe auf der Kreisscheibe B,(z)) = {z € C| |z — 2| < p} eine Funktion
f:By(z) = C mit f(z) = ap(z — 2)", (1.2.2-A)
k=0
die wir als néchstes genauer untersuchen wollen. Wir betrachten zuerst ein (explizites,
aber durchaus bedeutendes) Beispiel. Die geometrische Reihe, also die Reihe in der alle
Koeffizienten a; = 1 erfiillen, besitzt den Konvergenzradius 1 und es gilt

e 1

k

= — 1 1.2.2-B
E Z =1 2] <1, ( )
k=0

wéhrend fiir |z| > 1 die Glieder der Reihe keine Nullfolge bilden. Bilder der ersten Par-
tialsummen mit 5, 10, 20 und 50 als hochstem Exponenten sind nachfolgend dargestellt.

1JAcQUES HADAMARD, 1865-1963
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1 Funktionentheorie

Als zweites (explizites und noch bedeutenderes) Beispiel betrachten wir die Exponen-

tialreihe
=1
exp(z) = EZk’ (1.2.2-C)
k=0
die fiir jedes z € C konvergiert und die komplexe FExponentialfunktion definiert. Nach-
folgend dargestellt sind die ersten Partialsummen

sowie die Exponentialfunktion auf der Riemannschen Zahlenkugel (ohne den Punkt co).




1.2 Potenzreihen und komplexe Differenzierbarkeit

1.2.3 (Komplexe Differenzierbarkeit). Sei U C C offen und f : U — C eine Funktion.
Wir nennen die Funktion f in z, € U komplex differenzierbar, falls der Grenzwert

o) it 1) = 1)

2—>Ze 2 — Ze

(1.2.3-A)

in C existiert. Ist f in jedem Punkt z € U differenzierbar, so bezeichnet f': U — C die
(komplexe) Ableitung der Funktion f. Fiir diese nutzt man auch die Notation < f(z).

Diese Definition der komplexen Differenzierbarkeit stimmt (bis auf das Ersetzen von R
durch C) mit der Definition der reellen Differenzierbarkeit fiir Funktionen einer reellen
Variablen iiberein. Damit iibertragen sich insbesondere alle Differentiationsregeln vom
Reellen ins Komplexe. Es gelten also

(f+9)(2) = f'(2) + d'(2),
(f9)'(2) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2), (123-B)
(fog9)(2) = f(9(2))d'(2)
und Summen, Produkte und Verkettungen komplex differenzierbarer Funktionen sind

wiederum komplex differenzierbar.

1.2.4 Lemma. Jede durch eine Potenzreihe (1.2.1-A|) definierte Funktion ist im Inneren
des Konvergenzkreises komplex differenzierbar.

Beweis. Der Vollstindigkeit halber geben wir einen neuen Beweis, die Aussage selbst
wurde auch schon in Analysis 2 gezeigt. Sei

z) = Zak(z — ), |z — 20| <p (1.2.4-A)
fiir p aus . Wir zeigen, dass die Potenzreihe
= Z kay(z — 2p)" (1.2.4-B)
k=1

die Ableitung von f beschreibt. Zuerst bemerken wir dazu, dass der Konvergenzradius
dieser Reihe wegen

lim sup v/ k|ag| = ( llm Vk > (hm sup v/ |ax| > = llm sup v |ag] (1.2.4-C)
k—ro0

ebenso durch p gegeben ist und damit g : B,(29) — C wohldefiniert ist. Betrachtet man
nun zu z, ze € B,(2) den Differenzenquotienten und subtrahiert g(z,), so ergibt sich

f(z) = flze) g(z) = Zak <(z —20)" — (20 —20)" k(ze — Zo)k—l) . (12.4-D)

Z— Ze — Z— Ze

Den geklammerten Ausdruck kénnen wir mit dem Binomischen Satz zu

(2 — 2o + 2o — 20)F — (20 — 20)*
2 — 24

— k(ze — zo)k_l

13



1 Funktionentheorie

vereinfachen und damit wegen

(.’“ ):(k R Sk(k—1>(’“;2>.!.=k<k—1>('“f2> (124F)

Jj+2 —7=2)!(j+2)! (k—2— ! j
die obige Differenz durch
00 k—2
k , .

2 .
<rz—z.rzk D (j Jlo— bl =2l (1249

Jj=
el Skl = Dla] (12 — 2ol + 0 — 20"
k=1

abschitzen. Die auftretende Reihe ist wiederum fir |z — 2|+ |26 — 20| < 7 < p konvergent
und kann fiir diese z durch

Zk — Dlag| (|2 = 2] + 20 — 20])" Z —Dlaglr* 2 ="M  (1.24-H)
k=1 —1
majorisiert werden. Es gilt also
JE =G | < Mz — 2] (1.2.4-1)
Z— Ze
und mit z — z, folgt die Behauptung. O]

1.2.5 Beispiel. Potenzreihen erlauben es, viele aus der reellen Analysis bekannte Funk-
tionen im Komplexen zu definieren. Neben der schon genannten Exponentialfunktion

exp(z) = —2z (1.2.5-A)

betrifft dies zum Beispiel

: — DF a — (=DF
sin(z) = kz_o (Z(k——i—)l)!z ) cos(z) = ; ((2k§ 2% (1.2.5-B)

die ebenso fiir alle z € C konvergieren. Weitere wichtige Reihen sind

- <_1)k 2k+1
arctan(z) = kz:; w11l |z| < 1 (1.2.5-C)
und
(=D K
log(z) = — Z T(z - 1" z—1] <1 (1.2.5-D)
k=1

die uns ebenso im Reellen schon begegnet sind. Alle diese Reihen definieren (beliebig
oft) komplex differenzierbare Funktionen, deren komplexe Ableitungen im Inneren des
Konvergenzkreises durch gliedweises Differenzieren bestimmt werden kénnen.

14



1.2 Potenzreihen und komplexe Differenzierbarkeit

~

Partialsumme von arctan(z) Partialsumme von log(z)

1.2.6. Durch Potenzreihen dargestellte Funktionen haben bemerkenswerte Eigenschaf-
ten. So sind die Koeffizienten der Reihe eindeutig durch die Funktion bestimmt. Da wir
nach Lemma [1.2.4] gliedweise komplex differenzieren kénnen, impliziert

F(2) =) ar(z— 2)" (1.2.6-A)
k=0
fiir die komplexen Ableitungen von f
FU2) = k(k—1)- - (k—n+1)ag(z — )" " (1.2.6-B)
k=n

und damit folgt mit n = k und Auswertung im Entwicklungspunkt z

_ F®) (2)

o (1.2.6-C)

Qag

Dies impliziert, dass wir Potenzreihen gliedweise vergleichen kénnen. Es gilt fiir zwei
konvergente Potenzreihen

o0 [e.@]

Z an(z — 2)F = Z bi(z — 2)" — Vien, ar = by. (1.2.6-D)
= k=0

k=0

Nullstellen von durch Potenzreihen definierten Funktionen sind isoliert.
1.2.7 Lemma. Sei -
f(z) = Z ar(z — 2)" (1.2.7-A)
k=0

auf der Kreisscheibe B,(zo) konvergent. Dann gilt
o entweder f(z) =0 auf B,(20) (und damit aj, =0 fir alle k);
e oder es gibt ein 6 > 0, so dass f(z) # 0 fir z # zy und |z — zo| < 0.

15



1 Funktionentheorie

Beweis. Angenommen, f ist nicht die Nullfunktion. Dann gibt es einen Anfangsindex
m € Ny mit a;, = 0 fiir £ < m und a,, # 0. Wir konnen also f in der Umgebung von z

als
oo

£ = (2 = 2™ S i = 20)F = (2 = 2)"(2) (1278)

k=0
mit der durch die angegebene Reihe bestimmten Funktion g schreiben. Da g(z9) = a,, #
0 ist, gibt es auf Grund der Stetigkeit von g eine Umgebung Bs(zo) auf der g(z) # 0
gilt. Damit folgt die Behauptung. O]

Erganzung. Die Aussage impliziert, dass alle Mengen der Form {z € B,(z0) | f(2) = w} zu w € C
entweder durch die gesamte Kreisscheibe gegeben sind oder eine diskrete Teilmenge bilden, die nur am
Rand der Kreisscheibe Haufungspunkte besitzen kann.

1.2.8. Komplexe Funktionen f : C O U — C konnen auf natiirliche Weise als reelle
Funktionen R? O U — R? aufgefasst werden. Dazu fithren wir etwas Notation ein und
setzen

flz+1iy) = u(x,y) +iv(z,y) = Re f(z +iy) +1lm f(z + iy) (1.2.8-A)
fir x,y € R mit z +1iy € U und so dass u(x,y) und v(z,y) reellwertig sind. Dann impli-
ziert komplexe Differenzierbarkeit die partielle Differenzierbarkeit der beiden Funktionen
u und v. Dazu wéhlen wir in der Definition der Ableitung

w—0 w

(1.2.8-B)

fiir w speziell Folgen aus der reellen beziehungsweise der imagindren Achse. Es existieren
also

i LG = f2) ) ule+hy) v+ b y) — (e y) — oz, y)
h—0 h h—0 h
heR
_ _ 1.2.8-C
i Mt hy) —uly) L et b y) - v(@y) ( )
h—0 h h—0 h
== &cu(aﬁ, y) + iaxv(xa y)
und
lim flz+ 1h) — f(2) — im u(z,y+h)+iv(z,y —|— h) —u(z,y) —iv(z,y)
h0 ih h—0 ih (1.2.8-D)

= —idyu(z,y) + Oyv(z,y).
Da auf Grund der komplexen Differenzierbarkeit beide Grenzwerte iibereinstimmen
miissen, folgt insbesondere

Opu(z,y) = oyv(x,y) und Opv(x,y) = —0yu(x,y) (1.2.8-E)
sowie die Darstellung der komplexen Ableitung durch die reellen partiellen Ableitungen
axu(xa ?/) + iax”U<ZL’, y) + 01/”(:”7 y) - iayU($, y)

2 2
9, —i0), (1.2.8-F)

== (u(m, y) + iv(z, y))

Wir fassen die Erkenntnis zu einem Satz zusammen.

flz+iy) =

16



1.2 Potenzreihen und komplexe Differenzierbarkeit

= 1.2.9 Satz (Cauchyﬂ—Riemanrﬁ-Gleichungen). Sei f: U — C definiert auf einer offenen
Menge U und im Punkt z € U komplex differenzierbar. Dann gelten mit der Notation
im Punkt z = x 4 iy die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen

a:cu(xa y) = 83;”(17, y)a

Oyu(z,y) = —d,v(x,y). (1.2.9-A)

#<  Erganzung. Nutzt man die oben formulierte Darstellung der komplexen Ableitung iiber die partiellen
Ableitungen und definiert die Wirtinger—Ableitungenﬁ
1 1
0.~ L0.-10,), 0= L0 +10,), (129-8)
so lassen sich die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen (1.2.9-Al) auch kurz als 0z f = 0 schrei-
ben. Die Notation ist sinnvoll, es gilt
0.z =1, Ozz =0, 0,Z =0, 0zz=1 (1.2.9-C)

zusammen mit den iiblichen Ableitungsregeln fiir beide Wirtinger-Ableitungen. Damit kann fiir ein Po-
lynom in beiden Variablen z und Z und die zugehdorige ‘Polynomfunktion’ p(z,%z) durch die Berechnung
von

02p(2,%) (1.2.9-D)

entschieden werden, ob die Variable Z vorkommt. Kommt sie nicht vor, handelt es sich um eine komplexe
Polynomfunktion und es gilt die Cauchy—Riemannsche Differentialgleichung dzp(z,z) = 0.

Die Wirtinger-Ableitung 0, ist von der komplexen Ableitung % zu unterscheiden, letztere existiert
nur, falls die Funktion komplex differenzierbar ist. Die Ableitung 0, bendtigt nur die reelle partielle
Differenzierbarkeit. Ist die Funktion komplex differenzierbar, so stimmen beide Ableitungen iiberein.

1 1.2.10 Satz. Sei U C R? offen und seien u,v : U — R stetig partiell differenzierbar.
Gilt dann das System der Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
a:cu(l‘7 y) = ayv($a y))
ayu(xv y) = _arv(‘ra y)

fir alle (z,y) € U, so ist die Funktion f(x + iy) := u(x,y) + iv(x,y) auf der Menge
U={x+iy| (z,y) € U} C C komplex differenzierbar.

(1.2.10-A)

Bewers. Sind u und v stetig partiell differenzierbar, so folgt Fréchet-Differenzierbarkeit
und es gilt
U(ZI’J + h’la Yy + h2) - U(l’, y) = hlaru(xvy) + hQayu(xa ?J) + 0(|h1| + |h2|)

1.2.10-B
0@+ hu,y + h) — () = s, y) + hodyo(a, y) + o] + [hal) 20

fiir h = (hy, ho)T — 0. Damit folgt aber fiir f(x + iy) = u(x,y) + iv(z,y) und mit den
Bezeichnungen z = x + iy, w = hy + ihy
flz+w) = f(2) = hdsu(z, y) + hadyu(w,y)
+i(hM0yv(z,y) + hodyv(z,y)) + o(|ha| + |ha)
= (hy + ihg)Opu(x, y) + (hy + ihg)id,v(z,y) + o(|h1| + |ha|)
= w0y (u(z,y) +iv(z,y)) + o |w])

(1.2.10-C)

2AucusTIN Louts CaucHy, 1789-1857
3SBERNHARD RIEMANN, 18261866
AWILHELM WIRTINGER, 18651945
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1 Funktionentheorie

und damit die komplexe Differenzierbarkeit sowie f'(z) = 0, (u(x,y) + iv(x,y)). O

1.2.11 (Lokale Invertierbarkeit). Wir nutzen noch einmal die Interpretation als reelle
Abbildung. Ist f : U — C differenzierbar und gilt f(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), so
implizieren die Cauchy—Riemann-Gleichungen fiir die zugehorige Jacobimatrix
der Abbildung (x,y)" — (u,v)"

dot [@u @u} ~ dot [&cu —0,v

B0 Oy o0 Ouu ] = (0pu)* + (00)* = |f' (). (1.211-A)

Also ist die Jacobimatrix fiir alle z mit f’(z) # 0 invertierbar. Damit kann der Satz
iiber die Inverse Abbildung aus Analysis 2 angewendet werden. Da die Inverse der Ja-
cobimatrix wiederum Cauchy—Riemann erfiillt, entspricht der inversen Abbildung nach
obigem Satz eine komplex differenzierbare Funktion.

Korollar. Angenommen f : U — C ist komplex differenzierbar mit stetiger Ableitung
f U — C. Gilt dann f'(z,) # 0 fiir ein zo € U, so gibt es eine Umgebung von z, auf
der f bijektiv ist und eine komplex differenzierbare Funktion g, so dass fiir z aus dieser
Umgebung

f(z) =w = z = g(w) (1.2.11-B)

qgilt.

Die Voraussetzung der Stetigkeit der Ableitung ist dabei unerheblich, wir werden spéter
zeigen dass komplexe Differenzierbarkeit auf offenen Mengen stets die stetige komplexe
Differenzierbarkeit impliziert. Wir bezeichnen eine auf einer offenen Menge komplex
differenzierbare Funktion im Weiteren als holomorph.

1.3 Kurvenintegrale

1.3.1 (Integrale entlang rektifizierbarer Kurven). Von besonderer Bedeutung sind Kur-
venintegrale holomorpher Funktionen. Wir erinnern zuerst an einige Definitionen aus
der Analysis 2, die wir aber hier speziell fiir die komplexe Ebene formulieren. Sei dazu
U C C offen. Eine Parametrisierung einer Kurve (mit Endpunkten) in U ist eine stetige
Abbildung

v:I—=U (1.3.1-A)

eines Intervalls I C R in die komplexe Zahlenebene. Zugeordnet zur Parametrisierung
betrachten wir die Menge [y] = {y(¢) | t € I} der durchlaufenen Punkte zusammen
mit der Kurve T', die man sich als Aquivalenzklasse beziiglich ordnungserhaltender Um-
parametrisierungen vorstellen kann. Diese besitzt neben der Orientierung insbesondere
Informationen iiber mehrfach durchlaufene Punkte und Kurvenabschnitte.

Falls das Intervall I = [a,b] kompakt ist, sagen wir die Kurve besitzt den Anfangs-
punkt ~y(a) und den Endpunkt v(b). Wir bezeichnen eine Kurve I' als geschlossen, wenn
Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen, also wenn fiir die gewédhlte Parametrisierung
v(a) = v(b) gilt. Wir betrachten im Weiteren nur Kurven, fiir die es eine lokal injektive
Parametrisierung gibt.
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1.3 Kurvenintegrale

Eine Kurve I" heif3t rektifizierbar, falls das Supremum

I) = Sup > Iv(te) = v(tx-)] (131-B)

iiber alle Zerlegungen
3=(a<ty <ty <ty < - <tyz) <D), n(3) € N, (1.3.1-C)

des Intervalls I endlich ist. Dabei bezeichnet n die Anzahl der Teilintervalle der Zerle-
gung und
(5(3) = max |tk — tp_ 1‘ (1.3.1—D)

die Feinheit der Zerlegung 3. Fiir rektiﬁ21erbare Kurven ist die induzierte Feinheit

or(3) = max ({{(Tp_aw) | E=1,...,n(3)} U{LOC\ Ty vt} (13.1-E)

ebenso interessant. Ist das Intervall I kompakt, so wéhlt man ¢y = a und ¢,3) = b. In
diesem Fall impliziert 6(3,) — 0 fiir eine Folge von Zerlegungen stets or(3,) — 0.

Ist nun f : U — Cstetigund I' € U durch ~ parametrisierte rektifizierbare und kompakt
in U enthaltene Kurve, so definiert der Grenzwert der Riemannsummen

/Ff(z)d23zérl(isf)fl_>05(f;77 = lim Zf (tr)) (v(te) = ¥(tr-1)) (1.3.1-F)

61" (3 —>0

ein Kurvenintegral von f entlang der orientierten Kurve I'. Dieses hdangt von der Kurve,
aber nicht von der gewihlten Parametrisierung ab. Die Konvergenz weisen wir nach.
Fiir zwei Zerlegungen 3; und 3, des Intervalls I bezeichne 39y = 31 U 32 die ge-
meinsame Verfeinerung. Da f stetig und der Abschluss der Menge der durchlaufenen
Kurvenpunkte kompakt ist, ist f auf I' gleichméfig stetig und zu jedem £ > 0 existiert
ein 6 > 0 mit

v(s) =) <o = [f((s) = f(v()] <e. (13.1-G)

19



1 Funktionentheorie

Damit gilt fiir die Differenz der beiden zugeordneten Riemannsummen

=2 SENED A5 - DI ENE -5

1U2 1U2 1U2 1U2
—2) ) <4¢m@ )

(1.3.1-H)

mit z,i 7 = ”y(tk ) den 1nduz1erten Stiitzstellen der Zerlegung v(3,) auf I' und zklU2 dem
3;-Nachfolger des Punktes zk ) ¢ v(3102) die Abschitzung
[S(F57.31) = S(fi7,32)| < Z ) = fenap)l ™ =257 )
1.3.1-1

< 2&6( )

fiir 6p(3;) < 9, j = 1,2. Damit erfiillen die Riemannsummen aber das Cauchykriterium
und die gewiinschte Konvergenz folgt fiir dr(3) — 0.

1.3.2. Das gerade definierte Kurvenintegral ist Spezialfall eines ebenen Kurvenintegrals
zweiter Art. Um das zu sehen, schreiben wir zuerst f(x + iy) = u(z,y) + iv(x,y) und
setzen xy + iy = Y(tx) in die obigen Riemannsummen ein. Dies liefert

n(3)
Z(U(ﬁk, i) + iv(@r, yr)) (@ — 2p-1) + 1Y — Yr-1))
. n(3)
= (Tr, Y ) (0 — Tp—1) — V(T ) (Y — Yr—1)
. n(3)
+ iZ v(zg, yk) (T — Tr—1) + W@k, Y ) (Y — Yr-1) (1.3.2-A)
k=1

—»/uuwnu—v@wﬁ@+{/Mawdw+Mawdy
T r

= / (u(z,y) +iv(z,y)) (dz + idy)
- [ )
mit der Bezeichnung dz = dx +idy.

1.3.3. Ist die Parametrisierung v : [a,b] — C stetig differenzierbar, so kann das Kur-
venintregral direkt durch Einsetzen der Parametrisierung bestimmt werden. Es gilt also

it (1) = () b
Aﬂaw:/fmmwmt (133-)

Ebenso gilt die Formel von Newton—Leibniz. Ist f die komplexe Ableitung einer Funktion
F,gilt also f(z) = F'(z), so folgt dF(y(t)) = F'(v(t))%(t) dt = f(v(¢))¥(t) dt und damit

[ 16z = [ P& = F)| = Fo0) - (). (1338)

r
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1.3 Kurvenintegrale

Insbesondere gilt fiir jede geschlossene Kurve I"

j{ dz=0 und j{ zdz=0 (1.3.3-C)
r r

da es sich bei beiden Integranden um komplexe Ableitungen handelt.

Wir halten noch einige wichtige und direkt aus der Definition des Kurvenintegrals fol-
gende Eigenschaften fest.

1.3.4 Proposition. Sei f : U — C stetig und I' € U orientierte rektifizierbare Kurve.
(i) Es gilt

z)dz| < ((T) max |f(2)]. (1.3.4-A)

(ii) Ist f, : U — C eine Folge stetiger Funktionen und gilt f,(z) — f(z) fir n — oo
gleichmapig beziiglich z € T, so gilt

lim fn )dz:/f(z)dz. (13.4-B)

(iii) Sei 3, eine Folge von Zerlegungen mit or(3,) — 0 und bezeichne T',, den Polygon-
zug der durch direktes Verbinden der Kurvenpunkte v(3,) entsteht. Dann gilt

/Ff( )dz = lim f(z)dz (1.3.4-C)

n—o0 F

Beweis. Wir zeigen die dritte Aussage, die ersten beiden folgen direkt aus obiger Kon-
struktion. Da U offen und I" kompakt ist, gilt fiir n hinreichend grof§ stets I', C U.
Ebenso gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

z-wl<d = |f(z) - flw)[<e (1.34-D)

fiir z,w € I'. Wéhlt man 0 noch kleiner, so gilt nach Konstruktion des Integrals weiterhin
fiir die zugehorige Partialsumme

/F £(2)dz — S(f:7.34)

fiir Zerlegungen 3,, mit dr(3,) < §. Ebenso gilt

= 1> FE Y -2 - f(2)dz
DIERCEEEE /

< el(T) (1.3.4-E)

’5(f;%3n)— f(z)dz| =

(1.3.4-F)

<el(T)

fir 3, = (¢ n)) und zk = y(t( ) und mit der Notation S, ,, fiir die Verbindungsstrecke
der Punkte z,w € C. Zusammen liefern beide Abschiatzungen die Behauptung. O
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1 Funktionentheorie

1.3.5 Lemma (Goursaﬂ—PringsheirrEl). Sei f : U — C komplex differenzierbar. Dann
gilt fiir jedes im Inneren von U liegende Dreieck A\ @ U

f(z)dz=0. (1.3.5-A)
on

Beweis. Wir beweisen dies indirekt. Angenommen, fiir ein Dreieck A in U gilt

(z)dz
[OJAN

=M > 0. (1.3.5-B)

Zerlegt man nun dieses Dreieck A durch Verbinden der Sei-
tenmitten in vier Teildreiecke Ay, Ay, Az und Ay, so gilt
(da die innenliegenden Seiten doppelt durchlaufen werden)

. f(z)dz = Z - f(z)dz (1.3.5-C)

und eines der Teildreiecke A € {A}, Ay, Ag, Ay} muss

]{ f(z)dz
on

erfiillen. Setzt man dies rekursiv fort, so erhélt man eine ineinander geschachtelte Folge
von Teildreiecken A™ mit
[IRICLE
AN

Wahlt man die Dreiecke abgeschlossen, so gibt es damit auf Grund der Vollstandigkeit
von C ein

M
> T (1.3.5-D)

M
> ex (1.3.5-E)

we(aMcu (1.3.5-F)

neN

und da f in z, differenzierbar ist zu jedem € > 0 ein 0 € (0, 1), so dass fiir |z — z,| < 0

f(z) = f(z)

Z— Ze

— f'(z)

<e (1.35-G)

gilt. Weiter existiert zu diesem 6 ein N, so dass fiir n > N; die Dreiecke A C Bs(z,)
erfiillen. Also gilt fiir diese n wegen

%wn) f(z)dz = %MW f(2)dz — f(z) /Ggm) dz —f'(z) Jq({m(m(Z —2)dz  (1.35-H)
—

[\ J/

~~
=0 =0

auch

L L
< el(OA™) max |z — z,| < ¢

—_—— 1.3.5-1
2eA(M) 2m 2n ( )

j{ f(z)dz
FINQ

SEDOUARD GGOURSAT, 1858-1936
S ALFRED PRINGSHEIM, 1850-1941
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1.3 Kurvenintegrale

mit L = ¢(0A) dem Umfang des Ausgangsdreiecks und unter Ausnutzung der Tatsache,
dass |z — z,| hochstens so grof wie der Umfang von A sein kann. Da ¢ beliebig war,
ist dies ein Widerspruch. O]

Erganzung. Wir haben im Satz nur die Differenzierbarkeit von f und nicht die stetige Differenzier-
barkeit vorausgesetzt. Ist f stetig differenzierbar, so ist der Beweis deutlich einfacher zu erhalten. Die
Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen liefern dann direkt

d((u(:z:,y)Jriv(x,y))(deridy)) = d(u(a?,y) dz—v(z,y) dy)+id(v(z,y) dz+u(x,y) dy) =0, (1.3.5-))

so dass der Integralsatz von Green (beziehungsweise allgemeiner der Satz von Stokes) direkt

(2)dz = /8A (u(z,y) dz — v(z,y) dy) —|—i/aA (v(z,y) dz + u(z,y) dy) = /AO =0 (1.3.5-K)

[7AN

liefert. Die Bedeutung des Lemmas von Goursat besteht gerade darin, diese Stetigkeit der Ableitungen
nicht vorauszusetzen. Wir werden allerdings spéter sehen, dass alle komplex differenzierbaren Funktio-
nen automatisch stetig differenzierbar sind. Der Beweis dieser fundamentalen Aussage beruht insbe-
sonder auf dem Lemma von Goursat.

Die Aussage des Lemmas [1.3.5 gilt natiirlich fiir jede in U liegende Figur, die sich
in Dreiecke zerlegen lésst, also insbesondere jedes Polygon. Wir formulieren dies nicht
separat, da wir anschlieBend ohnehin die allgemeinere Aussage des Integralsatzes von
Cauchy aus dem Lemma folgern werden.

Zuerst verschérfen wir allerdings das Lemma leicht.

1.3.6 Korollar (Verschérftes Lemma von Goursat). Die Aussage des Lemmas von Goursat
gilt ebenso, wenn ein Eckpunkt des Dreiecks /\ auf dem Rand von U liegt und f in diesen
Randpunkt stetig fortsetzbar ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Grenzwertbildung. Sei zy der Randpunkt. Da f in 2
stetig fortgesetzt werden kann, gibt es zu e > 0 ein § € (0, 1), so dass dem entsprechend
gewahlten Wert f(zo)

z2€Bs(20)NU = |f(2)— f(=0)] <¢€ (1.3.6-A)

gilt. Wir schneiden vom Dreieck A die auf
dem Rand liegende Ecke derart ab, dass der
Abschnitt A, in Bs(zo) N U liegt und be-
zeichnen die Randkurve des verbleibenden
Vierecks mit I'.. Dann gilt einerseits nach

Lemma
4 f(z)dz=0 (1.3.6-B)
und damit
f(z)dz = f(z)dz.  (1.3.6-C)
on oA

Da der Rand des abgeschnittenen Dreiecks in Bs(2z9) N U enthalten ist, konnen wir dort
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1 Funktionentheorie

|f(2) — f(20)| durch e abschétzen. Es gilt wegen

f(z)dz

[OJANS

f(z)dz 7{ (f(z) = f(20)) dz| < 4be < 4e, (1.3.6-D)
[OJAN [OJANS

da die Seitenléngen des Dreiecks offenbar kleiner  beziehungsweise 24 sein miissen. Da
e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

1.3.7. Wir nennen im Weiteren eine geschlossene orientierte Kurve I' nullhomolog in
U, falls sie Randkurve eines echt enthaltenen Teilgebietes G € U ist. Es ist sinnvoll die
Bezeichnung auf formale Z-lineare Summe orientierter Kurven auszudehnen, diese hei-
Ben nullhomolog wenn sie (eventuell anders zusammengesetzt) Summen nullhomologer
Kurven sind. Zwei Kurven I'; und I's heilen homolog in U, falls ihre formale Differenz
'y — I'y nullhomolog ist. Wir schreiben I'y ~ I's in diesem Fall.

Zwei Beispiele nullhomologer Kurven sind nachfolgend dargestellt.

Im zweiten Beispiel ist die gegenléufige Orientierung der beiden Kurvenstiicke essentiell.
Ein Gebiet U C C heifit einfach zusammenhdngend, falls jede geschlossene Kurve in U
auch in U nullhomolog ist.

1.3.8 Satz (Integralsatz von Cauchy). Sei I eine orientierte in U liegende geschlossene
und in U nullhomologe rektifizierbare Kurve. Sei weiter f : U — C komplex differen-
zierbar. Dann gilt

y{f(z) dz = 0. (1.3.8-A)

Beweis. Jede rektifizierbare Kurve entsteht als Grenzwert von Polygonziigen ~y(3) mit
induzierter Feinheit dr(3) — 0. Damit folgt die Behauptung aus Lemmazusammen
mit Proposition [1.3.4] nachdem das innerhalb des Polygonzugs liegende Teilgebiet in
Dreiecke zerlegt wurde. [

1.3.9 Satz (Cauchysche Integralformel). Sei f : U — C holomorph in U, z € U und T
eine den Punkt z innerhalb von U einmal positiv umlaufende nullhomologe Kurve. Dann
qilt

flz) = % f; gf(TOz d¢. (1.3.9-A)
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1.3 Kurvenintegrale

Beweis. Wir zeigen zuerst eine Hilfsaussage. Es gilt fiir jede einmal den Ursprung positiv
umlaufende Kurve I'y aufgrund des Integralsatzes von Cauchy und mit dem positiv
orientierten Einheitskreis &£

d d 2 . it dt
?{ 4 ]{ e :/ 2 oni (1.3.9-B)
ro % g Z 0 e

unter Ausnutzung der Parametrisierung ¢ + el fiir £. Damit gilt

i b 2 a0 — o § 19 1B (139:C)

27 FC—Z

und da der verbleibende Integrand fiir { # 2 holomorphm in ¢ ist, kann der Integrati-
onsweg mit dem Integralsatz von Cauchy durch einen kleinen positiv orientierten Kreis
um z ersetzt werden. Wéhlen wir diesen mit Radius 7 und bezeichnen ihn mit &, ,, so

gilt also
17 fQ) _ 1 f(Q) = f(z) f(Q) = f(z)
Da f holomorph ist, existiert der Grenzwert
lim J) = JE) = f'(2) (1.3.9-E)

(—z C—Z

und der Quotient ist stetig in einer Umgebung von z. Damit konnen wir das verbleibende
Maximum fiir » < rg durch

f(Q) = f(2)

max Fe) = /(z) <  max =M (1.3.9-F)
Cegz,r C — Z CZ |Z—C|§7’O < — Z
und damit die abzuschétzende Differenz durch Mr abschatzen. Mit » — 0 folgt
die Behauptung. O]

1.3.10 Beispiel. Die Integralformel von Cauchy kann auch genutzt werden, um einfache
Kurvenintegrale zu berechnen. So gilt fiir jede den Ursprung einmal positiv umlaufende
Kurve I'

1 sin z
— dz =sin0 =0 (1.3.10-A)
2mi r <
und da ebenso si(z) = 22 = Y (ég—_szk im Ursprung komplex differenzierbar ist

(und sinnvoll mit Funktionswert 1 fortgesetzt werden kann)

1 sinz 1 si(z)

dz =si(0) = 1. (1.3.10-B)

2ri Jp 22 2mi Jp oz

"Er ist auch holomorph fiir alle ( € U, aber das beweisen wir erst spiiter.
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1 Funktionentheorie

0
cosO _

Wihlt man einen Weg I, der den Ursprung einmal positiv umléuft und in dessen Inneren
(1.3.10-C)

kein weiterer Punkt aus 77 liegt, so gilt damit auch
1zcosz
dz =

und

1
cotzdz = — ¢ —— z ,

2mi Jp z sinz si0

(1.3.10-D)

omi Jr

si0

1 1 1 1 =z
dz == ¢ —=
2mi Jp zsinz

271 Jpsinz

1.3.11. Die Cauchysche Integralformel impliziert (erstaunlicherweise!) direkt eine Po-
tenzreihendarstellung holomorpher Funktionen. Ist f holomorph und I' eine entspre-

chend gewihlte Kurve, so gilt fiir alle w € Bs(z) mit § < dist(z,I")
_ 1 f(©) _ 1 j{ flo 1
Jlw) = 27?i]€(—z+z—wdg_ oM Jr(—21- 2% d
k
w—z
) d¢ (1.3.11-A)

1 f(<>§:(€_z

2mi Jp (— 2 pr
IS k f(Q)
= — — ——=—d
27l (w=2) ]g (¢ — z)kt1 ¢
k=0
unter Ausnutzung der gleichméfiigen Konvergenz der auftretenden geometrischen Reihe.
Jede holomorphe Funktion ist also lokal um jeden Punkt von U durch eine konvergente

(1.3.11-B)

Potenzreihe darstellbar und damit analytisch,

flw) = Zak(w — 2)", w € Bg(2).

Nach Lemma [1.2.4]ist die Funktion f damit beliebig oft komplex differenzierbar und es
(1.3.11-C)

gilt die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel
1 d 1 f(¢)
Har G = =on f g pm &

zur Berechnung der Koeffizienten. Die gerade gezeigte Reihendarstellung entspricht der

Taylorreihe ] der Funktion.
Dies impliziert eine sehr wichtige Aquivalenz:

8BROOK TAYLOR, 16851731
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1.3 Kurvenintegrale

1" 1.3.12 Satz. Sei f : U — C eine auf einer offenen Menge U definierte Funktion. Dann
sind dquivalent

(i) f ist holomorph, also in jedem Punkt z € U komplex differenzierbar;

(i) v = Ref und v = Im f sind auf U stetig reell differenzierbar und es gelten die
Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen ,'

(iii) f ist analytisch, also in der Umgebung eines jeden Punktes zo € U durch eine
konvergente Potenzrethe darstellbar.

Insbesondere ist damit f auf U beliebig oft komplex differenzierbar.

Beweis. Ist f holomorph, so impliziert Satz die partielle Differenzierbarkeit von u
und v und die Giiltigkeit der Cauchy—Riemann-Gleichungen. Da wie gerade gezeigt, f
beliebig oft differenzierbar ist, ist die Ableitung f’(z) auch stetig und damit sind « und
v auch stetig partiell differenzierbar. Die umgekehrte Implikation wurde in Satz
gezeigt.

Wir haben gerade nachgerechnet, dass jede holomorphe Funktion um jeden Punkt durch
ihre Taylorreihe darstellbar ist. Damit sind holomorphe Funktionen stets analytisch. Ist
umgekehrt f analytisch, so impliziert Lemma die Holomorphie. O

R 1.3.13 Beispiel. Der Beweis der Darstellung holomorpher Funktionen als Tay-
lorreihe mit Koeffizienten liefert insbesondere auch Informationen iiber den
Konvergenzradius der sich ergebenden Reihe. Da p < dist(zg, ') durch den Abstand von
2o zum Integrationsweg I' bestimmt ist und dieser frei (als nullhomologe Kurve in U)
wahlbar ist, entspricht das Konvergenzgebiet mindestens der grofiten (in U liegenden)
Kreisscheibe um zp, auf der f holomorph ist. Oft ist es auch genau diese Scheibe. Dazu

ein Beispiel. Die Funktion
1

= 1.313-A
£ = (1313-4)
ist in C\ {#i} definiert und holomorph und wegen lim,_,4; f(2) = o0 € C auch nicht auf
eine groffere Menge holomorph fortsetzbar. Damit besitzt die Potenzreihendarstellung
von f um den Entwicklungspunkt 2y = 0 den Konvergenzradius 1 und die Potenzrei-

hendarstellung um den Punkt z, = 2 den Konvergenzradius v/5 = |2 — i|.
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1 Funktionentheorie

1.3.14 (Mittelwerteigenschaft und Maximumsprinzip). Wahlt man als Integrationsweg fiir
die Cauchysche Integralformel einen (im Gebiet U liegenden) Kreis mit Radius r um
den Punkt z, so ergibt sich mit der Parametrisierung ¢ = z+re'?, 6 € [0, 27, und damit

mit d¢ = ire'? dd

1 1 2T ]
f(z) = Tm%%d( = 5/0 f(z+re?) do (1.3.14-A)

und der Funktionswert f(z) ist stets der Mittelwert der Funktionswerte f(() entlang
der Kreislinie. Damit folgen Abschétzungen

- 1 2w 0 d9< y
|f(2)|_%/0 |f(z+re”)[d0 < max |f(z+re)|

0€[0,27]
1 2m ) )
Re f(z) = %/0 Re f(z + rele) dé < 6161[10&;] Ref(z + 7’619) (1.3.14-B)

1 21 ) )
Im f(z) = %/0 Im f(z 4 re) dd < ex. Im f(z + re”).
Dabei kann Gleichheit nur eintreten, wenn | f|, Re f beziehungsweise Im f konstant ist.
Wir formulieren dies als Satz:

1.3.15 Satz. Sei f : U — C holomorph auf einer zusammenhdingenden Menge U.
Nimmt | f(2)| in einem inneren Punkt von U ein lokales Mazimum an, so ist f konstant.

Beweis. Angenommen, fiir z, € U gibt es eine Umgebung Bs(z,) € U mit

[f(ze)] = max |f(()]. (1.315-A)

CGB(;(Z.)

Sei weiter aw € C mit || = 1 so gewidhlt, dass |f(z.)] = Reaf(z.). Dann folgt

1f(20)] = Reaf(ze) < max Reaf(z+re?) < max |f(z+re?)| <|f(z.)| (13.15-B)
0€[0,27] 0€[0,27]
fir alle 0 < r < 0 und z — Reaf(z) ist konstant auf Bs(z,). Da z — af(z) holo-

morph ist, impliziert Cauchy—Riemann damit z — Im af(z) konstant und damit auch
f konstant auf Bs(z,).

Angenommen, f ist nicht konstant auf U. Dann gilt N = {z € U | f(2) = f(ze)} # U
und da U zusammenhéngend ist, besitzt N mindestens einen nicht isolierten Randpunkt
innerhalb von U. Die holomorphe Funktion f — f(z,) ist in diesem Punkt analytisch
und damit folgt ein Widerspruch zu Lemma [1.2.7] O

Erganzung. Frither wurden zur Visualisierung holomorpher Funktionen oft analytische Landschaften,
also Bilder von z ~ |f(2)|> = f(2)f(z) verwendet. Diese besitzen nach dem gerade formulierten
Maximumsprinzip keine Berge sondern nur Sittel und alle Téler fithren zu Nullstellen der Funktion.
Letzteres kann man durch Differenzieren zeigen. In einem lokalen Minimum muss fiir die Wirtinger-

Ableitung

D:1f(2))* = f(2)0.f(2) =0 (1.3.15-C)

gelten. Damit impliziert 9, f(z) # 0 direkt f(z) = 0 in einem solchen lokalen Minimum. Ist 9, f(z) # 0,
so muss man weiter differenzieren. Letzteres ist erlaubt, da wir nachfolgend zeigen werden, dass alle
holomorphen Funktionen beliebig oft differenzierbar sind.
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1.3 Kurvenintegrale

flz)=2"-1 f(z) =T(2)

Wir verwenden fiir analytische Landschaften den Graphen der Funktion f +— In|f(2)| eingefarbt mit
dem Argument des Funktionswertes.

1.3.16 Satz (Existenz von Stammfunktionen). Ist U einfach zusammenhingend, so gibt
es zu jeder holomorphen Funktion f : U — C eine Stammfunktion F : U — C, also eine
komplex differenzierbare Funktion mat

F'(z) = f(2) (1.3.16-A)

fiir alle z € C.

Beweis. Wir geben eine Stammfunktion einfach an. Wir wéhlen dazu ein zy € U und
zu jedem z € U eine Kurve I',, die 2y mit z verbindet. Dann ist

F(z) = A f(¢)d¢ (1.3.16-B)

von der Wahl der Kurve I', unabhéingig. Dies zeigen wir zuerst. Fiir jede zweite Kurve I,
von 2y nach z ist die Differenz I', —I', (da U einfach zusammenhéngend ist) nullhomolog
und es folgt aus dem Integralsatz von Cauchy

0= Q- [ rac- [ r©ac (1316-C)

-T,

Weiterhin ist fiir w nahe Null

Flz+w) - Flz) = / fOde= [ foac
Letw=Ts Bzetw (1.3.16-D)

— fw+ /S (F(O) - f(=)) d¢

mit der Verbindungsstrecke S, .4, der Punkte z und z + w. Da f in z stetig ist, gibt es
zu jedem € > 0 ein §, so dass

lwl<d = |f(Q)—f(2)<e (1.3.16-E)
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1 Funktionentheorie

gilt und fiir solche w ist das verbleibende Integral betragsméfig durch e|w| abschétzbar.
Das aber entspricht gerade der Differenzierbarkeit von F und F'(z) = f(z) folgt. O

1.3.17 Beispiele. Die Funktion z — 1 ist auf C\ {0} holomorph. Damit existiert auf
jeder einfach zusammenhéngenden offenen Teilmenge von C\ {0} eine Stammfunktion zu
dieser Funktion. Zur Wahl einer geeigneten moglichst grofien solchen Menge schneiden
wir die komplexe Zahlenebene von 0 bis oo auf und definieren auf dem Komplement
dieses Schnittes

1
¢

Hierbei diirfen wir entlang eines beliebigen Weges in diesem einfach zusam-
menhédngenden Gebiet integrieren. Gebréduchlich ist ein Schnitt entlang der negativen
reellen Achse, dann gilt fir alle z € C\ (—00,0]. Da zumindest fiir Werte
z € (0,00) das Integral mit dem Logarithmus iibereinstimmt, also logx = Inz, = > 0,
gilt und dieser auf (0,2) durch die Potenzreihe gegeben ist, haben wir diese
damit sinnvoll auf einen grofleren Bereich fortgesetzt.

log z := (1.3.17-A)

Es gilt, wie durch Differenzieren leicht zu zeigen ist,

log(re®) = Inr + ig, r>0, ¢e(-mm). (1.3.17-B)

Partialsumme der Reihe von log(z) Logarithmusfunktion log(z) auf C\ (—o0, 0]

Die Funktion z — H% ist auf C\ {#£i} holomorph. Um ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet zu erhalten, schneiden wir C entlang der imagindren Achse von —ico nach —i
und entsprechend von i nach +ioco auf. Damit liefert

z dg
a,rcta,nz::/o e (1.3.17-C)

in der aufgeschnittenen Ebene C \ ((—ico, —i] U [i, +icc)) eine Stammfunktion. Diese

ist zumindest fiir reelle z der bekannte arcus tangens, den wir hiermit ins Komplexe
fortgesetzt haben.
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1.3 Kurvenintegrale

n

arctan z

Die Funktion z +— /1 — 22 ist (bei richtiger Wahl der Wurzel) auf der aufgeschnittenen
komplexen Ebene C \ ((—oo, —1] U [1,00)) holomorph. Damit liefert

0o IO

mit einem in C\ ((—oo, —1] U [1,00)) verlaufenden Integrationsweg eine sinnvolle Fort-
setzung des arcus sinus ins Komplexe.

arcsin z := (1.3.17-D)

Im Beweis des Satzes [[.3.16 haben wir zur Konstruktion der Stammfunktion die Holo-
morphie von f nur in Form des Integralsatzes von Cauchy verwendet. Dies nutzen wir
nun, um eine Umkehrung des Integralsatzes von Cauchy zu zeigen.

Diese ist insbesondere fiir durch Integrale gegebene Funktionen einfacher zu iiberpriifen
als die komplexe Differenzierbarkeit.

1.3.18 Satz (Moreraﬂ). Sei f: U — C stetig und gelte
(i) fir den Rand jedes in U liegenden Dreiecks A\

f(z)dz =0, (1.3.18-A)
[o7AN

oder dquivalent dazu

(ii) fir jede in U liegende nullhomologe rektifizierbare Kurve I’
ff(Z) dz =0. (1.3.18-B)
r

Dann ist die Funktion f auf U holomorph.

9GIACINTO MORERA, 1856-1909
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1 Funktionentheorie

Beweis. Die Konstruktion des Kurvenintegrals impliziert die Implikation (i) nach (ii).
Sei nun 2y € U beliebig und r so klein, dass B,(z) C U gilt. Da die Kreisscheibe
B, (29) einfach zusammenhéngend ist, impliziert der Beweis von Satz die Existenz
einer komplex differenzierbaren Funktion F' : B,.(z9) — C mit F'(z) = f(z) fiir alle
z € B,(29). Da F' damit aber beliebig oft komplex differenzierbar ist, ist auch f(z)
komplex differenzierbar und damit in B, (zy) holomorph.

Da 2z beliebig war, folgt die Behauptung. O

1.3.19 Korollar. Scien f, : U — C holomorphe Funktionen auf einem Gebiet U. Kon-
vergiert dann f, — f gleichmdf$ig auf jeder kompakten Teilmenge K € U, so ist die
Grenzfunktion f : U — C ebenso holomorph.

Beweis. Auf dem Rand jedes echt in U enthaltenen Dreiecks A &€ U konvergiert f,
gleichméBig gegen f. Also gilt fiir jedes solche Dreieck A wegen Proposition

(z)dz :j[ lim f,(z)dz = lim fa(2)dz=0 (1.3.19-A)
und mit dem Satz von Morera folgt die Behauptung. m

Das ist anders als im reellen Fall. Reelle Differenzierbarkeit iibertrdgt sich nicht
durch gleichméflige Konvergenz allein. Hier mussten wir in Analysis 2 zusétzlich die
gleichméflige Konvergenz der Ableitung fordern.

Ergdnzung. Es geniigt natiirlich zu wissen, dass die holomorphen Funktionen f,, : U — C auf jeder
kompakten Teilmenge K € U gleichméflige Cauchyfolgen sind, um die Konvergenz gegen eine holomor-
phe Funktion zu folgern. Beschrankt man sich auf weniger und benétigt nur die Existenz einer Teilfolge
der f,, die gegen eine holomorphe Funktion konvergiert, so liefert der aus Analysis 3 bekannte Satz
von Arzela—Ascoli ein entsprechendes Kompaktheitskriterium fiir Folgen holomorpher Funktionen.

Satz (Monte@. Seien f,, : U — C holomorph. Angenommen, fiir jedes Kompaktum K € U gilt

sup sup |fn(2)| < +o0. (1.3.19-B)
neN zeK

Dann existiert eine Teilfolge (fn,)jen, die auf jedem Kompaktum K € U gleichmapig gegen eine holo-
morphe Funktion f : U — C konvergiert.

Da U offen ist, geniigt es als Kompakta Kreisscheiben zu verwenden. Zum Beweis nutzt man nun,
dass jedes Kompaktum K € U echt in einem gréfieren Kompaktum L enthalten ist (also K kompak-
te Teilmenge des Inneren von L ist, was wir als K € L € U abkiirzen). Da dann die holomorphen
Funktionen f,, auf L gleichméfig beschrinkt sind, impliziert die verallgemeinerte Cauchysche Inte-
gralformel mit einem um K innerhalb L verlaufenden Integrationsweg, dass die komplexen
Ableitungen f] auf K gleichméBig beschrinkt sind. Dies wiederum impliziert, dass die Funktionen f,
auf K gleichgradig gleichméBig stetig sind und damit nach Arzela—Ascoli eine gleichméfBig konvergente
Teilfolge besitzen. Schopft man nun U mit (abzihlbar vielen!) Kompakta aus, kann man aus diesen
Teilfolgen immer wieder Teilfolgen auswéhlen, so dass die sich ergebende Diagonalfolge auf allen diesen
(und damit allen darin enthaltenen) Kompakta gleichméBig konvergiert.

10pAUL MONTEL, 1876-1975
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1.4 Ganze Funktionen

1.4.1. Holomorphe Funktionen f : C — C, Funktionen die also auf ganz C komplex
differenzierbar sind, werden als ganze Funktionen bezeichnet. Beispiele dazu haben wir
schon einige gesehen: Alle Polynomfunktionen sind ganz, ebenso die Exponentialfunk-
tion und die iiber diese definierten komplexen Sinus- und Cosinusfunktionen.

Fiir ganze Funktionen f gilt die Darstellung als Maclaurin-Reihd™]

2 ¢(k)
f2) =Y 200) (1.4.1-A)
k=0

k!
fiir alle z € C.
1.4.2 Satz (LiouvilIe{T_ZD. Sei f : C — C ganz. Ist f auf C beschrankt, so ist f konstant.

Beweis. Ist f beschrankt, gilt also |f(z)] < M < oo fiir alle z € C, so folgt aus den
Cauchyschen Integralformeln

)] _ 1

K| 2«

f

M

- (1.4.2-A)
,

mit den positiv orientierten Kreisen &, mit Radius » um den Ursprung. Da r beliebig
ist, folgt f*)(0) = 0 fiir alle £ > 1 und bis auf den ersten Summanden sind alle Glieder
der Maclaurin-Reihe Null. Damit ist die Funktion f konstant. O

Erganzung. Es gibt viele Beweisansétze fiir den Satz von Liouville. Wir hétten alternativ auch einen
Kreis um einen beliebigen Punkt z, wihlen und die obige Abschétzung nur fiir k¥ = 1 nutzen konnen.
Damit folgt f'(z,) = O fiir alle zo € C und ebenso die Behauptung. Der angegebene Beweis ist allerdings
direkt verallgemeinerbar, siehe Satz [1.4.4]

Wir formulieren eine wichtige Folgerung aus dem Satz von Liouville und beweisen den
Fundamentalsatz der Algebra.

1.4.3 Korollar (Gauss, Fundamentalsatz der Algebra). Jede nicht konstante Polynom-
funktion p : C — C besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Es gentigt, dies fiir Polynome mit fiihrendem Koeffizienten 1 zu zeigen. Ange-
nommen, die Polynomfunktion

m—1

p(z) =2"+ Z a2 (1.4.3-A)
k=0

besitzt keine Nullstelle. Dann ist die Hilfsfunktion f(z) = zﬁ fiir alle z € C definiert
und holomorph. Da ebenso

m—1 -1
. _ . —-m k—m S
zlglolo f(z) = le)rgoz (1 + go ag? ) =0 (1.4.3-B)

1 CoLIN MACLAURIN, 1698-1746
12JosEPH LIOUVILLE, 18091882

33



1 Funktionentheorie

gilt, ist f beschrankt und damit nach dem Satz von Liouville konstant und nach dem
gerade bestimmten Grenzwert gleich Null. Widerspruch zur Definition von f. [

Wir kénnen deutlich mehr mit dem Satz von Liouville beziehungsweise der genutzten
Abschéitzung in obigem Beweis zeigen. Jede Funktion, die hochstens wie ein Polynom
wéchst, ist auch eines. Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen miissen damit ins-
besondere schneller wachsen als ein Polynom.

1.4.4 Satz (Liouville). Sei f: C — C ganz. Angenommen, fiir ein m € N gilt

sup |27 f(2)] = M < 4o0. (1.4.4-A)
zeC

Dann st f eine Polynomfunktion héchstens vom Grad m.

Beweis. Wir folgen dem Beweis des Satzes von Liouville. Aus der Bedingung
12| 7™ f(2)] < M < oo fiir M und alle z € C folgt analog zum Beweis von Satz

(k) .
‘f © ) ,

1
k! r, 2"

M

Tk—m

1
‘ z| < (1.4.4-B)

T or

und fiir k& > m ergibt sich f*)(0) = 0. Damit liefert die Maclaurin-Reihe von f direkt
die Darstellung als Polynomfunktion. [

1.4.5 Korollar. Angenommen, eine von der Nullfunktion verschiedene ganze Funktion
f:C — C besitzt unendlich viele Nullstellen. Dann gilt fiir jedes m € N

limsup |2|7"|f(2)] = +oo. (1.45-A)

Z—00

Ergdnzung. Die Aussage ldsst sich noch deutlich verschérfen. Da nach Lemma sich die Nullstellen
holomorpher Funktionen nicht h&ufen, kénnen diese gezihlt werden. Es besteht ein Zusammenhang
zwischen der Dichte der Nullstellen, also dem Wachstum der Nullstellenzdhlfunktion

N(r) = #{z € By(0) | f(2) = 0} (14.5-B)

und dem Wachstum der Funktion f. Unter der Annahme, dass die Funktion durch f(0) = 1 normiert
ist, gilt die Abschétzung
N < sup |f(2)]. (1.4.5-C)

|z|=2r

Diese konnen wir hier an dieser Stelle nicht beweisen.

1.5 Laurentreihen und Singularitdten

1.5.1. Wir betrachten zuerst holomorphe Funktionen auf speziellen Gebieten. Sei dazu
20 € Cund 0 < p; < p, und

Kpipa(20) ={z € C| pi < |z — 20| < pa} (1.5.1-A)

der Kreisring um zp mit innerem Radius p; und duflerem Radius p,. Sei weiter die
Funktion f : K, ,, — C holomorph und z € K, ,..
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Dann impliziert die Cauchysche Integralformel fiir eine den Punkt z in K, ,, einmal

positiv umlaufende Kurve I’
1 f(©)

Der Integralsatz von Cauchy erlaubt uns nun, die Kurve I' durch eine dazu homologe
Kurve zu ersetzen. Dazu wéhlen wir wie in der Skizze angegeben zwei positiv orientierte
Kreise & und &, um zy. Dann ist I zu &, — &; homolog und es folgt

f(z) = — Ja{ MO qeo L f SO 4 (151-C)

_2_77'1 gaC—Z _2_7ﬂ &.C—Z

Auf dem Kreis &, kénnen wir nun die geometrische Summenformel anwenden und den
Integranden in die auf &, gleichméfig konvergente Reihe

NN S o ) B G )Tt
C_Z_(C_ZO)_(Z_ZO)_C—ZOZ(C—ZO) _Z(C—Zo)kH (1.5.1-D)

k=0 k=0

entwickeln. Die gleichméflige Konvergenz folgt, da z innerhalb des Kreises &, liegt.
Analog gilt auf &; (da diesmal z aulerhalb des Kreises liegt)

- : ST o () R it | Y
g—Z_(C_ZO)_(Z—Zo)_ Z_ZOZ(Z—ZO) Z(C—Zo)l_k' (1.5.1E)

k=0 k=1

Es gilt also die Reihendarstellung

o B 15
_ % Zo(z — zo) /g %dc
% 3 (2 —2) 7" f; < _f(zi))l_k ac (1.5.1-F)
- ki ar(z — 20)
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mit Koeffizienten

1 f(©)

ag = 2 .(C — zg) 1tk

wobei der Integrationsweg einmal den Punkt zy positiv innerhalb des Gebietes umlauft.
Eine Reihendarstellung dieser Form wird als Laurentreihd™| bezeichnet. Die Formeln
zur Bestimmung der Koeffizient verallgemeinern wiederum die Cauchysche In-
tegralformel.

d¢, (1.5.1-G)

Partialsumme einer Laurentreihe in C bzw. auf C

Konvergente Laurentreihen konvergieren auf Kreisringen K, ,. (wobei hier auch p; =0
und p, = 400 auftreten kénnen). Zerlegt man eine Laurentreihe

o] —1

Y arz—z20) = Y ar(z— )"+ ar(z — z) (1.5.1-H)

k=—00 k=—o00 k=0

in ihren Hauptteil (also den singuldren Anteil) und den Potenzreihenanteil, so konver-
giert letzterer in einer Kreisscheibe B, (), deren Radius mit der Formel von Cauchy—
Hadamard berechnet werden. Der Hauptteil ist ebenso eine Potenzreihe in der
Variablen (z—zp) !, konvergiert also im Inneren von C\B,, (20). Dabei impliziert
direkt .

p; = limsup v/ |a_g| und  p, = - : (1.5.1-1)

k—00 lim supy,_, o v/|ax|

Gilt nun p; < p,, so folgt Konvergenz auf dem Kreisring K, ,,. Andernfalls ist die Reihe
divergent fiir alle z € C.

Im Weiteren wollen wir Laurentreihen nutzen, um isolierte Singularitdten holomorpher
Funktionen genauer zu untersuchen.

1.5.2. Sei U offen und z, € U ein Punkt. Sei weiter f : U\ {2} — C holomorph. Dann
bezeichnen wir den Punkt z, als

IBPIERRE ALPHONSE LAURENT, 1813-1854
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e cine hebbare Singularitit (also eigentlich keine Singularitit), falls f in z, stetig
fortsetzbar ist und diese Fortsetzung wiederum eine holomorphe Funktion liefert;

e cine isolierte Singularitit, falls es keine solche Fortsetzung gibt.

Da z, innerer Punkt von U war, gibt es ein p mit B,(z,) C U. Damit ist f : Ko ,(z.) = C
holomorph und es gibt eine Darstellung von f als Laurentreihe um z,. Wir bezeichnen
eine isolierte Singularitit z, als

e cine Polstelle von f, falls der Hauptteil der Laurentreihe nur endlich viele von Null
verschiedene Summanden besitzt und damit f von der Form

o0
= Z ar(z — 2e)" = (2 — 2z4)~ Z ar-n(z — z,) (15.2-A)
k=—N

fiir ein NV < 0 und mit a_y # 0 ist;

e eine wesentliche Singularitdt, falls der Hauptteil der Laurentreihe unendlich viele
von Null verschiedene Koeffizienten besitzt.

Es gibt auch nicht isolierte Singularitéten. So konnen Funktionen aucht entlang ganzer
Kurven singulér (also nicht in Punkte der Kurve hinein einseitig stetig fortsetzbar) sein.
Diese wollen wir hier nicht diskutieren.

1.5.3 Satz (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Angenommen, die holomorphe Funktion f :
U\ {ze} — C ist in einer Umgebung von z, beschrinkt, es gibt also p > 0 und M > 0,
so dass fir z € U\ {ze}

|2 — ze] <O — lf(2)| <M (15.3-A)
gilt. Dann ist z, eine hebbare Singularitit und f in ze holomorph fortsetzbar.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die negativen Koeffizienten der Laurentreihe alle
gleich Null sind. Wir wahlen dazu als Integrationsweg einen Kreis um z, mit Radius

r < p. Dann impliziert fir k <0

1
lax| = o j{@_f(%dg“‘ <Mr*—0, r—0 (1.5.3-B)
und damit die Behauptung. O

1.5.4. Ist z, eine Polstelle der Funktion f: U \ {2} — C, und gilt

o0

f(z) = Z an(z — 2)F = (2 — zg) ™" Zal (2 —20) = (2 — 2)"g(2)  (15.4-A)

k=—m

fiir ein m > 0 und mit a_,, # 0, so bezeichnet man die Zahl m als die Ordnung
der Polstelle. Die angegebene Funktion g : U — C ist holomorph und auflerhalb des
Konvergenzkreises der angegebenen Reihe einfach durch das Produkt

9(z) = (z = 2)" f(2) (15.4-B)
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gegeben. Sie erfiillt dabei g(z,) = a_,, # 0.

Funktionen mit Polstellen kann man auf natiirliche Weise als Abbildungen in die Rie-
mannsche Zahlenkugel f : U — C verstehen. Da g(z,) # 0 ist, besitzt die Funktion

py L Bz E)” (1.5.4-C)

f(2) 9(2)

in z, eine hebbare Singularitdt und ist damit holomorph. Also ist f: U — C stetig und
da wir die Umgebung von oo durch die Karte C\ {0} 2 w + w™" € C beschreiben auch
komplex differenzierbar. Eine Funktion die nur Polstellen als Singularitdten besitzt,
also eine komplex differenzierbare Funktion f : U — C, wird als meromorph auf U
bezeichnet.

z(z—1)

z—i

Phasenportréit und analytische Landschaft zu f(z) =

Es ist also naheliegend, den Funktionswert der holomorphen Funktion in einer Polstelle
einfach als co € C zu bezeichnen. Wesentliche Singularitdten erlauben keine solche
Fortsetzung auf die Zahlenkugel. Vielmehr gilt:

1.5.5 Satz (Casoratﬂ—WeierstrassEl SochozkEl). Angenommen, z, ist eine wesentliche
Singularitat der holomorphen Funktion f : U\{ze} — C. Dann ist fiir jedes hinreichend
kleine p > 0 dass Bild der Menge Ko ,(z.) unter f dicht in C.

Beweis. Angenommen, w € C liegt nicht im Abschluss des Bildes f[Ko ,(z,)]. Dann
ist Kop(ze) 2 2 — (f(2) — w)™! € C holomorph und auf der angegebenen Menge
beschréinkt. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist damit z — (f(z) — w)™! in
Ze holomorph fortsetzbar und f: U — C damit holomorph. Also ist f in z, holomorph
oder besitzt einen Pol. O]

MEELICE CASORATI 1835-1890
I5KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS 1815-1897
16 JuLian KaroL Socuozk! (FOmuan Bacunbesuu Coxonguit), 1842-1927
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1.5.6 Beispiel. Ein typisches Beispiel einer Funktion mit einer wesentlichen Singularitét
ist

f(z) =exp(z!) = Z PR z#0. (1.5.6-A)

Die Funktion ist holomorph auf C \ {0} und singuldr in z = 0. Die Singularitét ist
nachfolgend graphisch dargestellt.

=

Verhalten von f(z) = exp(z~!) um z =0

1.6 Analytische Fortsetzungen

Lemma [1.2.7] impliziert, dass holomorphe Funktionen durch ihr Verhalten auf einer
konvergenten Punktfolge eindeutig bestimmt sind. Es gilt insbesondere

1.6.1 Korollar (ldentitdtssatz). Sei U zusammenhdingend. Seien weiter f : U — C und
g : U — C holomorph und gelte

e fir eine in U konvergente Folge (zx)ken die Gleichung f(zr) = g(zx), k € N;

e oder fiir ein z, € U die Gleichung f*)(z,) = ¢¥)(2,) fiir k € Ny.
Dann folgt f(z) = g(z) fiir alle z € U.

Beweis. Wir beweisen zuerst den ersten Fall. Sei z, = lim_,o 2x. Dann impliziert Lem-
ma dass um z, eine Kreisscheibe B,(z,) auf der

f(z) = Zak(z —z)" = g(2), z € B,(z) (1.6.1-A)

gilt. Wir betrachten nun die Menge M = {z € U | f(z) = g(z)}. Diese ist nach De-
finition abgeschlossen in U. Ebenso gibt es um jeden ihrer Haufungspunkte in U nach
dem eben gezeigten eine offene Kreisscheibe, die zu M gehort. Damit ist die Menge der
Héufungspunkte von M in U offen und abgeschlossen, also leer oder eine Zusammen-
hangskomponente. Da z, € M gilt und U zusammenhéngend ist, muss M = U gelten

und die Aussage ist gezeigt. Im zweiten Fall folgt direkt aus ([1.2.6-C)). O
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1.6.2 (Kreisketten). Holomorphe Funktionen f : U — C sind lokal um jeden Punkt
durch eine konvergente Potenzreihe darstellbar. Dabei kann das Konvergenzgebiet der
Reihe iiber die Menge U hinausragen. Dies kann man nutzen, um die Funktion f fort-
zusetzen.

Z1
(/20
N

Sei dazu I' eine orientiere Kurve in C mit Startpunkt zy € U. Wir sagen, f ist entlang

[' analytisch fortsetzbar, falls es eine Zerlegung 3 = (2o, 21, ...) von I, so dass

e 2, im Konvergenzgebiet der Potenzreihendarstellung von f um den Entwicklungs-
punkt zq liegt;

e damit die Taylorreihe

£ (4, .
folz) =) / k(' )(z — 20) (1.6.2-A)
k=0 ’

in einer Umgebung von z; die Funktion f darstellt und diese durch die Reihe ins-
besondere in den Punkt z; holomorph fortsetzt und damit um z; eine Taylorreihe

o p) (. )
Az =) L k(' )(z — 21) (1.6.2-B)

bestimmt;

e und rekursiv z;;; jeweils im Konvergenzgebiet der Potenzreihendarstellung

oo (),
fi(z) = Z Jo k:(' i) (z — 2z)* (1.6.2-C)

um z; liegt.

Das sich ergebende Verfahren zur Fortsetzung von f entlang I wird als Kreiskettenver-
fahren bezeichnet. Der Funktionswert der Fortsetzung im Endpunkt der Kurve I' héngt
dabei von der Kurve I', aber nicht von der gewihlten Zerlegung 3 ab.

1.6.3 Beispiel. Wir betrachten ein Beispiel und entwickeln dazu die Wurzelfunktion
f(2) = v/z im Punkt z = 1 in eine Potenzreihe. Dies fiihrt auf die spezielle Binomialreihe

> r(k)
fey=vi=Y W oy

(1.6.3-A)
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um den Entwicklungspunkt zp = 1 mit Konvergenzradius 1. Eine Partialsumme dieser
Reihe ist nachfolgend dargestellt.

Im Konvergenzgebiet liegt dabei insbesondere der Punkt z, = g + i% = €'7. Da die

durch die Reihe (1.6.3-A]) dargestellte Funktion f damit in z, wiederum analytisch ist,
ergibt sich im Entwicklungspunkt z, eine Darstellung als Potenzreihe

<0 (s, < .
f(z) = Z / k(' )(z —2)" = f(z) E (122) (z — z)Fz (1.6.3-B)

k=0 ’ k=0

Setzt man dies schrittweise mit den Entwicklungspunkten z, € {e"i | n € Ny} fort, so
ergibt sich das linke nachfolgende Bild,

~ %

wobei die neuen Konvergenzkreise jeweils unter die bereits bestimmten gelegt sind. Nach
einem Umlauf um den Ursprung erhalten wir die rechts zuoberst liegende Kreisscheibe,
ein zweiter Umlauf fithrt wieder zuriick auf die linke Seite.

1.6.4. Die analytische Fortsetzung héngt nicht von der Kurve I' sondern nur von der
Homotopieklasse der Kurve ab. Dies miissen wir zuerst definieren. Wir nennen zwei
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(durch dasselbe Intervall I = [a,b] parametrisierte) orientierte Kurven I'y und T'; zwi-
schen den gleichen Endpunkten homotop in U, falls es eine Homotopie, also eine stetige

Abbildung
h:[0,1]x1—=U (1.6.4-A)

mit

e 1(0,:) = : I — T’y Parametrisierung von T'y;

e h(1,:) == : I — I'; Parametrisierung von I'1; und

e fiir jedes ¢ € [0, 1] durch h(0,a) = h(t,a)h(1,a) und h(0,b) = h(t,b) = h(1,b)
gibt. Wir schreiben dafiir I'y ~y T'y. Homotopie definiert eine Aquivalenzrelation auf
orientierten Kurven. Die triviale Homotopie h(t, ) = vo(-) ergibt T'g ~y T'g. Gilt Ty >~y
['y und I'y >~y I'y und ist hy eine Homotopie von Iy nach I'y und hy eine Homotopie von
[’y nach Ty, so gibt es eine Umparametrisierung ¢ : I — I mit hy(1,-) = h2(0,¢(+)) und

hi(2t,-), te0,4]
h2(2t -1, 90('))7 te [%7

=

(1.6.4-B)

=

h1|_|h21[0,1]X]—>U, h1|—|h2(t7):{

ist eine Homotopie von I'y nach I'y und es folgt I'g ~y I's. Weiter ist fiir I'g ~y 'y mit
Homotopie h durch A~ (t,-) = h(1 —t,-) eine Homotopie von I'y nach I'y gegeben und es
fOlgt Fl ~u Fo.

Eine geschlossene Kurve, also eine Kurve die einen Punkt z, mit sich selbst verbindet,
heiBt nullhomotop, falls sie zur trivialen Kurve {z,} homotop ist.

1.6.5 Beispiel (Windungszahlen). Kurven in C\ {0} sind homotop genau dann wenn sie
dieselben Winkel um den Ursprung umlaufen. Auch dies prézisieren wir. Fiir eine zwei
Punkte z, und z, verbindende orientierte Kurve I' in U = C \ {0} bezeichnen wir mit

(') = arg zi;zo (1.6.5-A)

den von der Kurve um den Ursprung umlaufenen Winkel zwischen Anfangs- und End-
punkt. Dabei haben wir das nur modulo 27 definierte Argument arg z € R so gewiéhlt,
dass es entlang der Kurve I stetig ist. Sind 'y und I'y nun zwei Kurven, die beide z,
und z, verbinden, so gilt

Lo~y Iy = <(To) = <«(Ty). (1.6.5-B)

Zum Beweis der Riickrichtung geniigt es, eine Homotopie anzugeben. Wir iiberlassen
dies als Ubung.

Fiir eine geschlossene Kurve I' ist <(I') stets ein Vielfaches von 27. Wir definieren
deshalb, die Windungszahl der Kurve I' um den Punkt O als

r 1
windy (") := %ﬂ) = 5 A8 2|p. (1.6.5-C)

Erganzung. Homotopie und Homologie von Kurven sind eng verwandte Konzepte, allerdings sind nicht
alle Kurven I' und I" zwischen zwei gegebenen Punkten die homolog sind auch homotop. Dazu ein
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Beispiel. Die nachfolgen skizzierte Kurve in C\ {0,1}

(1.6.5-D)

ist nullhomolog, da es sich um den (richtig orientierten!) Rand zweier Teilgebiete handelt. Allerdings
ist die Kurve nicht nullhomotop in C\ {0, 1}.

1.6.6 Satz (Monodromiesatz). Sei f : U — C holomorph, zo € U und z, € C\U. Seien
weiter I'g und I'y zwei in C homotope die Punkte zy und z; verbindende Kurven mit
Homotopie h : [0,1] x I — C. Angenommen, f ist entlang jeder der Zwischenkurven T
parametrisiert durch h(t,-) : I — Ty firt € [0,1] analytisch fortsetzbar. Dann liefert
jede dieser Fortsetzungen tm Punkt z, denselben Funktionswert.

Beweisskizze. Zur Vereinfachung betrachten wir nur einfache Kurven, so dass Fortset-
zungen auf einer hinreichend kleinen Umgebung der Kurve in C analytische Funktionen
bestimmen. Wir bezeichnen den Funktionswert in z;, der durch analytische Fortsetzung
entlang 'y bestimmt ist, als f;(21). Dies liefert eine Funktion [0,1] 3 ¢ — fi(21) € C, die
wir genauer untersuchen.

Wir wihlen dazu ¢ € [0, 1]. Zur analytischen Fortsetzung entlang der Kurve I'; geniigt
eine Zerlegung 3; von [0, 1] und damit tiberdecken endlich viele Kreisscheiben I';. Ist
nun £ > 0 klein genug, so liegt auch jede Kurve I'y; zu s € [0,1] mit |t — s| < € in
der Vereinigung dieser Kreisscheiben und der Identititssatz impliziert dass die
Fortsetzungen tibereinstimmen. Es gilt also fs(z1) = fi(21) fiir |s — t] < e.

Damit ist [0,1] © ¢t — fi(21) lokal in der Umgebung jedes ¢t € [0, 1] konstant, also
konstant auf [0, 1]. Es folgt fo(z1) = fi(z1). O

Basierend auf der gerade genutzten Beweisidee bezeichnen wir zwei Kurven I'y und
['y von 2y zu einem gemeinsamen Endpunkt, entlang derer eine Funktion f von zj
aus analytisch fortsetzbar ist, als homotop (im Sinne analytischer Fortsetzungen einer
gegebenen Funktion), falls es eine Homotopie h von I'y nach T'; gibt und f entlang
jeder dadurch bestimmten Zwischenkurve I'; analytisch fortsetzbar ist. In diesem Fall
schreiben wir I'g >~ I'y.

1.6.7 (Riemannsche Flachen). Wir wollen holomorphe Funktionen maximal analytisch
fortsetzen. Ist eine holomorphe Funktion f : U — C entlang jeder Kurve in C fortsetz-
bar, so sind alle Kurven homotop und die Fortsetzung ist nach dem Monodromiesatz
eindeutig bestimmt. Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall und wir miissen uns beim
Fortsetzen in einen Punkt z € C\ U auf eine Kurve bezichungsweise besser eine Homo-
topieklasse von Kurven festlegen.

Um trotzdem alle Fortsetzungen betrachten zu kénnen, nutzen wir ein allgemeineres
Konzept und definieren holomorphe Funktionen nicht auf Teilmengen von C sondern

43



1 Funktionentheorie

auf Riemannschen Fliachen. Diese sehen lokal wie offene Teilmengen von C aus, erlauben
uns aber iiber jeder komplexen Zahl konsistent mehrere Funktionswerte zu definieren.
Anstatt eine Definition zu formulieren, konstruieren wir die Riemannsche Fliche der
analytischen Fortsetzung einer Funktion. Dazu nehmen wir an, dass f : U — C auf
einer offenen und zusammenhédngenden Teilmenge U C C holomorph ist. Wir fixieren
einen Punkt z, € U und betrachten alle orientierten Kurven in C mit Startpunkt z,
entlang derer f analytisch fortsetzbar ist und bilden die Menge der Homotopieklassen
solcher Kurven, also

My ={[I'.]~, | [ ist fortsetzbar entlang I', von z, nach z}. (1.6.7-A)

Ist 2z, Endpunkt einer solchen Kurve I', , so gibt es um z, eine Kreisscheibe IB%p(zo) cC
und eine entsprechende analytische Fortsetzung f : B,(z,) — C. Fiir alle weiteren
Punkte z € B,(2) liefert die Kurve ergénzt um die Verbindungsstrecke S, . eine Kurve
[', zum analytisch Fortsetzen in z mit zu f konsistentem Funktionswert. Wir kénnen
also die Punkte in B,(2,) mit den Homotopieklassen dieser Kurven identifizieren und
erhalten eine Bijektion

m{[l, + S5 2], € My | 2 €By(20)} — Bp(2o). (1.6.7-B)

Jeder Punkt aus .#; besitzt damit auf natiirliche Weise eine Umgebung, auf der .#; mit
einer Kreisscheibe in C identifiziert werden kann. Dariiberhinaus liefert die analytische
Fortsetzung auf ebenso natiirliche Weise eine Funktion

[y — C. (1.6.7-C)

Die Menge .#; ist ein Beispiel einer Riemannschen Fléche, allerdings ist diese noch zu
grofl. Auf .#} gibt es eine natiirliche Aquivalenzrelation. Wir bezeichnen zwei Punkte
T2~ T.]~ ; € My, die iiber derselben komplexen Zahl z liegen, als dquivalent, falls die
Fortsetzungen von f in Umgebungen dieser Punkte {ibereinstimmen. Identifiziert man
dquivalente Punkte, so ergibt sich die Riemannsche Fliche Z; der Funktion f.

Die Riemannsche Fliche % der Fortsetzung einer Funktion entsteht also, indem man
alle Fortsetzungen bildet und diese (wenn sie iibereinstimmen) miteinander identifiziert.
Als Beispiel ist nachfolgend ein Ausschnitt der Riemannschen Fliache der Wurzelfunktion
um den Ursprung dargestellt:

Riemannsche Fliche zu \/z Riemannsche Fléche zu log(z)
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Die Riemannsche Flidche der Logarithmusfunktion
f(z) =log(z) =In|z| +iargz (1.6.7-D)

entspricht einer Wendelfldche iiber C\ {0}, wobei die einzelnen Blatter durch die Win-
dungszahl der zur Fortsetzung genutzten Kurve um den Ursprung bestimmt sind.

Riemannsche Fliache zu arctan z

Riemannsche Flachen zu Stammfunktionen sind mitunter einfach zu verstehen. Fiir

arctan z liefert
= d¢ 1 /Z 1 1
tan 2 — —— - d 1.6.7-E
arctan z /0 A <C—i C‘H) ¢ ( )

mit Integration entlang einer Kurve I'y, die 0 in C\ {£i} mit 2z verbindet direkt die
Fortsetzung entlang der gewéhlten Kurve. Da fiir Kurven, die nur den Punkt i einmal
positiv umlaufen damit nach der Cauchyschen Integralformel

d
]{TC@ =7 (1.6.7-F)

a¢
fr@ =0 (1.6.7-G)

fiir das Kurvenintegral um jede beide Punkte +i einmal positiv umlaufende Kurve gilt,
liefert die Differenz der Windungszahlen der Kurve I'y , um die Punkte i und —i auf
welchem Blatt der Fldche wir uns gerade befinden. Bei einem positiven Umlauf um
den Punkt i erhoht sich der Funktionswert um 7, bei einem positiven Umlauf um —i
verringert sich der Funktionswert entsprechend um .

und ebenso
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Ergdnzung. Alle bisher gezeigten Satze gelten auch, wenn man Funktionen statt auf Teilmengen von
C auf ihrer Riemannschen Fliche betrachtet. Beim Integralsatz von Cauchy ist dabei zu beachten, dass
der Integrationsweg auf der Flache nullhomolog sein muss und nicht nur seine Projektion in C eine
geschlossene Kurve bildet.

Integrale tiber geschlossene Kurven auf Riemannflichen kénnen durchaus interessant sein. So liefert
das PochhammeIE}Integral

(1 - ™)(1 - ™) B(z, w) = f 1=l (L6.7-H)

iiber die in (1.6.5-D|) dargestellte Kurve v (allerdings verstanden auf der Riemannschen Fléche des
Integranden und die Blatter so gewihlt, dass der Integrand am mittleren Durchlauf von oben durch
die reelle Achse fiir reelle z, w reellwertig ist) eine Darstellung der analytischen Fortsetzung der Beta-
Funktion

1
B(z,w) :/ 71—t de, Rez,Rew > 0, (1.6.7-1)
0
in beiden Variablen z und w. Es ist mit dem Satz von Morera einfach zu sehen, dass das Integral
(1.6.7-Hf) sowohl in z als auch in w holomorph ist. Damit ist nur zu zeigen, dass fiir z,w > 0 beide

Ausdriicke fiir B(z,w) iibereinstimmen. Dazu deformieren wir den Integrationsweg des Pochhammer-
Integrals so, dass er (projiziert in die komplexe Ebene) zwischen 0 und 1 hin und herlduft. Der Integrand

Cz_l(l _ C)w_l _ e(z—l)lnCe(w—l)ln(l—C) (167__])

wird dabei bei einem (positiven) Umlauf um 0 mit dem Faktor ¢*7(*=1) und bei einem (positiven)
Umlauf um 1 mit dem Faktor e2™(*—1) multipliziert. Damit folgt fiir z,w > 0

75 G- O
4

1
_ (1 _ 2mi(w=1) | g2mi(z=1)2mi(w=1) _ e27ri(z71)) / tz71(1 _ t)wq dt (1.6.7-K)
0

— (1 _ eQ‘n’i(w—l)) (1 _ eQ‘rri(z—l)) B(z,w)

unter Beachtung der Integrationsrichtungen der einzelnen Teilstiicke.

1.7 Residuensatz und Integralberechnungen

1.7.1. Fiir eine holomorphe Funktion f : Kg,(z,) — C mit Singularitét in z, und
Laurentreihenentwicklung
f2) =) ar(z—z)" (1L.7.1-A)
keZ

bezeichnen wir den Koeffizienten vor (2 — z,)™! als Residuum von f in z,, es gilt also

mit der Formel fiir die Laurentkoeffizienten
1
res,, fi=a_1 = %Y{f(z) dz. (1.7.1-B)
Residuen konnen nicht nur durch Integrale berechnet werden. Handelt es sich um Pol-

stellen der Funktion f, so gelten deutlich einfachere Formeln zur Residuenbestimmung.
Besitzt f einen Pol erster Ordnung in z,, so gilt

res,, [ = lim (z — z,) f(2). (1.7.1-C)

Z—Ze

"LEO AUGUST POCHHAMMER, 1841-1920

46



1.7 Residuensatz und Integralberechnungen

Handelt es sich im einen Pol der Ordnung m > 1, so gilt analog

res,, f = (; lim dL_l(z — ze)" f(2), (1.7.1-D)

m — 1) 2=z dzm—1

was aus der Laurentreihendarstellung

dm—l dm—l o0 .
W(z —z)"f(2) = W(Z‘ —z)" Z ax(z — 24)
k=—m

dm_l i +k

= ag(z — zo)™
R (1.7.1-E)
dmil i k . . -

=——= > am(z—2)
dz —~

= (m— 1)!a,1 + iakmk(k;_ 1)-~~(k:—m+2) (Z_Z.)k—mﬂ

einfach nachzurechnen ist. Residuen sind wichtig zur Integralberechnung.

1.7.2 Satz (Residuensatz). Sei U C C offen und N C U eine diskretd!®| Teilmenge. Sei
weiter f: U\ N — C holomorph mit Singularititen in den Punkten ze € N. Dann gilt
fiir jede einfache geschlossene und rektifizierbare Kurve I' = 0G mit G € U, die keinen
der Punkte aus N enthdilt,

jgf(z) dz = 27 Z res., f. (1.7.2-A)

ze ENNG

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem Integralsatz [1.3.8| von Cauchy in Verbindung
mit Formel fiir die Residuen. [

Erlauben wir auch Kurven, die einzelne Punkte mehrfach umlaufen, so ergibt sich zu-
sammen mit den Windungszahlen

1 d 1
wind,, I' = — S arg(z — ze) (1.7.2-B)
21 Jp 2 — 2e  2W sl

der Kurve I' um die Punkte z, nachfolgende Verallgemeinerung;:

1.7.3 Korollar. Sei U C C offen, N C U diskret und f : U\ N — C holomorph. Dann
gilt fiir jede geschlossene rektifizierbare Kurve I in U \ N

]gf(z) dz = 27 Z wind,, (I') res,, (f). (1.7.3-A)

zeEN

8Das heifit, die Menge N besitzt in U keine Hiufungspunkte.
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1.7.4 Beispiele. (i) Integriert man die Funktion f(z) = e~!/* einmal entlang des
Einheitskreises £ um den Ursprung, so ergibt sich wegen

el/zzil 1 k: i <_1)ka 2#0 (1.7.4-A)
E'\ =z (k)7 7 h
k=0 k=—o0
als Wert des Integrals
j{e_l/z dz = 27wires,—q [e_l/z] = —27i. (1.7.4-B)
£

(i) Als zweites Beispiel bestimmen wir das Integral

ezt
dz. 1.7.4-C
j(é 11227 ( )

entlang des Einheitskreises £. Der Integrand ist singuléir in den beiden Punkten
z= :|:\[1 mit einfachen Polen, deren Residuen mittels ) durch

ezt -1 ezt elit
res . { } = lim
=L 1V +iv2)] 2 iV21—iv2 212
5, (174D)
|: ezt :| ) 1 ezt e—th
res lim - ; =
e=—i (1-— 12\/_)(1 + 1z\/_) a2 WV21+i2v2 20V2
berechnet werden kénnen. Es folgt
2zt
]{ . P (1.7.4-E)
£ ]_ + 222
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(iii) Wir integrieren nochmals entlang des Einheitskreises. Der Integrand in

etsinz
f 5 dz (1.7.4-F)
& z

besitzt eine isolierte Singularitdt in z = 0. Diese ist ein Pol zweiter Ordnung,
damit nutzen wir Formel zur Berechnung des Residuums. Es gilt

efsin o d gne o tsine
res,—g [7} = il_r)r(l) ¢ = ll_r%e tcosz =t (1.7.4-G)

und damit Lo s
7} = 2it. (1.7.4-H)

l

Von besonderer Bedeutung ist der Residuensatz zur Berechnung von Integralen entlang
der reellen Achse. Dazu zeigt man zuerst, dass unter entsprechenden Voraussetzungen
das Integral entlang der reellen Achse mit dem iiber einen Halbkreis {ibereinstimmt und
berechnet letzteres iiber den Residuensatz.

1.7.5 Beispiel. Wir betrachten dazu ein Beispiel und berechnen das uneigentliche Rie-

mannintegral
+oo dl‘ T—+00
/ — | arctan x =T (1.7.5—A)
—00 1+ a2 T——00

auf diese Weise. Da der Integrand durch die meromorphen Funktion

f(z) ! =%< Lo 1) (1.7.5-B)

:1+22 z—1 z+i

mit einfachen Polen in +i gegeben ist, betrachten wir zu R > 1 den nachfolgend skiz-
zierten Integrationsweg I'p der sich aus dem Intervall [-R, R] und dem oberen Halb-
kreisbogen C}; zusammensetzt.
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I'r=C}U[-R,R]

b

Dieser umschliesst den Pol in i mit Residuum % und es folgt

dz . 1
5 = 2mires,— |T—— | = 7. (1.7.5-C)
rp, L +2 1+2

Weiterhin kénnen wir das Integral {iber den oberen Halbkreisbogen durch durch das
Maximum des Integranden und die Lénge des Integrationsweges abschétzen. Dies fiihrt
wegen

11+ 2% =]z —i|]lz+i] > (R—1)R, z € CH, (1.7.5-D)
auf
dz 1 R
<7R —0 R — o0. 1.7.5-E
/C;1+z2 = e |1+ 2| =T (R=DR ’ > (1.7.5-8)

Damit folgt

/+°° dz , /R dz
——— = lim

) R Az i dz

= lim + lim (1.7.5-F)
. dz

= lim =7

R—o0 Tk ]_—|—2’2

und wir habend das gewiinschte Integral berechnet.

In diesem Beispiel konnten wir den Integranden entlang C;; durch 1/R? abschétzen und
damit das Verschwinden des Integrals iiber den oberen Kreisbogen fiir R — oo zeigen.
Ein ebenso oft niitzliches Hilfsmittel ist nachfolgendes Lemma.

1.7.6 Lemma (Jordar‘@. Angenommen, die Funktion g : C;;, — C ist stetig. Dann gilt
fiir alle a > 0

< EMR mit Mg = max|g(z)]. (1.7.6-A)
a ZGCE

/ e g(z)dz
Ch

Y CAMILLE JORDAN, 1838-1922
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Beweis. Wir parametrisieren den Halbkreisbogen durch z = Rel? mit 6 € [0, n]. Dies
fiihrt auf dz = iRe'? df

/ ¢“*g(z)dz = iR / glefileostHising) g(Re)et? df (1.7.6-8)
ch 0
und damit

/ e g(z)dz
Ch

Es verbleibt, dieses Integral abzuschéatzen. Wegen sin § > 2?9 fiir 0 € [0, 5] folgt

< RMp / e~ofsnl qg — ORMp / " graftsing gy (1.7.6-C)
0 0

/02 e @Rsing 4p < /02 e 27040 = %% (1 — e_“R) < %ﬁ (1.7.6-D)
und damit
/ ¢?g(2)dz| < zMR, (1.7.6-E)
ch @
also die Behauptung. O

1.7.7 Korollar. Angenommen, g : C, — C ist meromorph in der (offenen) oberen
Halbebene und stetig in ihrem Abschluss mit g : R — C. Besitzt dann g endlich viele
Polstellen zy,...,zy € C, und gilt

lim max |g(z)| =0, (1.7.7-A)
R—o0 ZGCE

so folgt fiir a > 0

o N
/ e g(z) dr = 2mi Z res,—., lz — ei‘”g(z)} : (1.7.7-B)

—o© k=1

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu Beispiel , wobei anstatt der direkten
Abschéitzung des Integrals iiber den Halbkreisbogen Cj Lemma verwendet
wird. O]

Es gilt natiirlich eine entsprechende Aussage fiir Funktionen, die meromorph in der
unteren Halbebene sind. Dabei ist zu beachten, dass dann beim Schliefen der Kontur
der untere Halbkreisbogen entgegengesetzt zu durchlaufen ist und damit die Residuen
negativ in das Integral einflieBen. Der Vollstandigkeit halber formulieren wir die ent-
sprechende Aussage. Dabei ist Cj, der untere Halbkreisbogen.

Korollar. Angenommen, g : C_ — C ist meromorph in der (offenen) unteren Halbebene
und stetig in threm Abschluss mit g : R — C. Besitzt dann g endlich viele Polstellen
21,...,28 € C_ und gilt

lim max [g(z)| =0, (1.7.7-C)

R—o00 2€Cq
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so folgt fiir a <0

[e.9]

. N
/ e g(z)dr = —27‘(‘12 reS,—, [z e g(z )} (1.7.7-D)
- k=1

1.7.8 Beispiele. (i) Es gilt

/ © _do= 2mires,—; © | = 2rilim — - = T (1.7.8-A)
o L2 1422 2=z +1 e

da der Integrand von der gewiinschten Form ist und f(z) = ; +1 5 meromorph mit

Polstellen in #+i ist und offenbar die Abschéatzung 1 7. 7 A) erfiillt.

(ii) Integrale, die trigonometrische Funktionen sin z oder cos x enthalten, kénnen mit-

52

unter auf die Form von Folgerung gebracht werden. Wir betrachten ebenso
ein Beispiel. Es gilt

* coszw 1 o g7 0o iz
dr = = d dz |. 1.7.8-B
/_ool—i—xz v 2</_001+x2 x+/_001—|—x2 z) ( )

Das erste auftretende Integral haben wir oben berechnet. Fiir das zweite gilt ent-
sprechend

[ee) e—ix e_iz e_iz T
dz = —2mires,—_; | —— | = —271 lim - = —, 1.7.8-C
/Ool—l—a:2 {14—%} ——iz—1 e ( )

so dass sich fiir das Ausgangsintegral ebenso

> coszx
dx =
/_Oo 1+ a2

(1.7.8-D)
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1.7 Residuensatz und Integralberechnungen

ergibt. Wir héitten in diesem Fall aber auch kurz

© cosx o©  glr T
dz =R dz = — 1.7.8-E
/_001+.7:2 v e/_ool+w2 T ( )

argumentieren konnen.

(iii) Ebenso gilt

* cosw 1 gl © gz
der = = d dz |. 1.7.8-F
/001+x4 v 2(/001+x4 x+/m1+x4 x) (17.8-F)

Die Polstellen des Integranden sind in den vier Punkten z = €352k =0, 1,2, 3,
von denen je nach Halbebene zwei zu beachten sind.

5

\

i

e
o sl

Es gilt

OO eir de — . eiz eiz
Tt x = 2mi | res__ m 7 fres _ sy T (1.7.8-G)

und

oo iz B ' efiz efiz
114 do = —27i | res__ sz, 1T A +res _ Al ) (1.7.8-H)

Die Berechnung der Residuen und damit des Integrals iiberlassen wir als
Ubungsaufgabe.

R 1.7.9 Beispiel. Mitunter muss man Integrale erst auf die passende Form bringen, um
den Residuensatz auch anwenden zu kénnen. Auch dazu ein Beispiel. Wir betrachten

das Integral '
/ MY g (1.7.9-A)
o X

Der Integrand ist eine ganze Funktion, allerdings kénnen wir die Definition des Sinus
einsetzen und erzeugen damit Pole im Ursprung. Deswegen ersetzen wir den Integrati-
onsweg zuerst durch eine Kurve I';, die den Ursprung auf einem Halbkreis mit Radius
¢ in der unteren Halbebene umrundet:
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1 Funktionentheorie

Damit gilt nun

[o I : 1 iz 1 —iz
/ BT e = / E Q= 5 e~ | S (1.7.9-B)
_ T, 1

x z r. 2 21 Jp. =z

[e.9]

Die beiden sich nun ergebenden Integrale kénnen wie vorher mit Residuensatz berechnet
werden. Fiir das erste wihlen wir wieder eine Kurve in der oberen Halbebene, fiir das
zweite entsprechend eine in der unteren Halbebene

Cr

Das Jordanlemma impliziert wiederum, dass Kurvenintegrale iiber die Kreisbogen Cﬁ
jeweils fiir R — oo gegen Null streben. Fiir das zweite Integral und die Wahl des
Integrationsweges in der unteren Halbebene liegt der Pol auflerhalb und das Integral
verschwindet. Fiir das erste Integral nutzen wir den Residuensatz. Es gilt also

© sinx 1 el 1 e i el
/ do = — —dz+ — dz =7res,_g | —| = 7. (1.7.9-C)
oo T 21 Jp. 2 2 Jp. 2 z

[e.e]

1.7.10 (Null- und Polstellen zdhlendes Integral). Eine weitere Anwendung des Residuen-
satzes ist das Zéhlen von Null- und Polstellen. Dazu definieren wir fiir eine meromorphe
Funktion f: U — C und z, € U die (Nullstellen-) Ordnung

ord, f=k = f(2)=(z—2)g(z), glz) £0, (17.10-A)

wobei hier g holomorph in z, ist. Von Interesse ist diese Ordnung natiirlich nur fiir
z € U, fir die ord, f # 0 gilt. Da

() _ k=2 lg(e) + (z—2)g'(s) _ kL g2) (17.10-B)

f(2) (2 = z)*g(2) 2=z g(2)

gilt, folgt

ord,, f = res,,

f
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1.7 Residuensatz und Integralberechnungen

und wir erhalten aus dem Residuensatz eine einfache Zahlformel fiir Null- und Polstellen
in einem Teilgebiet G C U. Es gilt fiir I' = 0G und falls auf I" keine Null- oder Polstellen

liegen
L[ f'(z)
27r17£ dz = E ord, f (1.7.10-D)

f(Z) zeNNG

mit N = {z € U | ord, f # 0}. Das angegebene Integral liefert also die Differenz der
Anzahl der Nullstellen und Polstellen in G (gezdhlt mit Vielfachheit).

1.7.11 Satz (Rouch@. Seien f,qg : U — C holomorph auf U und G € U ein echt
enthaltenes Teilgebiet. Gilt dann auf 0G

l9(2)| < |f(2)], (1.7.11-A)

so besitzen die Funktionen f und f + g im Teilgebiet G gleich viele Nullstellen (gezihlt
mit ihrer Vielfachheit).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir glatt berandete Teilgebiete G' zu zeigen. Wir be-
trachten zu t € [0, 1] die Familie der Funktionen

hi(z) = f(z) + tg(2) (1.7.11-B)

und zeigen, dass die Anzahl der Nullstellen von h; in G unabhéngig von t ist. Da h;,

holomorph in U und auf dG nach Voraussetzung ungleich Null ist, ist die Anzahl der
Nullstellen in G durch

1 hi(z)

2 oc he(2)

dz (1.7.11-C)

gegeben. Der Integrand hingt dabei stetig vom Parameter ¢ ab, da 0G kompakt ist ist

damit auch
hi(2)

2 oc hi(z)

stetig. Da diese Funktion nur ganzzahlige Werte annimmt, ist sie konstant auf dem
Intervall [0, 1] und es folgt

Z ord,(f) = ! S dz

0,1] 5t +— dz (1.7.11-D)

o= 27 Joe f(2)
f(z)=0
(1.7.11-E)
1 f'(z)+4()
= — dz = ord,(f + g).
o7 o 1)+ 9(2) 2, ordlf+o)
f(2)+9(2)=0
Genau das war zu zeigen. O

Ergdnzung. Der Satz von Rouché kann auch symmetrisch formuliert werden. Gilt fiir alle z € 0G die
Ungleichung

[£(z) = g()| < [f(2)] + lg(2)]; (1L.711-F)

2WEUGENE ROUCHE, 1832-1910
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1 Funktionentheorie

so stimmt die Anzahl der Nullstellen von f in G mit der Anzahl an Nullstellen von ¢ in G iiberein.
Sind die Funktionen meromorph, stimmt unter der Voraussetzung die Differenz aus der Zahl
der Null- und Polstellen fiir beide Funktionen iiberein. Um dies zu zeigen, betrachten wir wiederum die
Hilfsfunktion

hi(z) =tg(z) + (1 — 1) f(2), t €[0,1]. (1.7.11-G)
Da hi(z) = 0 aber nun tg(z) = (¢t — 1)f(z) impliziert, folgt fiir solche z € OG mit auch
lf(2)] = tlf(z) — g(2)| < t|f(2)] + t|lg(z)| und damit (1 —t)|f(2)| < t|g(z)|. Das ist ein Widerspruch
und h; kann fiir kein ¢ € [0, 1] eine Nullstelle in G besitzen. Ebenso kann h(z) = oo € C auf 0G nur

gelten, wenn f(z) = oo oder g(z) = oo gilt, was aber nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Die oben
schon im Beweis genutzte Argumentation liefert nun die Behauptung.

1.7.12. Der Residuensatz kann auch zur Partialbruchzerlegung von Funktionen genutzt
werden. Dazu betrachten wir zuerst eine echt gebrochen rationale Funktion

() = 22

a(2) (1.7.12-A)
die als Bruch zweier Polynomfunktionen p,q mit deggq > degp > 0 geschrieben ist.
Wir nehmen weiter der Einfachheit halber an, dass keine der Nullstellen von ¢ eine
Nullstelle von p ist, die rationale Funktion also entsprechend maximal gekiirzt vorliegt,
und dass der fithrende Koeffizient von ¢ durch 1 gegeben ist. Dann zerfillt ¢(z) nach
dem Fundamentalsatz der Algebra in Linearfaktoren

a(z) = [z - )" (1712-8)
J
zu den paarweise verschiedenen Nullstellen z; von ¢ mit Vielfachheiten v;. Dabei gilt

> ;v = degg > 1 und nach Voraussetzung ebenso ord., f = —v;. Ist nun 2z # z;, so
gilt nach der Cauchyschen Integralformel ([1.3.9-A))

f(z) = 2%1 7{ % d¢ (1.7.12-C)

fiir jeden den Punkt 2z einmal positiv umlaufenden Integrationsweg v, in dessen Inneren
keine der Polstellen von f liegt. Wir verschieben den Integrationsweg nach auflen und
ersetzen ihn durch einen Kreis I'g der alle Polstellen von f in seinem Inneren enthélt.
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1.7 Residuensatz und Integralberechnungen

Der Residuensatz impliziert dann

2%}{ <—z fc— d“ZreS:zﬂ{ —>]

dllj_l Vg f(C)
)+ Z (v; — 1) C% Cuﬂ(C - %) JC— . (1.7.12-D)

dzzj—l p(C)
)+ Z V —1)! C—>z d¢vi=t (¢ — 2) Hi;éj(C - ZZ)VZ

Als echt gebrochen rationale Funktion gilt weiterhin fiir hinreichend grofies R auf I'g
die Abschétzung

max |f(2)] < CRYer~d84 < CR™ (1.7.12-E)
zel'rp
so dass
f S dg =0 (1.7.12-F)
R—>oo
gilt. Damit kann obige Formel nach f umgestellt werden. Es folgt
dl/jfl
fz) = lim p(©) (1.7.12-G)

R () | PA(PAT

Dies entspricht der Partialbruchzerlegung von f. Um dies besser zu sehen, beschrinken
wir uns auf den Spezielfall, dass alle Nullstellen des Nenners ¢ einfach sind. Dann folgt

=— m p(¢) _ a _
f(z) = . Clazg‘ (€ = 2) [1(C = =) ; 2 (1.7.12-H)

mit
p(z))

Hi;éj(zj —z)

1.7.13. Es gibt keinen Grund, sich hier auf rationale Funktionen zu beschrinken. Al-
lerdings muss man etwas vorsichtiger mit den Integrationswegen umgehen, wenn die
gegebene Funktion unendlich viele Pole besitzt. Wir betrachten nur ein Beispiel und
dafiir die Cotangensfunktion

a; = (1.7.12—')

f(z) = mcot(mz) (1.7.13-A)

mit einfachen Polen in Z. Sei weiter z € C\ Z und v wiederum eine z positiv umlaufende
geschlossene Kurve ohne Pol in ihrem Inneren. Dann gilt

1 7 cot(m()
t =— ¢ ——=d(. 1.7.13-B
7 cot(mz) Gl A ¢ ( )
Wir deformieren den Integrationsweg wieder zu einem quadratischen Weg I'y fiir N € N
hinreichend grof, der vertikal entlang + Re( = N + % und ebenso horizontal entlang

+Im({ =N+ % verlauft.
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1 Funktionentheorie

Iy
e}
® ® _e]v ® @ @ ® Kf @ ]
Mit dem Residuensatz gilt

1 7 cot(m() 1 7 cot(m() al 7 cot(m()
— VN = — VN g P Bt o V4
2mi Jp, C—z ¢ 2mi J, (—=z2 (—i_kZ_NreSCk (—z

h (1.7.13-C)
AN
= mcot(mz) — Z P
k=—N

unter Ausnutzung von lim,_,o m¢ cot 7¢ = 1 und der Periodizitét der Cotangensfunktion.
Wenn wir im néchsten Schritt

lim ij{ om0 ¢ = (1.7.13-D)
'y

N—oo 27 (—z

gezeigt haben, folgt die Partialbruchzerlegung der Cotangensfunktion
Al 1

N—oo

meot(mz) = lim —— =V.p. Z : (1.7.13-E)
T k z—k

k=—0o0
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1.7 Residuensatz und Integralberechnungen

Um zu zeigen, addieren wir geschickt eine Null. Es gilt

1 t N ; t
2ri I'y %(WO ; (reka [%@TO] +resc=—k [%@TO])

Y11
> (5-1)=0
k=1

(1.7.13-F)

da

res¢—o [COt E‘WC) ] ( cos ii(;;;ggi{ )

und sich die anderen Residuen wie angegeben gegenseitig autheben. Damit folgt

1 meot(nC) .1 meot(m()  meot(m()
s, T f, (P ) «

I 7 cot(m()
~ 2ni ry C(C—2) dC

und da ¢ — cot(n() periodisch ist und ebenso fiir Im { — +o00 gegen Konstanten strebt,
gilt

_im -2 (g cot(w()) _ lim ) ~0  (17136G)

¢—0 d¢ ¢—0

(1.7.13-H)

< 7.13-
?611@55]00‘5(7{” <M (1.7.13-1)

unabhéngig von N. Damit kann der verbleibende Integrand durch

Mmr
- NNV —[z])

7 cot(m()
(¢ —2)

abgeschitzt werden. Zusammen mit der Lange ¢(I'y) = 8N + 4 erhalten wir damit fiir
jedes z € C\ Z

1 7 cot(m() R cot(m() |z| Mm(8N + 4)
i, e = | g < v

— 2r N(N —|z|)
fiir N — oo und die Partialbruchzerlegung des Cotangens ist bewiesen.

(1.7.13-J)

(1.7.13-K)
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2 Fourierreihen und -integrale

2.1 Fourierreihen

2.1.1. (Komplexe) Fouriereihen[l] sind Reihendarstellungen der Form

[e.9]

o) = Y e (2.1.1-A)

k=—o0

mit Koeffizienten ¢, € C. Die Reihen konvergieren absolut genau dann, wenn die Koef-
fizienten absolut summierbar sind, also

[e.e]
Z x| < o0 (2.1.1-B)

k=—o00

erfiillen. Unter dieser Annahme bestimmen Fourierreihen 27-periodische stetige Funktio-
nen ¢ : R — C. Wir wollen nun umgekehrt die Frage stellen, unter welchen Bedingungen

Funktionen als Reihen der Form darstellbar sind.

} } } }
Y v \;/ |

o(t) = 3 27k (elkt 4 o ikt)
k=1

Wir verweisen fiir elementare Aussagen zu Fourierreihen auf Analysis 2, Kapitel 6. Alle
fiir uns wesentlichen Aussagen werden allerdings hier noch einmal bewiesen.

2.1.2. Fourierreihen stehen in engem Zusammenhang zu den im letzten Kapitel disku-
tierten Laurentreihen. Setzt man z = e und nimmt an, dass die beiden Grenzwerte

1
— = limsup v/|ex| < 1 und  p_ =limsup v/]c_x| < 1 (2.1.2-A)
p

+ k—+o00 k—4o00

strikt kleiner 1 sind, so konvergiert die Laurentreihe

f) =Y a  po<|d<ps, (2.1.2-B)

k=—00

1JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER, 1768-1830
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2 Fourierreihen und -integrale

auf dem angegebenen Kreisring K,_ ,. (0) um den Einheitskreis. Es ergeben sich damit
insbesondere die Darstellungen der Koeffizienten

2m%f "z (2.1.2-C)

als komplexe Kurvenintegrale entlang von innerhalb des Kreisrings verlaufenden Kur-
ven mit Windungszahl 1 um den Ursprung. Es bietet sich an, den positiv orientierten
Einheitskreis zu verwenden. Dann folgt durch Einsetzen der Parametrisierung z = et
fiir t € [—m, 7] mit dz = ie' dt und f(e") = ¢(t) die Formel von Euler—Fourier
1 [" .
=5 B o(t)e M dt (2.1.2-D)

und damit eine Rechenvorschrift zur Bestimmung der Koeffizienten.

Mitunter ist es besser, sich die Funktion Funktion f als Summe zweier Funktionen

z) = ickzk und Z Rzt = Zc B2 (2.1.2-E)
k=0

k=—o00

vorzustellen. Falls ¢, — 0 fiir k& — oo (oder allgemeiner |cx| < C(1 + |k|)V fiir ein
grofles N gilt), ist die so definierte Funktion f; holomorph in D = {z € C | |2| < 1}
und f_ entsprechend holomorph auf {z € C | |z| > 1} U {o0}.

2.1.3 Beispiel. Wir betrachten die Reihe

e}

Z 27k (e 4 7Y =3 " 2" F cos(kt). (2.1.3-A)

k=1
Diese konvergiert gleichméflig gegen eine stetige Funktion ¢ : R — R, die wir nach-
folgend bestimmen wollen. Die zugehorige Laurentreihe besitzt die Konvergenzradien

p_ = % und p, = 2 und bestimmt die holomorphe Funktion
22 2R, 3 < 2| < 2. (2.1.3-B)
k=1
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2.2 Harmonische Funktionen und das Poisson-Integral

Die Summe ist explizit berechenbar. Es gilt mit der geometrischen Summenformel

[e.9]

z/2 z
Z “1-.p 21— <%
- (2.1.3-C)
B PR . o] > <
2z — 1’ 2
k=1
Damit folgt
z 1 222 — 22+ 2 222 — 22+ 2
— _ = = = 213-D
f(2) = fo(2) + £-(2) 2z T2 (2—2)(2z—1) —222+4+5z—2 ( )

fiir 3 < |z] < 2. Diese Funktion ist zusammen mit der periodischen Funktion ¢ oben
dargestellt. Einsetzen von z = €', t € R, liefert

2%t — 2¢lt 2 2t — 24+ 2% 4dcost—2

t) = f(e') = —= _ = . 2.13-E
P =) = S @ 2 T 20 5120 5 doost ( )
und die Euler—Fourierschen Formeln damit
1 T 4cost—2 _.
=2kl = / — 7 Tkt k # 0. 2.1.3-F
2 ) 5 — Acost. ’ 7 ( )

2.2 Harmonische Funktionen und das Poisson-Integral

2.2.1. Wir wollen zuerst die Frage beantworten, wie stetige 2m-periodische Funktionen
¢ : R — C in eine Fourierreihe entwickelt werden kénnen. Fiir jede solche Funktion ¢
bestimmt eine Folge (¢i) : Z — C. Diese ist wegen

ol < 5 /W| ()] dt < max [o(t) (221.A)

_r te|—m,m]

auf Grund der Beschrénktheit stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen ebenso
beschrankt. Wir ordnen der Folge eine (nicht holomorphe!) Funktion g : D — C durch
die absolut konvergente Reihe

9(z) = fr(2) + f-(1/2) = co + Z (cx2® + 7", 2] <1, (2.2.1-B)

k=1

zu. Diese enthalt immer noch alle Informationen iiber die Koeflizienten ¢, und bestimmt
eine harmonische Funktion auf . Dies kdonnen wir kurz nachrechnen. Es gilt mit den
Wirtinger-Ableitungen 0, und 05 und unter Ausnutzung der Cauchy—Riemann-
Gleichung 0-f,(2) =0

— a;ic_ ch Wzt (2.2.1-C)

k=1 k=1
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2 Fourierreihen und -integrale

und mit dem entsprechenden konjugiert-holomorphen Analogon
0.0:9(2) = 0. Y ke_yz ' =0. (2.2.1-D)
k=1

Ausgeschrieben in reellen partiellen Ableitungen ergibt dies aber wegen

N
NN

gerade die Bedingung
(2 +2)g(x+1iy) =0 (2.2.1-F)

und die Funktion g erfiillt die Laplace’}Gleichung und ist damit harmonisch.

2.2.2. Setzt man die Definition der Koeffizienten ¢ als Integrale in die Reihendarstel-
lung der Funktion g ein, so ergibt sich

o) = % / " o(0)d0 + % 3 (zk / " o(0)e M dg + 7 / " ()6 d@)

™ k=1 —T —T
— %/ ©(0) (1 +) (e Ekeik9)> de.
- k=1

Setzt man nun die Polardarstellung z = re'’ ein, so liefert z = re
fassen der entsprechenden Terme die Darstellung

. 1 [T > . .
g(re') = or / ©(0) (1 + Z rk (elk(t*e) + e‘k(t(’))) do
4 k=1

(2.2.2-A)

~i* und ein Zusammen-

(2.2.2-B)
1 ™

:% »

o(0) P, (t — 0)do

mit dem Poissonkern -
P.(t)=1+ Z r* (e 4 e ) (2.2.2-C)
k=1

der mit Hilfe der geometrischen Summenformel einfach in geschlossener Form anzugeben
ist. Es gilt fiir alle r € [0,1)

P(t) =1+ rF(e™+e )
k=1

' . (2.2.2-D)
14 rett N re”t 1—172
N 1—rett 1 —re it  1—2rcost+r2
Insbesondere ist der Poissonkern 27-periodisch und erfiillt
1+7r T
P.(t) >0, P.(0) = | und P.(t)dt = 2, (2.2.2-E)
—7r o

2PIERRE-SIMON LAPLACE, MARQUIS DE LAPLACE, 17491827
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2.2 Harmonische Funktionen und das Poisson-Integral

wobei sich letzteres direkt aus der gliedweise integrierten Reihendarstellung ergibt. Wei-
terhin gilt gleichméBig beziiglich ¢ € [—7, —0] U [4, 7]

1—172 1—172

P,(t) =
(*) 1—2rcost+1712 — 1—2rcosd + r?

— 0, r— 1 (2.2.2-F)

Insbesondere gibt es zu jedem ¢ > 0 und jedem € > 0 ein p. 5 € (0,1) mit 0 < P,.(¢) < ¢
fir t € [—m, =] U [0, 7] und p.5 < r < 1.

Nachfolgend ist der Poissonkern fiir verschiedene Werte von r dargestellt.

i
Il

W
coo o ©
WO = N

330303

1" 2.2.3 Satz. Sei ¢ : R — C eine stetige 2m-periodische Funktion und sei g : D — C die

durch
9(2) =co+ Y _ (ex?® + cy7") (22.3-A)
k=1
tiber die Koeffizientenfolge
1 (7 :
=5 B o(t)e ¥ dt (2.2.3-B)

aus definierte Funktion. Dann gilt
(i) Die Funktion g : D — C ist harmonisch und durch

g(reit) = % / " o(0) Pt — 0) dO = % _ﬂ St—0)P,(0)d0  (223C)

—T

mit dem Poissonkern P, aus (2.2.2-C|) gegen.
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(i) Die Funktion g ist stetig auf der abgeschlossenen Kreisscheibe D U 0D und erfillt

- ity _ i
lim g(re”) = (?) (22.3-D)
gleichmdf$ig beziiglich t.

Beweis. Es bleibt die gleichméflige Konvergenz zu zeigen, die anderen Aussagen haben
wir schon vorher zusammengetragen. Sei nun M = maxXc[_r - |¢(t)]. Sei weiter € > 0
beliebig. Da die periodische Funktion ¢ gleichméfig stetig ist, gibt es damit ein § > 0
mit

[t —0] <d = lo(t) — p(0)] < e. (2.2.3-E)

Damit implizieren die Eigenschaften des Poissonkerns die Abschétzung

o(t) — glre)| = 5| [ (olt) = ol = 0) P (0)
<o [ Jelt) —elt — 0| P.0) a0

—T

(2.2.3-F)

-0 pw
=5+ e - et - 0| Prto) a6

+ 1/6| (t) — (t—e)\P(e)d9<M -
o 7590 ® r S —ete

fir r > p.; gleichméBig beziiglich ¢ € R. Da ¢ beliebig war folgt die gewiinschte
gleichméflige Konvergenz. O]

2.2.4 Korollar (Poissonsummierbarkeit von Fourierreihen). Sei ¢ : R — C eine stetige
2m-pertodische Funktion und seien

ok = cp(p) : ! /W o(t) e M at (2.2.4-A)

:% ,

die zugeordneten Fourierkoeffizienten. Dann qilt gleichmdfig beziiglich t € R
_ - k(. ikt —ikt )
p(t) = co + lim kz_; r*(cpe™ + c_pe™™). (2.2.4-B)

Die Poissonsummierbarkeit impliziert, dass man jede stetige Funktion beliebig genau
durch trigonometrische Polynome, also durch Funktionen der Form

n
t— > are (2.2.4-C)
k=m

zu m,n € 7Z und Koeffizienten a, € C, approximieren kann. Wir fassen diese Erkenntnis
in einem weiteren Satz zusammen:

2.2.5 Korollar (Weierstrassscher Approximationssatz). Trigonometrische Polynome sind
dicht im Raum Cope[—m, | der 2m-periodischen stetigen Funktionen versehen mit der
Supremumsnorm.
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2.2 Harmonische Funktionen und das Poisson-Integral

Beweis. Sei ¢ eine stetige 2m-periodische Funktion und ¢ > 0. Dann gibt es nach Ko-
rollar ein r € (0, 1), so dass mit ¢, = cx()

o0

(,D(t) . Z rk (Ckeikt + C_ke—ikt)
k=1

sup <

te[—m,n]

g
—. 2.2.5-A
S (2254)

Da fiir r < 1 die Reihe nach dem Weierstrass M-Test gleichmiBig konvergiert, gibt es
weiterhin ein N mit

sup 7k (ckeikt + c_ke_ikt) << (2.2.5-B)
te|—m,m] kSN 2
und
N
sup |@(t) —co — Z " (cpe™ + cpem™) | < e (2.2.5-C)
te|—m,m] 1
folgt aus der Dreiecksungleichung. Da ¢ beliebig war folgt die Behauptung. O]

2.2.6 Lemma (Riemann-Lemma). Sei ¢ : R — C eine 2w-periodische stetige Funktion.
Dann gilt
cx(p) — 0, k — +oo. (2.2.6-A)

Beweis. Fiir jedes trigonometrische Polynom sind nur endlich viele der Koeffizienten ¢,
von Null verschieden. Sei nun ¢,, eine Folge trigonometrischer Polynome, die gleichméaflig
gegen ¢ konvergiert. Dann ist wegen

ek ()] < llpllos (226-B)
die Zuordnung der Fourierkoeffizienten stetig und es gilt
lck(e) = culen) < llo = enlls — 0,  n— o0, (22.6-C)
gleichméfig beziiglich k. Damit impliziert der Doppelfolgensatz

lim cx(p) = lim lim ¢ (p,) = lim lim ¢ (p,) = 0. (2.2.6-D)

k—+o0 k—o0 n—o0 n—o00 k—o00

]

2.2.7 Lemma (Identitatssatz fiir Fourierreihen). Die Zuordnung der Fourierkoeffizienten
st ingektiv. Fiir jede stetige 2m-periodische Funktion ¢ gilt

Viez Ck(QO) =0 <~ Vier gD(t) = 0. (2.2.7—A)

Beweis. Es ist nur die Hinrichtung zu zeigen. Gilt ¢x(¢) = 0 fir alle k € Z, so ist
zugeordnete harmonische Funktion ¢g : D — C die Nullfunktion und aus Satz folgt
o(t) = lim,_,; g(ret) = 0. O
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2 Fourierreihen und -integrale

2.2.8. Man kann auch allgemeiner vorgehen und statt stetiger 2m-periodischer Funktio-
nen allgemeiner 27-periodische (messbare) Funktionen mit

lelly == —/ t)] dt < oo (2.2.8-A)

betrachten. Wir bezeichnen die Menge aller dieser Funktionen (oder besser die Ver-

vollstindigung von Cpe[—7, 7] beziiglich der || - [|;-Norm) als L}, (=7, 7).

Fiir Funktionen ¢ € L} (=, 7) kénnen durch wiederum Fourierkoeffizienten
cx(p) zugeordnet werden, es gilt ebenso |cx(p)| < |||l Damit ist die durch (2.2.3-A))
zugeordnete Funktion ¢ : D — C wohldefiniert und harmonisch und es gilt wiederum
die Darstellung als Poissonintegral

glret) = = / "t — 0)P,(0) do. (228-8)

2 J_.

Die Positivitéit des Poissonkerns impliziert nun (zusammen mit der Definition des Inte-
grals als Grenzwert von Riemannsummen und der Dreiecksungleichung der || - ||;-Norm)

o grenr~—H/ (-~ 0) P (0) d6

! (2.2.8-C)
<5r | le—el—OLP @ —0  ro1,

T
basierend auf der Stetigkeit im Mittel

lim || — (- — )]s = 0 (228D)
6—0

fiir Funktionen ¢ € L , 7). Damit gilt auch fiir solche Funktionen der Identitétssatz

per(
(Viez car(p)=0) = lelli =0 (2.2.8-E)
und das Riemann-Lebesgue-Lemma

lim c(p) =0. (2.2.8-F)

k—+too

Dies verallgemeinert die Aussagen aus Lemma und Lemma [2.2.7]

2.3 Punktweise Konvergenz und Summierbarkeit

2.3.1. Fiir 2w-periodische stetige Funktionen ¢ : R — C muss die zugeordnete Fourier-

reihe
o

. 1 & .
> e, c=— | ot)e*dt (2.3.1-A)
R 2 J_,

nicht punktweise konvergieren. Vielmehr gibt es Beispiele stetiger Funktionen, fiir die die
zugeordnete Fourierreihe auf einer beliebigen abzdhlbaren Teilmenge (z.B. auf Qr C R)

divergiert. Fiir Details sie hierzu auf die Literatuif verwiesen.

3Siehe etwa Kapitel VIII in: A. ZYGMUND, Trigonometric Series, Cambridge University Press, 2002
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2.3 Punktweise Konvergenz und Summierbarkeit

Wir formulieren ein positives Resultat. Dazu betrachten wir die symmetrischen Parti-
alsummen

n ) 1 n T ) 1 T
S ac =3 [ w0 0aw— o [ oD.-0@  ese)
27 o

2
k=—n k=—n —T

die als Integral durch den Dirichletkern

el )t _ o—iln+ )t gip (2n+1)t

n
ik
D,(t)= ) "= ST Sing (2.3.1-C)

k=—n

dargestellt werden kénnen. Dieser ist nachfolgend fiir verschiedene n skizziert.

A

Im Gegensatz zum Poissonkern wechselt der Dirichletkern sein Vorzeichen. Er erfiillt

S1n )

1 [7 :
D, (0) = 20 + 1, 2—/ D,()dt =1, [iD,(t) <2-2; <7  (231D)
m —T

Deshalb benttigen wir weitere Voraussetzungen an ¢, um Konvergenz zu erzwingen.
Wir sagen, ¢ ist im Punkt ¢ lokal hdlderstetz’gﬁ zum Exponenten a € (0,1), falls es ein
0 > 0 und eine Konstante L mit

[t —s| <o = lp(t) — p(s)| < L|t — s|® (2.3.1-E)

40T1T0 LUDWIG HOLDER, 1859-1937
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2 Fourierreihen und -integrale

gibt. Wir sagen dazu auch kurz ¢ ist a-holderstetig in ¢.

2.3.2 Satz. Angenommen, ¢ € L} (=7, ) ist in t lokal a-holderstetig und seien ¢ die
zugehdrigen Fourierkoeffizienten. Dann gilt

o) = lim 3 e = lim - / 2(6) D (t — 6) db. (23.2-A)
n—oo

n—oo 27
k=—n -

Beweis. Zum Beweis kombinieren wir die Eigenschaften des Dirichletkerns mit Riemann-
Lemma [2.2.6| mit der Holderabschétzung. Es gilt

'/ —0)) D,,(6) dé"

n

1

—0))D,(8) d9’ (2.3.2-B)

+51/|ww—w@—munamma

™ J—s

Fiir das letzte Integral nutzen wir die Holderabschétzung. Fiir hinreichend kleines § gilt
/ o) — (t — 0)| Do (6)] do < & / 0 d0 — 0,  §-0. (232-C)

Wir wéhlen 0 so klein, dass dieses Integral kleiner als vorgegebenes £/3 ist. Fiir die
verbleibenden beiden Integrale nutzen wir die genaue Form des Dirichletkerns

L ot~ ot - 0) Do) a0 = /7r (1) = ¢t = 0) jus 4

2m o 1 —e i

L [0 ey

27 el —1

(2.3.2-D)

Der Quotient im Integranden ist dabei jeweils stetig auf dem Integrationsintervall. Nach
dem Riemann-Lebesgue-Lemma streben damit diese Integrale gegen Null. Wir wéhlen
n so groB, dass auch diese Integrale jeweils durch /6 abgeschétzt werden kénnen und
die Behauptung folgt. O

2.3.3 Beispiel. Es gilt also in allen Punkten ¢, in denen eine 2m-periodische und lo-
kal integrierbare Funktion ¢ : R — C eine Hélderbedingung erfiillt, die punktweise
Gleichheit

©o(t) = v.p. Z crelt. (2.3.3-A)
k=—00
Damit wird die Funktion
o(t) = In|sint| (2.3.3-B)
fiir alle ¢t € nZ durch ihre Fourierreihe dargestellt. Es gilt also punktweise
= 2kt
Insint = —an—Z%, 0<t<m, (2.3.3-C)
k=1
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2.3 Punktweise Konvergenz und Summierbarkeit

der Nachweis der hier genutzten Fourierkoeffizienten verbleibt als Ubungsaufgabe. Die
Funktion zusammen mit einigen Partialsummen ist nachfolgend dargestellt:

Die Funktion o(t) = 1 fiir [t| < § besitzt 27-periodisch fortgesetzt die Fourierreihe

n i<_1)kcos((2k‘ + 1)t) _ {1,

te (2.3.3-D)
prd (k+3)m 0, te -

s

5). Sie ist zusammen mit einigen

Diese konvergiert punktweise fir alle t € R\ (7Z +
Partialsummen ist nachfolgend dargestellt:

Fourierreihen stetiger Funktionen sind stets gleichmiBig Cesard’lsummierbar, die
Mittelwerte der Partialsummen der Reihen konvergieren gegen den Funktionswert.
Cesarosummation kann auch genutzt werden, um die Konvergenz einer Reihe zu be-
schleunigen.

2.3.4 Satz (Fejerﬁ). Sei p € Cper|—m, 7| stetig. Dann konvergiert

1 .
p(t) = lim ———3 " Y~ e (2.3.4-A)
N=oo N +1 n=0 k=—n
gleichmafig gegen die Funktion .
Bewers. Es gilt
1 N n » 1 1 N T
TSP IPIL L= SwP Iy ST LAULY
n=0 k=—n n=0" """ (2.3.4—3)
1 ™
= — ot —0)Kny(0)do
2

SERNESTO CESARO, 1859-1906
SLip6T FEJER, 1880-1959
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2 Fourierreihen und -integrale

mit dem Fejérkern

N/2

Z Z ikt N;H S e (23.4-C)

n=0 k I=—N/2

2
1 sin (VHD
CON+1 sin% ’

wobei [ fiir ungerade N aus % + Z stammt. Der Fejérkern ist im Gegensatz zum Dirich-
letkern nichtnegativ

und erfillt

1 ™
Ky (t) > 0, Kn(0) = N + 1, = / Ky(t)dt=1  (234D)

zusammen mit der aus sin £ > £ fiir ¢ € [0, 7] folgenden Abschétzung

t
2

2
1
Ky(t) <=

S SN (2.3.4-E)

fir t € [—m, —d] U [6, w]. Damit impliziert die gleichméBige Stetigkeit von ¢ wiederum
die gleichméflige Konvergenz. Fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

It —s| <6 = lo(t) — @(s)] < e (2.3.4-F)
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2.3 Punktweise Konvergenz und Summierbarkeit

und damit folgt

1 [7 1 T
o)~ 5= [ olt=0Kn(0)80] = 1| [ (o6) ~ o1t - 0) Kn(0)
2 J_. 2| J_.
1 ™
< — |gp(t)—90 ‘KN ) do
- 27r
t) — )| Ky (0)do
27T . \w( ) — o(t = )| Kn(
< 2ol + ¢
fir N > 20%/m. Da € > 0 beliebig war, folgt die gleichméiBige Konvergenz. O]
Erganzung. (i) Da der Fejérkern nichtnegativ ist, impliziert fiir jedes 2m-periodische ¢ €

L} (—m,m) die Stetigkeit im Mittel ebenso

1 ™
= lim — O)Ky(-—0)do 2.3.4-H
o= Jm - [ cOKy(-0) (234H)
als Konvergenz in der | - ||;-Norm.
(i) Wenn die Funktion ¢ € L (=7, 7) in einem Punkt ¢ stetig ist, so folgt die Cesaro-Konvergenz

der Fourierreihe in diesem Punkt. Es gilt also

_ - ikt _
p(t) = lim_ N1 z; > exe (2.3.4-1)

fiir dieses ¢t. Der Beweis ist analog zum Satz von Fejér.

2.3.5 Beispiel. Die Wirkung der Cesaro-Summation siecht man an nachfolgenden Bil-
dern. Wahrend hier wiederum die Partialsummen der Rechteckkurve dargestellt sind

sind in nachfolgendem Bild die zugehorigen Mittelwerte, also die Cesaro-Summen dar-
gestellt. Diese konvergieren in Stetigkeitspunkten deutlich schneller.
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2 Fourierreihen und -integrale

2.4 Quadratintegrierbare Funktionen und die
Parseval-ldentitat

2.4.1. Stetige Funktionen sind nicht die natiirlichen Kandidaten zum Entwickeln in
Fourierreihen. Wir versehen deshalb die stetigen 27-periodischen Funktionen mit einer

anderen Norm
1 ™ ) 1/2
lolli= (5= [ lotoPat) a1n)

—T

die von einem Skalarprodukt

(0.0) = 5 [ elti@ 2418)

erzeugt wird. Der Vektorraum Cpe,[—7, 7] der 2m-periodischen stetigen Funktionen ist
beziiglich dieser Norm nicht vollsténdig. Wir vervollstdndigen ihn (indem wir wie zur
Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen
modulo Nullfolgen bilden) und bezeichnen seine Vervollstandigung

L2, (—7,7) = Cpal—m, 7] ° (2.4.1-C)

per
als den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen[] auf (—m, 7). Beziiglich dieses Ska-
larproduktes sind die Funktionen

en(t) == e (2.4.1-D)

paarweise orthonormal, es gilt also (e, e;) = 0 fiir k # [ und ||ex||2 = 1. Weiter sind die
Fourierkoeffizienten in durch Skalarprodukte

cr = (¢, ex), (2.4.1-E)

gegeben. Die nachfolgenden zwei Lemmata gelten fiir jedes gegebene System orthonor-
maler Vektoren in einem Innenproduktraum.

2.4.2 Lemma (Besselsche Ungleichun@. Sei ¢ € L2 (—m,m). Dann gilt

per
No

(e, en)” < llell3 (24.2-7)
k=—N1

fiir alle Ny, Ny € N.

Beweis. Es gilt

N2
Y — Z (@,ek) €k

2

N2 N2
0 S = ((p - Z (907816) €, Y — Z ((p, el) el)
k=—N; 9 k=—N; I=—N;y (2 A 2-B)
No No Ny o
=lelz =2 Y le.e+ D een)l> =1l = Y (e el
k=—Ny k=—Ny k=—N,

"Hier ist Vorsicht angebracht, streng genommen sind die Elemente von L? keine Funktionen sondern
nur Aquivalenzklassen von messbaren Funktionen modulo messbaren Funktionen mit Norm Null.
Allerdings ist diese Feinheit fiir die meisten praktischen Rechnungen irrelevant.

8FRIEDRICH WILHELM BESSEL, 17841846

74



2.4 Quadratintegrierbare Funktionen und die Parseval-Identitét

und die Behauptung folgt. m
2.4.3 Lemma (Bestapproximationseigenschaft). Sei ¢ € L2, (-7, 7). Dann gilt
2
lp =13 > || - Z (¢, ex) e (24.3-A)
kf
fiir jedes 1 € span{ey | —N; < k < Ny},
Beweis. Wir schreiben N
2
b= Geey (2.4.3-B)
k=—Ny
mit & € C. Dann gilt fiir jedes solche 1
No N2 No
(¢7¢ - Z (90781) el) = ( Z Skekusp - Z (cp,el) el)
l=—M k=—N1 I=—N,
(2.4.3-C)

Ny Ny
- Z &x(er, ) — Z (e, er) =0
k=—N1 k=N,

und damit auf Grund der Skalarprodukteigenschaften / dem Satz des Pythagoras

2 2 2

N2 N2
p— > Gerl| =|e- Z (ere) exl| + [ D ((prer) — &) e
= 2 e 2 e 2 (243-D)
N»
> 2 Z (907 ek) € )
k=—N 5

was zu zeigen war. O
2.4.4 Satz. Fir jedes ¢ € L7 (—m,7) gilt

p= > (p.e)e; (2.4.4-A)

k=—o00

als in L2, (—m,m) konvergente Reihe.

Beweis. Die lineare Hiille
span{ey | k € Z} (2.4.4-B)

besteht genau aus den trigonometrischen Polynomen und ist nach Folgerung dicht
in Cpe;[—7, 7). Nach Konstruktion ist sie damit auch dicht in L2,.(—=, 7). Damit impli-
ziert Lemma 2.4.3]

0, Ny, Ny — 00 (2.4.4—C)

- Z (0, ex) e

k=

2
und die Behauptung folgt. O

75



2 Fourierreihen und -integrale

2.4.5 Korollar ( Parsevaﬂldentltat) Sei p € L 7). Dann gilt

per(

Y ee)l = lels. (245-A)

k=—o00

2.4.6. Damit gilt fiir jede quadratintegrierbare Funktion ¢ € Lper( 7) und ihre Fou-
rierkoeffizienten | e
Cr = (cp,ek) =: 2—/ gO(t)e_ikt dt (2.4.6-A)
™ -7

die Identitat

Z lul? = / "ot (2.4.6-B)

k=—o00

Gilt umgekehrt fiir eine komplexe Folge (¢x)rez

oo
> lel® < oo, (2.4.6-C)
k=—o00
so gilt fiir My < Ny und M, < Ns
No Mo 2 — M,
Z crel — Z ce®|| = Z cpe™ + Z cpe
k=—N1 k=—M,; 9 k=M, 9 (24.6-D)
— M
= Z e ]? + Z [N —
k=M,

fiir M;, N; = oo und die zugehorige Fourierreihe ist Cauchy in Lper( 7, 7) und bestimmt

damit ein ¢ € L2 (-7, 7).

2.5 Laplace- und Fouriertransformation

2.5.1. Wihrend holomorphe Funktionen auf Kreisringen durch Laurentreihen beschrie-
ben werden konnen, erfolgt dies unter natiirlichen Wachstumsschranken auf Streifenge-
bieten

Sep={2€C|a<Rez<b} (2.5.1-A)

zu a,b € R, a < b, durch Laplaceintegrale. Dies wollen wir zuerst prézisieren. Wir
erinnern daran, dass eine Funktion f : R — C lokal hélderstetig’] zam Exponenten
a € (0,1) heifit, falls es zu jedem kompakten Intervall I € R eine Konstante M mit

Veter  [f(s) = fO)] < Mp|s —t[* (2.5.1-B)

gibt. Wir schreiben dafiir auch kurz, die Funktion sei lokal a-hélderstetig.

IMARC-ANTOINE PARSEVAL, 1755-1836
1001170 HOLDER, 18591937
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2.5 Laplace- und Fouriertransformation

I 2.5.2 Satz. Sei F: S, — C holomorph und gelte F(z) = O(|z|~'7%) fiir ein a € (0, 1).
Dann ezistiert eine a-hélderstetige Funktion f: R — C mit

sup (e~ + )| £(1)] < +oc, (252-A)
teR
so dass .
F(z)= f(t)e  dt. (2.5.2-B)
Diese ist durch Ny
1 CT100
t) = — F(Q)etd 2.5.2-C
=50 [ PO (52.)

fiir beliebiges ¢ € (a,b) gegeben.

Beweis. Sei z € S, . Dann gilt mit der Integralformel von Cauchy

F(z) = % f f fl d¢ (252.D)

fiir einen den Punkt z einmal positiv innerhalb S,;, umlaufenden Integrationsweg. Wir
deformieren den Integrationsweg wie in der Skizze zu einem Rechteck und lassen den
oberen und den unteren horizontalen Teil des Integrationsweges gegen Unendlich stre-
ben. Da F(z) = O(|z|717) gilt, streben dabei die horizontalen Wegstiicken gegen Null
und wir erhalten

1 b_+ioco (C) 1 a4+ioo F(C)
F(z)=— —2>d( — — —>=d 25.2-E
G = o /b_m =% o /M_ioo 2% (252:€)
mit a < a; < Rez < b_ < b. Wir nutzen nun fiir Re( =b0_ > Rez
1 Q.Y
= “Hhde 25.2-F
C -z /—oo ‘ ( )
und entsprechend fiir Re( =a, < Rez
1 +oo
= — / el gt (2.5.2-G)
C—z 0
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2 Fourierreihen und -integrale

und erhalten mit dem Satz von Fubini

P = o | RO / QRCETTRY
b

2mi ——ioco —00
1 ay+ioco 00
+ — F(C) / el drd¢
211 a4 —ioco 0
0 1 b_+ico
= / e_Zt—./ F(¢)estd¢ dt (2.5.2-H)
—00 27‘-1 b_—ico
400 1 a4 +ioco
+ / e / F(¢)estd¢ dt
0 2mi a4 —ioco
+oo
= / e P f(t)dt
mit dem nun von ¢ € (a,b) unabhéngigen Integral aus , also mit
1 c+ioco ot
t) = — F d¢. 2.5.2-1
0 =50 [ PO (521)
Es verbleibt, die Eigenschaften dieser Funktion f nachzuweisen. Fiir jedes ¢ € (a,b) gilt
mit ( =c+ iy
1 [T :
e U f(t) = 2—/ F(c+iy)e¥ dy (2.5.2-J)
™ —o
und damit
1 oo oo 1+
e | f(t) < 2—/ |F(c+1iy)|dy < M/ (A +yH) 2 dy (2.5.2-K)
T J - —o0

unabhéingig von ¢ € (a,b). Supremumsbildung iiber ¢ liefert (25.2-A). Fiir die
Holderstetigkeit betrachten wir ebenso die Funktion e~ f(¢). Fiir diese gilt

) = S /%0 F(c+1iy) (eiys — eiyt) dy

e “f(s)—e o |
1 +°°F e €T — o' wt g (25.21)
L R e = g
und damit
I t—
670 (s) — e (D) < © / F(e+ip)|sin S)y\dy
(t s) ‘
(2.5.2-M)

Da das Integral konvergiert, folgt die globale a-Holderstetigkeit von ¢ — e~ f(¢) und
damit die a-Holderstetigkeit von f. O
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2.5 Laplace- und Fouriertransformation

1 2.5.3 Korollar. Sei F': S, ;, — C holomorph und gelte F(z) = O(|z|"*"%). Dann gibt es
holomorphe Funktionen

LSy — C und Fi:S400 = C (2.5.3-A)
mit F(z) = F_(z) + Fy(z) fir alle z € S, . Diese sind durch

b_+ico
F_(2) = QL/b (s d¢ = / ft)e * dt (2.5.3-B)

—ioco C_
und
a4 -+ioco F o0
Fi(z) = —% ) CEO d¢ = ; ft)e " dt (2.5.3-C)

mit der Funktion f aus gegeben.

2.5.4. Die Funktionen F. sind beschrinkt und erfiillen |Fi(z)] < O(|Rez|™!) fiir
Rez — +oo (beides als Konsequenz der Darstellung als Cauchy-Integral). Unter der
leicht schwicheren Voraussetzung Fiy(z) = o(1) fiir Re z — Fo0 ist die Zerlegung einer
gegebenen holomorphen Funktion F': S, — C als Summe F(z) = F_(z)+ F}(z) zweier
auf S_, , bezichungsweise S, o, beschrénkter holomorpher Funktionen eindeutig. Hétte
man zwei solcher Zerlegungen F = F_ + F, = F_ + F, so wire F_ — [ = F, — F,
auf S, und die Funktionen auf den beiden entgegengesetzten Halbraumen analytische
Fortsetzungen voneinander. Damit wére diese Funktion ganz und da sie ebenso ein o(1)
ist nach dem Satz von Liouville die Nullfunktion.

Dies wollen wir nun nutzen, um die Injektivitéit der durch das Laplace-Integral ([2.5.2-C])
gegebenen Zuordnung, der Laplacetransformation

f— F F(z) = / T e dr, (2.5.4-A)

zu beweisen. Dazu benétigen wir zuerst eine weitere Hilfsaussage.

15" 2.5.5 Lemma (Weierstrassscher Approximationssatz). Die Menge der Polynomfunktion
ist dicht in C[0, 1] beziiglich der Supremumsnorm.

Beweis. Sei ¢ € C|0, 1] stetig auf [0, 1]. Wir setzen die Funktion stetig fort, so dass sich
eine 2m-periodische stetige Funktion ergibt. Nach Korollar 2.2.5] sind trigonometrische
Polynome dicht in Cpe[—7, 7], es gibt also zu vorgegebenem ¢ > 0 ein trigonometrisches
Polynom, also ein M € N und Koeflizienten c; mit

M

90<t>_ Z Ckeikt

k=—M

sup (2.5.5-A)

< €
t€[0,1] 2

Da trigonometrische Polynome ganze Funktionen sind, konvergieren die zugehorigen
Potenzreihen auf insbesondere auf [0, 1] gleichméfig. Es gibt also insbesondere ein N so

dass
Z cxe'” Z Z nl

n=0

9
—. 2.5.5-B
<: (2558)

sup
t€[0,1] |,

Der zweite Term ist eine Polynomfunktlon und die Behauptung folgt aus der Dreiecks-
ungleichung. O
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2 Fourierreihen und -integrale

2.5.6 Satz (Lercl’ED. Angenommen, eine stetige Funktion f : R — C erfillt .

Gilt dann fir alle z € Sg
+oo

0= f(t)ye* dt (2.5.6-A)

—00

so folgt f(t) =0 fir alle t € R.

Oft wird der Eindeutigkeitssatz anders und etwas stérker formuliert. Dazu verkniipfen
wir obigen Satz mit dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen. Gilt fiir z
aus einer Menge M C S, ;, die einen Haufungspunkt im Inneren von S, besitzt, so ist
f die Nullfunktion.

Beuweis des Eindeutigkeitssatzes[2.5.0 Sei f: R — C stetig mit (2.5.2-A). Wir zerlegen

+oo
F(z) = f(t)e *dt (2.5.6-B)
wie in [2.5.4]als F(z) = F(z) 4+ F_(z) mit holomorphen Funktionen F; : S, .. — C und
F_ :S_p — C, die beide eine Abschétzung der Form o(1) fiir Rez — oo erfiillen.
Diese Zerlegung ist eindeutig. Da nach die Funktion F' die Nullfunktion ist,
sind Fy beide Null und es folgt

+oo
0=F,(2)= f(He#'dt, Rez>a,

0

0 (2.5.6-C)
0=F_(z) = / f(te™*dt, Rez<b.

Wir zeigen, dass F(z) = 0 fiir Rez > a schon f(t) = 0 fiir ¢ > 0 impliziert. Sei dazu
e > 0. Dann folgt F.(a4+e+1+mn) =0 fir n € Ny und £ > 0 und damit

[e) 1 1
/ F(t)e teltenlet gt — / F(=n0)o*=g" do = / 9(0)0™ do (25.6-D)
0 0 0

mit der Substitution § = e™*, df = —e " dt und der Hilfsfunktion g(f) = f(—In6)g**=.
Diese ist auf (0, 1] stetig, erfiillt g(1) = f(0) und nach ebenso

limsup | f(t)]e”™ < oo (2.5.6-E)
t—o00
und damit
. BT —at —et __ -
(lgr(l)g(@) = tliglo ft)e e " = 0. (2.5.6-F)

Damit ist ¢ auf [0, 1] stetig. Weiter impliziert ({2.5.6-D|)

/ 1 g(0)p(6) Ao = 0 (2.5.6-G)

# 0. Dann gibt es eine Umgebung [

fiir jede Polynomfunktion p. Angenommen, g(6)
+19(6o)| > 0 mit a = g(6)/|g(6o)| gilt. Da

von 6y auf der Re(ag(0)) > 3 Re(ag(by)) =

HUMATYAS LERCH, 1860-1921
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2.5 Laplace- und Fouriertransformation

Polynomfunktionen dicht in C[0, 1] liegen, finden wir zu € > 0 eine Polynomfunktion p
mit

Ip()] <e, 0€[0,1]\1, und / p(h)do > 1. (2.5.6-H)

Damit folgt mit M = maxgejoqy|g9(0)|

0=Re (a | atowee de) > Llg(60)| - Me, (2561)

was fiir € hinreichend klein einen Widerspruch darstellt.

Analog impliziert F_(z) = 0 fiir alle z mit Rez < b auch f(¢) =0 fiir ¢ < 0. O

Erganzung. Der Eindeutigkeitssatz von Lerch impliziert, dass die zweiseitige Laplacetransformation

{f € C(R) | f erfiillt (2.5.2-A)} — {F:S,p — C| F holomorph } (2.5.6-J)

injektiv ist. Dies lésst sich verallgemeinern. Nimmt man an, dass 0 € S, 5 gilt, so ist auch z — 2R (2)
holomorph. Diese Funktion kann als Laplacebild einer stetigen Funktion g : R — R aufgefasst werden.
Ist F selbst Laplacetransformiert so ist F' damit der k-ten Ableitung f = ¢®) zugeordnet. Der
Eindeutigkeitssatz von Lerch impliziert nun ebenso, dass f = 0 gelten muss.

Ergdnzung. Oft findet man in Anwendungen die einseitige Laplacetransformation definiert fiir (stetige)
Funktionen f : Ry — oo mit einer exponentiellen Wachstumsschranke sup,cp e™|f(¢)] < oo und
zugehorigem Laplacebild

+o00
LIf(2) = Fo(z) = /0 fB)e " dt, 2 € Sam (2.5.6-K)

als holomorpher Funktion in einer entsprechenden rechten Halbebene. Die Zuordnung f — £, [f] ist
nach dem Eindeutigkeitssatz von Lerch wiederum injektiv. Die einseitige Laplacetransformation hilft
beim Losen von Anfangswertproblemen fiir Differentialgleichungen und Differentialgleichungssystemen
mit konstanten Koeffizienten. Fiir (stetig) differenzierbare Funktionen f : Ry — C", deren Ableitung
wiederum exponentiell beschrénkt ist, gilt (komponentenweise verstanden)

L) = 100+ [ 100 de = 104) + 22111, (25.6-L)

Erfiillt nun f ein Differentialgleichungssystem f’(t) = Af(t) mit Anfangsbedingung f(0) = f, € C*
und gegebener Koeffizientenmatrix A € C"*™, so folgt

ALA(=) = ZIAS(Z) = ZelF(=) = —fo + 224 1A1(2) (2.5.6-M)

und damit

L [f1(2) = (z = A~ o, (2.5.6-N)
also insbesondere fiir ¢ > max Respec A zusammen mit der Inversionsformel (2.5.2-C))

1 c+ioco

ft)y=e"fo = (¢ — A)~ fodC. (2.5.6-0)

27i c—ioo

Diese Integraldarstellung besitzt Verallgemeinerungen auf Anfangswertprobleme fiir partielle Differen-
tialgleichungen.

12Wir zeigen spéter, dass dies der Fall sein wird. Dazu miissen wir die Laplacetransformation allerdings
von stetigen Funktionen f auf (exponentiell beschrinkte) Distributionen erweitern.
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2 Fourierreihen und -integrale

2.5.7 Satz (Faltungssatz). Sei a < 0 < b und seien F,G : S, — C holomorph mit
F(z) = O(|z|7'7%) und G(2) = O(|z|7'7%). Seien weiter f,g: R — C die darstellenden
Funktionen aus Satz[2.5.2 Dann gilt

F(2)G(z) = / OQ(f * g)(t)e " dt (2.5.7-A)
mit der Faltung .
(Fr)t) = [ f(t=s)05)ds. (257-8)

Beweis. Die darstellenden Funktionen f und g erfiillen beide . Damit folgt fiir
den Integranden der Faltung

£t = 5)g(s)] < Ol o e70) (@207 4 ¢0=9) )

_ C(efat + ef(afb)sefbt + ef(bfa)sefat + efbt)fl (2.5.7—C)
und somit gilt fiir ¢ > 0
“+00
(Fra)Ol < [ 1= s)go)]ds
+oo
< Ce“t/ (14 elbrals=t) 4 o= (bma)s 4 o=(b=a)ty =1 g4 (2.5.7-D)
_oo+oo 0
< Ce™ (/ (1+ et "1qg 4 ¢ 4 / (14 e a5t ds)
t —00
und entsprechend fiir ¢ <0
+00
(Fra)®l < [ 1fE=9(s)las
“+o00
< C’ebt/ (et~ - olbma)s 4 olb=a)lt=s) 4 1)~1 45 (2.5.7-E)
_OoJroo t
< Ce’ (/ (1+e 99" ds — ¢ + / (1 4 elb-a)t=9)~1 ds> :
0 —o0

Da die verbleibenden Integrale konvergieren und gleichméfig in ¢ beschrankt sind, kon-
vergiert das Faltungsintegral absolut und erfiillt

sup(l + )" (e 4+ e ) |(f % g)(1)] < oo (25.7-F)

Damit ist f % g laplacetransformierbar und es folgt wegen

+oo +oo oo
/ (fxg)(t)e * dt = / : f(t—s)g(s)dse " dt

- +o0 oo (2.5.7-G)
_ / F(t = s)e=2t=9 4t g(s)e=** ds = F(2)G(2)
die Behauptung. Insbesondere gilt fiir f * g auch . O]
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2.5 Laplace- und Fouriertransformation

Das Fallen von F' und G haben wir nur genutzt, um die Funktionen f und g zu erhalten.
Gezeigt haben wir damit auch

2.5.8 Korollar. Seien f und g stetige Funktionen mit fira < 0 < b. Dann
sind f und g faltbar und die Faltung
+oo

(Fra)t)= [  flt—s)g(s)ds (258-A)

erfillt und ist damit laplacetransformierbar. Weiter gilt fiir alle z € Sq
400 “+00 +oo
/ (f*g)(t)e *dt = ( f(t)e dt> ( / g(t)e dt>. (2.5.8-B)

o0 oo

2.5.9 Korollar (Plancherel). (i) Seia < 0 < b und sei weiter F : S, — C holomorph
mit F(z) = O(|z|7*~%). Dann gilt fiir die darstellende Funktion f aus Satz[2.5.3

/_ ) |f(®))?dt = %/_: |F(iy)|* dy. (25.9-A)

[e. 9]

(ii) Seia < 0 < b und gelte fiir eine stetige Funktion f : R — C und ihre
Ableitung. Dann gilt fir die Laplacetransformierte F : Sy, — C aus (2.5.2-B)

+o00 ) 1 +o00 ) )
| uwra= o [ PPy (508)
Beweis. Aus dem Faltungssatz folgt zusammen mit der Inversionsformel fiir
den Spezialfall ¢ = 0
+o0 1 ico
fxg(t)= flt—s)g(s)ds = = F(2)G(2)e” dz (2.5.9-C)
—0o0 ™ J _jco
fiir holomorphe Funktionen F,G : S, — C mit F(z)G(z) = O(|z|'~*). Dies nutzen
wir nun zum Beweis. Ist F' : S,;, — C holomorph, so auch z — G(z) := F(—Z%) auf dem
gespiegelten Streifen S_; _,. Bezeichnet nun f : R — C die darstellende Funktion zu F'

und g : R — C die zu G, so gilt ¢g(t) = f(—t) und mit ¢t = 0 folgt aus (2.5.9-C)

+oo +ico +oo
| l@Pa =90 = o [ PEGE A= o [ F@)P . (25s0)

~ 2mi o )

Die zweite Aussage folgt entsprechend mit Korollar [2.5.8] Sei dazu F' die Laplacetrans-
formierten von f. Diese erfiillt wegen

+o0 +oo
fl(tedt =z f(t)e ™ dt (2.5.9-E)

und der Abschétzung fiir f" insbesondere F(z) = O(|z|7!). Sei wieder g(t) =
f(=t), so dass G(z) = F(—%). Dann gilt die Inversionsformel wiederum fiir F'(2)G(z) =
O(]z|7?), liefert f x g(t) und damit wiederum

| irora= 5o [ PGP (25.9.F)

[e. 9]

Genau das war zu zeigen. O
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2 Fourierreihen und -integrale

2.5.10. Der Satz von Plancherel ist fundamental fiir die Theorie der Fouriertransfor-
mation. Dazu definieren wir uns auf der Menge der exponentiell fallenden Funktionen

Cip®) :={f € C'(R) | Jacocp [ und f erfiillen } (2.5.10-A)
die Norm

£l = ( / - \f<t>|2dt) - (25.10.8)

[e.e]

und das zugehorige Innenprodukt

+00 o

(f.9)y = f(t)g(t)dt. (2.5.10-C)

Der sich ergebende normierte normierte Raum Cl, (R) ist wiederum nicht vollsténdig.
Deshalb gehen wir zur Vervollstandigung, also den Raum der auf R quadratintegrierba-
ren Funktionen,

LA(R) := CL(R) ", (2.5.10-D)

iiber. Dieser ist der natiirliche Definitionsbereich der Fouriertransformation %, die sich
durch stetiges Fortsetzen des Laplaceintegrals (mit z = 27iw)

+o0 +0o0
f(t)e ™ dt := lim fe(t)e™ 2™ dt (2.5.10-E)

k—oo | _

Jlw):

I

9
=
£

I

o0

fiir | -[]o-Cauchyfolgen (fi)ren, fr € Ciyp(R), ergibt. Auf Grund des Satzes von Planche-
rel konvergiert in L2(R) und liefert einen von der Aquivalenzklasse der Cauchy-
folgen modulo Nullfolgen unabhingigen Grenzwert. Damit ist # : L*(R) — L*(R)

wohldefiniert und es gilt nach dem Satz von Plancherel

(yfv fg)Q = (f7 9)2- (2.5.10-F)

Damit ist .% : L*(R) — L?(R) injektiv. Weiterhin gilt auf Grund der Inversionsformel
der Laplacetransformation (zumindest fiir alle f € C2_ (R))

exp

+o00 +ico

~

FIF) = [ Fwe ™ dw = — [ FEr0)ed = f(—1).  (2510.G)

21 ) e

Auch dies setzt sich stetig L?(R) fort und impliziert, dass .# surjektiv ist. Wire f nicht
surjektiv, giibe es ein g € L2(R) \ {0} mit

0= (Ff.g)y = (FFL.Fa), = (F(—). Fa), (25 100)
Daraus folgt #g = 0 und damit g = 0. Widerspruch. Also ist # : L*(R) — L*(R)

bijektiv.

84



2.6 Harmonische Fortsetzung und Poissonintegral

2.6 Harmonische Fortsetzung und Poissonintegral

2.6.1. Angenommen eine Funktion F' ist holomorph auf {z | —a < Imz < a} fiir ein
a > 0und erfiillt dort F'(z) = O(|z|~'~*). Dann kénnen wir die Funktion F’ entsprechend
zu Korollar zerlegen als

F(z)=F(2) + F_(2), (2.6.1-A)

wobei F_ holomorph auf der Menge {z | Im z < a} und F; entsprechend holomorph auf
{z | Imz > —a} ist. Eingeschriankt auf die jeweiligen oberen und unteren Halbebenen
ergibt sich dabei

1 [T F(t
F+(Z):2_7r1/ t—(,)zdt7 Imz>0
> (2.6.1-B)
1 [T F(t
F (2)=—— Ft) dt, Imz < 0.
2m J_ o t— 2

Betrachtet man nun stattdessen auf der oberen Halbebene C, die Funktion
G(z) = Fi(2) + F_(2), (2.6.1-C)
so erfiillt diese die Laplacegleichung
1 . =
Z(@i +02)G(x + iy) = 8.0:G(2) = 0.(0zF(2)) + 8:(0.F_(2)) =0+ 0 =0. (26.1-D)

Also ist G(z +iy) harmonisch. Fiir reelle x gilt weiterhin G(z) = F (z) + F_(z) = F(z)
und G liefert eine harmonische Fortsetzung der Funktion F' : R — C in die obere
Halbebene C, .

Fiir diese harmonische Fortsetzung liefert (2.6.1-B|) die Integraldarstellung

G(x+')—1/+ooF(t) SRR S,
1y_27ri t—x—iy t—xz+iy

) oo ) | oo (2.6.1-E)
= — Ft)———————dt = — Ft)P,(x—t)dt
ﬂ/_oo ()(:c—t)2—i—y2 7'('/_00 (OPy(z —1)
mit dem zugehorigen Poissonkern
)
P == 2.6.1-F
y($) ;U2 +y2 ( )

der oberen Halbebene. Dieser ist nachfolgend fiir verschiedene y dargestellt
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2 Fourierreihen und -integrale

Der Poissonkern erfiillt fiir alle y > 0
+oo
P,(z) >0, P,(0)=—, und / P,(z)de = (2.6.1-G)

zusammen mit

1 d 1
/ P,(z)dz :/ P,(x / = :/ —
oo 5 o ) A T (2.6.1-H)

y
= g — arctan(dy ') — 0, y N\ 0

fiir jedes d > 0. Dies impliziert ein Konvergenzresultat (in Analogie zu Satz [2.2.3)):

2.6.2 Satz. Sei F : R — C beschrinkt und gleichmdfig stetig und G durch
gegeben. Dann ist G : C,. — C harmonisch und auf der Halbebene beschrdnkt und es
qilt
lim G(z + iy) = F(x) (2.6.2-A)
y\0

gleichmapig beziiglich x € R.

Beweis. Da F' gleichméfBig stetig ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit

s —t] <o — |F(s) — F(t)| <e. (2.6.2-B)
Damit liefert
1 +o00
F(z) -Gz +1iy) = — / (F(m) — F(x — t)) P,(t)dt (2.6.2-C)

wiederum

|F(z) = Gz +iy)| < 1/+00|F(:L“) Flz —1)|Py(t)dt

/ / NF(w) = Fla = 1) Py () di (2.6.2-D)

/NF Fo — )] Py(t) dt

< 2||F ||t + €

fir y so klein, dass P,(t) < ¢ fiir [t| > 6. Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

2.6.3. Ein entsprechendes Resultat gilt fiir F € L?(R) mit Konvergenz in || - ||o. Dies

zeigen wir etwas allgemeiner und definieren fiir f € CL (R) fiir p € [1, 00) die p-Norm

HM@I([JﬂW%Q; (263A)
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2.6 Harmonische Fortsetzung und Poissonintegral

Fiir diese gilt die Hélder- Ungleichung{T_g]

[ swso ] <isial, (2638)
fir f,g € CéXP(R) und p,q € (1,00) mit %—l—é = 1 und ebenso die Minkowski-
Ungleichung™]

1+ glly < 1[f1l> + llglls (26.3-C)
fir f,g € CL,(R) und p € [1,00). Auf Grund der Minkowski-Ungleichung handelt
es sich tatsichlich um eine Norm. Da C( (R) nicht vollstindig in diesen Normen ist,
definieren wir '

LP(R) := CL,(R) (2.6.3-D)

wiederum als Vervollstandigung. Im Rahmen der Maf}- und Wahrscheinlichkeitstheorie
zeigt man wiederum, dass es sich bei den Elementen von LP(R) um Aquivalenzklassen
messbarer Funktionen modulo fast-iiberall-Nullfunktionen handelt. Dies ist fiir uns und
das Weitere unerheblich. Sowohl Holder- als auch Minkowski-Ungleichung gelten dann
fiir alle Elemente aus f € LP(R), g € LY(R) beziehungsweise f,g € LP(R).

Der Vollsténdigkeit halber zeigen wir zuerst die beiden genannten Ungleichungen

2.6.4 Lemma. (i) Es gilt fir p,q € (1,00), %4— % =1, die Hélder-Ungleichung

’/_Z I(0)g(t) dt‘ < ( | !f(t)\”dt);( | |g(t)|th>$. (264-A)

(i) Es gilt fir jedes p € (1,00) die Minkowski-Ungleichung

(/_Z|f(t)+g(t)|pdt>; < (/_Z!f(t)\pdt); n (/_Z ,g(t)‘pdty{ (2648)

Beweis. Wir zeigen zuerst die Hélderungleichung und auch nur fiir stetige schnell genug
fallende Funktionen f und g¢. Gilt ||f]|, = 0, so folgt f = 0 und die Ungleichung
ist trivialerweise erfiillt. Sei also von nun an ||f||, > 0 und |/g||, > 0. Wir setzen
F@) = If1;1f(¢) und G(t) = ||gll; g(t). Dann gilt mit der Youngschen Ungleichung
ab < ‘% + %q fiir nichtnegative Zahlen

Fnaw) < o, o (264-0)

und damit nach Integration

\ [ iwa dt\ < ["1fwawiar < ”J; 5, @ —lilo1 o)

BOTTo LuDwIG HOLDER, 1859-1937
MHERMANN MINKOWSKI, 1864-1909
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2 Fourierreihen und -integrale

und nach Multiplikation beider Seiten mit || f][,|g], folgt die Behauptung. Die
Minkowski-Ungleichung fiir 1 < p < oo kann auf die Holder-Ungleichung zuriickgefiihrt
werden. Es gilt falls f + ¢ nicht die Nullfunktion ist

/_ 170 g dt = / T + 9@ 1O + 9P de

o0 o0

< /_OO IFOIFE) + 9P dt+/_oo lg@OIf(t) +g()["~ dt (2.6.4-E)

< (171, + llall,) ( [ i+ gy dt>q

[e.9]

und damit wegen ¢(p — 1) = pund 1 — é =1

p
00 1
([0 aora) =15 +al, <Uflo+ Nl @os)
Ist f + g die Nullfunktion, so ist die Aussage trivial. O

2.6.5 Satz. Angenommen, f € LP(R) fir 1 < p < co. Dann ist

G(z +1y) / f&)Py(x—t)dt (2.6.5-A)
auf der offenen Halbebene C, harmonisch und es gilt
lin 1 = G(-+ i)y = 0 (2658)
und damit G(- +1iy) — f in LP(R).

Beweisskizze. Der Beweis folgt mehreren schon gefithrten Beweisen. Es gibt basierend
auf der Stetigkeit im Mittel

lim £ = £(- = #)]l, = 0 (265-C)

t—0

fir f € LP(R) zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 mit ||f — f(- —t)]|, < ¢ fir [¢| < §. Damit
implizieren die Eigenschaften des Poissonkerns

=6t = 1| [~ (- - 0Py al
s—/ 1f = £ — )l Py(e) e

=L s o 2650)
2 [ =gt -0l

< 2[|fllpe +¢

fiir y so klein, dass P,(t) < ¢ fiir |t| > §. Dae > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. [
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2.6.6. Wir wollen das Poissonintegral nun nutzen, um weitere Aussagen iiber die In-
version der Fouriertransformation zu zeigen. Sei dazu f € L'(R). Dann ist die Fourier-
transformierte

flw) = / e 2 f(1) dt (2.6.6-A)
fiir jedes w € R definiert, stetig und erfiillt
[f(@)] < [l f]]s- (2.6.6-B)
Definiert man nun die beiden Funktionen
Fi(z) = / 2% f(w) dw, Imz>0 (2.6.6-C)
0
und 0
F ()= / 2% f(w) dw, Imz <0 (2.6.6-D)

so sind diese in den angegebenen Halbebenen holomorph und die daraus zusammenge-

setzte Funktion
G(z) = Fi(2)+ F_(2) (2.6.6-E)

harmonisch auf C,. Diese ist (nach Konstruktion!) durch das Poissonintegral

G(z +1iy) / f@)Py(x—t)dt = / e%i“’“_%y“"‘f(w) dw (2.6.6-F)

o0

gegeben und Grenzwertbildung fiir y — 0 in L'(R) rekonstruiert f. Es gilt also die
folgende L!-Version der Fourierschen Inversionsformel

lim ‘f(t) — / eQ”i“t_zﬂny(w) dw| dt =0 (2.6.6-G)

y\O0

also

f = lim e2mw =2mylel (1) dw (2.6.6-H)

mit Konvergenz in L*(R).

Ergdnzung. Varianten dieser Inversionsformel gelten auch fiir Fouriertransformierte f € LY(R) zu
Funktionen f € LP(R) mit 1 < p < 2 und zugehorigem dualen g mit %—l—% = 1. Dann gilt G(-+iy) — f
in LP, also
[e’s} o0 P

lim ‘ ft) — / e2miwt=2mylwl £()) dw| dt = 0. (2.6.6-1)

YN0/ oo oo
Ist f € LY(R) N C(R) so gilt die Konvergenz gleichmiflig auf Kompakta. Ist f € L!(R) stetig in einem
Punkt t € R, so folgt fiir dieses ¢ entsprechend

o0

f(t) _ 31{% e27riwt727ry\w\‘]/c\(w) dw. (266—.’)
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3 Distributionen

3.1 Testfunktionenraume und Distributionen

3.1.1. Wir bezeichnen mit[]
E(R™) = {¢ : R" — C | ¢ beliebig oft differenzierbar} (3.1.1-A)

den Vektorraum der glatten Funktionen auf R™. Wir fithren auf diesem zuerst einen
Konvergenzbegriff ein, wir sagen eine Folge (¢ )reny von Funktionen ¢ € &(R™) kon-
vergiert in & gegen ¢ € &(R"), falls alle Ableitungen auf jeder kompakten Teilmenge
gleichméfig konvergieren, also

Viern Vaeng sup [0%r(x) — 0% (z)| — 0, k — o0 (3.1.1-B)
zeK
gilt. Um dies in Zukunft etwas einfacher schreiben zu kénnen fithren wir eine Notation

ein und schreiben fiir &-Konvergenz kurz ¢y, N @ fiir K — oo. Weiter vereinbaren wir
fir K € R" die Bezeichnung

[[llo0,x == sup |(2)] (3.11-C)
zeK

fiir die Supremumsnorm auf der Menge K.

Diese ist auf &'(R") keine Norm, da ||¢|lec,x = 0 nicht ¢ = 0 impliziert (sondern nur
¢|x = 0 fiir die Einschrankung von ¢ auf K'). Da alle anderen Normeigenschaften gelten,
handelt es sich um eine Seminorm.

Ergdnzung. Ein Vektorraum V', auf dem Konvergenzbegriff und Topologie durch eine Familie von
Seminormen

pj: V=R jel (3.1.1-D)
bestimmt wird, heifit ein lokalkonvexer Raum. Dabei fordert man fiir alle j, alle ¢,90 € V und A € C
pi(p) =0, p; (Ap) = [Alp;(¥), pi(p+v) < pj(p) +p;j(¥) (3.1.1-E)

zusammen mit
(Vjes pilp) =0) =  p=0. (3.1.1-F)

Fiir unendliche Familien von Seminormen verallgemeinert dies normierte Radume, fiir endliche Familien
ergibt sich dabei einfach ein (kompliziert aufgeschriebener) normierter Raum.

'Die Bezeichnungen & (R"), Z2(R") und . (R") fiir Testfunktionenriume und &”(R"), 2'(R") und
' (R™) fiir die zugehorigen Distributionenrédume, sowie der Grofiteil der Distributionentheorie gehen
auf Laurent Schwartzﬂzurﬁck.

2LAURENT SCHWARTZ, 19152002
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Eine Folge (¢1) aus V konvergiert im lokalkonvexen Raum V' genau dann gegen ein ¢, wenn

Vies  lim pj(pr —¢) =0 (3.1.1-G)
gilt. Ist die Familie der Seminormen abzéhlbar und durch p; zu j € N gegegeben, so bestimmt
=) 2 jip] oy (3.L.1-H)
=  1+pilv—9)

auf V eine Metrik, die denselben Konvergenzbegriff induziert. Lokalkonvexe Réume mit abzéhlbarer
Familie von Seminormen, die als metrische Rdume vollstindig sind, bezeichnet man als FrécheﬂRéiume.

Der Raum &(R"™) ist ein Fréchet-Raum. Wir haben die &-Konvergenz durch die Seminormen
¢ — Pr.al(®) = 107¢llco i (3.1.1-1)

fir K € R” und o € Nj charakterisiert. Hier geniigt eine abz&hlbare Teilfamilie: Die Menge der
Multiindizes o € Np ist abzéhlbar. Da weiterhin fir K € L € R"

Pr.a(®) < PLa(p) (3.1.1-))

gilt, geniigt eine abzéhlbare Folge K; kompakter Teilmengen mit (J 7 K; = R" zu zur Beschreibung der
&-Konvergenz. Es ist leicht zu sehen, dass der sich ergebende Raum vollstdndig und damit Fréchet ist.

Wir geben noch die Topologie eines lokalkonvexen Vektorraumes an. Seien die Seminormen dazu wieder
allgemein durch p; fiir eine beliebige Indexmenge J gegeben. Eine Teilmenge U C V ist genau dann
offen, wenn es um jeden Punkt ¢ € U eine in U enthaltene Umgebung der Form

{lpjlp—v)<e jel} (3.1.1-K)
fiir ein € > 0 und eine endliche Teilmenge I C J gibt.

3.1.2. Fiir ¢ € &(R") bezeichnen wir mit

supp ¢ = clos{z € R" | ¢(z) # 0} (3.1.2-A)

den Trdager der Funktion ¢. Wir bezeichnen ¢ als kompakt getragen, falls supp ¢ € R"
gilt und definieren den Vektorraum der kompakt getragenen glatten Funktionen

2(R") :={p € &R") | suppp € R"}. (3.1.2-B)

Auf diesem fithren wir ebenso einen Konvergenzbegriff ein. Wir sagen eine Folge (¢ )nen
von Funktionen ¢, € Z(R") konvergiert in & gegen ein ¢ € Z(R"), falls

Ikern  supppr CK A suppp C K (3.1.2-C)

zusammen mit
Voeny 0%k = 0%¢lloox — 0, k — o0 (3.1.2-D)

gilt. Wir schreiben dafiir kurz - e fir k — oo.

3.1.3 Beispiel. Die Bedingung impliziert &-Konvergenz. Allerdings ist Z-
Konvergenz stéirker als &-Konvergenz, da sie zusétzlich die Tragerbedingung
besitzt.

Die &-Konvergenz ist fiir Z(R") nicht geeignet, da es zu jedem ¢ € &(R™) eine Folge
or € Z2(R™) mit @y N ¢ gibt. Dazu geniigt ein x € Z(R") mit x(z) = 1 in einer
Umgebung des Ursprungs. Dann gilt fiir jedes ¢ € &(R"™) schon ox(-/k) N ©.

3RENE MAURICE FRECHET, 18781973
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3.1.4. Eine Distribution ist ein stetiges lineares Funktional auf Z(R"), also eine lineare
Abbildung
P(R") 5 o+ (T,p) € C (3.1.4-A)
mit
@
or—0 = (To) = (T,¢p). (314-B)
Dies ist durch eine Abschéatzung charakterisierbar. Es muss dafiir zu jedem K & R" ein
m € Ny und ein C' > 0 mit

(T.0)| < C Y 10°lloc, i (314-C)

lal<m

fiir jedes ¢ € Z(R") mit suppy C K geben. Die Menge aller Distributionen auf R”
bezeichnen wir mit 2’(R™). Das kleinste m fiir das obige Abschitzung gilt, bezeichnen
wir als die (lokale) Ordnung der Distribution 7" auf K.

3.1.5 Beispiele. Distributionen gibt es viele. Wir geben einige typische Beispiele zu-
sammen mit der oben geforderten Abschétzung.

(i) Sei f: R — C stetig. Dann kénnen wir f durch das Integral

Te)= [ f0ett)di (315-4)

fir ¢ € Z(R) eine Distribution Ty zuordnen. Diese erfiillt fiir jedes K = [a,b] € R
und ¢ € Z(R) mit supp ¢ C [a, b] (diese reichen offensichtlich hier aus)

[ s000 ] <6 - Ol el 158)

Die Zuordnung der Distribution Ty zu f ist dabei injektiv. Fiir f # 0 gibt es ein
t, € Rmit f(£.) # 0 und wegen Stetigkeit von f damit eine Umgebung von ¢, mit
Re(af(t)) > 1|f(t:)]. Wihlt man nun ein nichtnegatives und in dieser Umgebung
getragenenes ¢ € Z(IR) mit Integral 1, so folgt Re(Ty, p) > 12 Rea|f(t.)] > 0 und
damit T # 0.

Wir bezeichnen im Weiteren die Distribution 7 einfach mit f.

(ii) Das Beispiel kann man weiter verallgemeinern. Wir bezeichnen zu K &€ R" mit
1 die Indikatorfunktion der Menge K, also 1x(x) € {0,1} und 1x(x) = 1 genau
dann, wenn = € K.

Erfiillt eine messbare Funktionen f : R — C fiir jedes K € R"

/ f(2)] dz < oo, (315-C)
K
gilt also || f]l1.x == ||f1k|1 < 00, so kann diesem f ebenso durch

(T, ) := : f(@)p(z) dz (315-D)
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(i)

(iv)

(v)

eine Distribution zugeordnet werden. Es gilt dabei fiir jedes K € R™ und ¢ €
Z(R™) mit suppyp C K

< [l re Mol oo e (315-E)

REIOE

T} ist also eine Distribution. Die Zuordnung f > T ist wiederum injektiv und wir
identifizieren Ty mit f. Die Injektivitdt folgt dabei aus der Dichtheit der stetigen
Funktionen auf K in L'(K) und ist eine Variante des Fundamentallemmas der
Variationsrechnung.

Distributionen dieser Form werden als reguldr bezeichnet. Wir erhalten damit
Einbettungen

CR) — L (R") — 2'(R). (3.1.5-F)
Da ebenso LP(R) — L (R") fiir p € [1, 00| gilt, sind auch die LP-Funktionen als
Distributionen interpretierbar.
Die Diracﬂ-Distribution

(80, %) = 2(0) (315-G)

ist eine Distribution. Hier ist die Abschétzung offensichtlich, fiir jedes K € R"
und jedes ¢ € Z(R"™) mit supp p C K gilt falls 0 € K

(80, )| = 10(0)] < [[@lloc,ic (3.1.5-H)

und andernfalls wegen ¢(0) = 0 dieselbe Abschétzung. Wir schreiben etwas allge-
meiner 9§, fir die durch (d,, ¢) := p(z) gegebene in den Punkt x € R™ verschobene
Dirac-Distribution.

Jedes positive Borelmafl p mit pu(K) < oo fir K € R”, bestimmt durch das
Lebesgueintegral

19) = [ ole) utd) (3151)

eine Distribution. Es gilt dabei wiederum

{1 )] < 1(E) | elloo,rc- (315-)

Schriankt man sich auf regulidre Borelmafle (also Radonmafle) ein, so ist die Zu-
ordnung der Distribution zum Mafl wiederum injektiv. Fiir Details sei dazu auf
die Vorlesung zur Funktionalanalysis verwiesen.

Alle bisher gezeigten Distributionen waren Distributionen nullter Ordnung, da die
Stetigkeitsabschatzung keine Ableitungen der Testfunktion ¢ bené6tigt. Anders ist
dies bei folgender Distribution. Wir bezeichnen mit

1
VP € 7'(R) (3.1.5-K)

die Abbildung

1 T p
O > <V.p.¥,(p> = V.p. /_OO dt = il_r% / / t. (3.1.5-L)

4PAUL ADRIEN MAURICE DIRAC, 1902-1984
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3.1 Testfunktionenraume und Distributionen

Fiir diese ergibt sich durch Einsetzen ¢(t) = ¢(0) + t(¢) mit ¢ € &(R) und
supp ¢ C [~a,d]

hm/ / dt_hm/ / t)dt = /w (3.1.5-M)

Die Funktion 1 kann durch den Mittelwertsatz der Differentialrechnung ab-
geschéitzt werden. Es gilt fiir reellwertige ¢

Y(t) = ———==¢'(n) (3.1.5-N)

mit einem 7 zwischen 0 und ¢. Damit folgt

1
98] < 20 oo o (vpi0)| < 4lelrns  (@150)

und es handelt sich bei V.p.% um eine Distribution erster Ordnung.

3.1.6. Seien T}, € Z’(R™) Distributionen. Wir sagen T} konvergiert in &’ gegen eine
Distribution 7" € 2'(R™), falls fiir jede Testfunktion ¢ € Z(R")

(T, 0) — (T ) (3.1.6-A)

in C konvergiert. Dafiir schreiben wir auch kurz T} Z 7

Ergdnzung. Distributionen sind vollstindig beziiglich dieses Konvergenzbegriffs. Gilt also fiir eine Folge
von Distributionen T} € 2’'(R") die Cauchybedingung

v@E@(R") |<Tk7§0> - <7"lv<p>| = |<Tk - jjlvsp>| — 07 k7l — 00, (316_B)

so existiert ein T € 2'(R™) mit T 2, T. Dies ist paktisch zu wissen, wird fiir uns im Weiteren aber
nicht von Bedeutung sein.

3.1.7 Beispiele. (i) Die Einbettung L (R) < 2'(R) ist (folgen-) stetig, da

Lllo
fe — f < Viern || fe —

(3.1.7-A)
und damit
[(fr o) = (Lol = e = [0 < Mlfi = fllugll@lloe g — 0. (317-B)
(ii) Konvergiert eine Folge von Punkten z; € R", gilt also x, — =, k — o0, so folgt
— 0., (3.1.7-C)
da fiir jedes p € Z(R")

<5-73k’ 90> = (p(l‘k) — 90(1') = <6a:7 SO>7 k — oo. (3'1'7_[))
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3 Distributionen

(iii) Der Dirac-Kamm
87 = Zék (3.1.7-E)

kEZ

ist durch eine in 2’ konvergente Reihe gegeben. Konvergenz der Reihe folgt, da
fiir jedes ¢ € Z(R) Zahlen M, N € Z mit M < N und supp ¢ C [M, N] existieren
und deshalb die Summe

(52 <zak,> Seep =3 e e

keZ keZ k=M

endlich ist. Weiter gilt

N
(82, 0) < D le(k)] < (N = M+ 1)||@lloo.rc (3.1.7-G)
k=M

und damit dz € Z'(R).
3.1.8 Beispiel. Sei x € Z(R") mit x(z) > 0 fiir alle 2 und

/ x(x)dx = 1. (3.1.8-A)

Sei weiter zu € > 0 die Funktion x.(z) = e "x(¢~'z) definiert. Dann gilt
Xe — 0, =0, (3.1.8-B)

da fiir jedes ¢ € Z(R")

(Xerp) = /n Xe(7)o(z) dr = /" (e tr)p(x)e ™ dr = /n x(@)p(er)dr  (3.1.8-C)

und da fiir x € supp x die Punkte ez in einer Umgebung der Null liegen und fiir ¢ — 0
gegen Null streben, gibt es auf Grund der Stetigkeit von ¢ zu jedem § > 0 ein gq, so
dass fiir € < g

Vaesuppx  [0(0) — p(ex)| <6 (3.1.8-D)

und damit

o) [ xapler)da

[ x(@)(0(0) - ple)) do

(3.1.8-E)
< [ X@o( - pen)|de <3

basierend auf der Nichtnegativitdt von x gilt. Dies beweist die 2’-Konvergenz.
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3.2 Rechnen mit Distributionen

3.2.1. Fiir Distributionen definiert man die distributionelle Ableitung als Verallgemei-
nerung der partiellen Integration. Dazu setzt man fiir « € Nj und 7' € 2'(R")

(0°T, @) := (=1)l*(T, 0%p). (3.2.1-A)

Fiir durch stetig differenzierbare Funktionen gegebene regulédre Distributionen stimmt
die distributionelle Ableitung stets mit der (klassischen) Ableitung iiberein.

Die Differentiation Z(R"™) 3 ¢ — 0% € Z(R") ist als Abbildung zwischen Testfunktio-
nen (folgen-) stetig. Nach Konstruktion ist damit jede distributionelle Ableitung linear
und stetig

o Z2'(R") — 2'(R") (3.2.1-B)

und Distributionen sind in distributionellem Sinne beliebig oft differenzierbar.

3.2.2 Beispiel. Wir berechnen zuerst die distributionelle Ableitung &) € Z'(R) der
Dirac-Distribution. Diese ist durch

(85, ) = —(d0, ") = —¢'(0). (3.2.2-A)
fiir jedes p € Z(R) gegeben.

Xk£>5o T(SO

Die distributionelle Ableitung der Heavisidﬂ]?unktion H := 1y ist durch H' = &
gegeben. Dies folgt direkt durch partielles Integrieren, es gilt

(', 0) = —(H, ) = - / () dt = p(0) = (B0, ¢) (322.8)

fir jedes p € Z(R).

SOLIVER HEAVISIDE, 1850-1925
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Dies gilt auch allgemeiner, im Eindimensionalen werden Spriinge beim distributionellen
Ableiten zu Vielfachen der §-Distribution mit der Sprunghthe als Vorfaktor.

\///

f/

Distributionelle Stammfunktionen sind bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Dies
zeigen wir in 2'(R) zuerst.

15° 3.2.3 Lemma. Angenommen, fir ein T € 2'(R) gilt T" = 0. Dann ist T konstant, es
gibt also ein c € C mit T = c1.

Beweis. Die Bedingung 7" = 0 impliziert

0= (T",4) = =(T.¢) (323-A)

fiir alle Testfunktionen ¢ € Z(R). Wir versuchen deshalb, Testfunktionen modulo Ab-
leitungen zu beschreiben. Sei dazu ein x € Z(R) mit

/+OO x(t)dt =1 (3.2.3-B)

o0

gegeben. Dann erfiillt fiir jedes ¢ € Z(R)
p—(Lp)x € 2(R) (323-C)

nach Konstruktion

+o0o 0 +o0o
/ (p(r) — (L, @)x(r)) dr = / o(r)dr — (1,¢) / x(r)dr

[e.e]

und die Stammfunktion

wlt) = [ (olr) = (Lohx(r) dr (323€)
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ist (da ¢ fiir t > max (supp © Usupp X) konstant) kompakt getragen. Also gilt v € Z(R)
und

=1+ (1, 9)x (323-F)
Damit folgt aber
(T, ) = (T, 4") + (1, o)(T'. x) (3.2.3-G)
und damit 7' = ¢1 mit ¢ = (T}, x). O
S=T

Zu jeder Distribution S € Z'(R) gibt es eine distributionelle Stammfunktion. Dies zeigen
wir als néchstes.

3.2.4 Lemma. Zu jedem S € Z'(R) gibt es ein T € Z'(R) mit T' = S.

Beweis. Wir folgen dem vorherigen Beweis. Die Distribution

(T, ¢) == —(5,¢) (3.2.4-A)

erfiillt das Gewiinschte. Ersetzt man in © durch ¢’, so wird dieser die Funktion
1 = ¢ zugeordnet. Also folgt

(I",¢) = =(T,¢) = (S,¢), also T'=5 (324-B)
und damit die Behauptung. O]
3.2.5. Zwei Distributionen kann man im Allgemeinen nicht miteinander multiplizieren.

Allerdings kénnen Distributionen mit glatten Funktionen multipliziert werden. Sei dazu
T € 2'(R") und f € &(R™). Dann definieren wir f7' € 2'(R") durch

(fT,0) = (T, fp). (3.2.5-A)
Multiplikation mit einer glatten Funktion liefert damit wiederum eine lineare Abbildung
my: 2'R") 5T — [T € 2'(R"). (3.2.5-B)

Diese ist stetig, da m;: Z(R") — Z(R") stetig ist.
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3.2.6 Beispiel. Multipliziert man &y mit ¢ : t — t, so ergibt sich td, = 0, da

(80, 2) = (3o, ti7) = H(0)p(0) = 0 (326-A)

fir jedes ¢ € Z(R) gilt.
Ebenso ergibt sich td; = —do, da

(t60, 0) = (85, t) = —t'(0)p(0) — £(0)¢'(0) = —(0) (32.6-B)
fiir jedes p € Z(R) gilt.
3.2.7 Beispiel. Als weiteres Beispiel betrachten wir dazu v.p.%. Hier gilt

1
tv.p.z =1, (3.2.7-A)

da fiir jedes ¢ € Z(R)

<tv.p.%,g0> = <V.p.%,tg0> = /joo o(t)dt = (1, ¢). (3.2.7-B)

o0

Ergdanzung. Die Multiplikation regulirer Distributionen ist (soweit sinnvoll definiert) kommutativ und
assoziativ. Wenn dabei einzelne Faktoren nicht regulér sind, gilt dies nicht. Dazu ein Beispiel, es gilt

1 1 19 1
0= Ov.p.g = (téo)v.p.g = (dp t)v.p.; = 50(tv.p.¥) = do. (3.2.7-C)

Multiplikationen sind kommutativ und assoziativ, falls es um jedes ¢t eine Umgebung gibt, auf der
hochstens einer der Faktoren nicht regulér ist.

3.2.8. Sei T' € Z'(R") eine Distribution. Wir sagen 7" verschwindet auf einer offenen
Menge U C R", falls

Ve (v suppp €U = (T,¢)=0 (3.2.8-A)
gilt. Wir definieren den Trdger supp T einer Distribution 7' € 2'(R") als das Komple-

ment der grofiten offenen Menge, auf der T' verschwindet.

Diese eher umstandlich wirkende Definition ist notwendig. Fiir stetige Funktionen
stimmt der Trager als Funktion mit dem gerade definierten distributionellen Trager
iiberein. Fiir reguldre Distributionen ist der distributionelle Tréger der wesentliche
Tréger der Funktion.

3.2.9 Beispiele. Es gilt
supp dp = {0}. (3.2.9-A)

Ebenso impliziert suppT = @ stets T' = 0 in distributionellem Sinne. Dazu ebenso ein
Beispiel, die Funktion 1g bestimmt also Distribution

(10.¢) = [ al)p()dt =0 (3298)
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da Q als abzéhlbare Teilmenge von R eine Lebesgue-Nullmenge istﬂ Also gilt
supp 1o = @. (3.2.9-D)

Ebenso gilt
1
SUPp V.p. = R, (3.2.9-E)

da fiir jedes z € R\ {0} und jede wie in Beispiel konstruierte d-Folge x,, — 4,
kompakt getragener nichtnegativer Funktionen x,(t) = nx(n(t — x)) mit [ x =1

1 1
dist g (supp xa, {z}) — 0 und <V.p.¥7 Xn> — —#0 (3.2.9-F)
x
gilt.

3.2.10 Lemma. Angenommen fir T € 2'(R™) gilt suppT C {0}. Dann existieren ein
m € Ny und Koeffizienten a, € C zu o € Nj mit |a| < m, so dass

T=>" a,0"6. (3.2.10-A)

laj<m

Beweisskizze. Sei m die Ordnung der Distribution 7" in Umgebungen des Ursprungs.
Dann gilt fiir jedes K mit {0} € K € R" und alle ¢ € Z(R") mit suppyp C K

(T, o) < C ) Nellook- (3.2.10-B)

laj<m

Da ebenso (T, p) = (T, ¢ + ¢) fur jedes p € Z(R™) mit 0 & supp ¢ gilt, kann der Wert
von (T, ¢) damit nur von den Taylorkoeffizienten von ¢ bis zur Ordnung m im Ursprung
abhédngen. Genau dies war zu zeigen. O]

3.2.11 Korollar. Sei T € Z'(R). Gilt dann tT = 0, so folgt T = cdy mit einem c € C.

3.2.12. Sei T' € 2'(R™) kompakt getragen, gelte also suppT € R". Dann gilt fiir jede
Abschneidefunktion xy € 2(R"), die in einer Umgebung von supp T konstant gleich 1
ist,

v@E@(R”) <Ta 90> = <XT7 90> = <Ta X§0>7 (3'2'12'A)
da nach Wahl von x und der Definition des Trégers (1 — x)7 = 0 gilt.
Damit kann 7" insbesondere auch fiir beliebige ¢ € &(R™) durch

(T, ¢) == (T, x¥) (3.2.12-B)

6Das Integral existiert nicht als Riemann-Integral. Um ein R-integrierbares Beispiel gleichen Resultats
zu erhalten, kann man sich die Funktion

f(t) = (3.2.9-C)

o t=2eQ\0, ggT(p,q) =1,
0, sonst,

konstruieren, die ebenso auf Q von Null verschieden ist und fiir die obiges Integral ebenso Null
liefert. Damit gilt supp f = @ im distributionellen Sinne.
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definiert werden, der Wert von (T, ¢) hiangt dabei nicht von der speziellen Wahl der
Abschneidefunktion y ab. Die Abbildung

ER") > pr— (T, xp) € C (3.2.12-C)

ist linear und stetig, wir konnen kompakt getragene Distributionen damit als Elemen-
te von &'(R"™) auffassen. Andererseits ist jedes stetige lineare Funktional auf &(R")
kompakt getragen, da es eine Abschéitzung der Form

(T, 0 < C Y 10¢lloor (3.2.12-D)
lal<n
fiir ein K € R", ein n € Ny und ein C > 0 erfiillen muss. In diesem Sinne gilt
E'R") ={T € Z2'(R") | suppT € R"} (3.2.12-E)
und wir bezeichnen &”'(R") als den Raum der kompakt getragenen Distributionen.
3.2.13 Beispiel. Sei T' € &'(R") eine kompakt getragene Distribution. Da
e :R" > 2 e Mt cC (32.13-A)

fiir jedes & € R™ eine glatte Funktion ist, kénnen wir die Fouriertransformierte der
Distribution 7" einfach durch
FT)(&) = (T, e) (3.2.13-B)

definieren. Da die Zuordnung
R" 3¢ — e € &(R") (3.2.13-C)

stetig ist, ist die durch (3.2.13-B|) definierte Funktion .#[T] : R® — C stetig. Sie ist
sogar beliebig oft differenzierbar, da (3.2.13-C)) differenzierbar ist und wir erhalten eine
verallgemeinerte Fouriertransformation

F &' R") = ERY) (3.2.13-D)
fiir beliebige kompakt getragene Distributionen.

Erganzung. Wir koénnen dies sogar noch allgemeiner auffassen. Dazu verwenden wir fiir komplexe
Vektoren z,( € C™ die Notation

2 (=Y 2 (3.2.13-E)
j=1

(was mit Absicht nicht das Skalarprodukt auf C" darstellt). Die Funktionen e;(x) := e~27%¢ sind
dann immer noch beliebig oft differenzierbar, erfiillen also e, € &(R™) fiir alle ( € C". Ebenso ist die
Zuordnung C" 3 ¢ — e; € &(R") stetig und komplex differenzierbar. Damit ist die oben definierte
Fouriertransformation auffassbar als Abbildung

Z . &' ([R") — of (C") (3.2.13-F)

in die auf ganz C™ holomorphen und damit analytischen Funktionen. Der Tréger von 7" impliziert dabei
Wachstumsbeschrinkungen an die Funktion % [T] auf C™ in imaginire Richtungen. Dies prizisiert der
Satz von Paleyﬂ»WieneIﬂ

"RAYMOND PALEY, 1907-1933
8NORBERT WIENER, 18941964
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3.2 Rechnen mit Distributionen

Satz (Paley-Wiener). Sei T' € &'(R™). Dann sind dquivalent
(i) suppT C K fiir die konveze Menge

K={zcR" |Vyerm\{o} -y =>hk(y) (3.2.13-G)

bestimmt durch ihre Stiitzfunktion hg : R™\ {0} = R mit hx(y) = inf{z -y |z € K};
(ii) die Funktion F[T)]: C" — C ist holomorph und erfillt die Abschitzung

| ZIT(Q) < C(1 + [¢)Nehx O (3.2.13-H)
fir ein N € N und alle { € C™.

Es gilt eine entsprechende Aussage fiir glatte Funktionen mit kompaktem Triger. Fiir ¢ € Z2(R™) sind
dquivalent supp ¢ C K und die Abschétzung (3.2.13-H) fiir alle N € N mit einer von N abhingenden
Konstanten C.

3.2.14. Um die Definition der Faltung zweier (faltbarer) Distributionen zu motivie-
ren, betrachten wir zuerst die Faltung zweier stetiger und hinreichend schnell fallender
Funktionen f,g: R — C. Diese ist durch das Integral

+oo
fxgt)= flt—s)g(s)ds (3.2.14-A)

definiert. Interpretiert man die sich ergebende Funktion als regulére Distribution, so gilt
damit

Gear= [ [ a6 9gasemar

oo e (3.2.14-B)
_/_ [ FWg(s)e(t+s)dsdt = (f @.9.5),

letzteres kann als Anwendung der reguldren Distribution f ® g(t,s) = f(t)g(s) auf die
neue zweidimensionale Testfunktion @(t,s) = ¢(t + s) interpretiert werden. Allerdings
ist © nicht kompakt getragen, was nachfolgend zur Bedingung der Faltbarkeit fiihrt.

Wir ibertragen obige Konstruktion schrittweise auf Distributionen. Sei dazu zuerst S €
Z'(R™) und T € 2'(R"2). Dann definieren wir das Tensorprodukt S @ T € Z'(R™1"2)
als diejenige Distribution, die fiir spezielle Testfunktionen der Form

V1 @ Pa(x,y) = Yi(x)ha(y) (3.2.14-C)
zu ) € Z(R™) und ¢y € Z(R™)
(S@T, 11 @ o) = (S, 11) (T, 1) (3.2.14-D)

erfiillt. Das bestimmt S ® T' eindeutig, da
P2(R™) @ 2(R™) = span{i) @ ¥y | 1 € Z(R™),1py € Z2(R™)} (3.2.14-E)

(folgen-) dicht in 2(R™*"2) ist und die Stetigkeit der linearen Abbildungen S und T
die von S ® T impliziert.

Beides zeigen wir kurz, der Einfachheit halber aber nur fiir ny = ny = 1.
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Lemma. Z(R) ® Z(R) ist (folgen-) dicht in Z(R?).

Beweis. Sei ¢ € 2(R?). Dann gibt es ein hinreichend grofies Quadrat, so dass supp 1
echt darin enthalten ist. Durch Skalieren und Verschieben kénnen wir erreichen, dass
dieses Quadrat durch [—m, 7| X [—7, 7] gegeben ist. Wir setzen v periodisch fort und
entwickeln die periodisch fortgesetzte Funktion v, in beiden Variablen in eine Fourier-

reihe
¢per(x7 y) = Z 1km Z Z Ckl elkx ity (3.2.14-F)

kEZ keZ leZ
mit Koeflizienten

1 4 'k
— —1RkXT d
5 /_ﬂw(ﬂc,y)e T,
Cl = i /7r Ck(y)efily dy = : /7r ' U(x y)efikwiily dz dy.
o2 ) dm2 | J T

Die erste Reihe konvergiert, da v fiir festes y beliebig oft differenzierbar ist; die zweite
konvergiert, da die Koeffizienten ¢, (y) ebenso beliebig oft differenzierbar beziiglich y
sind. Ist x € Z(R) eine Abschneidefunktion, die auf [—m, 7] den Wert 1 annimmt und
die in einer hinreichend kleinen Umgebung des Intervalls getragen ist, so gilt

(@, y) = (@)X @) per(,y) = DY crax(@)e™ x(y)e™ (32.14-H)

kEZ leZ

(3.2.14-G)

mit gleichméBiger Konvergenz fiir alle Ableitungen. Da z + x(2)e'*® und y +— x(y)el”
kompakt getragene glatte Funktionen sind, folgt die Behauptung. O]

Korollar. Seien S,T € Z'(R). Dann bestimmt genau ein S QT € 2'(R?).

Beweis. Sei ¢ € 2(R?). Gilt nun supp ¢ € [—7,7]?, so kénnen wir ¢ wiederum als
Yl y) = Y ca)e(@)vly),  r(x) = x(@)e™ (3.214-)
kIEZ

schreiben. Da diese Reihe in Z(R?) konvergiert, impliziert (3.2.14-DJ)

ST} = (ST, Y cl) temun) = 3 euld) (S (L) (214

kleZ k,leZ

und es bleibt, die Konvergenz der Reihe sowie die Stetigkeit von S ® T zu zeigen.
Partielles Integrieren in liefert fiir jedes M € N

> (L [E] 4+ 1) er]

kIEZ

< (X ) s )

3
G (L4 k| +11)3 ) kiez

(E w2 (M etz

k,lE€Z RICZ| o j<M+3

(3.2.14-K)

<Cu Y 10735 |oofm 2

|a|<M+3
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3.2 Rechnen mit Distributionen

mit einer Konstanten C;. Weiterhin gilt fiir Distributionen S, 7" € Z(R)

(S, )] < C0 S oo inmsmss) < Ca(L+ k)™,

J=0

o (3.2.14-1)
(T )] < Co D> 1 o f-nmsm) < Co(1 + [I))™
j=0

mit Konstanten C; > 0 und Ordnungen m; € Ny. Beides kombiniert liefert die Stetig-
keitsabschétzung des Tensorprodukts S ® T zusammen mit der absoluten Konvergenz
obiger Reihe. Es gilt

(570l = (ST Y e o) < X el 5001 T )

k,l€Z k€7
<CiCy Y el (T4 [R)™ (L4 1) < C1Co > (L [k[+ 1Y [erd]  (3.2.18-m)
k€7 k€T
< C1CyCy Z 102052 | oo, [~ m]2

|a|<M+3
mit M > mq 4+ mao.

Fiir ¢ € 2(R?) mit groBerem Triger wihlt man einen gréfieren Wiirfel und entwickelt
in eine Fourierreihe zu groflerer Periode. O]

supp(S ® T)

Wir bezeichnen nun S, T € 2'(R") als faltbar, falls supp(S ®T) C supp S x supp 7" mit
jedem Streifen der Form {(z,y) € R**|z +y € K} zu K € R" einen kompakten Schnitt
besitzt. Sind S und T faltbar, so definieren wir Faltung S * T durch

(S T,0) = (S(a) 8 T(y), ol + 1) = (S() @ TW). x (75 5% ) wla+y)) (3214N)

mit einer Abschneidefunktion y, die in der Néhe des Ursprungs konstant 1 ist und fiir

hinreichend grofles R, so dass
(supp S xsupp T)N{(x,y) € R* | z+y € suppp} C {(z,y) | x( ) =1} (3.2.14-0)

Y

==
o=

gilt.
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3.2.15 Beispiel. Besitzen beide Distributionen S, T € 2'(R"™) kompakten Trager, so ist
supp S x supp 1" kompakt und S und 7" sind faltbar.

In diesem Fall gilt wegen e¢(x + y) = e¢(z)eg(y) der Faltungssatz

FS+T](€) = (S(x) @ T(y), ee(x + y))
= (5(@), ee(2)) (T(y), ee(y)) = FS1(E) FITI(E)

fiir die verallgemeinerte Fouriertransformation.

(3.2.15-A)

3.2.16 Beispiel. Fiir Faltbarkeit geniigt es, wenn eine der beiden Distributionen kom-
pakten Tréger besitzt.

Die Faltung zweier L!(R)-Funktionen benétigt keine Faltbarkeit in obigem Sinne. Sind
die Funktionen allerdings als reguldre Distributionen faltbar, so stimmt die distributio-
nelle Faltung mit der Faltung als L!-Funktionen iiberein.

3.2.17 Beispiel. Es gilt dg « T = T fiir jede Distribution 7' € 2'(R). Dies rechnen wir
kurz nach. Dazu nutzen wir

(00 @ T, 41 @ 1hg) = (80, Y1) (T, 12) = 1 (0)(T, 1)2) (3.2.17-A)
und erhalten damit
(00(z) @ T(y), o(z,y)) = (T',¢(0,-)) (3.217-B)
also auch
(00 % T, 0) = (do(x) @ T(y), p(z +y)) = (T, ) (3.217-C)

fiir alle Testfunktionen ¢ € Z(R).
3.2.18 Lemma. Seien S,T € Z'(R") faltbar. Dann gilt fiir jeden Multiindex o € Nj

O¥(S*T)=(0%S)«T =8 *(0°T). (3.2.18-A)
Beweis. Es gilt

(0%(S*T), ) = (=1)US* T,0%) = (=1)1"(S(2) © T(y), ( )z +y))

= (=1)*N(S(2) ® T(y), 93 p(x + y)) = ((0°9) * T, o) (32.18-B)
= (=1)I"US(x) @ T(y), 5 p(a +y)) = (5 * (3"‘T) )
und die Behauptung folgt. O

3.2.19. Letzteres ist praktisch, um Differentialgleichungen distributionell zu l6sen. Sei

dazu
=) .0 (3.219-A)

laj<m

ein Differentialoperator der Ordnung m mit konstanten Koeffizienten a, € C. Gibt es
nun eine Distribution £ € 2'(R™) mit

p(O)E = &y (32.19-B)
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3.3 Fouriertransformation im Schwartzraum

so bezeichnet man diese als eine Fundamentallésung von p(0). Fundamentallésungen
erlauben es, zu gegebenem 7' € & (R") Losungen S € Z'(R") zu

p(0)S =T (3.2.19-C)

anzugeben. Da T kompakt getragen ist, sind £ und T faltbar und S = £ * T erfiillt nach
obigem Lemma

p(0)S =pO)E+T)=(p(0)E)*«T =6y xT =T. (3.2.19-D)

In Z'(R) bestimmt die Heaviside-Funktion H = 1j ) eine Fundamentallésung der
ersten Ableitung. Damit bestimmt fiir kompakt getragene Distributionen 7" € &”(R) die
Faltung H * T eine distributionelle Stammfunktion, allerdings war die Konstruktion in
Lemma [3.2.4] allgemeiner.

3.3 Fouriertransformation im Schwartzraum

3.3.1. Wir fiihren einen weiteren Testfunktionenraum ein, der besser zur Definition der

Fouriertransformation geeignet ist. Wir sagen eine Funktion ¢ : R® — C gehort zum
Schwartzraum .7 (R™), falls fiir alle Multiindices «, 5 € Ny

z = 20 p(r) (3.3.1-A)

zu L2(R™) gehort. Dies bestimmt wiederum eine abzéhlbare Familie von Seminormen

Pas() = | ()°0%]l> = ( R |2dx)2 (351.8)

und einen zugehorigen Konvergenzbegriff. Wir sagen, eine Folge (., )men von Funktio-
nen ¢ € .(R"™) konvergiert in . gegen ein ¢ € . (R"), falls fiir alle «, 5 € Ny

Pas(Pm —9) — 0, m— o0 (3.3.1-C)
gilt.
3.3.2 Beispiel. Die Funktion
p(x) = e P = g7 (3.3.2-A)

gehort zum Schwartzraum und erfiillt dartiberhinaus ¢(x) > 0 und

n +oo
/ o(z)de =772 / e Yidy; = 1. (3.3.2-B)
Rr i1

—0o0

Die Funktion erfiillt ebenso

n +00
p(&) = / o(x)e 8 dy = H/ e 2T T dys = o™ = p(€). (3.3.2-C)
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3 Distributionen

5" 3.3.3 Satz. Die Fouriertransformation % ist bijektiv und stetig als Abbildung
F L (R") = L (R"). (3.3.3-A)

Beweis. Dies folgt im Wesentlichen aus dem Satz von Plancherel. Ist ¢ € .(R"), dann
ist

P = FIPl(E) = [ pla)e e ds (3338)

fiir jedes £ € R™ als absolut konvergentes Integral wohldefiniert. Weiterhin gilt fiir alle
Multiindizes o, 8 € Nj

aa@(é-) — / 80(:6)8?6727&1-6 dr = / (_27Tix)agp($)6727rix-§ dx (3.3-3_(:)
und damit weiterhin

(2mie) 0" 3(¢) = / (—2ria) () (2mi€ ) Pe 2T da

' (3.3.3-D)
= / (97 (—2miz)*p(z))e > da.
Mit der Produktregel folgt daraus in Kombination mit Plancherel
Pas(®) <C Y Pral9) (3.3.3-E)

v<a,0<p

und damit die Stetigkeit von .%. Aus F.Z[¢|(z) = ¢(—=x) folgt die Bijektivitat und
damit die Behauptung. O

3.3.4. Wir sagen eine Distribution 7' € Z2'(R") ist temperiert, falls sie sich zu einem
stetigen linearen Funktional auf .#(R™) fortsetzen ldsst. Temperierte Distributionen
bestimmen also lineare Abbildungen

S (R") 3 p— (T, ) € C, (3.3.4-A)

fiir die .
Ok —> @ = (T, 0r) — (T, ) (33.4-B)
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3.3 Fouriertransformation im Schwartzraum

gilt. Dies kann man wiederum als Ungleichung formulieren. Es muss eine Konstante
C > 0 und ein m € Ny existieren, so dass

(T,0)| <C Y Pasly) (334-C)

laf,|8]<m

gilt. Die Menge der temperierten Distributionen bezeichnen wir mit .#/(R™). Wir verse-
hen diese ebenso mit einem Konvergenzbegriff. Eine Folge temperierter Distributionen
T € ' (R™) konvergiert in .7 gegen ein T' € ./ (R"), falls

(Th, ) — (T, ) (3.3.4-D)

fiir jedes ¢ € #(R") in C konvergiert. Dafiir schreiben wir auch kurz Ty, AN T, k— oo.

<  Ergdnzung. Der Vektorraum .#’(R") der temperierten Distributionen ist ebenso vollstindig beziiglich
dieses Konvergenzbegriffs. Gilt fiir eine Folge temperierter Distributionen T} € .#/(R") die Cauchybe-

dingung
Voer@y)  [(Th@) = (Ti,0)| = Tk = Ti, )| — 0, k1 — oo, (3.3.4-E)

so existiert ein T € .%/(R") mit Tj, 2> T.

.3.5 Beispiel. Durch stetige Funktionen f gegebene regulére Distributionen sind tem-

R 3.3.5 Beispiel. Durch stetige Funkti f b lire Distributi ind t
periert, falls sie hochstens polynomiell wachsen. Durch lokal integrierbare Funktionen f
gegeben regulire Distributionen sind temperiert, falls es ein C' > 0 und ein M > 0 mit

/ |f(2)]de < C(1+ R)M (3.3.5-A)
|z|<R

fiir alle R > 0 gibt.

R 3.3.6 Beispiel. Die Reihe
T = Z akék (3.3.6—A)

kEZ

konvergiert in .’/(R) genau dann, wenn die Koeffizienten polynomiell beschrénkt sind,
also wenn es ein C' > 0 und ein M > 0 mit

lax| < C(1+ |K])M (3.3.6-B)

gibt.

3.3.7. Die Fouriertransformierte .7 |T] einer temperierten Distribution T € ./(R™)
definieren wir durch

(Z[T],¢) = (T,9) (3.3.7-A)
fir alle ¢ € . (R").
15 3.3.8 Korollar. Die Fouriertransformation F ist bijektiv und stetig als Abbildung

F S (R") — S'(RY). (3.3.8-A)
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Beweis. Dies folgt aus der entsprechenen Aussage fiir den Schwartzraum .#(R"). Die
Zuordnung
L (R") 3 o — (T, F|p]) € C (3.3.8-B)

ist gerade die Verkettung 7'0.% stetiger Abbildungen . (R") — ./(R") — C und damit
stetig. Sie ist bijektiv, da

(ZIZT]], ) = (ZT], Fe|(= (T, Z[F[¢]]) = (T(x), (1)) (33.8-C)
und damit .#? bis auf eine Spiegelung am Ursprung die Identitéit ist. O

Ergdnzung. Mit dem Testfunktionenraum 2(R™) hétte obige Definition nicht funktioniert. Ist die
Fouriertransformierte @ eines ¢ € Z(R™) kompakt getragen, gilt also g € Z(R"), so ist ¢ analytisch
und es folgt automatisch ¢ = 0. Um dies zu umgehen, kénnte man zu T € 2'(R™) versuchen, die
Fouriertransformierte via

(71T, ¢) = Iin(T', x= 7 []) (3.3.8-D)

fiir eine Abschneidefunktion x € 2(R™) mit x(z) =1 in einer Umgebung des Ursprungs und x.(x) =
X(ex) zu definieren. Auch dies schliigt im Allgemeinen fehl, da keine Konvergenz vorliegt und/oder der
Grenzwert von der Wahl der Abschneidefunktion abhiingt. Fiir T € .#/(R"™) folgt Konvergenz in .’
und wir erhalten dieselbe Fouriertransformierte wie oben schon definiert.

3.3.9 Beispiel. Die Reihe
S = Z ape 2kt (3.3.9-A)
kEZ

konvergiert in .#’(R) genau dann, wenn die Koeffizienten polynomiell beschriankt sind,
also wenn es ein C' > 0 und ein M > 0 mit

la| < C(1+ [k])M (3.3.9-B)

gibt. Dies folgt, da S = .Z#[T] mit T aus Beispiel gilt.

Ergdnzung. Es bietet sich an, Kapitel 2 noch einmal anzuschauen. Viele der dort gezeigten Aussagen
konnen ebenso in

Eper(R) = {p € ER) | (- 4 21) = ¢} (3.3.9-C)

und
ELR)={TeSR)|T(-+2r)=T} (3.3.9-D)

per

beziehungsweise in . (R) und .’ (R) formuliert und gezeigt werden. Wir beginnen mit den periodischen
Distributionen und ergénzen dabei auch die Dualitdt zwischen &,er(R) und &7, (R). Sei dazu eine
Abschneidefunktion y € Z(R) mit x > 0 und

1= x(t+2kr) (3.3.9-E)

kEZ

gegeben. Die Fourierkoeffizienten ¢y () einer Funktion ¢ € &,er(R) erfiillen dann

T +oo
) = 5= [ ette ar= o [ xioemear (339-F)

~or o 21 J_ o

und fallen schneller als polynomiell. Letzteres folgt direkt aus partieller Integration. Es gibt also zu
jedem M > 0 ein Cj; > 0 mit
ek ()] < Car(1+ k)~ (3.3.9-G)
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3.3 Fouriertransformation im Schwartzraum

fiir alle k& € Z. Entsprechend gilt fiir Distributionen 7" € &, (R) und mit der Interpretation des obigen
Integrals als Anwendung auf eine Testfunktion

1 .
Ck(T) = %(Ta Xe—k>7 e—k(t) = eilkta (339_H)

auf Grund der Endlichkeit der Ordnung von 7'
lex(T)| < C(1 + [k (3.3.9-1)

fiir ein N > 0 und zugehoriges C'. Damit kann die harmonische Funktion g : D — C {iber die konvergente
Reihe

g7(2) = co(T) + Y _ (ex(T)z" + c_x(T)7) (3.3.9-J)
k=1

definiert werden. Wie in Abschnitt schon bemerkt konvergiert diese in D = {z € C | |z] < 1}
absolut. Das Randverhalten ist dabei wie erwartet, es gilt fiir alle ¢ € &per(R)

go(re”) N v, /1 (3.3.9-K)

und entsprechend fiir alle T € &7, (R)

per
i
gr(re") —1T, r "1 (3.3.9-1)

Bewiesen haben wir dies schon, es geniigt dass der Poissonkern P,.(t) Z, 27097 erfiillt.

Die beiden Raume &,e;(R) und &7, (R) sind zueinander dual, dazu nutzen wir

(T, ) == (T, x¥) (3.3.9-M)

fir T € &

per

(R) und ¢ € &,er(R). Ebenso folgt, dass éper(R) in &, (R) (folgen-) dicht ist.

per

Allerdings hétten wir uns den Umweg iiber die Summierbarkeit hier sparen kénnen. Die Fourierreihen

N
S @t 5T, MN oo, (3.3.9-N)
k=—M

konvergieren fiir alle T € &/ (R) in .’ (R).

per

f+(z) zu T = &g gr(z) zu T = dg
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Ergdnzung. Auch bei der Diskussion der Fouriertransformation in Abschnitt héatten wir Distribu-
tionen nutzen kénnen. Sei dazu nun x € &(R) eine Abschneidefunktion mit x(¢) € [0,1] und x(¢) =1
fir ¢ > 1 und x(¢) = 0 fur ¢t < —1. Fir f € (R) ist die Fouriertransformierte fe Z(R) eine
Schwartzfunktion und die beiden Funktionen

+o0 R )
F(z)= / (W) f(w)e*™ = dw, Imz>0 (3.3.9-0)
— 00
und
+oo R )
F_(z)= / (1 - x(w)) f(w)e*™* dw, Imz <0 (3.3.9-P)
—00
sind holomorph in den entsprechenden Halbebenen, die daraus zusammengesetzte Funktion
Gy(z) =Fy(2)+ F_(2) (3.3.9-Q)
ist damit harmonisch auf z > 0. Da fiir y > 0 die Funktionen
w 5 x (W) fw)e 2™ und we (11— x(w))f(w)e%y“ (3.3.9-R)

nach Konstruktion Schwartz sind, sind  — Fy(z +iy) und  — F_(z — iy) als Fouriertransformierte
wiederum Schwartz und G¢(- +1iy) € #(R). Weiter gilt fiir € R stets G(z) = Fy (z) + F_(z) = f(x)
und es kann gezeigt werden, dass

Gi(-+iy) 5 f, y\O. (3.3.9-5)
Gilt andererseits T' € ./(R), so bestimmen
Fi(2) = (ZF[T], xe.), Imz > 0, (3.3.9-T)
und
F_(2) = (Z[T],(1 - x)e.), Imz <0 (3.3.9-U)
holomorphe Funktionen und die daraus zusammengesetzte Funktion
Gr(z) = Fy(z)+ F_(2) (3.3.9-Vv)

ist fur Imz > 0 harmonisch. Es sind dabei F, (- +iy), F_(- — iy) und Gr(- + iy) fir jedes y > 0
polynomiell beschriankt (als Kombination von Fouriertransformierten temperierter Distributionen muss
es temperiert sein, als harmonische Funktion bleibt dafiir nur die polynomielle Schranke) und es gilt

Gr(-+iy) 25T, y\,0. (3.3.9-W)

Fi(z) mT =111 Gr(z) za T =1,

ol
[N
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Fouriertransformierte, [109

Multiplikation mit einer glatten
Funktion,

nullter Ordnung, [94]

Ordnung,

Raum der kompakt getragenen Dis-
tributionen, [102

regulér,

Stammfunktion,

temperiert, [I0§]
Tensorprodukt,

Ordnung,
Polstelle

Ordnung,
Riemannsche Fléche,
Tréager,

Gebiet
einfach zusammenhéngend,

Kreisring,
Kreisscheibe,

Holder-Ungleichung,

Integraldarstellung
Cauchysche Integralformel,

Kern
Dirichletkern,
Fejérkern,
Poissonkern,
Kreiskettenverfahren, [40]

Triger, [100 Kurve, [I§
Anfangspunkt,
Formel von Euler—Fourier, Endpunkt
Fouriertransformation, geschlossen,
Funktion homolog,

Ableitung,

analytisch,

analytisch fortsetzbar,
analytische Landschaften,
ganze Funktionen,
harmonische Funktion,

holomorph,

holderstetig, 69} [76]
Indikatorfunktion,

komplex differenzierbar,
meromorph,
Nullstelle

homotop, [42]
Homotopie, [42]
nullhomolog,
nullhomotop,
Parametrisierung, [I§]
rektifizierbar,
Windungszahl,
Kurvenintegral,
Riemannsummen, [19]

Laplacetransformation,
Laurentreihe,
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Hauptteil,
Minkowski-Ungleichung,

Poissonkern,

Potenzreihe,
geometrische Reihe,
komplexe Exponentialfunktion,
Konvergenzradius,

Singularitét
hebbare Singularitt,
isolierte Singularitét,
Polstelle,
Residuum,
wesentliche Singularitit,

Testfunktionenraum
der glatten Funktionen,
der kompakt getragenen glatten
Funktionen,
Schwartzraum,

Wirtinger-Ableitungen,

Zerlegung,
Feinheit,
gemeinsame Verfeinerung,
Teilintervalle,
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