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8 Differentialgleichungen

8.1 Typen gewohnlicher Differentialgleichungen

8.1.1 (Implizite und explizite Gleichungen). Eine gewohnliche Differentialgleichung ist
eine Gleichung fiir eine differenzierbare Funktion f : R O I — R (oder allgemeiner
f:R DI — R™ mit einem m > 1), die Werte der Funktion und deren Ableitungen an
jeder Stelle ¢ miteinander verkniipft. Abstrakt kann man sich dies als Gleichung

Ft, ft),...,f™(#) =0 (8.1.1-A)

mit einer Funktion
F:IXxR"xR"x---xR"™ - R™ (8.1.1-B)

vorstellen. Eine solche Gleichung wollen wir als implizite Differentialgleichung bezeich-
nen. Nimmt man dariiberhinaus an, dass F' stetig differenzierbar ist und die partielle
Ableitung nach der letzten Komponente

0, F(t, Yo, - .., yn) € L(R™ R™) (8.1.1-C)

fiir gegebenes t, yo = f(t),..., yn = f(t) invertierbar ist, so kann der Satz iiber die
implizite Funktion angewandt werden. Es gibt also eine auflésende Funktion G mit

F(t, Yoy -+ Yn—1, G(t, Yo, - - - yn—l)) =0 (8.1.1-D)
und wir konnen zumindest lokal die Differentialgleichung als
1) = Gl £0), ..., FoD(0) (81.1-€)

schreiben. Eine solche Differentialgleichung wird als explizite Differentialgleichung be-
zeichnet. Wir werden uns in diesem Kapitel vorrangig mit dem Losen expliziter Differen-
tialgleichungen beschéftigen. Im Prinzip reicht dies auch aus, selbst wenn die Auflésung
impliziter Gleichungen zu expliziten Gleichungen nur selten direkt berechenbar ist.

Die Zahl n nennen wir die Ordnung der Differentialgleichung. Erhéhung der Dimension
m erlaubt Erniedrigung von n, das schauen wir uns als néchstes an.

8.1.2 (Systeme erster Ordnung). Explizite Differentialgleichungen

1) = Gl F(0), ..., F7D(0) (812-A)
der Ordnung n lassen sich durch Einfithrung der neuen Variablen
f(t)
f')
wty=| f'@O) | erm™ (8.1.2-B)
Do)




8 Differentialgleichungen

zu einer Differentialgleichung erster Ordnung machen. Um das zu sehen, leiten wir ein-
fach ab. Es gilt

1) ] f'(t)
Lf/////(t) Lf/////(t)
doo=]| " :(t) d :(t) — H(ta(t)  (812C)
() ()
@) | G FR), . D)

mit der angegebenen Funktion A : R x R™" — R™. Ist mn > 1, so spricht man von
einem System erster Ordnung.

Ergidnzung. Eine Differentialgleichung erster Ordnung # = H(¢,x) mit H : R X R™ — R kann man
sich graphisch als ein Richtungsfeld vorstellen. Jedem Punkt (¢, ) € R!*™ wird durch H eine Richtung

m + span [H(i’z)] c R (8.1.2-D)

zugeordnet, so dass der Graph der Losung {z(t) | t € R} C R!™™ jeweils tangential ist.
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Diese bildhafte Vorstellung hilft nur selten beim Lo&sen, sie liefert allerdings ein einfaches numerisches
Verfahren zum Approximieren einer Losung durch Polygonziige.

8.1.3. Sind Differentialgleichungen unabhéngig von ¢, gilt also in obigen Beispielen
O F = 0 beziehungsweise 0,G = 0 oder 0;H = 0, so bezeichnet man die Differenti-
algleichung als autonom. Fiir autonome Differentialgleichungen sind mit Funktionen f
auch stets die verschobenen Funktionen

t— f(t—to) (8.1.3-A)

fiir beliebiges tp € R Losungen.



8.2 Elementare Losungsverfahren

8.1.4. Eine Differentialgleichung oder ein System von Differentialgleichungen heifit /i-
near, falls die Gleichung linear beziiglich der unbekannten Funktion ist. Fiir Systeme
ist dies besonders einfach hinzuschreiben. Ein lineares Differentialgleichungssystem der
Dimension n ist von der Form

(t) = A(t)z(t) (8.1.4-A)

mit einer matrixwertigen Funktion
A:R — R™™ (8.1.4-B)

Da differenzierbare Funktionen stetig sind, ist es sinnvoll zumindest Stetigkeit der Ab-
bildung ¢ — A(t) zu fordern. Fiir autonome lineare Differentialgleichungssysteme ist A
von t unabhéngig, also einfach eine Matrix A € R™*",

Fiir eine lineare Differentialgleichung oder ein lineares Differentialgleichungssystem bil-
det die Menge der Losungsfunktionen einen Vektorraum

{0:] >R | @) = A (b)), (8.1.4-C)

den Ldsungsraum. Wir werden zeigen, dass dieser stets endlichdimensional ist.

Oft bezeichnet man ein System der Form (8.1.4-A)) als homogen, um es von
z(t) = A(t)x(t) + b(t) (8.1.4-D)

mit gegebenem b : R — R" zu unterscheiden. Letzteres bezeichnet man als inhomogen.
Die Differenz zweier Losungen eines inhomogenen Systems ist Losung des zugehorigen
homogenen Systems.

8.2 Elementare Lésungsverfahren

8.2.1 Beispiel. Mitunter sind Differentialgleichungen erster Ordnung fiir skalarwertige
Funktionen durch elementare Umformungen direkt l6sbar. Wir betrachten zuerst zwei
vorbereitende Beispiele.

(i) Die lineare Differentialgleichung

7t = £ (82.1-A)

besitzt die Losungen f(t) = ce! mit Parametern ¢ € R. Wir wollen dies direkt
nachrechnen. Ist f(¢y) # 0 fiir ein ty € R, so gilt auch f(¢) # 0 auf einer Umgebung
I =(a,b), tyg € I, und wir konnen die Gleichung umformen und auf beiden Seiten
integrieren. Es folgt also

)

ft)”

1 tel, (8.2.1-B)

und damit

t—to= [ ao= [ ZE a0 = [l @), =l = mlf(t)] 210



8 Differentialgleichungen

(ii)

10

fiir alle t € I. Letzteres kann direkt nach f(¢) umgestellt werden. Es folgt
F(t) = MOl = pet-totilft)l — cof (8.2.1-D)

mit der sich ergebenden Konstanten ¢ # 0. Es folgt insbesondere, das f unter den
Voraussetzungen nie Null wird und I = R gewé&hlt werden kann. Ist andererseits
f(to) = 0 so ist damit aber auch f(t) = 0 die einzige Losung. Es ergibt sich als
Losungsraum der linearen Differentialgleichung also

span{t — e'}. (8.2.1-E)

S

Die Differentialgleichung

F1t) =t(1+ (f(1)*) (8.2.1-F)

ist ebenso explizit 1osbar. Wir nehmen an, dass wir fiir einen Wert ¢y den Funk-
tionswert f(ty) kennen. Da 1 + (f(¢))*> > 1 > 0 gilt, kénnen wir wiederum die
Gleichung umformen und integrieren. Es folgt

_ '@ )
t= T+ () (8.2.1-G)
und damit
t2 _ t% = t = t —f,(g) = | arctan !
= o= [ g Lm0l

= arctan f(t) — arctan f(tg).
Nach f(t) umgestellt folgt

t? —t?

f(t) = tan ( + arctan f(t0)> = tan (g — c> (8.2.1-1)

fiir das entsprechende ¢ € R. Die Funktion f ist in der Ndhe von ty definiert, das
grofftmogliche Intervall ergibt sich aus der Lage der Polstellen der Tangensfunktion

in Abhéngigkeit des Parameters c. Speziell mit ¢ = 0 ergeben sich Abschnitte aus
dem folgenden Bild.



8.2 Elementare Losungsverfahren

Das gerade skizzierte Verfahren funktioniert allgemeiner und kann auf Differentialglei-
chungen der Form

F'(@) = (v (f(t)) (82.1-J)

mit stetigen Funktionen ¢ : R =+ R und ¢ : R = R angewendet werden.

8.2.2 Satz (Separation der Veranderlichen). Seien ¢ : I — R und ¢ : J — R auf offenen
Intervallen definierte stetige Funktionen, to € I und fo € J. Gilt dann (fo) # 0, so
gibt es eine Umgebung von ty in I und eine eindeutig bestimmte Lésung der Differenti-
algleichung

') =e@)u(f(1)), f(to) = fo, (8.2.2-A)
und diese ist durch
ft)=T07H(2(t) — (to) + ¥(fo)) (8.2.2-B)
mit
_ _ [ 4f i
B(t) = / cvar. ()= [ (82.2-C)
bestimmt.

Beweis. Da die Rechnung der obigen entspricht, geben wir nur die fehlenden Be-
griimdungen. Da 9 (fy) # 0 gilt, ist ﬁ auf einer Umgebung von f, wohldefiniert und
entweder positiv oder negativ. Damit ist die zugehorige Stammfunktion

_ (1A
W(f)-—(/; o0 (8.2.2-D)
streng monoton, erfiillt ¥(fy) = 0 und die Gleichung
B t f/(0> B t B B )
V0 ¥ = [ Jrgsae= [ s d=en o) @22

ist eindeutig nach f auflésbar. Die Behauptung folgt. O

11



8 Differentialgleichungen

8.2.3. Andere Differentialgleichungen lassen sich mitunter durch Substitution auf
Gleichungen mit separierbaren Verdnderlichen zuriickfithren. Ein Beispiel dafiir sind
Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen in der Ebene. Wir verwenden dafiir im R? die Koor-
dinaten x und y und suchen nach einer Funktion y = y(z) die

y'(z) = (g) , x#0, (8.2.3-A)

X

erfiillt. Der Anstieg der Funktion hingt also stets vom Quotienten £ ab, ist damit also
entlang von Geraden durch den Ursprung konstant. Dies hat zur Folge, dass mit einer
Losung y = y(z) insbesondere auch die reskalierte Funktion z — Ay(A™'z), also die

Funktion die an der Stelle Az den Funktionswert Ay(x) hat, eine Losung ist.

y(=)

fy = V@) 9 _ pU) — () 5238)

T 2 T

Fiihrt man die neue Funktion f(z) = ein, so folgt

und wir erhalten eine Differentialgleichung mit trennbaren Verédnderlichen. Wir betrach-
ten ebenso ein Beispiel.

8.2.4 Beispiel. Die Differentialgleichung

2y —
e (8.2.4-A)

y'(x)

22—y

ist eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung, da die rechte Seite nur vom Quotienten y/x
abhéngt. Mit der Substitution f(z) = @ kann diese zu

_12y—ax oy 12f(x) -1 f(@)2— f(x) _ 1(f(z))* -1
x2rx—y a2 2 — f(x) r 2— f(z)

(8.2.4-B)

f'(x)

umgeformt werden. Die sich ergebende Differentialgleichung hat trennbare Verénderliche
und fithrt damit fiir f(x) # £1 auf

flz)y—2 / dz
AT dr = [ == =1 . 8.2.4-C
el @ = [ S =+ (624:)
und wegen
s—=2 11 3 1 (824.D)
1—-s2 21—s 21+s
folgt
fle)—2 1 3
—_ der==1In|l1— —=In|1 . 2.4-E
L @) de = gt = @) = 51+ )]+ C (s24)
Also folgt nach Gleichsetzen und Anwenden der Exponentialfunktion
1— _
ool — VT@ el =] o2ar)

L+ f@)VII+ )] eyl oyl

12



8.2 Elementare Losungsverfahren

Quadrieren und elementares Umformen fithrt damit auf
(x+y)® =clr —y) (8.2.4-G)

mit einer Konstanten ¢ € R, Auflésen der Gleichung fithrt zur gewiinschten Form der
Losung. Fiir f(x) = £1 an einer Stelle ergibt sich f(x) = +£1 fiir alle z und daraus die
weiteren Losungen y = x und y = —z.

~
N\

Entlang der gestrichelten Linie y = 2z sind die Losungskurven nicht differenzierbar als
Funktion y(x) auflosbar. Es ist besser, sich die Familie der Losungen als Kurvenschar
mit einem Scharparameter ¢ € R vorzustellen. Fiir ¢ — 400 ergibt sich die weitere
Losung y = x.

8.2.5. Mitunter sind Losungskurven einer Differentialgleichung erster Ordnung Ni-
veaulinien einer skalarwertigen Funktion. Dies fiihrt zu einem weiteren elementaren
Losungsverfahren. Ist der Graph einer Funktion y = y(x) Niveaulinie einer differen-
zierbaren Funktion @ : R? D ) — R, gilt also auf

y=y(x) = ®(z,y) = c, (8.2.5-A)

so folgt durch Differenzieren

0 ®(z,y) + ¥/ (2)0,(z,y) = 0 (8.2.5-B)
und damit fiir y = y(x) die Differentialgleichung
9x®(2,y)
/ Y
y(z) = — =22 8.2.5-C
(z) 2,5, 1) ( )

Wir wollen Differentiale nutzen, um diese Differentialgleichung anders aufzuschreiben.
Fiir jede Parametrisierung des Graphen

r : z=x0), y=y), firt € I, (8.2.5-D)

13



8 Differentialgleichungen

folgt aus ®(z(t),y(t)) = ¢ durch Differenzieren
0, 0(z, )i (1) + 0, (x, )it) = 0. (325)
Mit der Notation dx = @(t) dt und dy = y(t) dt folgt damit auf I'

e[, = (0:2(x,y) dv + 0,®(x, y) dy) (8.2.5-F)

=
Jeder zum Graphen I' im Punkt (z,y)' tangentiale Vektor liegt also in ker d®.
Erganzung. Mitunter schreibt man deshalb auch kurz

0,®(z,y)dz + 0, ®(x,y)dy =0 (8.2.5-G)

fiir die sich ergebende Differentialgleichung, auch wenn diese Identitét nur eingeschrankt auf den Gra-
phen der Losung gilt.

8.2.6 (Exakte Differentialgleichungen). Wir betrachten Gleichungen der gerade disku-
tierten Form

(a(z,y)dz + bz, y dy)‘F (8.2.6-A)

mit zwei Funktionen a, b : 2 — R als Koeffizienten. Die Gleichung ({8.2.6-A)) heifit ezakt,
falls es eine (Fréchet-) differenzierbare Funktion ®, das Potential, mit

d®(z,y) = a(z,y) dz + b(x,y) dy (8.2.6-B)

also mit a(z,y) = 0,P(x,y) und b(x,y) = 9,P(z,y) gibt. Losungen einer exakten Dif-
ferentialgleichung ergeben sich durch Auflésen der Gleichung ®(x,y) = c. Es stellt sich
die Frage, unter welchen Voraussetzungen es eine solche Funktion & gibt. Nach dem
Satz von Schwarz ist fiir differenzierbare a und b dafiir zumindest

Oya(x,y) = 0,0,P(z,y) = 0,0,P(x,y) = 0,b(z,y) (8.2.6-C)

notwendig. Dies ist auf einfach zusammenhédngenden Gebieten auch hinreichend, wir
zeigen die Aussage der Einfachheit halber nur fiir sternformige Gebiete.

8.2.7 Satz (Integrabilitatskriterium). Angenommen, Q ist sternfoérmig beziglich eines
Punktes (xo,yo) und die Funktionen a und b sind stetig differenzierbar. Gilt dann

dya(x,y) = 0;b(x,y) (8.2.7-A)
fiir alle x,y € Q), so ist die Gleichung exakt.

Beweis. Es geniigt, die Funktion ® zu konstruieren. Dazu nutzen wir fiir jeden Punkt
(x,y) eine Parametrisierung der Verbindungsgerade zu (zg, yo)

Yay < w(t)=tr4+ (1 —1t)xe, y(t)=ty+(1—1t)yo (8.2.7-B)

zut € (0,1 mit & =x — zo und ¥ = y — yo und definieren

O(z,y) = / (a(m, y)dz + b(z,y) dy)

(o) (8.2.7-C)

_ / (ale(t), y(6)(x — z0) + b(a(t), y(£)(y — yo)) dt.

14



8.2 Elementare Losungsverfahren

Dann gilt unter Ausnutzung der Leibnizschen Regel (Korollar 6.3.4) zusammen mit
0,x(t) =t und der Integrabilitidtsbedingung d,a(x,y) = 0,b(x, y)
1
0.0(r.9) = [ ((0ua)(w(0). )t — 20) + a(a(0). (1)
0
+(0:b) (2 (1), y() ty — yo)) dt

= /0 t((0xa)(x(t), y(t)) (x — 2o) ¥ (9ya) (@), y(t) (Y — o) ) (827-D)

—Ora(a(t) y(t))
+a(xz(t),y(t)) dt

:/0 O (ta(z(t), y(1))) dt = a(z, y)

und entsprechend
0y ®(x,y) = bz, y). (8.2.7-E)

Da a und b stetig sind, ist ® stetig partiell differenzierbar, also insbesondere (Fréchet-)
differenzierbar. Damit ist ® das gesuchte Potential und der Satz ist bewiesen. O

8.2.8 Beispiel. Die Differentialform
(42° — 27) dz + 2y dy (8.2.8-A)
und die zugeordnete Differentialgleichung
2uy = —42° + 20 (8.2.8-B)

sind exakt, da 9, (42® — 22) = 0 = 9,(2y). Zur Bestimmung eines Potentials integrieren
wir. Wegen

P(z,y) = /@:‘P(Jf,y) dy = /4903 —2zdz =2' — 2%+ C(y) (8.2.8-C)

15



8 Differentialgleichungen

und damit C'(y) = 0,®(x,y) = 2y folgt C(y) = y* + C und wir erhalten
O(z,y) = o' — 2? + 42 (8.2.8-D)
Die Losungen der exakten Differentialgleichungen sind also durch die Gleichung
ot -ty =c (8.2.8-E)

fiir verschiedene Konstanten ¢ gegeben. Fiir ¢ = 0 ergibt sich als Losungskurve eine
Lemniskate.

Das gerade gerechnete Beispiel hétte man auch mit Separation der Verdnderlichen 16sen
konnen.

8.2.9 (Integrierende Faktoren). Wenn
a(z,y)dz + b(x,y) dy (8.2.9-A)

nicht exakt ist, so kann man diese gelegentlich mit einem Faktor u(x,y) multiplizieren,
der

e, y)a(e, y) dz + p(x, y)b(z, y) dy (82.9-B)
zu einer exakten Differentialform macht. Da beide dieselbe Differentialgleichung liefern,
ergibt dies ein Losungsverfahren. Das Verfahren geht auf Euler zuriick und ist nur dann
praktikabel, wenn p nur von einer Variablen abhéngt und damit einfach berechnet wer-

den kann. Spezielle Ansétze der Form p(z), u(y), u(x+y) oder u(zy) sind dabei mitunter
hilfreich.

8.2.10 Beispiele. (i) Die Differentialform
3xyda + (2° + 2y) dy (8.2.10-A)
ist exakt, da 9,(3z%y) = 32? = 9,(2* + 2y) gilt. Integration liefert als Potential
O(z,y) = /3962@/ dz =2’y + C(y),
— POy =P+, (8.2.10-B)

C(y)=/2ydy=y2+0

I
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8.2 Elementare Losungsverfahren

die Funktion ®(z,y) = 23y+y?*. Damit sind die Losungen der Differentialgleichung
37%y + (2° +2y)y =0 (8.2.10-C)

durch 2%y + y* = c fiir Parameter ¢ gegeben.

(ii) Die Differentialform
ry® do + (1 + 22%y*) dy (8.2.10-D)

ist nicht exakt, da 9,xy® = 3zy* # 4day® = 9,(1 + 22%y?*) gilt. Wir suchen einen
integrierenden Faktor u(z,y). Damit nach Multiplikation mit u die Form exakt
wird, muss

2y’ Oy p(w, y)+pu(e, y)dyry® = (1422°y*) Oy pu(a, y) +u(x, y) 0, (1422%y*) (8.2.10-E)
und damit
vy’ Oyp(z,y) — (14 20%y)Opp(,y) = vy’ u(z, y) (8.2.10-F)

gelten. Es geniigt, ein p zu finden. Damit versuchen wir, méglichst viele Terme
durch einen geeigneten Ansatz zu eliminieren. Nimmt man an, dass p nur von y
abhéngt, so folgt

YOyu(y) = p(y) (8.2.10-G)
und damit zum Beispiel p(y) = y. Die sich ergebende Form

ry*do + (y + 22%°) dy (8.2.10-H)
ist exakt. Also besitzt die zugehorige Differentialgleichung
st (y+ 2070 =0 = af+ (1422 =0  (s210-)

die implizit gegebenen Lésungen ®(z,y) = 5 (y* + 2%y*) = ¢, also

ceR. (8.2.10-J)

(2) = + V14 8cx? -1
y - 2x2 9

17
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Ergdnzung. Es gibt allgemeine Regeln, um integrierende Faktoren zu bestimmen. Gegeben sei

a(z,y)dz + b(z,y) dy.

(8.2.10-K)

Wir untersuchen Bedingungen dafiir, dass integrierende Faktoren p der oben angegebenen speziellen
Formen existieren.

(i)

(i)

(i)

(iv)

(v)

Fiir nur von z abhéngende Faktoren p(z) ergibt sich

p(x) _ dyale,y) — 9:b(z,y)
p(x) b(w, y) ’

(8.2.10-L)

insbesondere muss der Ausdruck auf der rechten Seite unabhéingig von der Variablen y sein.

Fiir nur von y abhiingende Faktoren p(y) ergibt sich

,ul(y) _ _ 8ya(x, y) - 8Ib($7 y)
1(y) a(z,y)

und der Ausdruck auf der rechten Seite muss unabhingig von x sein.
Fiir integrierende Faktoren der Form u(x + y) ergibt sich

Pty dyalr,y) — 0:b(x,y)
(@ +y) a(z,y) — b(z,y)

(8.2.10-M)

(8.2.10-N)

und der Ausdruck auf der rechten Seite darf nur von der Summe = 4 y abhéngen.

Fiir integrierende Faktoren der Form u(xy) ergibt sich

wxy) _ Oya(z,y) — Oub(z,y)

p(zy) ra(z,y) — yb(x,y)

und der Ausdruck auf der rechten Seite darf nur vom Produkt zy abhéngen.

Fiir integrierende Faktoren der Form pu(x? + y?) ergibt sich

W@ +y?) _ Oya(z,y) — 0:b(z,y)

w(2? +y?) 2(ya(z,y) — zb(z,y))

und der Ausdruck auf der rechten Seite darf nur von 22 4 y? abhiingen.

(8.2.10-0)

(8.2.10-P)

Wenn die angegebenen Bedingungen erfiillt sind, dann ergibt sich g durch Integration der Funktion auf
der rechten Seite.

18



8.2 Elementare Losungsverfahren

8.2.11 (Kurvenscharen in der Ebene). Eine ebene Kurvenschar ist eine Familie von Kur-
ven ['., die von einem Parameter ¢ abhéngen und sich beim Verdndern des Parameters ¢
stetig (beziehungsweise differenzierbar) dndern. Oft beschreibt man diese implizit durch
Gleichungen, aber ebenso wére eine explizite Beschreibung durch eine von ¢ abhéngende
Parametrisierung

Ie: z=uz(tc), y=yltc, tel (8.2.11-A)

denkbar.

Beschrieben wird eine ebene Kurvenschar damit (lokal) durch eine Gleichung
F(z,y,c) =0. (8.2.11-B)

Gilt dabei 0.F # 0, so kann man diese Gleichung lokal mit dem Satz iiber implizite
Funktionen zu G(z,y) = ¢ auflosen, die Kurvenschar wird also durch die exakte Diffe-
rentialgleichung

(0,G(z,y) dz + 9,G(z,y) dy)

beschrieben. Kurven der Schar sind also lokal Hohenlinien einer differenzierbaren Funk-
tion. Gilt umgekehrt 0.F(z,y,c) = 0 fiir einen Punkt (z,y) € I, so spricht man von
einem singuldren Punkt der Schar. Dabei kann es sich um nichtreguldre Kurvenpunk-
te handeln (Spitzen oder Ecken), aber auch um reguldre Kurvenpunkte, die auf einer
besonderen Menge liegen.

|, =0 (8.2.11-C)

8.2.12 Beispiel. Wir betrachten dazu ein einfaches Beispiel. Die Menge der Parabeln
I, : y=(r—c)? (8.2.12-A)
bilden eine Schar, die durch die Gleichung F(z,y,c) = y — (z — ¢)? = 0 beschrieben

wird.

Da die partielle Ableitung 0.F(z,y, ¢) = 2(z — ¢)c erfillt, gilt 0.F(x,y,c) =0 fiir x = ¢
und damit fiir y = 0. Als singuldre Punkte der Kurvenschar I'. ergibt sich damit die
Einhiillende {y = 0}.

S

Fiir y > 0 ist die Gleichung F(x,y, ¢) = 0 lokal nach ¢ auflosbar. Dabei ergeben sich zwei
mdogliche Auflssungen, mit der quadratischen Losungsformel folgt aus ¢*—2cx+z2—y = 0

c=x£./y (8.2.12-B)
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8 Differentialgleichungen

und damit fiir die Kurvenschar selbst das paar exakter Differentialgleichungen

1
de £ ——dy =0 8.2.12-C
N (s212:€)
wobei je nach Vorzeichenwahl die linken oder rechten Parabeléste als Losungen beschrie-
ben werden.

8.2.13 (Isogonale Scharen). Zwei Kurvenscharen, die sich paarweise unter einem kon-
stanten Winkel schneiden, heiflen isogonal. So sind die Schar der Geraden durch den
Ursprung und die logarithmischen Spiralen

L. : x(t) = ce™cost, y(t) = ce”sint, teR (8.2.13-A)

zum Scharparameter ¢ > 0 isogonal. Um dies nachzurechnen, bestimmen wir die Tan-
gentenvektoren an die Kurven und deren Winkel zum Vektor (z,y)". Wegen

AT . T
e cost — ce sint e cost
x‘ = at - ¢ at - ¢ at - = 2ae (8.2.13-B)
Y Y cae® sint + ce® cost ce” sint

und
[(2,9)"| = ce™,  |(&,9)T| = ce™ V1 +a?, (8.2.13-C)

a

ergibt sich der von ¢ und ¢ unabhéngige Schnittwinkel 8 aus cosf = T

Als interessanten Spezialfall erhalten wir die orthogonale Kurvenschar, die jede Kur-
ve einer gegebenen Schar orthogonal schneidet. Orthogonale Kurvenscharen kann man
durch das Losen einer Differentialgleichung bestimmen.
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8.2 Elementare Losungsverfahren

8.2.14 Beispiel. Wir betrachten die Schar
y = cx’ (8.2.14-A)

der Parabeln durch den Ursprung mit der y-Achse als Symmetrieachse. Um die ortho-
gonale Kurvenschar zu berechnen, berstimmen wir zuerst eine Differentialgleichung zur
Kurvenschar. Differenzieren nach x und Elimineren des Scharparameters fithrt auf

/
yl@) _ c= y(f) (8.2.14-B)
2z x
und damit die Differentialgleichung ¢/(x) = 2y7(z) fiir die gegebene Kurvenschar. Die
orthogonale Kurvenschar muss damit die Differentialgleichung
, x
y(z)=— (8.2.14-C)
2y(x)

erfiillen. Dies ist wiederum eine Differentialgleichung mit separierbaren Verénderlichen.
Es folgt

(y(x))* = / 2y(2)y () de = — / rde = —2at+.C (3214.0)

und wir erhalten eine Schar von Ellipsen
2 1o
y+gm=C (8.2.14-E)

als orthogonale Schar.
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8 Differentialgleichungen

8.2.15 Beispiel. Mitunter kénnen auch Differentialgleichungen hoherer Ordnung di-
rekt durch Integration gelost werden. Wir betrachten dazu ein physikalisch motiviertes
Beispiel. Von einem Punkt aus starten Bélle / Wassertropfen in jede Richtung mit vorge-
gebener konstanter Geschwindigkeit. Wir fragen nach den sich ergebenden Bahnkurven
und dem durch die Bahnkurven ausgefiillten Gebiet.

Wir setzen alle auftretenden Konstanten auf Eins, beschranken uns auf die Betrachtung
in einer Ebene und untersuchen dazu das folgende Differentialgleichungssystem: Gesucht
ist z : R — R? mit 2(0) = 0,

#(0) = {COS O‘} und () = {_01] . (82.15-A)

sin o

Durch zweifaches Integrieren der Differentialgleichung erhélt man

A At+C 1 (8.2.15-B)

(t) = {B—t]’ und - i(t) = [Bt—%tMD

mit noch zu bestimmenden Integrationskonstanten A, B,C, D € R. Einsetzen der An-
fangsbedingungen liefert C' = D = 0 und A = cos a sowie B = sina. Also gilt

tsina — 1t

x(t) = { tcos a2 2] : (8.2.15-C)

Es ergibt sich also wie oben dargestellt eine Schar von Parabeln in der Ebene. Diese
sind wegen x1(f) = tcosa und z»(t) = tsina — 1¢* von der Form

2 : L,
T9COS” v = xy sinacos o — —x7. (8.2.15-D)

Unser néchstes Ziel ist es nun, die einhiillende Kurve zu berechnen. Diese ist eine Menge
singuldrer Punkte der Schar, es muss also zusétzlich die partielle Ableitung nach «
verschwinden. Aus

. 1
O (3:2 cos® a — 1 sin v cos o + —x%)
2 (8.2.15-E)
. . !
= —2xr9cosasina — 1 cos? v + Ty sina =0
folgt damit ein Gleichungssystem fiir die Einhiillende
215 cos® v = 21 sin av cos v — x%, 214 cos acsin a + 1 cos? o = 1 sin® « (8.2.15-F)
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8.3 Existenz- und FEindeutigkeitssétze

und es verbleibt, den Parameter o aus diesem System zu eliminieren. Die zweite Glei-
chung impliziert
Tgsin(2a) + 1 cos(2a) =0 (8.2.15-G)

und damit zusammen mit der ersten Gleichung

71 cos(2a) cos(a) = —wy sin(2a) cos(a) = —2x5 sin(a) cos® () (82.15.H)
= —2z; sin’(a) cos(a) + 22 sin(a) o
und damit z; = 0 (und damit auch z, = 0) oder
x1 = cos(2a) cot(a) + sin(2a) = cot(a) (8.2.15-1)
und
2
1
=2t _
xo = z1 tan(a) 3 cos?(a)
cot?(a) 1
= cot(a)t - =] - — 8.2.15-J
cot(a) tan() 2 cos?(a) 2 sin?(a) ( )
_q cos?a+sina  1—cot?’(a) 1—a?
B 2sinar 2 2

Die Hillkurve ist also ebenso eine Parabel.

8.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatze

8.3.1. Um allgemeine Aussagen iiber Differentialgleichungen treffen zu konnen,
benotigen wir insbesondere Existenzsétze fiir Losungen. Der erste basiert auf dem Fix-
punktsatz von Banach, den wir zuerst wiederholen wollen. Die wichtigste Zutat dabei
ist ein vollstandiger metrischer Raum (M, d), fiir uns wird dies die Menge

C([a,b; R™) = {f : [a,b] — R™ | f stetig} (8.3.1-A)

der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall [a,b] mit Werten im R" sein.
Diese versehen wir mit der Supremumsnorm

1flleo = mnax | f(#)] (8.3.1-B)
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8 Differentialgleichungen

und der davon induzierten Metrik d(f,g) = ||f — g||co- Konvergenz in dieser Metrik
entspricht gerade der gleichméfiigen Konvergenz der Funktionen. Wie in Kapitel 6 ge-
zeigt, sind gleichméfige Grenzwerte stetiger Funktionen stetig und der sich ergebende
metrische Raum ist vollstandig.

Weiter heifit eine Abbildung ® : M — M kontrahierend, falls es eine Zahl k < 1 mit

d(®(f), ®(9)) < w d(f,9) (83.1-C)

fir alle f,g € M gibt. Kontrahierende Abbildungen auf vollstindigen metrischen
Réaumen besitzen stets Fixpunkte.

8.3.2 Lemma (Fixpunktsatz von Banach). Sei (M, d) vollstindiger metrischer Raum,
M # & und ® : M — M eine kontrahierende Abbildung. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes f. € M mit O(f.) = f..

Beweis. Sei fo € M beliebig. Wir betrachten die rekursiv definierte Folge (f;) en,

fi1 = 2(f). (8.3.2-A)
Da ® kontrahierend ist, gilt mit dem Kontraktionsfaktor x < 1 aus
d(f2, f1) = d(®(f1), ®(fo)) <k d(f1, fo) (8.3.2-B)
und damit auch '
d(fiv, f3) < & d(fr, fo). (8.3.2-C)

Somit impliziert die Dreiecksungleichung zusammen mit der geometrischen Summenfor-
mel fiir beliebige k > [

S

d(fe, fi) <> K& d(fi, fo) < "

7=l

T de<f1> fo) — 0, 1 — 0. (8.3.2-D)

Die Folge (f;)jen, ist also Cauchy. Da M vollsténdig ist, ist sie damit auch konvergent
und f, = lim;_,, f; existiert. Da ® nach Definition (Lipschitz-) stetig ist, folgt

®(f) = ®(lm f;) = lm &(f;) = lim fy = f. (832:E)

und damit die Existenz eines Fixpunktes.

Die Eindeutigkeit ist einfach nachzurechnen, sind f,, fo € M Fixpunkte von ®, so folgt

d(fo, fo) = d(2(fo), ®(fs)) < K d(fs, o) (83.2-F)
und damit d(f,, fo) =0, also fo = fe. O

Aus folgt insbesondere die Abschitzung

A(fr fo) < ——d(@(fo), fo) (832-6)

—1—k&

!STEFAN BANACH, 1892-1945
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8.3 Existenz- und FEindeutigkeitssétze

fiir den Fixpunkt. Diese kann direkt genutzt werden, um die stetige Abhéngigkeit des

Fixpunkts von ® zu zeigen. Dazu nutzen wir einen zweiten metrischen Raum (V,d)
und eine Kontraktion ®(-,a) : M — M, die stetig von a € N abhingt und deren
Kontraktionsfaktor unabhénig von a durch s abgeschétzt werden kann.

8.3.3 Korollar. Angenommen, (M,d) ist nichtleerer vollstandiger metrischer Raum,

(N, d) metrischer Raum und ® : M x N — M stetig. Angenommen, fir jedes a € N
qilt
d(®(f,a), ®(g,a)) < kd(f,g) (8.3.3-A)

fur alle f,g € M und jedes a € N. Sei weiter f, der eindeutig bestimmte Fixpunkt zu
O(fo,a) = fo. Dann ist die Abbildung N > a— f, € M stetig.

Beweis. Auf Grund der Stetigkeit von ® in (f,,a) gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit
d(forg) <6 A da,b) <6 = d(®(f,,a),®(g,b)) <e. (8.3.3-B)

Setzt man nun den Fixpunkt f, in ®(-

d(q)(fa; b)a fa) =
und damit unter Nutzung von (j8.3.2-G|)

b) ein, so folgt fiir d(a,b) < 0
d

(q)(favb)aq)(faaa)) <e€ (8.3.3—C)

Alfo 1) < T d(@fu V), 1) < 7=

8.3.3-D
= ( )

und die Behauptung folgt. m

8.3.4. Die Losbarkeit eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen der Form
f't) = H(t, f(t)), f(to) = fo, (8.3.4-A)

fir eine Funktion H : [a,b] x R" — R™ kann mit dem Banachschen Fixpunktsatz
behandelt werden. Dazu nehmen wir an, dass H stetig ist und einer Lipschitzbedingung
beziiglich f, also einer Abschétzung der Form

|H(t, ) = H(t, g)] < LIf — gl (834-8)

fir alle ¢ € [a, b] geniigt.

Angenommen, eine Funktion f(¢) 16st die Differentialgleichung . Integriert man
nun die Gleichung auf beiden Seiten beziiglich ¢, so ergibt sich

f@)— fo= /t f(r)dr :/t H(r, f(7))dr. (8.3.4-C)

Umgekehrt ist jede Funktion f die Integralgleichung erfiillt stetig differenzierbar
und Ableiten fiihrt auf . Beide Gleichungen sind damit dquivalent. Die Losung
der Integralgleichung ist ein Fixpunkt der durch

Mﬁ@:ﬁ+[UMﬁv»w (634.D)
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8 Differentialgleichungen

gegebenen Abbildung ® : C([a, b]; R") — C([a, b]; R™). Diese ist (zumindest fiir ¢ nahe
genug an tg) kontrahierend, da

O(f)(t) — 2(g)(¢) :/t H(r, (1)) — H(7,9(7))dT (8.3.4-E)
und damit
Iﬁﬂ@—¢@WNS/WHWfUD—HWmﬂNW
o (8.3.4-F)
<[ 1) =gl
also
[(f) = 2(9)lloc < OL|If — gl (8.3.4-G)

fiir Intervalle mit Lange kleiner § gilt. Ist nun 6L < 1, so ist der Banachsche Fixpunktsatz
anwendbar und wir erhalten eine eindeutig bestimmte Losung von .

Wir formulieren dies etwas allgemeiner und ersetzen die Lipschitzbedingung
durch die lokale Lipschitzbedingung

|H(t? f) - H(t?g” S Llf - g|> fag € Br(f0)> (8'3'4_H)

in einer Kugel des Radius 7 > 0 um den Startwert fy und fiir ¢ € [ty — ¢, to +¢] C (a, b).
8.3.5 Satz (Picarcﬂ—LindeIéfED. Gegeben sei das Anfangswertproblem

@) =H(t, f(1),  flto) = fo, (83.5-A)

fiir eine stetige Funktion H : (a,b) x Q@ — R™ mit ty € (a,b), fo € Q@ CR" offen, fir die
die lokale Lipschitzbedingung fir t in einer Umgebung von ty und f, g in einer
Umgebung von fy gilt.

Dann existiert ein Intervall I C (a,b) mit to € I und eine eindeutig bestimmte Losung

f:[—)Qzu

Beweis. Wir bereiten die Biihne fiir eine Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes.
Dazu ist zuerst der passende metrische Raum festzulegen. Dafiir wéahlen wir im Raum
C([to — 6,to + 0]; R™) fiir noch zu fixierendes § < ¢ die als Menge

M ={f:[to—0,to + 0] = R"| sup |f(t)— fo| <7} (8.3.5-B)

[t—to| <o

die Kugel mit Radius r um die konstante Funktion mit Wert f, und versehen diese mit
der durch die Norm ||+ || induzierten Metrik. Dies liefert einen vollstéindigen metrischen
Raum.

2EMILE PICARD, 1856-1941
3ERNST LEONARD LINDELOF, 1870-1946

26



8.3 Existenz- und FEindeutigkeitssétze

Die Abbildung ® aus bildet fiir hinreichend kleine 6 die Menge M in sich ab.
Dies folgt, da fiir f € M und § < d

IMﬂ@—M:L[HmﬂﬂNﬂ

S/ |H(7, f(7)) — H(T, f0)|d¢+/ |H (7, fo)| dr (8.3.5-C)
< Lré+6 max |H(r, fo)] <7

‘t—t() | <o

fiir & < r(Lr +maxy_s|<s, | H(7, fo)]) ™" gilt. Dariiberhinaus ist ® kontrahierend auf M,
falls zusétzlich k = §L < 1. Dies folgt wiederum direkt aus

|0 (f) — B(g)] = pr/HﬁJﬁ»—thﬂNﬂ

[t—to]<d Jtg
t
<L [ |f(r) —g(r)ldr
to
<OL||f = gl

zusammen mit der lokalen Lipschitzbedingung (8.3.4-H|). Also existiert genau eine Funk-
tion f € M mit

(8.3.5-D)

f@:h+AHhﬂmm' (8.35-E)

fir alle t € [to — 6,t9 + 0]. Da f stetig ist, ist t — H(t, f(t)) stetig und damit die durch
das Integral definierte Funktion stetig differenzierbar. Also ist f stetig differenzierbar
und es gilt nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f'(t)=H(t, f(t)). (8.3.5-F)

Ebenso gilt f(ty) = fo und f ist die gesuchte Losung.

Diese ist eindeutig. Jede Losung fithrt nach Integration der Differentialgleichung auf
einen Fixpunkt fiir ® und dieser ist nach dem Banachschen Fixpunktsatz eindeutig
bestimmt. 0

Die Losung héngt lokal stetig vom Startwert f; und von der Funktion H ab. Dies folgt
direkt aus Folgerung zusammen mit obigem Beweis.

8.3.6 Korollar. Sei (N,d) ein metrischer Raum und H : (a,b) x Q x N — R" stetig mit
to € (a,b), fo € Q@ C R™ offen und gelte die Lipschitzbedingung fiir t in einer
Umgebung von to, fir f,g € S, = {f | dist(f,S) < r} C Q fiir eine kompakte Menge
S C Q und ein r > 0 und alle Parameter p € N. Dann gibt es ein Intervall I C (a,b)
mit tg € I und zu jedem fo € U und jedem p € N eine eindeutig bestimmte Losung f zu

() =H(t, f(t),p),  flto) = fo (836-A)

und die Abbildung S x N 3 (fo,p) — f € C(I;R™) ist stetig.
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8.3.7 (Maximale Existenzintervalle). Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen exi-
stieren auf offenen Intervallen. Ist der Satz von Picard—Lindel6f anwendbar, die Funktion
H also auf dem gesamten Intervall lokal Lipschitz in der Variablen f, so impliziert die
Eindeutigkeitsaussage:

Korollar. Seien f; : I} — R™ und fy : I, — R™ zwei lokale Lisungen der Differen-
tialgleichung f'(t) = H(t, f(t)). Ist der Schnitt I, N Iy # & nichtleer und gibt es ein
te € [1 N Iy mit fi(t.) = fa(ts), so gilt f1(t) = fa(t) auf Iy N Iy und durch

- fl(t)’ te ]1
f(t) = {fg(t), te D\ T, (8.3.7-A)

sind die Losungen (eindeutig) zu einer Losung auf Iy U Iy fortgesetzt.

Jede lokale Losung bestimmt damit eindeutig eine maximale Lésung f : I — R", so
dass entweder f nicht als Losung auf ein grofleres Intervall fortgesetzt werden kann oder
bei Fortsetzung die lokale Lipschitzbedingung verletzt ist. Maximale Existenzintervalle
von Losungen sind stets offen.

8.3.8 Beispiel. Die Differentialgleichung

f(t) = sin(t + f(t)) (8.3.8-A)

ist fiir jeden Startwert f(to) = fo auf einem Intervall (tq — J, to + J) fiir geeignetes € > 0
eindeutig 16sbar. Dies folgt direkt aus dem Satz von Picard-Lindel6f, da die Funktion
H(t, f) =sin(t + f) auf Grund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

sin(x) — sin(y) = cos(&)(z — y) fiir ein & zwischen z und y (8.3.8-B)

und damit
(sin(t + f) —sin(t+ g)| < [t+f—t—gl=|f — g (83.8-C)

erfiillt. Die erhaltene Losung ist sogar auf ganz R definiert, da fiir jeden Startpunkt
to und jeden Startwert f; das Kontraktionsargument aus obigem Beweis auf jedem
Intervall der Liange 6 < 1 anwendbar ist und wir die Losung damit (schrittweise) auf
ganz R fortsetzen konnen.

8.3.9 Beispiel. Die dhnlich aussehende Differentialgleichung

£/(8) = sin(t + £(1)) (83.9-A)

formulieren wir als System erster Ordnung um und erhalten

% [}C((%] - [sindf f}a»] ' (8:3.9-8)

Die sich ergebende Funktion H(t, f1, f2) = (fa,sin(t + f1)) " ist wiederum Lipschitz in
(f1, f2) T und der Satz von Picard-Lindel6f anwendbar.

28



8.3 Existenz- und FEindeutigkeitssétze

8.3.10 Beispiel. Ohne Lipschitzbedingung kann die Eindeutigkeit der Losung verlo-
ren gehen. Dazu ein Beispiel. Wir betrachten die autonome Differentialgleichung erster
Ordnung

f@)=VIf)l. (8:3.10-A)
Ist fo = f(to) # 0, so kann diese in der Ndhe des Startpunktes durch Trennung der
Verdnderlichen gelost werden. Dies fithrt auf fiir fo > 0

f
t—ty = i % =2V F -2/ fo (8.3.10-B)

und damit

2

Ist fy negativ, so ergibt sich entsprechend

flt) = — (t i \/ﬁ) L t<to+2V1fol. (8.3.10-D)

2

ft) = (t i Jﬁ)2, t>to—2v/fo. (8.3.10-C)

Beide Losungen erreichen f = 0. Die Funktion f(¢) = 0 ist ebenso Losung, damit ist
aber auch jede der nachfolgend skizzierten Kurven durch den Punkt (0,0) eine Losung
des Anfangswertproblems mit f(0) = 0.

Die Lénge des horizontalen Stiicks ist beliebig wéahlbar, die Eindeutigkeit der Losung
des Anfangswertproblems damit verletzt.

8.3.11. Als néchstes soll ein reiner Existenzsatz formuliert werden, der mit schwécheren
Voraussetzungen auskommt. Dazu benotigen wir statt des Banachschen Fixpunktsatzes
ein Kompaktheitsresultat. Wir erinnern daran, dass eine Teilmenge K eines metrischen
Raumes (M, d) (folgen-) kompakt heifit, falls jede Folge mit Gliedern in K eine in K
konvergente Teilfolge besitzt.

Im R™ sind abgeschlossene und beschrinkte Teilmengen kompakt, umgekehrt sind
kompakte Teilmengen immer abgeschlossen und beschrénkt. Im metrischen Raum
C([a, b]; R™) benotigen wir neben Abgeschlossenheit und Beschréinktheit eine wesent-
liche weitere Forderung. Dies formulieren wir zuerst. Es ist das zweite wichtige Kom-
paktheitskriterium der Analysis.
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1 8.3.12 Satz (ArzelfAscolf). Eine Teilmenge K C C([a,b];R™) ist genau dann kom-

pakt, wenn sie
(i) abgeschlossen ist;

(ii) die Funktionen in K gleichmdfig beschrinkt sind, d.h.

InerY rex Viela |f(t)] <M (8.3.12-A)

gilt; und
(iii) die Funktionen in K gleichgradig stetig sind, also

\V/5>OE|5>OVf€Kv57te[a7b} |S - t| < 5 — |f(8) - f(t)l < € (8312-8)
gilt.

Beweis. Teil 1: Zuerst begriinden wir, dass kompakte Teilmengen K C C(]a,b]; R")
die Bedingungen (i), (ii), (iii) erfiillen. Kompakte Teilmengen sind abgeschlossen und
vollsténdig (da jede Cauchyfolge in K eine in K konvergente Teilfolge besitzen muss).
Weiter ist jede kompakte Teilmenge eines normierten Raumes beschrankt, da die Norm
| - |l - K — R stetig ist und damit auf K ein Maximum annimmt. Interessanter ist
die dritte Eigenschaft. Angenommen, jede Folge f, € K C C([a,b];R™) enthélt eine
gleichméBig konvergente Teilfolge. Wiirde (iii) dann nicht gelten, dann gébe es ein g >
0, so dass fiir jedes § > 0 ein f € K und Punkte s,t € [a, b] mit

ls—tl<d AN |f(s)— f(t)] > <o (8.3.12-C)

Wihlt man nun zu jedem § = % eine solche Funktion f,, und zugehorige Punkte s,,t, €
[a, b] mit

\sn—tn|<% A () = Fult)] > 0. (83.12-D)

Da [a, b] kompakt ist, gibt es damit eine Teilfolge von (¢,,) mit ¢, — 7 und damit auch
8p, — T fiir & — oo. Allerdings haben wir angenommen, dass jede Folge aus K eine
konvergente Teilfolge besitzt, damit konvergiert eine Teilfolge von (f,,, ) gleichméBig auf
[a,b] und (fiir diese Teilfolge, die wir wiederum genauso bezeichnen) gilt

fnk<8nk) - fnk (tnk) — f(T) - f(T) =0 (8.3.12—E)
im Widerspruch zu (8.3.12-D]). Also ist die Annahme falsch und es gilt (iii).

Teil 2: Wir zeigen nun das eigentliche Kompaktheitskriterium. Dafiir geniigt es zu zei-
gen, dass (ii) und (iii) fiir eine Folge in K die Existenz einer gleichméfig konvergenten
Teilfolge impliziert. Dazu nutzen wir ein Diagonalargument. Sei (¢;);en eine in [a, b
dichte Folge. Sei weiter (f,)nen eine Folge aus K. Da nach (ii) die Folge (f,.(t1))nen be-
schrankt ist, besitzt diese nach Bolzano—Weierstrass eine konvergente Teilfolge. Es gibt
also eine Teilfolge (fi1, fi2,...) von (f,), so dass fix(t1) fiir & — oo konvergiert. Da aber
ebenso (fix(t2))ken beschrankt ist, finden wir wiederum eine Teilfolge (fo1, f2o,...) von

4*CESARE ARZELA, 1847-1912
5GIuLIo AscoLl, 1843-1896
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8.3 Existenz- und FEindeutigkeitssétze

(fix)ken, fiir die for(t2) (und natiirlich ebenso for(¢1)) konvergiert. Rekursiv fortgesetzt
finden wir also Teilfolgen

Juu fiz fiz fua
for fo2 foz fau -
fs1 fs2 faz fa - (83.12-F)

in denen jede Zeilenfolge Teilfolge der dariiberstehenden ist, so dass (fix(;))ken fiir alle
1 < 7 konvergiert. Die Diagonalfolge g, := f,, ist ab dem n-ten Folgenglied eine Teilfolge
der n-ten Zeilenfolge und damit konvergiert (g, (;))nen fiir alle j € N.

Es geniigt zu zeigen, dass diese Folge (g,) gleichméBig konvergiert. Dazu nutzen wir
die Gleichstetigkeit (iii). Zu jedem € > 0 finden wir ein § > 0, so dass fiir alle n und
s,t € [a,b

s—t| <20 = |gu(s) — gu(t)] < (8.3.12-G)

Wl M

gilt. Dariiberhinaus gibt es endlich viele {si,...,s,} C {t; | ;7 € N}, so dass jedes
t € [a, b] hochstens Abstand § zu einem der s; besitzt. Also folgt fiir n,m € N und dem
zu t passenden s;

sl + |gm(s:) — gm (0]

|9n(t) = gm(t)] < Ig (t) = gn(s)] + 1gn(s5:) — gm(
3 (8.3.12-H)
3

15
a9 + aX |gn( 1) gm<sz)| +

,,,,,

w

und da fiir n — oo jedes |g.(s;) — gm(si)| eine Nullfolge bildet und wir nur endlich viele
i betrachten, gibt es ein N, mit |g,(s;) — gm(si)] < § fiir n > N, und alle i = 1,...,p.
Also folgt

9,(t) — gm ()| < € (8.3.12-1)

gleichméBig in t. Da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert der Folge (g,,) auch in K
und damit ist die Behauptung gezeigt. O]

8.3.13. Zur Konstruktion der Lésung der Differentialgleichung nutzen wir das Eulersche
Polygonzugverfahren. Dies lasst sich am einfachsten durch ein Bild erkldren. Fiir eine
festgelegte Schrittweite 0 betrachten wir die stiickweise lineare Funktion die durch

f(@t) = fo+ f'(to)(t — to), t € [to,to + 9] (8.3.13-A)

und dann weiter mit ¢; = ¢y + 70 und rekursiv

)= F6) + £t —t),  telit+d,  jEN (5313-8)

definiert ist. Zumindest nahe t; sollte diese Funktion eine gute Naherung an die
gewiinschte Losung sein. Ziel ist es nun, zu zeigen, dass diese Funktionen fiir § — 0
eine konvergente Teilfolge besitzen und diese gegen eine Losung der Differentialglei-
chung strebt.
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15> 8.3.14 Satz (Existenzsatz von Peandf)). Sei H : (a,b) x Q — R™ stetig, to € (a,b) und
fo € Q C R”™ offen. Dann gibt es ein Teilintervall I mit to € I C (a,b) und eine
differenzierbare Funktion f : I — Q mit

f)y=H(t f(t),  fto)= fo (83.14-A)
Beweis. Wir betrachten zu ¢ > 0 den durch und definierten Poly-

gonzug durch den Punkt (¢g, fy). Der Beweis besteht aus zwei Schritten. Zuerst zeigen
wir, dass die Familie dieser stiickweise linearen Funktionen fiir 6 € (0, 1] {iber einem
Intervall I um t, gleichméflig beschrankt und gleichgradig stetig ist. Damit ist der Satz
von Arzela—Ascoli anwendbar und wir finden eine Folge 9,, — 0 fiir die die zugeordnete
Folge von Polygonziigen iiber I gleichméfBig konvergiert. In einem zweiten Schritt zeigen
wir, dass die Grenzfunktion auch tatséchlich die Differentialgleichung 16st.

Schritt 1: Wir wihlen ein I = [to — ¢,tp + ¢| C (a,b) und betrachten Polygonziige
f(s) zur Schrittweite § durch (to, fo) tiber dem Intervall I. Dies sind stiickweise lineare
Funktionen fy : I — R"™ mit durch fiir j € Z definierten Werten an den
Stiitzstellen ¢; 5y = to + jo. Diese Funktionen sind Lipschitzstetig, fiir s,# € I mit s <t
gilt

|£5)(s) = fo) (O] < 1 fi6)(8) = fo) (bamin,0))]
+ > | o) (tj+1.06) — fio) (L)

j:tj7(5)>s AN tj+17(5)<t
+ /) (tmax+1,0)) — fio) (D)l
< |H (tmin,(2) f) (min —1,0))| 5 = Lmin,(5)| (8.3.14-B)
+ > |H (t5.5), o)t ) Ej1,5) — 6]
j:tj7(5>>s AN tj+1’(5)<t
+ | H (tmax+1,(5)» £(6) (Emax +1,(6))) | [fmax,(5) — ]
<|s—t max | H (5,055 fio) (£5.00)

Jitip1,8)>8 Nt )<t

mit Lipschitzkonstante dem Maximum der im Polygonzugverfahren verwendeten Werte
von H. Um dieses abzuschétzen, schrinken wir das Intervall ein. Sei dazu

M = max |H (¢, )] (8.3.14-C)

[t—to|<d A |f—fol<r

6G1USEPPE PEANO, 1858-1932
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fiir ein d und ein r. W&hlt man nun ¢ < d derart, dass Mc¢ < r, so bleiben alle Poly-
gonziige iiber I innerhalb der gerade genutzten Kugel vom Radius » um fj. Dies folgt
direkt aus obiger Abschéitzung. Damit folgt aber auch

| f5)(s) = fio)()] < M]s —t] (8.3.14-D)

und die Funktionen fs) sind auf I gleichméBig beschrénkt und gleichgradig (Lipschitz-)
stetig. Damit existiert eine Folge d,, — 0 derart, dass (f(5,))nen gleichméBig konvergiert.
Schritt 2: Sei
f=lim fgs, (8.3.14-E)
n—oo

der Grenzwert dieser Folge in C(/; R™). Definieren wir nun die Treppenfunktion

H)(t) = H(t0), fo) (L) fr ) <<t (8.3.14-F)

so gilt nach Konstruktion

fe () — fo= / H ) (8.3.14-G)

Da H auf der kompakten Menge {(t, f) | [t —to] < ¢ A |f — fo| <7} stetig und damit
gleichméBig stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein n > 0, so dass

ls—tl<n A |f—gl<n = |H(s,f)—H(t,g)l<e (8:3.14-H)

gilt und auf Grund der gleichméfligen Konvergenz gibt es zu 7 ein n mit 9, < n und
If = feomlleo < 1 und damit

|H (L, f(t)) — H,) (O] = [H(t, f(1) — H(tj ), f5)(Li))] < e (8.3.14-1)

Also konvergiert Hs,(t) gleichméfig gegen H(t, f(¢)) und es folgt

/t H(r, f(7))dr = hm/ H,(r)dr = lim fi5,)(t) = fo = f(t) = fo  (83.14-))

Die stetige Funktion f 16st also die Integralgleichung . Damit folgt aber, dass f
stetig differenzierbar ist und ebenso f'(t) = H(t, f(t)) zusammen mit den Anfangsbe-

dingungen f(t9) = fo. O

Erganzung. Der Existenzsatz von Peano garantiert die Existenz von Losungen, aber weder deren Ein-
deutigkeit noch deren stetige Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen oder von der Gleichung selbst.
Damit ist der Satz zwar sehr allgemein, aber auch relativ nutzlos.

Das im Beweis genutzte Eulersche Polygonzugverfahren zur Konstruktion von N&herungslosungen
stellst das einfachste numerische Losungsverfahren fiir gewthnliche Differentialgleichungen dar. Un-
ter der Voraussetzung des Satzes [8:3.5] von Picard-Lindelof konvergieren die Polygonziige fiir § — 0
gleichmifig gegen die eindeutig bestimmte Losung (was auch aus obigem Beweis folgt). Fiir praktische
Anwendungen existieren deutlich schneller konvergierende Methoden, zum Beispiel das Rungeﬂ»Kuttzﬁ-
Verfahren.

"CARL DAvVID TOLME RUNGE, 1856-1927
SMARTIN WILHELM KUTTA, 1867-1944 (von 1912 bis 1935 Professor in Stuttgart)
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8.4 Lineare Differentialgleichungssysteme

8.4.1 (Fundamentalsysteme). Eine Differentialgleichung heifit linear, wenn in ihr die zu
bestimmende Funktion f und ihre Ableitungen linear vorkommen. Wir formulieren Dif-
ferentialgleichungen hoherer Ordnung zu Systemen erster Ordnung um und betrachten
deswegen vorerst nur letztere. Ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung
ist also stets von der Form

f1(t) =A@ f() (84.1-A)
mit einer matrixwertigen stetigen Koeffizientenfunktion A : I — C™*". Wir nehmen der
Einfachheit halberf] an, dass Koeffizienten und Losungen komplexwertig sind.

Ergdnzung. Auf lineare Differentialgleichungssysteme ist stets der Satz von Picard—Lindelof an-
wendbar. Damit kénnen wir Anfangswertprobleme fiir (8.4.1-A) insbesondere durch die Fixpunktite-
ration aus dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes direkt 16sen, die Folge der Funktionen

t— fo+ </t:A(7)d7>f0

t t
t'—)f(]-l- < A(T) dT+/ A(’Tl)
to

to

T1

A(r)dr d’7'1> fo

to

(8.4.1-B)

tes fo+ (gl/t:A(ﬁ)/t: A(Tg)/:.--/t:N_IA(TN)dTN.-- dTQdﬁ)fo

konvergiert also stets gleichmiiflig (auf einem Intervall [ty — §, tp + 9] fiir hinreichend kleines ¢) gegen
die Losung f. Die sich ergebende Reihendarstellung wird als PeanofBakeIF_U}Reihe bezeichnet. Sie ist
nur selten direkt berechenbar.

Sind zwei Funktionen f; und f; Losungen von , so sind auch Linearkombina-
tionen f; + afo, o € C, Losungen und die Losungsmenge der Gleichung bildet
einen Vektorraum iiber C, den Lésungsraum von . Eine Basis des Losungsraumes
wird als Fundamentalsystem bezeichnet. Bildet fi,..., f,, ein Fundamentalsystem von

Losungen, so ist jede Losung f von von der Form
f&)=Cifi() + -+ Crfun(t) (8.4.1-C)

mit Konstanten C; € C. Es stellt sich die Frage, wie man einer Familie von Losungen
ansieht, ob sie ein Fundamentalsystem bildet.

8.4.2 Lemma. Seien fi,..., f, Lisungen zu (8.4.1-A)). Dann sind dquivalent:
(i) fiir jedes t € I sind die Vektoren fi(t),..., fu(t) linear unabhdngig;
(i) fir ein ty € I sind die Vektoren fi(to),..., fa(to) linear unabhingig;
(iii) die Funktionen f1,..., f, sind linear unabhdingig;

(iv) die Funktionen fi,..., f, bilden ein Fundamentalsystem.

9Das ist tatséichlich einfacher.
OHENRY FREDERICK BAKER, 18661956
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8.4 Lineare Differentialgleichungssysteme

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) sind offensichtlich, wir schreiben sie
noch einmal explizit auf. Aus

Vier <Z@jfj(t) =0 = ==, = 0) (8.4.2-A)
j=1
folgt
Fier <Zajfj(t) =0 = o1=---=a, = 0) (8.4.2-B)
j=1

und damit insbesondere
(Vtel Z a;fi(t) = 0) — o= =aq, =0. (8.4.2-C)
j=1

Die Implikation (ii) = (iv) beruht auf der eindeutigen Losbarkeit von als
Folgerung des Satzes von Picard-Lindelof. Ist f eine Losung zu (8.4.1-A) mit
Anfangsbedingung fy = f(fp) € C". Dann gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten
at,y ..., q, € C mit

fo=a1fi(to) + -+ anfalto) (8.4.2-D)

und die erhaltene Losung
t=arfi(t) + -+ o fult) (8.4.2-E)
muss fiir jedes t mit f(¢) iibereinstimmen. Also erzeugt fi, ..., f, den Losungsraum und

wegen (iii) handelt es sich damit um eine Basis.

Es bleibt (iv) = (i) zu zeigen. Angenommen, fiir Fundamentalsystem f, ..., f,, und
ein t, sind fi(t,), ..., fm(ts) linear abhéngig. Dann gibe es Koeffizienten /1, ..., 3,,, die
nicht alle verschwinden, so dass

0= Blfl(t*) +ooee ﬂmfm(t*) (8'4'2'F)

Wegen der Eindeutigkeit der Losung der Differentialgleichung folgt daraus aber, dass
die Linearkombination die Nulllésung darstellt und damit

0=p51f1(t) + -+ B fm(t) (8.4.2-G)
fiir alle ¢ gilt. Damit ist aber fi,..., f,, linear abhéngig. O]

8.4.3 Korollar. Der Lisungsraum von (8.4.1-A|) ist n-dimensional.

8.4.4 (Wronski-Determinante). Sind zu neben einem Fundamentalsystem
fi,-.., fn noch Anfangsbedingungen f(to) = fo gegeben, so ergibt sich ein lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung der Konstanten C;

lel(tO) +-+ Cnfn(tO) = fO' (8'4'4'A)
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Dieses besitzt die Koeffizientenmatrix

fui(to) fa(to) -+ fur(to)
Jiz(to)  falto) -+ fu2(to)

: : (8.4.4-B)
fln(to) f2n(t0) T fnn(t(J)
bestehend aus den Spalten fi(to), ..., fu(to)-
Die Determinante einer solchen Matrix bestehend aus n Losungen fi,..., f, der Glei-

chung (8.4.1-A) wird als Wronski-Determinantd | W(f1, ..., f.)(to) bezeichnet. Diese ist
genau dann von Null verschieden, wenn die Funktionen ein Fundamentalsystem bilden.
Lemma [R.4.2] kann man damit neu formulieren.

8.4.5 Korollar. Seien fi,...,f, : I — C" Lésungen eines linearen Differentialglei-
chungssystems (8.4.1-A)). Dann sind dquivalent:

(i) Fir eintoe I gilt W(fi1,..., fn)(to) #0.
(i) Fir jedest € I gilt W(f1,..., fa)(t) #0.
8.4.6 Beispiel. Mitunter kénnen Fundamentalsysteme direkt aus der Differentialglei-

chung abgelesen werden. Wir betrachten als Beispiel eine Differentialgleichung n-ter
Ordnung

() + ap 2™ V() + -+ a2 (1) + apz(t) =0 (8.4.6-A)
mit konstanten Koeffizienten aq, ..., a,_1 € C. Angenommen, das zugehorige charakte-
ristische Polynom

Nt Nt adtag = (A= A) (8.4.6-B)
j=1
besitzt paarweise verschiedene komplexe Nullstellen Aq,..., )\, € C. Dann bilden die
Funktionen
t s et j=1...,n (8.4.6-C)

ein Fundamentalsystem. Um dies nachzuweisen, betrachten wir das zugehorige Differen-
tialgleichungssystem erster Ordnung

f(t) = 5 . ') =ARf@), (8.4.6-D)
(= (t)

mit der sich ergebenden Koeffizientenmatrix A(¢). Die zu den Funktionen gehérende

11 JosEF MARIA HOSNE-WRONSKI, 1778-1853
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Wronski-Determinante kann direkt berechnet werden. Es gilt

e)\lt e)\gt A e/\nt
et ettt o) et
det
A?ffie/\ﬂ )\;lfie)\gt . )\n—l'e)\nt
" (8.4.6-E)
1 1 ... 1
A N,
— O g N =e [ =) #0
: : : i<j
)\711—1 )\;L—l L. )\Zfl
unter Ausnutzung von A\; + --- 4+ A\, = —a,_; und der bekannten Formel fiir die Van-
dermondd™ Determinante.
8.4.7 Beispiel. Die Differentialgleichung
y"(x) —y(z) =0 (8.4.7-A)

kann nach dem gerade diskutierten Beispiel direkt gelost werden. Das zugehorige Poly-
nom A3 — 1 = 0 besitzt als Nullstellen die drei komplexen Einheitswurzeln

1 .3 1 V3
1, —5 -+ 17, —5 — 17 (8.4.7-3)

und damit als Fundamentalsystem die zugehorigen Exponentialfunktionen. Die beiden
komplexen Exponentiale kann man jeweils zu Winkelfunktionen zusammenfassen, ein
reelles Fundamentalsystem ist durch die drei Funktionen

3 3
T e’ T e 2% cos (\/T_x), x5 e 27 sin (\/T_x) (8.4.7-C)

gegeben.

8.4.8 Beispiel. Fiir ein System
') =Af(t) (8.4.8-A)
mit konstanter Koeffizientenmatrix A € C™*" ist zu jedem Eigenwert A € C und zu-
gehorigem Eigenvektor v € C™ durch
t s eMu (8.4.8-B)

eine Losung gegeben. Dies folgt direkt durch Differenzieren,

d
—eMy = Ml = eMAv. (8.4.8-C)
dt
Gibt es n linear unabhéngige Eigenvektoren, ist die Matrix A also diagonalisierbar, so

bilden die gerade gefundenen Losungen ein Fundamentalsystem.

12 ALEXANDRE-THEOPHILE VANDERMONDE, 1735-1796
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8 Differentialgleichungen

8.4.9 Lemma (AbeF_:‘r], Liouvillﬂ—OstrogradskE}). Seien f1,...,fn: I — C" Lésungen
eines linearen Differentialgleichungssystems . Dann gilt

%W(fl, e f) @) =W, -, fu)(t) trace A(t) (8.4.9-A)
und damit
W(f1,..., [n)(t) =exp (/tt trace A(T) dT) W(f1,-. -, fn)(to). (8.4.9-B)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen auf der Basis der Rechenregeln
fir Determinanten. Wenn wir die Eintrédge des Vektors f;(¢) mit f; ;(¢) bezeichnen, gilt
unter Ausnutzung der zeilenweisen Linearitdt der Determinante

Su(t)  far(t) - far(t)

G g = L[ 20 O el

dt Cdt : : :
fln(t) f2n(t) e fnn(t) (8.4.9-C)
Ocfun(t) Oufar(t) -+ Ofmr(t) fu(t)  fat) - far(t)
fi2(t)  faot) - fa2() Orf12(t) Opfaa(t) -+ Opfna(t)
- X : : T : : : +
fln(t) f2n(t) T fnn(t) fln(t) f2n(t) T fnn(t)

wobei wir jeweils die Eintrage einer Zeile ableiten. Nutzt man die Differentialgleichung,
um diese Ableitungen als

Outs(t) = 3 asult) fn(t) (8.4.9-D)

durch die Eintrige a;;(t) der Matrix A(t) auszudriicken, so ergeben sich Linearkombi-
nationen der jeweiligen Spalteneintrage und die zeilenweise Linearitét der Determinante
erlaubt dies zu vereinfachen. Fiir die erste Zeile der Determinante folgt

O fu(t) Oufua(t) -+ Oufm(t) fie(t)  fou(t) -+ far(t)
fiat)  falt) o fa2(t) = Ji2a(t)  foalt) - fua(t)
: : : - a1(t) : : :
fnl)  Falt) o )| Fint) fonl) o Fun()

(8.4.9-E)
fu®) falt) - fu(?)

fi2(t)  faolt) -+ faa(t)

)

= ClLl(t)

Fint) fonlt) - fanl®)

13NI1ELS HENRIK ABEL, 1802-1829
14JosEPH LIOUVILLE, 18091882
15 MricHAIL WASSILJEWITSCH OSTROGRADSKI, 18011861
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8.4 Lineare Differentialgleichungssysteme

da fiir jeden weiteren Summanden zwei gleiche Zeilen in der Determinante auftreten.
Entsprechend folgt fiir j-ten Summanden der Vorfaktor a; ;(¢) und damit nach Summa-
tion und mit trace A(t) = >_; a;;(t)

Ju)  fa(t) frr(t) fu®) fat) - fu(t)

% f125(t) f225(t) fn2;<t) _ trace A(t) f125(t) f225(t) e anE(t) (8.4.9.F)
jan(t) jbn(t) T fﬁn(t) jin(t> fbn<t) T fﬁn<t)

und damit nach Integration die Behauptung. O]

8.4.10 (Variation der Konstanten). Sei f1,..., f, ein Fundamentalsystem fiir die homo-
gene lineare Differentialgleichung . Dann erlaubt der Ansatz

n

F@&) =) fi(t) + -+ cal®)fult) =D ci(8) f(t) (8.4.10-A)

j=1

mit Koeffizienten ¢; : I — C die Lésung des inhomogenen Problems

() — A(t)f(t) = b(t) (8.4.10-B)

fiir eine beliebige rechte Seite b : I — C™. Da die f; ein Fundamentalystem bilden,
ist fiir jedes t € I durch fi(t),..., fu(t) eine Basis von C" gegeben und jede Funktion
f: I — C"ist in der Form darstellbar. Die Wahl eines Fundamentalsystems
als Basis erlaubt allerdings fiir eine (relativ einfache) Bestimmung der Koeffizienten.
Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung liefert

n n n

F(6) = A =) O f(t) + Z ¢ (8)f3(6) = Y es(6)A() f(2)

J=1 J=1

(8.4.10-C)

=408 =)

und damit ein (fiir jedes ¢ eindeutig losbares) lineares Gleichungssystem fiir die Ablei-
tungen c/(t)

-1

(1) fu®) fa(t) - ful(t) bi(1)
ch(t) fia(t)  falt) - faa(t) ba(t)

' : ‘ ‘ ‘ (8.4.10-D)
cu(t) fin(®) fon(t) - fan(®) ] [0n(t)

mit den Eintrégen by(t),. .., b,(t) des Vektors b(t) € C". Zur Bestimmung der Koeffizi-
enten ¢;(t) geniigt damit Integration.

Die gerade gezeigte Methode wird oft als Variation der Konstanten bezeichnet.
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8 Differentialgleichungen

8.4.11 Beispiel. Wir betrachten ein Beispiel und dazu das Differentialgleichungssystem
, 10 |1

ft) - L 1} ft) = M : (8.4.11-A)

Das homogene Problem liefert ausgeschrieben in Komponenten f(t) = [

20 =2, () = talt) +y(0), (8.4.11-B)

woraus direkt z(t) = Cie’ folgt. Eingesetzt in die zweite Gleichung erhalten wir eine
inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung, wiederum mit homogener Losung e
und damit fiihrt der Ansatz y(t) = Cy(t)e! zu

Y (1) = Ch(t)e! + Co(t)e! = tChel +y(t),  also Ch(t) = Cit (8.4.11-C)

und damit Cy(t) = %tz + C5. Die allgemeine Losung des homogenen Problems zu
(8.4.11-A)) ist also durch

t t
26 (S

ft) = {x@)} =0 [f } +Cy {0} (8.4.11-D)

gegeben. Das Fundamentalsystem besteht also aus den beiden vektorwertigen Funktio-
nen

e 0
t— {ﬁet} : t— [et} . (8.4.11-E)

Damit kann (wiederum mit Variation der Konstanten) die allgemeine Losung der inho-

mogenen Gleichung (8.4.11-A)) bestimmt werden. Der Ansatz

f(t) = Cu(t) E;t} + Cy(t) [2] (8.4.11-F)
filhrt wegen
rio=cio) | S,] +ao o] raomo Lanro+ i) e
2 2 (8)-[]
und damit

916 T Tl e

Integration fithrt auf

Ci(t) = /C{(t) dt = —e '+, Cy(t) = /Cg(t) dt = %e_tt(t+2)+C’2. (8.4.11-)
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8.4 Lineare Differentialgleichungssysteme

8.4.12. Systeme mit konstanten Koeffizienten lassen sich direkt und explizit 16sen. Dazu
nutzen wir die Matrixexponentialfunktion definiert als

exp(A) =1+ 3 %A’“ (8412.A)
k=1

fiir A € C™*"™. Wichtige Eigenschaften sind in folgendem Lemma zusammengefasst, den
Beweis iiberlassen wir als Ubung.
Lemma. (i) Es gilt exp(0) = 1.
(i) Gilt AB = BA fiir zwei Matrizen A, B € C"*", so folgt
exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A). (8.4.12-B)

(iii) Fiir jede Matriz A ist exp(A) invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

(iv) Fir jede Matriz A ist die Funktion R 3 t — exp(tA) € C™*" differenzierbar und

es gilt
% exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A. (8.4.12-C)

Damit ergibt sich eine explizite Formel fiir die Losungen des zugehorigen Anfangswert-
problems. Zum Beweis geniigt das Einsetzen in die Gleichung.

8.4.13 Korollar. Sei A € C*"*™. Dann sind die Losungen des Anfangswertproblems
f@)=Af)+b(t),  f(to) = fo, (8.4.13-A)
zu fo € C" und jedem stetigen b : 1 — C", to € I, durch

f(t) =exp((t —to)A)fo + /t exp((t — s)A)b(s)ds (8.4.13-B)

to
gegeben.
8.4.14 Korollar. Es gilt
det exp(A) = e'racc4, (8.4.14-A)

Beweis. Da die Spalten der matrixwertigen Funktion ¢ +— exp(tA) ein Fundamentalsy-
stem des Differentialgleichungssystems f'(t) = Af(t) bilden, impliziert Lemma fir
die zugehorige Determinante

det exp(tA) = €' det exp(0) (8.4.14-B)

und zusammen mit det exp(0) = 1 folgt die Behauptung. O

Ergdnzung. Es bleibt, Matrixexponentialfunktionen exp A sinnvoll zu berechnen. Dazu bietet sich die
JordannormalformI%] der Matrix A an. Jede Matrix A € C"*™ kann zu

Jm1 ()‘1)
_1 ng ()\2)
A=T _ T (8.4.14-C)

Jmtz ()‘4)

I6MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN, 1838-1922
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8 Differentialgleichungen

transformiert werden. Dabei sind die auftretenden \; € C gerade die Eigenwerte der Matrix A, J,,, ()
Jordanblécke der Form

A1 0 - 0]
0o X 1 .o
JnN) =1 . .. . gl eCmm (8.4.14-D)
: oA 1
0 - - 0 A

und es gilt Y ;mj = n. Bezeichnet man die auftretende Blockmatrix mit 7, so gilt

exp(A) =T +T7! <Z lig’“) T
k=1

exp(Jim, (A1) (8.4.14-E)

1 eXP(sz ()‘2))
=T ) T

exp(Jm, (Ae))

da sich alle weiteren auftretenden 7 und T—! kiirzen. Es geniigt also, Matrixexponentiale einzelner
Jordanblocke zu bestimmen. Fiir Potenzen gilt

(A2 20 1 0o - 07
0 A 2x 1
. t. t. t. 1
A2 2
L 0 0 A2
und entsprechend rekursiv
r —1 k(k=1) \k— 1
Ak kAk 1 5 Ak 2 ..
0 AE EAF—T :
Im(N)F = | ELUS U (8.4.14-G)
: . AP kAR
L0 e .. 0 2k |
Nach Multiplikation mit t* und Summation folgt damit
PR %e“‘ L 7
0 ettt :
exp(tJm(A) = | -, %et)\ . (8.4.14-H)
et)\ tet)\
L 0 0 et |

Ergdnzung. Wir ergénzen die zugrundeliegende lineare Algebra. Jede Matrix A € C™*™ besitzt Eigen-
werte, es existiert also A € C mit ker(A — A) # {0}. Wir betrachten zu diesem Eigenwert A die Kette
der Nullrdume

ker(A — \) C ker(A —\)? Cker(A—\)?3*C...CC", (8.4.14-1)
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8.4 Lineare Differentialgleichungssysteme

die offenbar aufsteigend geordnet ist. Da C™ endlichdimensional ist, gibt es insbesondere stets ein £ € N
mit
ker(A — \)* = ker(A — \)*F1. (8.4.14-))
Fiir dieses ¢ gilt auch ker(A — )1 = ker(A —\)“*2. Wir zeigen dies zuerst. Sei dazu v € ker(A—\)*+2.
Dann ist (A — A)v € ker(4 — M) = ker(A — \)* und somit (4 — \)* 1y = 0. Weiter gilt offenbar fiir
die Bilder der Potenzen
C" Dim(A —\) Dim(A—\)?D .. (8.4.14-K)
und fiir hinreichend groBe ¢ folgt im(A — )\)Z = im(A— )\)Zfl. Wir wiihlen eines mit £ > ¢. Dann gibt es
damit zu jedem v € C" ein w € C™ mit ({4—)\)‘71} = (A—})“lw und damit v—(A—Aw € ker(A—)\)Z =
ker(A — X\)*~L1. Damit folgt aber (A — \)*"1v = (A — \)*w und somit im(A — \)*~! = im(A — \)*. Also
folgt (nach endlich vielen Schritten) im(A — \)* =im(A4 — \)**7, j € N.
Wir zeigen damit
ker(A — A)Y ¥ im(4 — )¢ = C". (8.4.14-L)

Dazu nutzen wir zwei Schritte. Gilt v € ker(A—\)Nim(A—\), so gibt es ein w € C™ mit v = (A—\)‘w
und damit (A — \)?“w = 0. Also folgt w € ker(A — \)* = ker(A — \)* und damit w = 0, also v = 0.
Weiterhin gibt es fiir jedes u € C" wegen im(A—\)* = im(A—))* ein @ € C" mit (A—\)‘u = (A-\)*a
und damit liefert

u— (A= N € ker(A — N\, (A= Nt € im(A -\ (8.4.14-M)
eine Zerlegung von u in Elemente aus ker(A — \)¢ und im(A4 — \)*.

Da im(A — \)* nach Konstruktion unter A — ) invariant ist, folgt
A:im(A =\ — im(A - \)* (8.4.14-N)
und wir kénnen C™ zerlegen in die endlich vielen Teilrdume
C" =ker(A— M) T ker(A— ) + -+ F ker(A — Ap)im (8.4.14-0)

fiir die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1,...,A;, € C von A und mit den zugehdrigen Lingen
ly,...,4,, der Nullraumketten.

Es bleibt zu verstehen, warum wir damit die Jordannormalform der Matrix A berechnet haben. Dazu
nutzen wir eine der Zerlegung untergeordnete Basis fiir jeden der Teilrdume ker(A — /\j)zf. Hilfreich zur
Bestimmung der Basis ist dabei die folgende als Young—DiagramnE bezeichnete Darstellung

Wi || W21 || W3,1|| Wa,1|| Ws,1

Wy,2|| W22 W3,2|| W4,2

Wi 3|| W23 || W3,3| W4,3

in der in der s-ten Zeile jeweils dimker(A — X;)® — dimker(A — );)*~! Kistchen gezeichnet sind.
Spaltenweise gelesen ergeben sich daraus Jordanblocke.

Einem Vektor wy € ker(A — \)¢ \ ker(A — \)*~! ordnen wir dazu die Hauptvektoren

wej = (A= Nwy,  j=1,...,0—1 (8.4.14-P)

" ALFRED YOUNG, 18731940
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8 Differentialgleichungen

zu. Diese sind linear unabhéingig. Ebenso ist span{wy,...,wy} unter A invariant und auf diesem Un-
terraum und in dieser Basis agiert A in Form des Jordanblocks Jy(\). Fiillt man das Young-Diagramm
auf diese Weise (von unten nach oben) mit weiteren modulo ker(A —\)’~! linear unabhiingig gewiihlten
Vektoren in den unteren Késten der j-ten Zeile und den entsprechenden Hauptvektorketten, so ergeben
sich alle weiteren Jordanblécke zum selben Eigenwert.

8.4.15. Zu jeder Hauptvektorkette zur Matrix A zum Eigenwert A, also zu

wy € ker(A — \)°\ ker(A — )t (8.4.15-A)
und .
we—j = (A — X wy, j=1,...,0—1, (8.4.15-B)
ergeben sich ¢ linear unabhéngige Losungen des Systems f/(t) = Af(t)
k=1
te eMwy,  t e eMwy + teMwy, - Z —‘ Mg _jyeeeee (8.4.15-C)
=0/
Dies folgt direkt durch Einsetzen. Es gilt
k— k-1,
1 v
Z ¢y =AY et
= =0
— B SV
— ' me Wr—j -+ Z ﬁe ()\ — A)wk,j (8.4.15—D)
j=1 7=0
k—1 i k—1
=t t7
= ; e wy— Zfe Wi—j—1 =0
—1)! J ! J
= G- =

Die Existenz der Jordannormalform der Matrix A € C*"*" garantiert die Existenz von
genug linear unabhéngigen Hauptvektorketten, um auf diese Weise ein Fundamentalsy-
stem zu erhalten.

8.4.16. Fiir eine Differentialgleichung hoherer Ordnung
e () + a2V @) -+ ard (1) + apx(t) = 0 (8.4.16-A)

mit charakteristischem Polynom A" 4 Zz;é ap\* erhalten wir analog ein Fundamental-
system. Ist A € C eine Nullstelle der Ordnung ¢ des charakteristischen Polynoms, so
sind

t—eM,  t e, o et o e (8.4.16-B)
¢ unabhéngige Losungen. Der Fundamentalsatz der Algebra liefert damit wiederum
genug Losungen fiir ein Fundamentalsystem.

8.5 Autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder

8.5.1. Wir erinnern daran, dass ein System erster Ordnung @(t) = H(t,z(t)) auto-
nom heifit, falls die Gleichung nicht explizit von der Variablen ¢ abhéngt. Autonome
Differentialgleichungssyteme haben also stets die Form

#(t) = H(x(t)) (8.5.1-A)
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mit einer Funktion H : 0 — R". Autonome Differentialgleichungssysteme erster Ord-
nung haben eine natiirliche Interpretation als Vektorfelder mit den Losungen als pa-
rametrisierten Kurven, so dass der Tangentenvektor #(t) an jeder Stelle mit dem ge-
gebenen Vektor des Vektorfeldes iibereinstimmt. Im Weiteren nutzen wir deshalb die
Bezeichnung v statt H.

Wir nehmen im weiteren an, dass das Vektorfeld v stetig (Fréchet-) differenzierbar ist.
Dann ist der Satz von Picard-Lindelof anwendbar und das Anfangswertproblem

x(t) = v(x(t)), z(0) = xg (8.5.1-B)

besitzt fiir jeden Startpunkt xy eine eindeutige lokale Losung x : [=4,6] — Q. Diese
Losung hiangt wegen Folgerung [8.3.6| stetig vom Startwert xo ab und bestimmt eine
Funktion

O:Ux1I—Q, D (xg,t) := z(t) fir die Losung x zu (8.5.1-C)

fiir eine Umgebung U von xy und ein Intervall I. Die Funktion ® wird als Fluss des
Vektorfeldes v bezeichnet.

8.5.2 Lemma. Sei v swtetig differenzierbar. Dann ist der Fluss ® : U x I — Q diffe-
renzierbar.

Beweis. Es geniigt, die stetige Differenzierbarkeit beziiglich des Anfangspunkts zy zu
zeigen. Sei dazu h € R"™ so klein, dass xg + h € U gilt. Dann folgt aus der Differential-
gleichung

% (P(zo + h,t) — P(z0,t)) = v(P(zo + h,t)) — v(P(x0, 1))

|
_ / V(0. t) + (B + hyt) — B0, 1)) ds (852-A)

— /01 V' (®(xg,t) + s(P(z0 + h,t) — P(x0,1))) ds (P(xg + h, t) — D(x, 1))

~~

=:A(t,h)
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und wir sehen, dass die Differenz ®(xy + h,t) — ®(xg, t) selbst eine lineare Differential-
gleichung

%aw%+mw—w%¢»:A@m@mm+ma—w%¢» (8.5.2-B)

zum Anfangswert ®(zo + h,0) — ®(z0,0) = h 16st. Die auftretende Koeffizientenmatrix
A(t, h) hangt dabei stetig von 2y und vom Fluss ® ab und erfiillt

lim (L, h) = v'(®(xo, ). (8.5.2-C)

Wir betrachten diese allgemeiner matrixwertig

%B@@:A@@B@m, B(0,h) =1. (85.2-D)

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f besitzt diese eine eindeutige Losung ¢t — B(t, h),
die stetig vom Parameter i abhéngt und es gilt

CD(I’O + h, t) — (I)(l’o, t) = B(t, h)h (8.5.2—E)
Also ist ® partiell nach xq differenzierbar und es gilt

Ory® (0, 1) = lim B(t, h) = B(t,0). (8.5.2-F)

Weiterhin ist B(¢,0) als Losung eines Anfangswertproblems stetig in xy und ¢ und
wir haben die stetige partielle Differenzierbarkeit gezeigt. Da & durch die gegebene
Gleichung auch stetig partiell nach t differenzierbar ist, folgt die Differenzierbarkeit. []

Ergdnzung. Die Aussage gilt auch allgemeiner fiir Losungen zu Anfangswertproblemen
i(t)=H(t z(t)),  z(to) = o, (8.5.2-G)

fiir stetig differenzierbares H : (a,b) x @ — R™. Losungen hiingen differenzierbar vom Anfangswert x
ab. Hangt H differenzierbar von weiteren Parametern ab, so folgt auch die differenzierbare Abhéingigkeit
der Losung von den Parametern. Beides kann man in analoger Weise direkt nachweisen, oder aber auf
obiges Lemma zuriickfithren. Fiir letzteres fithrt man ¢ und die Parameter p als weitere Komponenten
der Losung mit £ = 1 und p = 0 in die Differentialgleichung ein. Das sich ergebende System in hoherer
Dimension ist autonom.

8.5.3. Bevor wir genauer iiber autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder nach-
denken, benttigen wir ein weiteres Hilfsmittel. Gegeben sei eine Differentialgleichung auf
einem Gebiet 2 C R"

z(t) = v(z(t)) (8.5.3-A)
mit einem Vektorfeld v : 2 — R™. Sei weiter ¢ : Q2 — Q ein Diffeomorphismus, also
eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung mit an jeder Stelle x € () invertierbarer
Ableitung ¢'(z) € L(R™,R") ~ R™". Betrachtet man die transformierte Funktion
Z(t) = p(x(t)), so impliziert die Kettenregel

E(t) = ' (x(t)i(t) = ¢ (x(t))v(x(t) = V(F(t)) (8.5.3-B)
mit der durch
V(p(z)) = ¢ (2)v(2) (8.5.3-C)

definierten Funktion v :  — R™. Diese wird als Pushforward des Vektorfeldes v be-
zeichnet. Dafiir hat sich die Notation ¢,v eingebiirgert.
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15" 8.5.4 Satz (Glattungssatz fiir Vektorfelder). Sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf Q und xy € Q mit v(x,) # 0. Dann existiert eine Umgebung U von xe und ein
Diffeomorphismus ¢ : U — p[U] C R™ mit

DLV = €. (8.5.4-A)

Beweis. Wir wihlen einen zu v(z,) # 0 transversalen Unterraum V' C R", also einen

Unterraum mit R" = V + span{v(z,)} und v(z,) € V. Sei weiter S eine kompakte Um-
gebung von z, in (ze+ V) NQ. Zu Punkten aus S bestimmt der Fluss ® des Vektorfeldes

v eine Abbildung
S x [=0,6] 5 (xo,t) — P(z0,t) € Q. (8.5.4-B)

Fiir ¢ klein genug ist diese Abbildung injektiv. Sie ist auch ein Diffeomorphismus. Dies
rechnen wir kurz nach. Zur Vereinfachung nehmen wir dabei an, dass die letzte Kompo-
nente v, (x,) # 0 gilt. Dann kann V' = span{ey,...e, 1} C R" gewihlt werden. Damit

1st
1 Vi (.To)

rank ¢’ (zo,0) = rank h =n (8.5.4-C)

Vi (20)
und fiir § klein genug folgt Diffeomorphie. Die Umkehrfunktion ¢ = ¢! liefert das
gewiinschte. n

8.5.5. Ein Punkt z, € Q wird als stationdrer Punkt oder kritischer Punkt bezeichnet,
falls v(x,) = 0 gilt. Fiir jeden stationéren Punkt ist die konstante Funktion

t— x, (8.5.5-A)

eine Losung der Differentialgleichung. Punkte mit v(z,) # 0 werden auch als regulére
Punkte des Vektorfeldes v bezeichnet.

In der Néhe stationdrer Punkte bietet es sich an, das Vektorfeld zu linearisieren. Gilt
v(xe) = 0, so impliziert die Differenzierbarkeit des Vektorfeldes

v(z) = A(x — zs) + o(|z — x4|) (8.5.5-B)

mit A = v/(z,) € R"™". Es liegt also Nahe, die Losungen von & = v(x) in der Nihe
des stationédren Punktes z, mit den Losungen des linearisierten Problems y = Ay fiir
Yy = x — x, zu vergleichen.

8.5.6 (Stabile stationare Punkte). Sei z, stationdrer Punkt des Vektorfeldes v. Wir be-
zeichnen x, als stabil, falls es zu jeder Umgebung U von z, eine kleiner Umgebung U
gibt, so dass fiir alle ¢ € U die Losung zu

T =v(z), z(0) = xg (8.5.6-A)

fiir t > 0 in U bleibt,
Viso z(t) € U. (8.5.6-B)
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Gilt dariiberhinaus
lim z(t) = ., (8.5.6-C)

t—o00

so heiflt x, asymptotisch stabil. Fiir letzteres gibt es ein Kriterium basierend auf der
Linearisierung des Vektorfeldes.

8.5.7 Satz (Lyapuno\¥). Sei x, stationdrer Punkt und gilt fir A = v'(x.) € R™"
spec A={A € C | ker(A— ) #{0}} C{z € C|Rez <0}. (8.5.7-A)

Dann ist xe asymptotisch stabil.

Beweis. Wegen nachfolgendem Lemma gibt es eine positiv definite symmetrische
Matrix B € R™ " so dass AT B + BA +1 =0 und damit

y (ATB+ BA)y = —|y| (8.5.7-B)

fiir jedes y € R™ gilt. Mit dieser Matrix B bilden wir die positiv definite quadratische
Form

L(y) =y By > Blyl*. (8.5.7-C)
Mit dieser gilt

iﬁ(flf(t) —x) = (2(t) — wa) Bv(x(1)) + v(2(t)) B(x(t) — x.)

dt
= (2(t) — 22)T(ATB + BA)(x(t) — z) + o(|jx(t) — z?)  (857-D)
= —|z(t) — z.|” + o(|z(t) — z]?)

Fiir |2(t) — 2.|* < 6 und 2(t) # 24 gilt o(|2(t) — 2.]*) < Ha(t) — z.|* und damit folgt

%ﬁ(m(t) _ 2 < —%|x(t) —aft< —%E(m(t) — 2. (8.57-E)

Setzt man nun Us = {x | L(z — z,) < 6} C €, so bleibt damit jede Losungskurve x
der Differentialgleichung & = v(z) mit Startpunkt aus Us innerhalb Us. Weiter folgt

L(z(t) — za) < e ' L(x(0) — 24) (8.5.7-F)
und es gilt fiir jede solche Losung
tlgglo x(t) = . (8.5.7-G)

]

8.5.8 Lemma. Angenommen, fir eine Matriz A € R™*™ gilt Respec A < 0. Dann gibt
es eine symmetrische positiv definite Matriz B, so dass

ATB+BA+1=0 (8.5.8-A)

gilt.

18 ALEKSANDR LYAPUNOV, 1857-1918
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9

Instabiler Knoten und instabiler Strudel
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8 Differentialgleichungen

Beweis. Wir geben B direkt an. Da die Eigenwerte von A negativen Realteil haben,
gibt es eine Zahl g > 0 mit Respec A < —pu. Damit gilt fiir das Fundamentalsystem

fi@t), ..., fu(t) zu f'(t) = Af(t) aber auch

lim e”|f;(t)] = 0. (8.5.8-B)

t—+00

und es folgt limy_,, e"*| exp(tA)|| = 0. Damit ist

—00 —00

B / exp(tAT) exp(tA) dt — / exp(tA) exp(tA) dt (8.58.C)
0 0
wohldefiniert, symmetrisch und erfiillt
—00
A'B+ BA = / (AT exp(tAT) exp(tA) + exp(tA") exp(tA)A) dt
0

—00
:/ ieXp(tAT)eXp(zﬁA) dt (8.5.8-D)
0 dt
= exp(tA") exp(tA){:iO = I

Weiter gilt

—00 —00
y' By = / y' exp(tA) exp(tA)ydt = / | exp(tA)y|* dt > 0 (8.5.8-E)
0 0
fiir y # 0 und B ist positiv definit. m

8.5.9 (Instabile stationdre Punkte). Ein stationérer Punkt z, der bei Umkehr der Zei-
trichtung asymptotisch stabil wird, heifit im weiteren asymptotisch instabil. Fiir einen
solchen gibt es also zu jeder Umgebung U eine Umgebung U, so dass Lésungen zu
(85.6-A) mit (End-) Werten 2o € U fiir alle t < 0 auch z(t) € U erfiillen und
dartiberhinaus lim; , ., z(t) = x, gilt. Ein hinreichendes Kriterium dafiir ist, dass alle
Eigenwerte der Linearisierung A = v'(x,) strikt positiven Realteil haben.

8.5.10 (Sattel). Besitzt die Linearisierung A = v’(z,) des Vektorfeldes in einem stati-
ondren Punkt Eigenwerte mit positivem als auch mit negativem Realteil, so spricht man
von einem Sattel oder bezeichnet den stationdren Punkt als hyperbolisch. Wir nehmen
im Weiteren an, dass keiner der Eigenwerte den Realteil 0 besitzt. Dann gibt es eine
Zerlegung des R™ in unter A invariante Teilrdume

R" =V, +V, (8.5.10-A)

so dass A eingeschrinkt auf V; nur Eigenwerte mit negativem Realteil und eingeschrénkt
auf V; nur Eigenwerte mit positivem Realteil besitzt. Bezeichne im Weiteren P; den
Projektor auf V; entlang Vi und P, = I — P, den komplementéren Projektor. Damit kann
A als Summe

A=A+ A (8.5.10-B)

mit As ;= AP, = P;,A und A; = AP, = P,A geschrieben werden. Eingeschrinkt auf
V; ist die linearisierte Gleichung asymptotisch stabil, eingeschrinkt auf V; entsprechend
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8.5 Autonome Differentialgleichungen und Vektortfelder

instabil. Um zu verstehen, was in einer Umgebung des stationdren Punktes passiert,
fithren wir wiederum eine Lyapunov-Funktion ein. Zur Vereinfachung der Notation neh-
men wir von jetzt an an, dass wir den R™ mit einem Skalarprodukt versehen haben,
fiir das Vi L Vj gilt, und wir rechnen mit Matrizen in einer zu diesem Skalarprodukt
passenden (die Zerlegung beachtenden) Orthonormalbasis. Dann nutzen wur die positiv
semidefiniten quadratischen Formen

Ly(z) :=a"Bsx und Li(z) =" B, (8.5.10-C)

die wiederum mit Lemma [8.5.8 auf den Rdumen V; beziehungsweise V; konstruiert wer-
den. Dazu 16sen wir

Al'B,+ BA+P,=A"B,+ BA+ P, =0 (8.5.10-D)

und
A'Bi+ BA —P=A"Bi+BA—-P,=0 (8.5.10-E)

durch
B = / exp(tA]) Py exp(tAy) dt, B = / exp(—tA] )P, exp(—tA;)dt. (85.10-F)
0 0

Fiir jede Losung x zu (8.5.6-A)) ergibt sich nun analog zum Beweis von Satz fiir die
daraus zusammengesetzte indefinite quadratische Form und z(t) # z,

L Lt — 2a) - Li(a(t) - 22))

dt
= (2(t) — x0) (A" By + B,A) ((t) — )
— (x(t) — ) (AT B, + BA)(x(t) — xa) 4 o(|z(t) — z.|*) (8.5.10-G)
= —|2(t) — x|’ + o(|2(t) — z.|*)
< —%|x(t) —z.)* <.

Sattel in R2 und R3
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8 Differentialgleichungen

8.5.11. Besitzt die Linearisierung Eigenwerte mit Realteil 0, so erlaubt die Lineari-
sierung allein keinen vollstdndigen Riickschluss auf das Verhalten der Losungen des

Problems ({8.5.6-A)) in der Ndhe des stationdren Punktes. Fiir das lineare System selbst
ergeben sich geschlossene Losungskurven.

8.5.12 Beispiel. Wir betrachten ein Pendel beschrieben durch die Auslenkung ¢ und
die zugehorige Geschwindigkeit ). Die zugehorige Differentialgleichung ergibt sich (bei
passend normierter Pendelléinge und Fallbeschleunigung) zu ¢ + sin ¢ = 0, also

0= ol = [30) ~[amol e

Das zugehorige Vektorfeld ist also

v(z) = [ 2 } , T = {xl] (8.5.12-B)
und besitzt die stationaren Punkte

T = {xl} = [lm] ., ke (8.5.12-C)

T2 0

Die Linearisierungen in den stationdren Punkten sind durch

A= L_Bkﬂ é} (8.5.12-D)

gegeben. Fiir gerade k hat die Linearisierung die Eigenwerte =i, fiir ungerade k entspre-
chend +1. Letztere sind also Sattel. Um zu verstehen, was um die stationéiren Punkte
fiir gerade k passiert, bietet es sich an die Energie

£(z) = — cos(a) + %xg (8.512-E)
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9 Differentialformen und Integration

9.1 Etwas (multi-) lineare Algebra

9.1.1. In diesem Abschnitt fassen wir einige Resultate aus der linearen Algebra zusam-
men. Auch wenn diese nicht Gegenstand der meisten Vorlesungen zur linearen Algebra
sind, stellen sie nur eine Ergidnzung zum Stoff der Analysis 3 dar. Wir benotigen nur
zwei Resultate, das duflere Produkt und den Vektorraum der alternierenden k-linearen
Abbildungen auf einem Vektorraum.

Ergénzung. Sei V Vektorraum iiber einem Kérper K der Charakteristik 0. Eine Abbildung f : VF — K
heifit k-linear, wenn sie in jeder Komponente linear ist, also jedes j € {1,...,k}

Vovj— f(u,...,0) €K (9.1.1-A)

fiir fest gewéhlte v; € V, i # j, eine Linearform auf V ist. Die Menge der k-linearen Abbildungen auf
V bezeichnen wir mit Mult®(V). Offenbar ist Mult”(V') ein Vektorraum iiber K.

Ist V endlichdimensional, so auch Mult”(V') und es gilt
dim Mult* (V) = (dim V)*, (9.1.1-B)

Eine Basis von Mult”(V') ist dabei durch eine Basis ¢y, ..., ¢, von V' bestimmt. Die fiir Multiindizes
a € {1,...,n}* definierten Abbildungen

k

k
Q) da, : VF K mit (foy @ @ by ) (01,5 0k) 1= [ [ (P, v5) (9.1.1-C)

j=1 Jj=1
sind linear unabhiingig und spannen Mult® (V).

Ergdnzung. Sei &) die symmetrische Gruppe der Ordnung k, also aller Bijektionen o : {1,...,k} —
{1,...,k}, und bezeichne sign : &5, — {£1} die Signaturabbildung. Wir definieren

A (V) o= {f € MUlt® (V) | Voes, [(v1,-..,00) = sign(o) f(Ug(1)s- - - Vok))}- (9.1.1-D)
Dann ist Alt'(V) = £(V,K) = V' gerade der Dualraum von V und Alt?(V) die Menge der antisym-
metrischen bilinearen Abbildungen f : V x V — K| also der Bilinearformen mit f(v,w) = —f(w,v).

Elemente von Alt® (V') sind gerade dadurch charakterisiert, dass sie beim Vertauschen zweier Argumente
ihr Vorzeichen #ndern, sie werden als alternierende k-Formen bezeichnet.

Die Menge Alt* (V) bildet einen Vektorraum iiber K.

Erganzung. Ist V endlichdimensional, so ist auch Altk(V) endlichdimensional und es gilt
dmV =n = dimAlt"(V)= (Z) (9.1.1-E)
Um dies zu sehen, betrachten wir die folgende Abbildung

1
alt : Mult® (V) — Alt (V) mit  (alt f)(v1,...,0) == o > sign(o) £V, s Vo)) (9.1.1-F)
’ ceS
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9 Differentialformen und Integration

Diese ist offenbar linear. Sie ist ebenso surjektiv, da sie jedes f € Altk(V) auf sich selbst abbildet. An-
gewandt auf die Basisvektoren ¢q, - - - ® @q, von Mult® (V) ergibt sich (bis auf angepassten Vorfaktor)

Gy A Aoy 1= Y Sign(0) da, ;) @+ @ da, (9.1.1-G)
ceSy,

und bis auf das Vorzeichen liefert jede Permutation eines gegebenen Multiindex « dieselbe alternierende
k-Form. Wir sortieren deshalb die verwendeten Multiindizes der Gréfle nach und erhalten die der Basis
@1,...,0n von V' zugeordnete Basis

Gy N Pas N+ A by ac{l,....,n}¥ mit o <as<- <oy, (9.1.1-H)

von Alt*(V). Diese sind linear unabhiingig, da sie in Mult”(V) als Kombinationen disjunkter Mengen
von Basisvektoren linear unabhéingig sind.

Erginzung. Seien f € Alt"(V) und g € Alt'(V) zwei alternierende Formen. Dann ist das #ufBere
Produkt f A g € Alt*™ (V) durch

1 .
(fAG) (V1,0 0p41) 1= P Z sign(o) f(Vo(1)s - - Vo (k) I (Vo (kt1)s - - - > Vo (ktD)) (9.1.1-1)

A<
definiert.

Ergdnzung. Gilt dimV = n, so folgt dim Alt" (V) = 1. Wir wollen dies nutzen um die Determinante
einer linearen Abbildung neu zu charakterisieren. Jede lineare Abbildung A : V' — V induziert fiir jedes
k eine lineare Abbildung

A AR (V) — AILR (V) (9.1.1-))
durch At f(vy,...,v1) := f(Avy,..., Avg). Dabei gilt offenbar (AB)t = BT AT.

Speziell fiir £k = n gilt Alt"(V) ~ K und diese lineare Abbildung muss durch die Multiplikation mit
einer Zahl gegeben sein. Es muss also ein d(A4) mit

f(Avy, Avg, ..., Avy) = d(A) f(vr,ve,. .., 0p) (9.1.1-K)
geben. Diese Zahl d(A) erfiillt d(I) = 1 und d(AB) = d(A)d(B). Wihlt man ein f # 0, so gibt es
Vektoren ey, ..., e, von V mit f(ey,...,e,) # 0. Diese bilden notwendigerweise eine Basis und mit den
Spalten Aey, ..., Ae, der zugehorigen Matrixform von A folgt
f(Aeq,. .., Aey)
d(Ad) = —————~, 9.1.1-L
W= e e o1t

Also ist d(A) als Funktion der Spalten von A multilinear und alternierend. Damit gehort d zu Alt" (V)
und diese Eigenschaften bestimmen d(A) eindeutig als Determinante det A.

0.2 Differentialformen in der Ebene

9.2.1. Wir erinnern an die Notation dz; fiir die Linearform
dz; :R" > h — (dz;,h) =h; €R (9.2.1-A)

die jedem Vektor h € R" die j-te Komponente zuordnet. Diese hatten wir in Kapitel 7 bei
der Definition des Differentials und der damit verbundenen Umschreibung der Ableitung
einer differenzierbaren Funktion f: R™ O U — R als

df(z) = f'(x) = Z ﬁ dz; (9.2.1-B)
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9.2 Differentialformen in der Ebene

eingefiihrt. Diese waren ebenso eng mit Kurvenintegralen entlang differenzierbarer Kur-

ven I’
/F > fiw)da; = / > fila(®); (b dt (921-C)

verbunden. Der Wert des Integrals ist von der gewihlten differenzierbaren Parametrisie-
rung z : [a,b] 3 t — z)(t) € I' unabhéngig. Wir haben Differentialformen dariiberhinaus
in Abschnitt bei der Diskussion exakter Differentialgleichungen genutzt.

Dies soll nun auf hoherdimensionale Objekte und entsprechende Integrale verallgemei-
nert werden.

9.2.2 Beispiel (Orientierte Flacheninhalte in der Ebene). Wir beginnen mit einem mo-
tivierenden Beispiel und betrachten in der Ebene den Flicheninhalt F(v,w) eines von
zwei Vektoren v, wim R? aufgespannten Parallelogramms. Wir wollen diesen als orien-
tiert verstehen und werten ihn positiv, wenn bei Umlaufen des Ursprungs entgegen des
Uhrzeigersinns der erste Vektor vor dem zweiten kommt und sonst negativ.

Bevor wir eine Formel zur Berechnung angeben, fixieren wir natiirliche Eigenschaften.
Es gilt nach Definition
F(w,v) = —F(v,w) (9.2.2-A)

und ebenso
F(av,w) = aF(v,w) und Fu+v,w) = F(u,w) + F(v,w). (9.2.2-B)

wie folgendes Bild bei richtiger Interpretation zeigt. Verwendet haben wir dabei nur,
dass Fliacheninhalte invariant unter Verschiebungen sind.

Damit ist F': R? x R?> — R bilinear und alternierend, es gilt also F' € Alt>(R?). Die
Menge der alternierenden Bilinearformen auf dem R? ist eindimensional. Wenn wir in
der euklidischen Ebene zusitzlich annehmen, dass F(ej,e;) = 1 gilt, also das richtig
orientierte Einheitsquadrat die Fldche 1 besitzt, so ergibt sich damit eindeutig

F(v,w) = F( m , [“’1]) = det [”1 wl] = vywy — Vawy. (9.2.2-C)

U2 W2 U2 W2
Nutzen wir die Bezeichnungen (dx,v) = v; und (dy,v) = vy, so ergibt sich
P(v,w) = (de, o){ dy, w) — (dz, w) (dy, v) = (dz A dy)(v, w) (022)

und damit F' = dx A dy.
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9 Differentialformen und Integration

9.2.3. Sei nun Q = [a,b] x [¢,d] C R? und g € C(Q) stetig. Wir betrachten den (vorerst
formalen) Ausdruck
g(x,y)dz A dy. (9.2.3-A)

Diesem ordnen wir ein Integral zu. Dazu definieren wir

/Qg(a:,y) dr Ady = /Cd </abg(a:,y) d:v) dy. (9.2.3-B)

In Kapitel 6.3 haben wir gezeigt, dass fiir stetige Funktionen ¢ : [a,b] X [¢,d] — R in
diesem Integral die Reihenfolge der Integration vertauscht werden kann, also

/Qg(:c,y)dx/\dy:/cd (/abg(x,y) dx> dy:/ab (/cdg(x,y) dy> dr.  (923C)

gilt. Allerdings beriicksichtigen wir nun die Orientierung des Rechtecks @), die Variable
x kommt in dz A dy vor der Variablen .

& O,

dx A dy dy A dx

Wegen dy A dx = —dx A dy gilt beim Vertauschen dieser Reihenfolge

/ g(z,y)dz ANdy = —/ g(x,y)dy Adx (9.2.3-D)
Q Q

und wir &ndern die Orientierung. Dies entspricht dem Vorzeichenwechsel beim Vertau-
schen der Integrationsgrenzen im Eindimensionalen.

Nehmen wir nun weiter an, die Funktion g sei von der speziellen Form

g(ZL‘, y) = 8$f2(x7 y) - ayfl (ZL’, y) (9'2'3'E>

fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen fi, fs : ¢ — R. Dann kann das Integral
(9.2.3-B) vereinfacht und berechnet werden. Es gilt

/Qg@:,y)dxmy:/Cd/abaxﬁ(x,y)dxdy—/;/Cdayﬁ(x,y)dydx

d b
:/ (fz(b;y)—fa(a,y))dy—/ (fi(z,d) = fi(x,c)) dw (9.23-F)

= [ filz,y)dz + fo(x,y)dy
0Q

und letzteres ist gerade das Kurvenintegral entlang der passend orientierten Randkurve
0@ des Rechtecks Q.
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9.2 Differentialformen in der Ebene

a |”

Dies verallgemeinert die Formel von Newton—Leibniz

b b
[ r@ac= [ s = 10 - fa) (923-6)

fiir stetig differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen Intervall
ins Zweidimensionale. Definiert man die dufere Ableitung der Differentialform
W((L’,y) = fl(x7y> dz + f2(x7y> dy (9'2'3'H)

als
dw(‘r) = d(f1($7y) dz + fg(l’,y) dy) = (8xf2(xv y) - ayfl(xa y)) dz A dy7 (9'2'3‘|)

so impliziert obige Rechnung gerade

/de:/aQw. (9.2.3-J)

In ersten Schritt soll dies auf allgemeine glatt berandete Gebiete in der Ebene verallge-
meinert werden.

9.2.4 (Normalbereiche). Ein Gebiet G C R? wird als Normalbereich beziiglich der z-
Achse bezeichnet, wenn es von der Form

G ={(z,y) €ER* |z € [a,b], hi(x) <y < hy(x)} (9.2.4-A)

)

fiir ein Intervall [a, b] und zwei stetige Funktionen hq, hy : [a,b] — R mit hy(z) < hy(x
fir x € [a,b] ist. Fiir einen solchen Normalbereich G und eine Funktion f : G — R
scheint es natiirlich, iterierte Integrale der Form

b rho(x)
/ /h f(z,y)dydx (9.2.4-B)

1(x)
betrachten. Dabei kann der Bereich GG vertikal zerschnitten werden, es gilt

b ha(zx) ¢ ha(zx) b ha(zx)
[ [ sewayae= [ [ fegayars [ [ jwpayas o2e0)
a hi(x) a hi(zx) I3 hi(zx)

fiir jedes € € (a,b).
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9 Differentialformen und Integration

Analog sind Normalbereiche beziiglich der y-Achse definiert als Mengen
G={(z,y) eR* |y € [c.d], hs(y) <= < ha(y)} (924-D)

fiir ein Intervall [c, d] und zwei stetige Funktionen hs, hy : [¢,d] — R mit h3(y) < hy(y)
fir y € [e, d]. Wiederum konnen iterierte Integrale

d  rha(y)
/ / f(z,y)dzdy (9.2.4-E)
¢ Jhs(y)

berechnet werden. Sind Gebiete Normalbereiche beider beziiglich beider Achsen, so stim-
men die so berechneten iterierten Integrale iiberein. Dies zeigen wir zuerst. Da man
Normalbereiche wie gezeigt zerschneiden und zusammensetzen kann, geniigt dafiir ein
Spezialfall.

9.2.5 Lemma (Fubini fiir Normalbereiche). Sei h : [a,b] — R streng monoton wachsend
mit h(a) = ¢ und h(b) = d. Sei weiter G = {(z,y) € R* |a <z <b, c <y < h(z)} und
f G — R stetig. Dann gilt

/ab /Ch(x) fl,y)dyde = /cd /hbl(y) f(z,y) dz dy. (9.2.5-A)

[a, 0]

Beweis. Da der angegebene Normalbereich als abgeschlossene Teilmenge von [a, b] X [¢, d]
kompakt ist, ist die Funktion f auf G gleichméflig stetig. Es gibt also zu jedem ¢ > 0
ein 6 > 0, so dass

[z -2 <é AN y=gl<d = |flzy) - f@ G <e (925-B)
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9.2 Differentialformen in der Ebene

folgt. Wir betrachten zuerst das iterierte Integral

b ph(x)
// f(z,y)dyda (9.2.5-C)

welches GG als Normalbereich beziiglich der x-Achse verwendet und schétzen das duflere
Integral durch Unter- und Obersummen ab. Dazu zerlegen wir [a, b] in Teilintervalle der
Léange kleiner 6,

3:(&:$0<$1<"'<$N:b)7 ZL‘Z'—(L'Z‘_1<5. (9.2.5-D)

Zum bestimmen der Obersumme schitzen wir das innere Integral {iber jedem der Teil-
intervalle durch eine entsprechende Obersumme ab. Dazu zerlegen wir ebenso [c, d] in
Teilintervalle der Lénge kleiner

5:(0:y0<y1 < <ygp=d), yj — yj—1 < 0. (9.2.5-E)

und schétzen den Integranden selbst iiber jedem sich ergebenden Teilquadrat mit nicht-
leerem Schnitt mit G durch sein Maximum ab.

Es gilt also

b ph(z) N
// f(z,y)dyde < Z i— i) Y (5 —yj—1)  max f(&n) (925-F)

= J Y11=y
yj—1<h(z;)

und entsprechend

h(zx)
/ fz,y)dyda >

|M2

— 1) Z (yj — yj-1) ] min  f(&,n). (9.25-G)

156<z;
= J yj— 1<n<yj
yj—1<h(z;)

Vertauscht man die Integrationsreihenfolge, so gelten analog (mit zeilenweise statt spal-
tenweise ausgewerteten Teilquadraten)

d h‘l(y)
// flz,y)dedy <

und entsprechend

—Yj-1) Z (zi—xi1) max  f(£,n) (9.25-H)

- z;_1<E<w;
7 Yij—1<n<y;
_ j—1=T=Y5
e >k Hy;_q)

Il Mzz

d rh=(y) N
/ / fley)dedy <> (yi—y;1) D, (wi—zia) min f(&n). (925)

z;_1<E<lx;
J=1 _t Yj—1<1<yj
z;2h™ " (y;—1)
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9 Differentialformen und Integration

Dabei stimmen die Summanden mit denen aus der Abschétzung der oberen Integrale
tiberein, fiir jedes Teilquadrat Q;; = [z;—1, %] X [yj_1,y;] mit Q;; NG # @ taucht in
der oberen Abschétzung des Maximum und in der unteren Abschéitzung des Minimum
des Integranden auf. Fiir die Differenz beider Integrale folgt damit

/ab /ch(z)f(x,’y) dydz — /Cd /ah_l(y)f(a:,y) dxdy‘

< X loul( L max e - min sem) 25

— z—lgiil‘i wi—liﬁi%
Qi’jzﬁﬂcﬂ Yj—1S1<y; yj—1<n<y;
<(b—a)(d—ce — 0, e —0,
mit |Qi,j| = (z; — xi—1) (Wi — Yiz1)- ]

9.2.6. Wir wollen im Folgenden ein Gebiet G C R? als gutartig bezeichnen, wenn es
sich in endlich viele Normalbereiche beziiglich beider Achsen zerlegen lisst, wobei in
jedem Teilbereich die Begrenzungsfunktionen differenzierbar sind. Dies ist zuerst eine
Einschréankung, wir werden aber spéter sehen, dass sich Resultate mit einer einfachen
Idee auf allgemeine stiickweise glatt berandete Gebiete verallgemeinern lassen.

Fiir ein solches gutartiges Gebiet G bezeichne G den Rand. Dieser ist auf natiirliche
Weise orientierbar, wir durchlaufen 0G stets so, dass das Gebiet links liegt. Damit
definieren wir Integrale fiir Funktionen iiber das Gebiet G. Fiir eine stetige Funktion
g:G — R sei

/G g(z,y)dz A dy (9.2.6-A)

so definiert, dass fiir jeden Teilbereich in der Zerlegung voin GG der Normalbereich
beziiglich einer der beiden Achsen ist, das jeweilige iterierte Integral

bj  rhjz(x)
/ g(z,y)de Ndy = / / g9(z,y)dydx (9.2.6-B)
G aj hj1(x)

J

beziehungsweise

dj  rhjay)
/ g(z,y)dz Ndy = / / g9(z,y) dr dy (9.2.6-C)
G c h

j j 5,3(Y)
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9.2 Differentialformen in der Ebene

verwendet wird und anschlieend iiber die Gebietszerlegung summiert wird. Sind Teil-
bereiche Normalbereiche beziiglich beider Achsen stimmen die entsprechenden Integrale
iiberein, verwendet man verschiedene Zerlegungen des Gebiets so ergibt sich dieselbe
Summe.

Ist weiterhin fi(x,y) dx + fo(z, y) dy eine auf einer Umgebung des Gebietes G gegebene
Differentialform, so ist das Kurvenintegrale zweiter Art

fl(xv y) dz + fQ(x7 y) dy (9'2'6'D)
oG
definiert. Fiir die krummlinigen (streng monoton parametrisierten) Randstiicke sind
dabei sowohl z + (z,h(x))" als auch y — (h~1(y),z)" Parametrisierungen der Rand-
kurve, wobei je nach Randorientierung die Variablen als wachsend oder als fallend zu
verstehen sind. Fiir ein Gebiet

G={(z,y) eR?* |z € [a,b], hi(z) <y < hy(2)}, (9.2.6-E)
ho
©
a hq ‘b

welches Normalbereich beziiglich der z-Achse ist, ergibt sich damit

fi(z,y)do + fo(x,y) dy
oG
ha(b)

:/ (fr(z, ha(x)) + folw, ha(x)) Ry (x)) dw“‘/h(b) fo(b,y) dy (9.2.6-F)
ha(a)

- / (1 ha(2)) + ol ha() () de — / ey

wobei wir die Reihenfolge der Integrationsgrenzen angepasst und damit Vorzeichen ein-
gefiihrt haben.

Randintegrale und Fléchenintegrale sind nun wieder eng miteinander verbunden:

9.2.7 Satz (Greenl). Seien fi, fo : U — R differenzierbar und G € U ein (gutartiges)
stiickweise glatt berandetes Gebief)| innerhalb U. Dann gilt

fgg fi(z,y)dz + fo(z,y)dy = /G (O fo(z,y) — Oy fr(z,y)) dz A dy. (9.2.7-A)

!GEORGE GREEN, 1793-1841
2Wir schreiben G € U, falls G kompakte Teilmenge von U ist. Dies trifft fiir alle gutartigen stiickweise
glatt berandeten Gebiete, die zusammen mit ihrem Rand in U liegen, zu.
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9 Differentialformen und Integration

Beweis. Wir zerlegen das Gebiet G in Normalbereiche beziiglich beider Achsen und
zeigen die Aussage fiir jeden Teilbereich einzeln. Teilbereiche in Quaderform haben wir
schon diskutiert, wir betrachten Bereiche mit einer krummlinigen (aber streng monoto-
nen) Randkurve. Es gilt fiir einen Bereich B der Form des obigen Lemmas

b rg(x)
- / 0, fi(,y) da A dy = / / 9, fi(2,y) dy da
B a c

(9.2.7-B)

= — /ab fi(z, g(x))dz + /abfl(f’%c) dz

und

d b
/ Oz folw,y)de Ndy = / / Oy fo(z,y) dz dy
B c Jg71(y)

(9.2.7-C)

z/cdfz(g1(y),y)dy—/f2(cay)dy-

Auf den krummlinigen Teilstiicken sind das gerade Parametrisierungen von Kurvenin-
tegralen (durch die z-Koordinaten im ersten und durch die y-Koordinaten im zweiten
Integral) und wir erhalten damit nach Summation

/B (Oufo(z,y) — Oy fi(x,y)) de Ady = ¢ fi(z,y)dz + fo(z,y) dy. (9.2.7-D)

oB

Addieren wir alle Teilbereiche, so heben sich gemeinsame Randstiicken wegen der unter-
schiedlichen Orientierung gegenseitig auf und es ergibt sich die zu zeigende Aussage. [

9.2.8. Die gerade gezeigte Formel ist einprigsamer, wenn Bezeichnungen fiir die Diffe-
rentialform

w(z,y) = filz,y)de + folz,y) dy (9.2.8-A)
und ihre duflere Ableitung

dw(m, y) = (axf2<x7 y) - ayfl(x7 y)) dz A dy (9'2'8_B>

eingefithrt werden. Dann haben wir gerade gezeigt, dass fiir jedes glatt berandete Gebiet

innerhalb von U
/ dw:f w (9.2.8-C)
G aa

gilt. Wir geben dazu ein einfaches Beispiel.
9.2.9 Beispiel. Wir bestimmen zwei duflere Ableitungen fiir Formen im R2. Es gilt
d(zdz+ydy) =0 (9.2.9-A)

und
d(zdy — ydz) = 2dz A dy. (9.2.9-B)

Damit folgt aus dem Satz von Green, dass fiir jede geschlossene glatte Kurve I'

%x dz+ydy =0 (9.2.9-C)
r
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9.2 Differentialformen in der Ebene

gilt. Weiterhin folgt fiir jeden glatt berandeten Bereich G in R?

1
—7{ rdy —yde = / dx A dy. (9.2.9-D)
2 Jac c

Das gerade berechnete Integral kann als orientierter Flacheninhalt von G interpretiert
werden. Damit ist die Flache von G durch ein Randintegral ausdriickbar. Letzteres ist
auf den erstenf| Blick iiberraschend.

9.2.10. Esist an der Zeit, etwas mehr Notation einzufiihren. Wir bezeichnen mit Q'(G)
die Menge der Differentialformen

QI(G) = {fl dz + fg dy | fl, fg G =R glatt} (9.2.10—A)

mit glatten, also beliebig oft differenzierbaren, Funktionen als Koeffizienten. Ebenso
bezeichnen wir
Q*(G) ={gdzAdy | g: G — R glatt}. (9.2.10-B)

Beides sind Vektorrdume. Wir definieren das Dachprodukt
A QYHG) x QYG) — Q*(G), (9.2.10-C)

so dass diese Abbildung bilinear und antisymmetrisch ist und zur bisherigen Verwendung
von dz A dy passt. Dazu setzen wir

(fidz + fady) A(g1dx + g2 dy) := (fig2 — fag1) dz A dy. (9.2.10-D)

Die duflere Ableitung
d: QYG) — Q*G) (9.2.10-E)

kann damit etwas einfacher charakterisiert werden. Sie ist linear und erfiillt
d(fdz) = df ANdz = (0, fdz + 0, fdy) ANdz = =0, fdz A dy (9.2.10-F)
zusammen mit
d(fdy) = df ANdy = (O, fdx + 0, f dy) ANdy = 0, f dz A dy. (9.2.10-G)
Sie erfiillt damit ebenso
d(df) = d(0,fdx + 0, f dy) = —0,0,f dz Ady + 0,0, f dz Ady = 0. (9.2.10-H)

Ergéinzt man dies um die Bezeichnung Q°(G) fiir die glatten Funktionen selbst, so ergibt
sich die folgende Sequenz linearer Abbildungen

{0} — R — Q%G) -L 0'(@) -5 Q*G) — {0} (9.2.10-1)

fiir die zwei aufeinanderfolgende Abbildungen als Verkettung die Nullabbildung liefern.
Wir schauen uns diese etwas genauer an. Ist G zusammenhéngend, so ist der Nullraum

3Fiir Dreiecke haben wir diese Formel schon im zweiten Semester in einer Ubungsaufgabe gesehen.
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9 Differentialformen und Integration

des Differentials Q°(G) > f — df € Q'(G) gerade durch die konstanten Funktionen,
also das Bild der Einbettung von R gegeben.

Ist G sogar sternférmig, so haben wir in Satz gezeigt, dass eine Differentialform
w € QY(Q) genau dann Differential einer Funktion ist, wenn die Integrabilitétsbedingung
dw = 0 erfiillt ist. Der Nullraum der Abbildung d : Q'(G) — Q*(G) ist fiir sternférmige
Gebiete gleich dem Bild von d : Q°(G) — Q(G).

Es bleibt der letzte Pfeil, fiir sternférmige Gebiete der Ebene ist d : QY(G) — Q2(G)
surjektiv. Dies zeigt

9.2.11 Satz (Poincard’Lemma in der Ebene). Sei g : U — R stetig differenzierbar auf
einer sternformigen Menge U C R%. Dann existieren stetig differenzierbare Funktionen
f17f2 U — R mat

O fo(z,y) — 0y fi(z,y) = g(x,y) (92.11-A)
und damat
d(fi(z,y)dz + fo(z,y)dy) = g(z,y) dz A dy. (9.2.11-B)

Beweis. Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass U
sternférmig beziiglich des Ursprungs ist. Dann gilt fiir die Differentialform

(/01 tg(tx,ty) dt) (rdy —ydx) (9.2.11-C)

das Gewiinschte. Wir berechnen die duflere Ableitung. Es gilt

1 1 1
am/ mg(t:c,ty)dt:/ tg(ta:,ty)dt—l—/ t21(0,9) (tx, ty) dt (9.2.11-D)
0 0 0

und
1 1 1
d, / tyg(tz, ty) dt = / tg(te, ty) dt + / t*9(0,9)(tz, ty) dt (9.2.11-E)
0 0 0

und damit nach Addition

1 1 t
81/ teg(tx, ty) dt+8y/ tyg(tz, ty) dt —/ O (g(te, ty)) dt = g(z,y). (9.2.11-F)

0 0 0
Dies entspricht aber gerade der zu zeigenden Aussage. O]

Erginzung. Die Eigenschaft, dass zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in als Verkettung
die Nullabbildung liefern, ist gerade die definierende Eigenschaft eines (Ko-) Kettenkomplexes. Der
angegebene (und seine spiter noch erfolgende Verallgemeinerung in héhere Dimensionen) wird als der
reduzierte De—RharrE]-KompleX bezeichnet. Jedem solchen Komplex kann damit durch

er d:Q2F k+1
Hip (G) = $O=E ) ar-1(o)—ar @) (9.2.11-G)

eine Folge von Quotientenrdumen zugeordnet werden. Diese werden als Kohomologien bezeichnet, ihre
Elemente als Kohomologieklassen. Die gerade nachgerechnete Eigenschaft, dass fiir sternformige Gebiete
alle De-Rham-Kohomologien trivial sind, geht auf Poincaré zuriick und wird deshalb auch oft als das
Poincaré-Lemma bezeichnet.

4‘HENRI POINCARE, 1854-1912
SGEORGES DE RHAM, 1903-1990
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9.2 Differentialformen in der Ebene

R 9.2.12 Beispiel. Bevor wir allgemeine Formeln zu Koordinatentransformationen ange-
ben, rechnen wir ein Beispiel. Beschreibt man die punktierte Ebene R? \ {0} durch

Polarkoordinaten
x =rcosb, y =rsinb, (9.2.12-A)

so gilt
dz = cosfdr — rsinf db, dy = sin@dr + rcos 6 db. (9.2.12-B)

Damit konnen Differentialformen in kartesischen Koordinaten direkt umgerechnet wer-
den. Es gilt also

zdz +ydy = rcos®0dr —r? cos @ sin 0 df + rsin® df + rsinf cos 6 df = rdr (9.2.12-C)
und ebenso
rdy —ydx =rcosfsinfdr + r*cos* 0 df — rsinf cos + rsin®0df = rdf. (9.2.12-D)

Ebenso folgt fiir das orientierte Fléachenelement der Ebene

de Ndy = (Cosﬁdr—rsinédﬁ) /\(sinedr—i—TCOSHdQ)
=rcos? dr Adf —rsin® dO Adr = rdr Ad6.

Zugeordnet zu den Koordinaten gibt es wiederum (ortsabhéngige) Richtungsableitungen
0, und 9y, so dass
df =0,.fdr+ 0yfdo (9.2.12-F)

gilt. Diese kann man sich durch ihre zugehérigen Richtungsvektoren gegeben denken, so
sind sie in obigem Bild auch dargestellt.

Die Umrechnungen zwischen Differentialen passen zu Kurvenintegralen. Ist I' eine ori-
entierte Kurve in R? \ {0} parametrisiert durch

0], 10

v la,b] 5t — [0(1&) z(?)} € R\ {0} (9.2.12-G)

(r(),6(2))
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9 Differentialformen und Integration

weiterhin w = fi dz + fody € Qg (R?\ {0}) eine Differentialform mit stetigen Koeffizi-
enten f; € C°. Dann gilt

b da d
[o= [ (56 + plen ) a
b Or dr  Ox df Oy dr  0Jy df
= /a (f1($7y) (EE + %a) + fa(z,y) (EE + %E) > dt

’ drdf
—/a (fl(x,y) <COSQE —rsm@E)

. dr dé (9.2.12-H)
+ fo(z,y) (sm@a + 7 cos GE> ) dt

:/ fi(z(r,8),y(r,0)) (cos@dr — rsind do)
e Hr]

+ fo(z(r,0),y(r,0)) (sin @ dr + rcos 0 db)

mit *w € Qo (R4 x [0, 27]) der angebenen Differentialform. Diese entsteht, indem man
in der gegebenen Form dx durch cos@dr — rsinfdf und dy durch sinfdr + r cos df
ersetzt und die Koeffizienten als Funktion von z(r, #) und y(r, ).

~

9.2.13. Seien U, U C R? offen und sei ¢ : U — U stetig differenzierbar. Dann definieren
wir fiir f: U — R das Pullback

O f = foo. (9.2.13-A)

Dieses ldsst sich eindeutig auf Differentialformen fortsetzen, wenn man

e (df) = d(@"f),  ¢"(w1 Awa) = P w1 Ap*ws (9.2.13-B)
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9.2 Differentialformen in der Ebene

zusammen mit p*(fw) = p*f p*w fordert. Die Eindeutigkeit ist leicht nachzurechnen.
Wir bezeichnen die kartesischen Koordinaten auf U als x und y, die auf U als £ und n
und nutzen die Notation

go:UBF

77] . [93(57’7)} = (9.2.13-C)

y(&,m)

fiir . Zusammen mit den Koordinatenfunktionen auf U impliziert die erste Bedingung

o' (dx) = d(x o) = a—g d¢ + Ou dn, e (dy) = 835/ d¢ + 8_ dn. (9.2.13-D)
Weiter impliziert die zweite Bedingung
v (do Ady) = ¢"(dz) Ap*(dy)
<g§ de+ @ d ) <gi{ e+ @ d ) (9.2.13-E)
= <g—§g—7y] — %%) dé A dn = det ¢'(€,m) dE A dn.

Damit ist das Pullback ¢* : Q/(U) — Q/(U), j = 0,1,2, fiir alle Differentialformen
eindeutig bestimmt, es folgt

" (fidr + fody) = (fiop)e*(dz) + (f20 )" (dy) (9.2.13-F)

und entsprechend
©*(gdz Ady) = (g o p)det ’ d€ A dn. (9.2.13-G)

Es ist offensichtlich, dass die damit angegebene Abbildung alle Eigenschaften erfiillt. Es
gilt dariiberhinaus auch fiir w = f; dz + fody € QY (U)

¢*(dw) = ¢*(dfi Adz + dfs Ady)

— " (dfy) A o (dy) + @ (dfi) A " (da) = d(p*w). (9.2.13-H)

Weiter gilt fiir jede orientierte glatte Kurve I' € U und ihre Bildkurve @[I'] € U und jede
Differentialform w € ¢, (U) als Konsequenz der Substitutionsregel fiir eindimensionale

Integrale
/ w= /gp*w. (9.2.13-1)
[T r

Dies gilt auch fiir Formen aus Q2 (U).

9.2.14 Satz (Transformationsformel fiir ebene Integrale). Sei w € Q2,(U) und ¢ : U —
U ein C?- Diffeomorphismus. Dann gilt fir jedes (gutartige) stiickweise glatt berandete

Gebiet G € U innerhalb von U
/ w= / P*w. (9.2.14-A)
»lG] G
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9 Differentialformen und Integration

Beweis. Da G innerhalb von U liegt, kénnen wir die Form w auflerhalb G abandern, oh-
ne die Integrale zu beeinflussen. Wir kénnen deshalb annehmen, dass w € 2, (R?) gilt.
Nach dem Poincaré-Lemma [9.2.11] gibt es damit eine Form o € ¢, (R?) mit w = da.
Damit liefert der Integralsatz [9.2.7 von Green zusammen mit der Transformationsfor-

mal fiir Kurvenintegrale und 9p|G] = p[0G]|

/ w:/ da:/ oz:/ go*oz:/ d(gp*oz):/gp*w (9.2.14-B)
#(C] e 29[ oG G e

und damit die Behauptung. O]

Die Differenzierbarkeitsforderungen an w und ¢ in diesem Satz ergeben sich aus dem
Beweis und sind fiir die meisten praktischen Anforderungen ausreichend. Sinnvoll defi-
niert sind beide auftretenden Integrale fiir Differentialformen mit stetigen Koeffizienten
und C!-Diffeomorphismen. Um den Transformationssatz unter diesen Voraussetzungen
zu zeigen, benotigen wir eine Hilfsaussage.

9.2.15 Lemma. Sei U C R? offen K € U kompakt und sei weiterhin g : U — R. Dann
gibt es eine Folge g, beliebig oft differenzierbarer Funktionen mit g, — g gleichmdfig
auf K.

Beweis. Wir konstruieren die Folge g,, explizit und nutzen dazu einen Standardtrick der
Analysis. Die Hilfsfunktion

1 2 2

S — <1,

Az, y) = () vy (9.2.15-A)
0, 4yt >1

ist auf dem gesamten R? beliebig oft differenzierbar. Selbiges gilt fiir die skalierten
Funktionen
A y) = N /ry/r), >0, (9.2.15-B)

die nur auf Kreisscheiben 2% + y? < r? von Null verschieden sind. Damit ist fiir jedes r
das Integral

/)\r(x, y)de Ady = ¢, (9.2.15-C)

endlich. Wir betrachten nun fiir (z,y) € K und hinreichend kleines 0 < r < ¢, die

Funktion )

(Ivy) = C_ /g<j7g))‘r(x - j?iy - g) dz A dg (9'2'15'D)

Der Integrand ist dabei nur fiir (Z,7) in einer r-Umgebung um (x,y) von Null ver-
schieden und (da g auf U als stetig vorausgesetzt ist) stetig. Wir konnen das Integral
als Doppelintegral iiber einen Quader um (z,y) auffassen. Da der Integrand aber auch
beziiglich (x,y) stetig differenzierbar ist, folgt mit der Leibnizschen Regel

0. [[ saine—ay -5 dzag = [[ oD@ @ - 5. - pazdg,
0, [[ s@one -2y -9 asai = [[ g@0)@A)@ - 5y - D aas

(9.2.15-E)
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9.2 Differentialformen in der Ebene

und die Funktion ist stetig partiell differenzierbar. Gleiches Argument liefert, dass es
sich um eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion handelt.

Es bleibt die gleichméflige Konvergenz nachzuweisen. Sei dazu

L=Ks = U Bs,(z,y) (9.2.15-F)

(z,y)eK

die dp-Umgebung der Menge K. Diese ist nach Konstruktion ebenso kompakt und fiir
das gewihlte §y gilt L C U. Da g auf L stetig ist, ist es gleichméfig stetig und zu
gegebenem ¢ > () existiert ein § > 0, so dass § < g und

gilt. Damit folgt fir » < § und Punkte (z,y) € K
1 - - N e N
‘g(.’jj?y) - /g($,y))\T($ - T,y — y) dz /\dy‘

T

L / (g(:?:, 9) — g(z, y)))\r(aﬁ — T,y —7g)dT A dg}' (9.2.15-H)

Cr

1 o - o\ qm g
< [196.9) - gt )Mo~ Ty - Dz dy < <
und die gewiinschte gleichméfiige Konvergenz folgt. ]

9.2.16 Korollar. Sei ¢ : U — U ein C'-Diffeomorphismus. Dann gibt es um jeden
Punkt von U eine hinreichend kleine kompakte Umgebung und eine Folge von C?-
Diffeomorphismen , mit @, — ¢ und ¢, — ¢ auf K.

Beweis. Wir nutzen dasselbe Argument wie in obigem Lemma und bilden die Integrale
der R%-wertigen Funktion

1

pr(a,y) = — / (2, )M\ (z — T,y — §)dT A dy (9.2.16-A)

komponentenweise. Da das Integral auch als

1 - N ey s e
pr(@,y) = — / ez — 2,y — A (2,§) dT A d (9.2.16-B)
geschrieben werden kann, folgt mit obigem Argument sowohl die gleichméflige Konver-
genz des Integrals als auch der ersten Ableitung

1

fiir r — 0 auf K.

Da det ¢' # 0 auf K gilt, gibt es ein § > 0, so dass fiir 0 < r < ¢ die Determinante der
Ableitung det ¢! ebenso auf K ungleich Null ist. Das allein impliziert allerdings noch
keine Bijektivitdt von ¢,. Nach dem Satz iiber die implizite Funktion geniigt dafiir aber
jetzt ein hinreichend kleiner Durchmesser von K. O
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9 Differentialformen und Integration

Damit konnen wir die Transformationsformel noch einmal in Koordinaten und mit der
richtigen Regularitéit formulieren. Es gilt

9.2.17 Korollar (Transformationsformel fiir ebene Integrale). Sei g : U — R stetig und
p: U —=U en Cl-Diﬁeomoz“phismus. Dann gilt fiir jedes stickweise glatt berandete
Gebiet G € U innerhalb von U

/ g(z,y) de A dy = / (g0 @)(E,m) det (€,7) dE Ay, (02.17-A)
»[G] G

9.3 Differentialformen im R? und Fldchenintegrale

9.3.1. Im R3 gehen wir analog vor und betrachten neben Differentialformen

QYU) = {fidz + fody + f3dz | fi : U — R glatt} (9.3.1-A)

und
Q*U) = {fidy Adz + fodz Adz + fsdr Ady | g : U — R glatt} (9.3.1-B)

auch
QU) = {gde AdyAdz|g:U — R glatt}. (9.3.1-C)

Erstere konnen entlang orientierter Kurven in U integriert werden, letztere fithren fiir
nun dreidimensionale Normalbereiche

G={(z,y,2) €R® |z € [a,b], hi(z) <y < ho(x), ha(z,y) < 2 < hy(x,9)} (9.3.1-D)

zu iterierten Integralen

ha(z)  pha(z,y)
/ g(x,y,z)de ANdy AN dz —/ / / (x,y,2)dzdydz. (9.3.1-E)
hi(x) hs(x,y)

Fiir Normalbereiche beziiglich mehrerer Reihenfolgen der Koordinaten erlaubt Lem-
ma die Vertauschung der Reihenfolge. Wir kénnen also wiederum Gebiete als
gutartig bezeichnen, wenn sie sich in endlich viele Normalbereiche zerlegen lassen, und
Integrale von Differentialformen aus 23(U) iiber gutartige Gebiete G € U definieren.

Differentialformen aus Q?(U) passen zu Flichenintegralen. Dies wollen wir zunéchst
genauer anschauen.

9.3.2. Ein glatt parametrisiertes Flichenstiick ¥ im R3 ist als Bild eines (gutartigen)
stiickweise glatt berandeten Gebietes ® € R? unter einer immersiven differenzierbaren
Abbildung, also einer Funktion mit

0:R? D& — R, rank ' = 2, (9.3.2-A)
darstellbar. Ist dabei ® orientiert, so iibertrégt ¢ diese Orientierung auf . Gilt nun

S={eEn | & edcU (9.3.2-B)
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9.3 Differentialformen im R® und Fléichenintegrale

und ist w € Q*(U) eine Differentialform auf U, so ist damit
0w € Q(P) (9.3.2-C)

eine Differentialform auf (beziehungsweise besser in einer Umgebung von) ® C R? und

wir konnen
/w::/go*w (9.3.2-D)
b o

definieren. Diese Definition ist sinnvoll. Fiir zwei verschiedene (injektive) Parametrisie-
rungen @1 : & — ¥ und @s : Po — X von X ist die Abbildung v := go;l oy Py — Dy
nach dem Satz iiber die implizite Funktion als Auflosung von 1 (&1, 1m1) = ¢2(&a, 72) ein
Diffeomorphismus und es gilt

/ zw—/ (o %W—/ w- (9.3.2-E)

9.3.3 Beispiel. Wir betrachten ein Beispiel und integrieren eine Differentialform iiber
ein Stiick der Einheitssphiire im R®. Dazu nutzen wir Kugelkoordinaten

x = rcosfcosn, y = rsinf cosmn, z =rsinn (9.3.3-A)
mit > 0, § € [0,27) und n € [, 7]. Differenzieren der Koordinatenfunktionen fiihrt
direkt auf

dx = cosfcosndr —rsinf cosndfd — rcosfsinndn

dy = sinf cosndr + rcos cosndf — rsinfsinndn (9.3.3-B)

dz = sinndr + rcosndn
und liefert damit die Pullbacks der Differentiale dz, dy und dz unter den Koordinaten.

Wir betrachten das Teilstiick 3 der Sphire r = 1 mit § € (, 27) und € (0,%) und
integrieren dx A dz iiber X.

A

Y
v

Dies fithrt zu wegen ¢*(dr) = 0 zusammen mit ¢*(df) = df und ¢*(dn) = dn zu
/ dex Ndz = (—sin&cosnd@—cos@sinndn)/\(cosndn)
2 o

sin @ cos? 1 df A dn (9.3.3-C)

us

4
sin@d@/ COSQUdn:
0

3
5T

247
g

¥
/
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9 Differentialformen und Integration

Das gerade berechnete Integral liefert die orientierte Fliche der Projektion von ¥ auf
die z-z-Ebene.

ool
I,

Um dies zu sehen, nutzen wir die Projektion des Fliachenstiicks auf die x-z-Ebene als
Parametrisierung.

9.3.4. Der Satz von Green impliziert ein entsprechendes Resultat im Dreidi-
mensionalen. Ist Y ein stiickweise glatt berandetes Flachenstiick parametrisiert durch
0:®— ¥ und w € Q'(R?). Dann gilt

Jao= [t = [apw=¢ pu=i w (034-A)

Diese Aussage wird im Dreidimensionalen als Integralsatz von Stokes bezeichnet.

1 9.3.5 Korollar (Stoked?). Seiw € QYU) und & € U C R? ein stickweise glatt beran-
detes orientiertes Flichenstiick in U. Dann gilt

/Edw = jégw' (9.3.5-A)

Wir schreiben dies noch einmal explizit aus. Es gilt also fiir w = fidx + fody + f3dz

/ (aer — 8yf1) dx A dy + (8Zf1 — axfg) dz Adx + (8yf3 - 8zf2) dy A dz
2 (9.3.5-B)
= f1d$+f2dy+f3d2.
1)

9.3.6. Es bleibt einen neuen Integralsatz zu formulieren. Dazu definieren wir die dufiere
Ableitung einer Differentialform w € ©2(U). Die Differentialform w hat die Form

gl(xa Y, Z) dy ANdz+ 92<x7 Y, Z) dz Adz + gg(l‘, Y, Z) dx A dy (9'3'6_A>
mit differenzierbaren Koeffizientenfunktionen g; : G — R3. Fiir diese setzen wir
dw = (aa?.gl (Iv Y, Z) + 8y92(x7 Y, Z) + @g;;(x, Y, Z)) dz A dy Ndz. (9'3'6_B>

Mit dieser Notation gilt wiederum

6SIR GEORGE GABRIEL STOKES, 1819-1903
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9.3 Differentialformen im R® und Fléichenintegrale

15> 9.3.7 Satz (Ostrogradski{’}-Gauss). Sei G € U ein (qutartiges) stiickweise glatt berande-
tes Gebiet in R3 und w € Q*(U). Dann gilt

/de = ngw. (9.3.7-A)

Beweis. Der Beweis erfolgt wiederum analog zum zweidimensionalen Beweis des Inte-
gralsatzes von Green. Wir zerlegen das Gebiet G in endlich viele Teile, die jeweils Nor-
malbereiche beziiglich aller drei Achsen sind und betrachten jeden Teilbereich einzeln.
Dann gilt fiir jeden einzelnen Teilbereich B und den entsprechenden Summanden

ha(z) pha(z,y)
/6Zggxy, dx/\dy/\dz-/ / / 0.95(x,y, z) dzdy dz
hi(z) hs(z,y)
ha(x
:/ / 93(%,y, hu(z,y)) — g3(z,y, ha(z,y)) dy dx (9.3.7-B)
hi(x)

= / g3(w,y, z)de A dy
OB

bei Notation als Normalbereich in z-y-z-Reihenfolge;

/ 0ygo(z,y,2)dz Ndy Adz = / go(z,y,z)dz A dx (9.3.7-C)
B OB
bei Notation als Normalbereich in z-z-y-Reihenfolge und entsprechend
/ 0.q1(z,y,z)de ANdy Adz = / gi(x,y,z)dy ANdz (9.3.7-D)
B OB

fiir B als Normalbereich in y-z-z-Reihenfolge der Koordinaten. Nach Summation der drei
Integrale folgt die Behauptung fiir B, nach Summation iiber die Teilbereiche und unter
Ausnutzung der sich gegenseitig aufhebenden Orientierung gemeinsamer Seitenflichen
die Aussage des Satzes. O

Explizit ausgeschrieben lautet der gerade formulierte Satz

/ (&cgl + 0yg2 + 8zg3) dx Ady Adz
¢ (9.3.7-E)
:/ grdy Adz + godz Adx + gsdz A dy.
oG
Wir betrachten dazu einige Beispiele.

R 9.3.8 Beispiel. Sei w=zdyAdz—ydrAdz+zdzAdy. Dann gilt dw = 3dzAdyAdz

und damit folgt fiir jedes (gutartige) stiickweise glatt berandete Gebiet G

1
/ de ANdy Adz = 574 (xdy/\dz —yde Adz+ zdx A dy) (9.3.8-A)
G oG

und das Volumen von G kann wiederum als Randintegral iiber die Oberfliche von G
ausgedriickt werden.

"MICHAIL WASSILJEWITSCH OSTROGRADSKI, 1801-1861
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9 Differentialformen und Integration

Ergdnzung. Fiir die folgenden beiden Anwendungen der Integralséitze lohnt es sich, Rénder von
Fléchenstiicken und Gebieten noch einmal genauer anzuschauen. Rinder konnen aus mehreren Tei-
len bestehen, so ist der Rand des Kreisrings G = {r? < 22 + y? < R?} C R? aus dem positiv
orientierten Kreis mit Radius R und dem negativ orientierten Kreis mit Radius r zusammengesetzt.
Es ist sinnvoll, dafiir eine Notation einzufithren. Wir addieren Wege formal, wenn wir die zugehérigen
Integrale addieren. Bezeichnet I',. positiv orientierten Kreis mit Radius » um den Ursprung, so kann
man 0G = I'g — I, schreiben. Das — liefert den Wechsel der Orientierung der Kurve.

©)

I'r

Dies ist uns schon vorher begegnet, bei der Definition des Integrals iiber gutartige Gebiete haben wir
G in Teilbereiche B; zerlegt. Das kann man auch als G = By + - -+ + B,, schreiben, fiir die Integrale
ergibt sich eine Summe iiber die Teilintegrale. Fiir die Rander 0G = 0By + - - - + 0B,, heben sich die
inneren Randstiicken gegenseitig auf.

Die Randabbildung 0 bildet orientierte Gebiete der Ebene auf formale Summen von orientierter Kurven
ab, orientierte Gebiete im Raum auf formale Summen orientierter Flichen. Dabei gilt (wie man sich
sehr leicht iiberzeugen kann) 9% = 0. Rénder haben selbst keinen Rand. Es ergibt sich also wieder ein
Komplex

span,{Punkte} & spany{or. Kurven} & spang{or. Flichen} & spang{or. Gebiete} (9.3.8-B)

von Z-Moduln erzeugt von den entsprechenden Mengen (mit den natiirlichen durch Verkleben gegebe-
nen Relationen). Die sich ergebenden formalen k-dimensionalen Objekte werden als k- Ketten bezeich-
net. Diese sind die natiirlichen Objekte, iiber die im Hoherdimensionalen integriert wird. Ketten, die
im Kern von 0 liegen, werden als geschlossen oder auch als Zykel bezeichnet.
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9.3 Differentialformen im R® und Fléichenintegrale

9.3.9 Beispiel. Gelte fiir w € Q'(U) die Bedingung dw = 0. Dann folgt fiir jede
geschlossene stiickweise glatte Kurve I', die Rand einer in U liegenden Flédche ¥ ist,

/Fw :/E dw = 0. (9.3.9-A)

Dies kann man nutzen, um die Wegunabhéngigkeit von Kurvenintegralen zu zeigen.
Seien dazu p, ¢ € U zwei Punkte und I'; und I's zwei Kurven, die p mit ¢ verbinden. Wir
bezeichnen die beiden Kurven als homolog in U, falls es eine stiickweise glatt berandete
Fliche ¥ in U gibt, fir die 0¥ =T'; — Iy gilt (der Rand also entlang der Kurve I'; von
p nach ¢ verlduft und dann entgegen der Orientierung der Kurve I'y von ¢ nach p folgt).
Homologie ist eine Aquivalenzrelation fiir Kurven zwischen p und ¢. Es gilt

dw =0 und T homolog zu I'y = / w= / w. (9.3.9-B)
r, Iy

Bildhaft kann man sich das so vorstellen, dass I'; entlang der Fldache ¥ in I'y deformiert
werden kann.

Die in der Skizze angedeutete gestrichelte Kurve von p nach ¢ ist nicht zu den anderen
beiden homolog, da es kein im Inneren des Gebietes liegendes Fliachenstiick gibt, welches
diese zusammen mit einer der anderen beiden als Rand besitzt.

9.3.10 Beispiel. Gilt fiir w € Q?(U) die Bedingung dw = 0, so folgt ein entsprechendes
Resultat fiir Flachenintegrale. Sei dazu I' € U eine geschlossene orientierte Kurve und
seien Y; und Yy zwel Flachen mit 03; = 0%9 = I'. Wir nennen die beiden Flachen
homolog in U, falls 31 — 3y = 0G fiir ein Gebiet G € U gilt. Auch in diesem Fall gilt

nun

dw=0 und 3; homolog zu ¥, = / W= / w. (9.3.10-A)
of o

9.3.11 Beispiel. Fiir eine geschlossene orientierte Kurve I' im R? bestimmt das Integral

1

3 ﬁ (ydz — zdy) (9.3.11-A)

gerade den orientierten Flacheninhalt des von der Projektion von I' auf die x-y-Ebene
umschlossenen Gebietes. Fiir jede Fliache X, die I' als Rand besitzt, ergibt sich damit

2/ dx/\dy—/ d(yda:—xdy) —j{(ydx—xdy). (9.3.11-B)
2 2 r

Alle diese Fldchen sind homolog.
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9 Differentialformen und Integration

9.4 Differentialformen im R”

Bevor wir nun weiter jede Dimension einzeln diskutieren, formulieren wir alles allgemein.
Die Beweise der Integralsidtze werden wir, so wie gerade im Schritt von Dimensionen
zwei zu drei, rekursiv iiber die Dimensionen fithren und dazu (anders als bisher) den
Transformationssatz direkt nutzen.

9.4.1. Wir bezeichnen fiir einen Multiindex a € {1,...,n}* mit dz,, A--- A dz,, die
alternierende k-lineare Abbildung

(dza,,v1) (dzay,ve) -+ (dza,,vk)
dza,,v dza,,v2) -+ (dzga,,v
(R™)* 3 (v1,. .., v) v det < , v , 2) < , ) (9.4.1-A)
(dza,,v1) (dza,,v2) -+ (dze,,vk)

Dies stimmt mit der Definition aus iiberein. Treten im Multiindex o Zahlen
mehrfach auf, so liefern die Rechenregeln fiir Determinanten den Wert Null, ebenso
dndert das Vertauschen zweier Eintrdge das Vorzeichen. Wahlt man nur geordnete Mul-
tiindizes mit a; < g < - -+ < ay, S0 ergeben sich (Z) linear unabhéngige Abbildungen.
Diese bilden eine Basis des Vektorraumes Alt"(R™) der alternierenden k-linearen Abbil-
dungen auf R"™.

#  9.4.2 Definition. Sei U C R™ offen.
(i) FEine Differentialform vom Grad k, k € N, ist eine stetige Funktion

w: U — Alt*(R™) (9.4.2-A)

in den Vektorraum der alternierenden multilinearen Abbildungen (R™)* — R. Die-
se besitzt damit die (kanonische) Darstellung

w(z) = Z Ga(x) dzoy A dze, A+ Adg, (9.4.2-B)

ag{l,...,n}F
ayp<ag<---<ag

mit stetigen Koeffizientenfunktionen g, : U — R.

(ii) Wir nennen die Differentialform differenzierbar, falls die Koeffizientenfunktionen
stetig differenzierbar sind.

(iii) Desweiteren vereinbaren wir die Notation QF(U) fiir die Menge der beliebig oft
differenzierbaren k-Formen auf U, bezeichnen zur Vereinfachung mit Q°(U) die
Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf U und setzen

QU) = @ okU). (9.4.2-C)

keNg

9.4.3 (Dachprodukt). Das Dachprodukt zweier Differentialformen ergibt sich durch for-
males Multiplizieren der kanonischen Darstellungen und Zusammenfassen. Fiir zwei For-
men w; € QF(U) und wy € QNU) ist das Dachprodukt

wy A wy € QD) (9.4.3-A)
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9.4 Differentialformen im R"™

charakterisiert durch die Antisymmetrie der elementaren Produkte
d.fL'i A diL‘Z = 0, d%z A d.fll'j = — dSCj N diL'Z', (9.4.3-3)

die Assoziativitdt und die Linearitdt in den Koeffizientenfunktionen. Dies sind genau
die Rechenregeln, die wir schon in Dimensionen zwei und drei zur Berechnung genutzt
haben. Die kanonische Darstellung der Differentialform ergibt sich dabei durch Umsor-
tieren aller auftretenden elementaren Dachprodukte der dz; in aufsteigende Reihenfolge
der Indizes. Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften noch einmal zusammen:

9.4.4 Lemma. Das Dachprodukt von Differentialformen ist

(i) (graduiert) antikommutativ

Vscar peal A= (=1 Ao (9.4.4-A)

(i) distributiv
Ve be WA+ o) =wAV+wAp (9.4.4-B)

(iii) assoziativ
Vogsea W A[WAQ) =(WAY)AS (9.4.4-C)

Beweis. Die Eigenschaften sind einfach in der kanonischen Darstellungen der Formen
nachzurechnen. Wir iiberlassen den Beweis als Ubung. [

9.4.5 (AuBere Ableitung). Die dufere Ableitung d : QF(U) — QFY(U) ist dadurch
charakterisiert, dass sie fiir Funktionen f € Q°(U) mit dem Differential {ibereinstimmt,
additiv ist und dariiberhinaus

d(fdza, A--- ANdxg,) = df Adze, A--- Adxg, (9.4.5-A)

fiir alle o € {1,...,n}*, k € N, erfiillt. Dies bestimmt die duBere Ableitung eindeutig,
wir konnen sie wiederum schrittweise berechnen. So gilt fiir 1-Formen

d(f dz;) = (Opy fdzy + -+ - + Oy, f dzy) Ad;

=Y OpfduiAdr;— > 0y fda; Aday (9.4.5-B)
P19y iti>j
und damit
d(z fj dl']) = Z < Z axlfj da; A dﬂ?j — Z ﬁxlf] dl’j AN dl’l)
J J 1:1<j i:i>j (9.4.5_(:)
= (0, — Ou, fi) da; A day.

i<j
Dies erlaubt eine einfache erste Rechnung. Es gilt
d(df) = d(z Ou, f dxj) = (00,00, f — 0s,05,f) da; A dz; = 0. (9.45-D)
J i<j
Die #uBlere Ableitung einer Differentialform aus ©'(U) beschreibt damit ein notwendiges

Kriterium dafiir, dass es sich um ein Differential handelt. Fiir die Berechnung duflerer
Ableitungen von Differentialformen hoheren Grades hilft folgendes Lemma:
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9 Differentialformen und Integration

9.4.6 Lemma. (i) Die duflere Ableitung erfillt die Leibnizregel

d(pA) = dp A+ (—=1)Fp A de (9.4.6-A)
fiir ¢ € QF(U) und v € QUU).
(ii) Es gilt d(dw) =0 fiir alle w € Q*(U).

Beweis. Die Leibnizregel rechnen wir in kanonischen Darstellungen nach. Dafiir geniigt
es wegen der Distributivitédt des A-Produkts einzelne Summanden zu betrachten. Es gilt

d((fdal:a1 A+ ANdag,) A(gdag, A /\dxgl))

= d(fgdxa1 A+ Ndzg, Adag, /\--~Adx5l>

=gdf Ndzo, A--- ANdxg, Adxg, A+ Adag,
+ fdg Adaze, A--- Adag, Adag, A--- Adxg,

= (df/\d:va1 /\---/\dxak) /\(gdxg1 /\---/\dxgl)

(9.4.6-B)

+ (=1)* (f ANdze, A--- /\dxak) A <dgd9551 Ao A dx6l>

unter Ausnutzung der Produktregel fiir die Ableitung einer skalarwertigen Funktion.

Fiir die zweite Aussage geniigt wiederum die Leibnizregel. Es gilt fiir die einzelnen
Summanden der kanonischen Darstellung von w

d(fdza, A+ Adza,) = df Adza, A--- Adag, (9.4.6-C)
und damit fiir die doppelte Anwendung der dufleren Ableitung

dd(fdze, Ao Adae,) = d(df) Adza, A Adag,

9.4.6-D
— df Ad(dza, A+ Ada,,) = 0. ( )

Summation liefert die Behauptung. O]

Erganzung. Es gilt wiederum d o d = 0, die Sequenz der Abbildungen
{0} - R—QU) — - — Q*U) — Q" (U) — - — Q" (U) — {0} (9.4.6-E)

bildet also in jeder Raumdimension einen Komplex, den (reduzierten) De-Rham-Komplex. Zumindest
fiir sternférmige Gebiete U ist dieser exakt. Genau dies zeigt das Poincaré-Lemma.

9.4.7 Satz (Poincare-Lemma). Sei U sternférmig und sei w € QF(U). Dann sind
dquivalent

(i) dw=0;
(ii) es gibt ein ¢ € QF1(U) mit w = d¢.
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9.4 Differentialformen im R"™

Beweis. Es bleibt die Richtung von (ii) nach (i) zu zeigen. Wir nehmen ohne Beein-
triachtigung der Allgemeinheit an, dass U sternférmig beziiglich des Ursprungs ist und
definieren eine lineare Abbildung

K:QFNU) = Q"1(U), (9.4.7-A)
indem wir diese fiir Differentialformen
Wa = Ga dTay Adze, A+ Adzg, (9.4.7-B)
zu gegebenen Multiindizes o € {1,...,n}* durch das Integral
1 k drm,
Kuw,(z) = (/0 t* g (t) dt) Z(—l)jﬂxa]. dze, A A dz,, (9.4.7-C)
j=1

definieren. Dabei ist die ‘Tarnkappe’ @; so zu verstehen, dass dieses Differential bei
den --- im Produkt weggelassen wird. Wir berechnen die &uflere Ableitung von Kwy,.
Es gilt

dKw, = Z@I/ th1g o(tz) d
k
Z (/ t* g (ta) dt dag, A S ANdg,

Jj=1

—

1 da:Oé
1)/ 2, dag A dza, A A dzg,

IIM?r

. dza,
+ (—1)7*! Z/ majtk(axiga)(ta:) dtdz; Adzg, A - A d:cak)
— Jo

1
t* o (tr) dt dag, A+ A dag,

S~

3

k 1 dxa (9.4.7-D)
+ Z )7+t / xajtk((?ziga)(tx) dtde; Adxg, A -+ Adzg,

=1 ]:1

1
= / O (tkga(tx)) dt dze, A--- Adxg,
0

dxa

+ Z Z ]+1 / Lo, tk<8xiga)(t$) dtdz; A dxa, A A dzg,

i=1 j=1
- Z / 2it"(0p,9a) (tx) At dzo, A- -+ A dig,
— J0
— K dw,.
Summation iiber « liefert daraus, dass damit fiir jede Form w € ﬂk(U )
dKw+ K dw = w (9.4.7-E)

gilt. Gilt nun dw = 0, so folgt mit ¢ = Kw die Behauptung. O
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9 Differentialformen und Integration

9.4.8 (Pullbacks). Auch im Hoherdimensionalen induzieren (hinreichend oft) differen-
zierbare Abbildungen ¢ : U — U ein zugeordnetes Pullback

" QU) — Q). (9.4.8-A)
Dieses ist durch die Eigenschaften
e (f)=Ffop,  (df)=d(¢"f) (9.4.8-B)

fir f € Q°(U) zusammen mit der Addititvitidt und der Vertriglichkeit mit dem Dach-
produkt

" (w1 +ws) = Prwr + @rws, P (w1 Awy) = @ wi A @ ws (9.4.8-C)

eindeutig bestimmt. Der Nachweis der Eindeutigkeit entspricht der schon gemachten
Rechnung im Zweidimensionalen und liefert gleichzeitig die explizite Form des Pullbacks.
Weiter gilt

9.4.9 Lemma. Fiir jedes w € QF(U) gilt p*(dw) = d(p*w).

Beweis. Es geniigt, dies fiir die speziellen Formen
Wo = fodTa, A--- Adxg, (9.4.9-A)
zu Multiindizes a € {1,...,n}* nachzurechnen. Fiir diese gilt
o dw, = go*(dfa ANdzg, A--- A dxak)

= " (dfa) Ap*(da, Ao+ Adaa,) (9.4.9-B)
- d(fa © 90) /\90*<dx041 ASEERA dxak) = dgﬁ*wa.

Summation iiber die Multiindizes liefert dann die Behauptung. O

9.4.10 (Integration iiber Mannigfaltigkeiten). Eine Teilmenge M C R™ bezeichnen wir als
m-dimensionale (Unter-) Mannigfaltigkeit, falls zu jedem Punkt p € M eine Umgebung
p € U C R™ und m stetig differenzierbare Koordinatenfunktionen &;,...,&, : U — R
existieren, so dass die Zuordnung

& ()
&o(x) m
MnUszw— . cePCR (9.4.10-A)
&m ()
bijektiv ist und die Differentiale der Koordinatenfunktionen
déi(x), ..., d&n(x) (9.4.10-B)
fiir jedes x € M N U linear unabhéngig sind. Dies impliziert, dass die Parametrisierung
& ()
p: P> : —x eR" (9.4.10-C)
Em ()
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9.4 Differentialformen im R"™

injektiv und fiir jedes £ € ® die Bedingung rank ¢'(£) = m erfiillt ist.

Unser néchstes Ziel ist es, Differentialformen aus Q™ (U) iiber solche m-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten in U zu integrieren. Dazu setzen wir weiter voraus, dass M
kompakt ist. Dann geniigten endlich viele solcher Umgebungen, um M zu iiberdecken.
Wir fixieren fiir das Weitere die Umgebungen U;, j = 1,..., N und die zugehorigen
Parametrisierungen ¢; : ®; — M N U;, die oft auch als Karten bezeichnet werden.

Wir bezeichnen die Parametrisierungen als konsistent orientiert, falls es die zugeordne-
ten induzierten Abbildungen (die Kartenwechsel)

Vi o M NU; MU — o5 IM N U; N U, ©j 0 i = @i, (9.4.10-D)

die Bedingung det ;; > 0 erfiillen. Existieren konsistent orientierte Parametrisierungen,
so heifit M orientierbar. Dariiberhinaus bestimmt die Wahl einer konsistent orientierten
Parametrisierung (zusammen mit der Orientierung des R™) die Orientierung von M.

e S
i i A "‘l""l

77
..""" "'
{7

Beispiel einer nicht-orientierbaren Fliche im R?: das Mébiusbancﬂ

9.4.11 Lemma (Zerlegung der Eins). Sei M kompakt und seien Uy, ..., Uy offene Men-
gen mit M C U UU;U---UUy. Dann existieren beliebig oft differenzierbare Funktionen

e x;(z) >0;
o x,(x) =0 fir alle x € R"\ U;; und
o xi(z)+ -+ xwn(x) =1 fir allex € M.

Diese werden als der Uberdeckung U, untergeordnete Zerlegung der Eins bezeichnet.

Beweis. Zu jeder kompakten Menge M und jeder offenen Menge U mit M C U gilt

dist(M,R"\ U) = xeMi;lefR"\U |z —y| > 0. (9.4.11-A)

Wir nutzen dies mehrfach. Die Mengen

My=M\ |J U CU; (9.4.11-B)
iit]

8 AUGUST FERDINAND MOBIUS, 17901868
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9 Differentialformen und Integration

sind ebenso kompakt, es gilt also dist(M;, R" \ U;) = 2§; > 0. Sei 6 = min;J;. Die
Mengen M? = J,. M, Bs(x) (die abgeschlossenen §-Umgebungen der Teilstiicke M)
sind ebenso kompakt und wir kénnen diese mit endlich vielen Kugeln vom Radius §/2
iiberdecken. Wir finden also offene Kugeln V; mit

M= JMm;c Vv (9.4.11-C)

so dass zu jeder Kugel V; ein j existiert mit V; C U;. Wir fiihren Indexmengen ein, um
letzteres genauer zu beschreiben. Es sei

Ki={ilVinM; #a},  Ly={i|ViCU}, (9.4.11-D)

sowie
k=Uk;, c={z;. (9.4.11-E)

Offenbar gilt K; C £;. Wir modifizieren diese Mengen noch leicht und machen dazu
die K; disjunkt. Kugeln V; die in mehreren der U; enthalten sind vervielfaltigen wir
entsprechend und zéhlen sie in jedem K; und £; nur einmal, es sind dann K; N K; =
L;N L; = @. Nach Konstruktion gilt aber auch

(9.4.11-F)

Wir nutzen diese Mengen, um die Funktionen x; explizit anzugeben. Fiir jede Kugel
V' = Bjp() fir £ € R® und ¢ > 0 ist die iiber den euklidischen Abstand im R"
definierte Funktion

1 ~
eXpla—=2—=), r—I| <d/2,
pv(z) = { () o =2l <o/

(9.411-G)
0, |z — 2| >§/2,

beliebig oft differenzierbar, nichtnegativ und auf der offenen Kugel V' strikt positiv. Die

Funktionen
Zie)cj A% ()

2uiek; PV oV
Xj(x) = § Zieervi@” 7€ User, (9.4.11-H)
0, sonst
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9.4 Differentialformen im R"™

sind damit nach Konstruktion beliebig oft differenzierbar (da wir den Quotienten nur
nur einer Mengen berechnen, auf der der Nenner strikt positiv ist, und der Zéhler allein
schon eine beliebig oft differenzierbare und auf Uielcj V; getragene Funktion darstellt)

und ebenso in UZ.E,CJ_ Vi C U; getragen. Weiter gilt

Zie’cpv-(ﬂ«“)

ek TV rel) Vi
ij(x): Diecpv; (@) Uiex (9.4.11-1)
r 0, sonst.

Da fiir x € M im Nenner nur die Summanden mit ¢ € I von Null verschieden sind,
folgt Zj x;j(z) =1 fur alle z € M. Genau das war zu zeigen. ]

9.4.12 Definition. Sei w € Q™(U) und M € U eine orientierte kompakte Mannigfal-
tigkeit. Seien wetter p; : ®; — M N U; Parametrisierungen und x; eine untergeordnete
Zerlegung der Eins. Dann definieren wir
N
/ W= Z/ @5 (W) (9.4.12-A)
M j=1"%;

Die Definition ist unabhingig von der Wahl der Parametrisierung (solange die Orien-
tierung erhalten bleibt) und von der Wahl der Zerlequng der Eins.

Ergdnzung. Zerlegungen der Eins konnen auch allgemeiner fiir nicht endliche Uberdeckungen konstru-
iert werden. Dazu geniigt es, dass die Uberdeckung lokal endlich ist, fiir jedes x € M also nur endlich
viele j mit x € U; existieren. Fiir uns geniigt obige Fassung des Lemmas.

Fiir die wirkliche Berechnung eines Integrals ist die Nutzung einer Zerlegung der Eins zu kompliziert.
Hier geht man einfacher vor und zerschneidet M in Teilstiicke, die dann berandete Mannigfaltigkeiten
sind, und integriert iiber diese. Sind die Teilstiicke in einem Koordinatengebiet U; enthalten, so gentigt
die Integration iiber das Gebiet ®; in R™.

9.4.13 (Mannigfaltigkeiten mit Rand). Fiir die Formulierung von Integralsitzen sind
berandete Mannigfaltigkeiten notwendig. Diese kann man entweder (im Fall glatter
Rénder) so definieren, dass Kartenabbildungen ¢ auf Teilmengen des Halbraumes
R = {{ € R™ | &, > 0} definiert sind. Dann sind Einschrankungen der Karten auf
R™~! gerade Karten des Randes verstanden als Mannigfaltigkeit der Dimension m — 1.

Fiir unsere Zwecke ist eine alternative Vorgehensweise sinnvoll. Wir definieren orientierte
berandete Mannigfaltigkeiten rekursiv iiber die Dimension des Randes. Fiir orientierte
Gebiete in der Ebene sind Réander orientierte Kurven und zumindest fiir Normalbereiche
erhalten wir die Randparametrisierung direkt aus der Definition.

Wir bezeichnen eine Teilmenge X einer orientierten Mannigfaltigkeit M als Mannigfal-
tigkeit mit Rand oder kurz als stiickweise glatt berandete Mannigfaltigkeit, falls fiir jede
ihrer konsistent orientierten Karten

90;1[2 N UJ] = Gj M (p;l[M N UJ] C (I)j (9.4.13—A)
mit einem (gutartigen) stiickweise glatt berandetem orientierten Gebiet G; im R™ gilt.

Wir integrieren w € Q™(U) iiber ¥, indem wir wiederum mit einer Zerlegung der Eins

fo= fj /| e (0.413-8)
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9 Differentialformen und Integration

definieren. Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung und von
der Wahl der Zerlegung der Eins.

Die Unabhéngigkeit von der Parametrisierung ergibt sich wiederum aus einem Trans-
formationssatz, den wir wie im ebenen Fall aus einem Integralsatz folgern wollen. Dazu
verfahren wir induktiv iiber die Dimension. Wir geben nur die entscheidenden Sitze an
und ihre Beweise an.

9.4.14 Satz (Integralsatz von Stokes — Version fiir Gebiete). Sei G € U ein (gqutartiges)
stiickweise glatt berandetes Gebiet im R™ und sei w € Q" 1(U). Dann gilt

/de = jécw. (9.4.14-A)

Beweisskizze. Wir zerschneiden G wiederum in Normalbereiche beziiglich beliebiger Rei-
henfolgen der Koordinaten und verfahren analog zu den Beweisen in zwei und drei
Dimensionen. Dabei ergeben sich gerade Randintegrale in den vom Normalbereich mit-
gelieferten Randparametrisierungen. O

9.4.15 Satz (Transformationsformel). Sei w € Q*(U) fir U C R™ offen und ¢ : U —
U ein C2-Dz'jjeom0rphismus. Dann gilt fir jedes (gutartige) stickweise glatt berandete

Gebiet G € U innerhalb von U
/ w= / Yrw. (9.4.15-A)
©[G] G

Beweis. Wir nutzen eine Abschneidefunktion, um w auflerhalb G so zu veréndern, dass

es auf ganz R" fortgesetzt werden kann. Dann impliziert das Poincare-Lemma aus
Satz die Existenz einer Differentialform o € Q" '(R") mit da = w in einer
Umgebung von GG und es folgt aus der Transformationsformel in Dimension n — 1

/ w:/ da:/ a:/ a:/ go*a:/ d(gp*a):/gp*w. (9.4.15-B)
»[G] ¢[G] 0¢[G] ©[0G] oG G G

]

Die Regularitiit kann wieder auf C!-Diffeomorphismen und Formen mit stetigen Ko-
effizienten verbessert werden. Dazu nutzt man das schon in der Ebene diskutierte
Glattungsargument. Dies erlaubt es uns, den Integralsatz von Stokes auch direkt fiir
Untermannigfaltigkeiten des R™ zu formulieren. Zum Beweis geniigt es, Satz fiir
jede der konsistent orienteren Parametrisierungen einzeln anzuwenden.

9.4.16 Satz (Integralsatz von Stokes — Version fiir Mannigfaltigkeiten). Sei U C R™ offen
und ¥ € U eine orientierte Untermannigfaltigkeit der Dimension m mit stiickweise
glattem Rand 0. Sei weiter w € Q™ Y(U) eine Differentialform vom Grad m — 1.

Dann gilt
/dw:% w. (9.4.16-A)
b %
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9.5 Die klassischen Integralsdtze der Vektoranalysis

Beweis. Seien ¢; : G; N ®; — ¥ N U; die Parametrisierungen und sei y; eine unterge-
ordnete Zerlegung der Eins. Dann gilt

/2 dw = XJ:/G i (g dw) = EJ:/G @5 dxyw) — ZJ:/G 5 (dx; Aw)
= Z /an i (W) — Z /Gj Pi(dx; Aw) (9.4.16-B)

[ fm e £

da auf ¥ nach Konstruktion 3, dy; = d>_; x; = d1 = 0 gilt. O

9.5 Die klassischen Integralsatze der Vektoranalysis

Zwischen Differentialformen und Vektorfeldern kann man bei Vorliegen eines Skalarpro-
duktes direkt iibersetzen. Dies holen wir fiir die Dimensionen zwei und drei nach und
erhalten damit neue Einsichten in die Integralsidtze. Wahrend der allgemeine Satz von
Stokes fiir alle Dimensionen gleich aussieht, ergeben sich bei geeigneter Neuinterpreta-
tion von der Dimension abhédngende Formulierungen als Satze iiber Vektorfelder.

9.5.1 (Situation in drei Dimensionen). Fixiert man auf dem R? ein Skalarprodukt (-, -), so
liefert dies eine Bijektion zwischen Vektorfeldern X' (R?) und Differentialformen Q'(RR?).
Bezeichnen wir diese als x : X(R?) — Q!(R3?)

(k(v),h) = (v,h),  heER? (9.5.1-A)
so entspricht dem Differential df einer Funktion gerade der Gradient der Funktion
k(grad f) = df. (9.5.1-B)

Bezeichnet man die Koordinaten im R? beziiglich einer zugeordneten (orientierten) Or-
thonormalbasis e,, e,, e, mit x, y und z, so gilt k(e,) = dz, k(e,) = dy und k(e,) = dz.
Weiter bestimmt die Volumenform vol := dz A dy A dz eine Bijektion

-vol : C®(R?) 3 f+— fdox Ady Adz € Q*(R?) (9.5.1-C)

durch Multiplikation und das Einsetzen eines Vektorfeldes als erstes Argument in die
Volumenform dx A dy A dz eine Bijektion X' (R?) — Q2(R?)

U1
wvol:v=|v| — vdy Adz —vydz Adz + vsde A dy € Q*(R?). (9.5.1-D)
U3

Dabei gilt also e, « (dz Ady Adz) = dy Adz, e, — (dz Ady Adz) = dz A dz und
e, v (dzAdyAdz) = de Ady. Zusammen mit dem der duleren Ableitung d auf Formen
ergibt sich damit ein kommutatives Diagramm
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9 Differentialformen und Integration

{0} > R » QOR?) —45 QYR —4 Q2(R?) —45 Q3(R?) —— {0}

Tn Tvvol T ol

C(R?) 224, ¥(R?) Ly X(R?) —dVy Co(R3)

mit entsprechenden noch zu berechnenden Abbildungen in der unteren Zeile.

Da wir Vektorfelder damit sowohl mit Formen aus Q'(R?®) als auch mit Formen aus
Q?(R3) identifiziert haben, bestimmen diese Identifikationen insbesondere eine Bijektion

* : QN(R?) - Q¥ (R). (9.5.1-E)

Diese ist charakterisiert durch % (dz) = e, « (dzAdyAdz) = dyAdz und entsprechend
* (dy) = dz A dz sowie % (dz) = dz A dy. Zusammen mit der durch - vol gegebenen
Bijektion % : Q°(R%) — Q3(R®) erhalten wir damit die Hodgd’} %-Operatoren auf
Differentialformen. Diese sind auch allgemeiner im R" oder auf Mannigfaltigkeiten durch
das Fixieren eines (lokalen) Skalarprodukts definierbar.

Die sich ergebende Abbildung rot wird als Rotation und div als Divergenz bezeichnet.
Wir geben Gradient, Rotation und Divergenz noch direkt in kartesischen Koordinaten
an. Es gilt
a{ﬂf
grad f = [0, f ] , (9.5.1-F)
azf

ebenso impliziert

d(vy dx + vo dy + v3d2)

9.5.1-G
= (0yvg — O,v9) dy A dz + (Opvz — O,v1) do A dz + (Opv2 — Oyv1) daz A dy ( )
die Darstellung der Rotation
8yU3 — az’l)g
rotv = |0,v1 — d,u3| . (9.5.1-H)
(91112 — Gyvl

Weiter impliziert
d(v1dy Adz —voda Adz +vsde Ady) = (0pv1 + Oyve + O,vg)de Ady Adz (9.5.1-1)
fiir die Divergenz den Ausdruck

divv = 0,v1 + 0yve + 0,v3. (9.5.1-J)

9.5.2. Integralsétze sind ebenso direkt umformulierbar. Es gelten im Dreidimensionalen
fiir das Kurvenintegral eines Gradienten

/r‘gmd,/' o ds :_/F/i(grad f) :/ (grad f,%(t))dt = f(v(b)) — f(v(a)) (9.5.2-A)

9SIR WILLIAM VALLANCE DouGLAS HODGE, 1903-1975
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9.5 Die klassischen Integralsdtze der Vektoranalysis

entlang der durch eine differenzierbare Funktion v : [a, b] — R? parametrisierten Kurve
I'. Dariiberhinaus gilt der Integralsatz von Stokes

/ rotve dA :/ rot v — vol —/ K(v) = / ve ds (9.5.2-B)
Jy > oy Jox

fiir jede glatt berandete orientierte Fliche ¥ und der Integralsatz von Gauss

/ divvdV :/ div v - vol :/ v« vol = / ve dA (9.5.2-C)
Ja @ oG Joa

fiir jedes stiickweise glatt berandete Gebiet GG. Man beachte, dass diese Schreibweisen
ds fiir ein vektorielles Linienelement, dA fiir ein vektorielles Flichenelement und dV
fiir ein Volumenelement inkonsistent sind und keine Differentiale darstellen.

9.5.3 (Situation in zwei Dimensionen). Im Zweidimensionalen tritt der Sonderfall ein,
dass es zwei verschiedene sinnvolle Identifikationen X' (R?) — Q!(R?) gibt. Einerseits
liefert das Einsetzen eines Vektorfeldes in ein gegebenes Skalarprodukt wiederum die
Bijektion £ und das kommutative Diagramm

{0} > R » QOR?) —4s QY(R?) —4 Q2(R?) —— {0}

H TH T vol

Co(R2) 229, x(R?) 20, O(R?)

bestimmt neben dem Gradienten einen weiteren Operator rot und den Integralsatz

/ rot vdA :—/ rot v - vol = / K(v) = / ve ds, (9.5.3-A)
Ja @ oG Jog

bei dessen Randintegral die Tangentialkomponente des Vektorfeldes entlang der Rand-
kurve zu integrieren ist. Dieser Satz entspricht dem schon angegebenen Integralsatz
von Green. Andererseits bestimmt das Einsetzen in die Volumenform iiber

{0} > R » QOR?) —4s QY(R?) —4 Q2(R?) —— {0}

e T

C®(R?) —— X(R?) —&° C>(R?)

einen Operator div, fiir den ebenso ein passender Integralsatz aufgeschrieben werden
kann. Der ebene Integralsatz von Gauss lautet

/ divvdA :—/ divv - vol :/ v« vol = / ve dst (9.5.3-B)
Ja @ oG Joa

und es ist am Rand die nach auflen gerichtete Normalenkomponente des Vektorfeldes
zu integrieren.
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9 Differentialformen und Integration

9.5.4 (Langen und Flachen). Kurvenlingen und Flicheninhalte lassen sich ebenso als
Integrale ausdriicken. Wiederum wird ein Skalarprodukt benétigt und die Integranden
héngen von der Kurve beziehungsweise dem Fléchenstiick ab. Kurvenldngen haben wir
schon in Kapitel 7 gesehen. Fiir eine glatt parametrisierte Kurve I' mit Parametrisierung
v : [a,b] — R? gilt

2(T) = / 4] dt = /F ny < vol (9.5.4-A)

mit einem auf 4(t) senkrecht stehenden Normalenvektor n; in (), so dass dieser nach
rechts (beziiglich der Richtung von (t)) zeigt. Fiir Kurven im R? gilt entsprechend

Z() = / |%(¥)] dt = /an < (n; ~— vol) (9.5.4-B)

unter der Annahme, dass n;, ny, normiert sind und zusammen mit 4(¢) im Kurvenpunkt
v(t) ein Rechstssystem bilden.

Einer orientierten Fliche ¥ im R3 kann ein Flicheninhalt zugeordnet werden. Dazu
bezeichnen wir in jedem Fléachenpunkt von 3 durch n, einen auf der orientierten Fléche
senkrecht stehenden Einheitsvektor. Dann liefert

o (X) = / n, - vol (9.5.4-C)
)
den Flacheninhalt von X-.

9.5.5 Beispiel. Um die Oberfldche eines durch
Rcos@ + rcosfcosv

©:®3(0,9)— | Rsinf +rsinfcosy | € R? (9.5.5-A)
rsin Yy
durch ® = [0,27)? parametrisierten Torus T mit Radien R und r zu berechnen,

benotigen wir den duleren Normalenvektor ny im Punkt ¢(6, ). Dieser ist durch

cos 6 cos
n, = |sinfcos (9.5.5-B)
sin )
gegeben.
Z A
n, i

- - =Tl n,.

Torus T mit Koordinatenlinien # = const und ¥ = const und dufleren Normalenvektoren n
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9.5 Die klassischen Integralsdtze der Vektoranalysis

Eingesetzt in die Volumenform vol = dz A dy A dz liefert dies zusammen mit

¢*(dz) = —(Rsinf + rsinf cosp) df — r cos O sin ) dy)
©*(dy) = (Rcos + rcosf cosp) df — rsinfsinp dy (9.5.5-C)
©*(dz) = rcosyp dyp

und damit

©*(dy A dz) ( (Rcosf + rcosfcost)df — rsm@smwdw) (rcoswdw)
( 1 cos 6 cos 1 4 1% cos 0 cos? w) di A dy
*(dx A dz) ( Rsm9+rsm9cos¢)d9—rcos@sml/)dlb)/\(rcosv,l)dLZJ)
—(Rr sin @ cos 1 + 2 sin 0 cos? ¢) do A dy
¢*(dz Ady) = (— (Rsinf + rsinf cos ) d§ — 7 cos 0 sin i di)) (9.5.5-D)
A((RCOSH + rcosfcosp)dl — rsin&sinwdw)
= (Rr sin? @ sin 1 4 7% sin”  cos ¢ sin 1)
+ Rrcos? 0sin v + 72 cos® 0 sin ) cos 1/)) dé A dy
= (Rrsiny + r*sincosy) d A dyp

die zu integrierende Differentialform

©*(ny — vol) = p*(n;y — dz Ady Adz)
= cosfcos ) p*(dy Adz) —sinfcos ) p*(dz A dz) +siny ¢ (dz A dy)

= < cos 6 cos (RT cos 0 cos 1 + 12 cos f cos® w)

+ sin # cos ¢ (Rr sin 6 cos ) + r? sin 6 cos” 1)) (9.5.5-E)
+ sinw(Rr sin ) 4 r2sin 1 Cosw)) df A dip
= (Rr+ r*cosv) dd A dip.
Also folgt
o (T) = /Tlmr — vol = /q> (Rr +r*cosv) dd A dy
= /27T /27r (Rr + 7% cos w) dvy do (9.5.5-F)
o Jo

= 47%rR.

Erganzung. Die Rechnung lésst sich abkiirzen, dazu zeigen wir eine Flicheninhaltsformel. Ist

(&)
p:®3(&n)— [y(f,n)] €ex (9.5.5-G)
2(€,m)

stetig differenzierbare immersive Parametrisierung eines glatten Flichenstiicks X, so gilt
©*(dy A dz) = (JeyOnz — Oez0py) dE A dn
" (de A dz) = (0gxOnz — Ocz0px) dE A dn (9.5.5-H)
@*(dz A dy) = (Ocx0yy — OcyOyx) d§ A dn
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Weiter liefert

OcyOnz — 0c20pny
= (9.5.5-1)

n(p(&;n)) = 0ep(&,n) X Ip(€,n) = | Ogz0hw — Ogxdyz
OcxOny — OcyOpx

n (¢(€,1))
na((€,1))
n3(p(€,1))

einen (nicht normierten) Normalenvektor auf ¥, der eingesetzt in die Volumenform vol als Pullback

©*(n —vol) = ¢*(n; dy Adz — nodz A dz + ng da A dy)
— ((Deydyz — De20yy)? + (Oc20yT — Dewdyz)? + (Ocaxdyy — Oeydyr)) > dE Ady  (9.5.5-J)
= [n(p(& ] dg A dn

besitzt. Normieren von n fithrt damit auf die Flicheninhaltsformel

(9) = [ ool = [ in(eenlandy = [ foc x 00l denan (9.55-K)

Diese haben wir in (9.5.5-F|) in Aktion gesehen.
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10 Elemente der Variationsrechnung

In diesem Kapitel soll es um einige Themen zu Extremalproblemen gehen, die bisher
in den Vorlesungen etwas zu kurz gekommen sind. Das betrifft sowohl Extrema von
Funktionen mehrerer Verénderlicher mit und ohne Nebenbedingungen als auch Variati-
onsprobleme, bei denen Integrale minimiert oder maximiert werden.

10.1 Extremwertaufgaben

10.1.1. Sei U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Dann heifit bekanntlich z, € U
ein lokales Minimum, falls es eine Umgebung Bj(z,) C U mit

flx) > f(z.) (10.1.1-A)

fir alle € Bs(x,) gibt. Wir haben schon in Kapitel 7 daraus gefolgert, dass dann fiir
jede durch z, verlaufende differenzierbare Kurve parametrisiert durch

x:(—e,e) = Bs(z,) (10.1.1-B)
mit z(0) = z, auch
fa@) = f(2(0)) = f(z.) (10.11-C)
und damit
d
af(m(t)) . =0 (10.1.1-D)

gelten muss. Letzteres ist natiirlich einfach berechenbar. Es gilt

n

= > (0, F)((0)) 5(0) = {Af (), 5) = 0. (101.1-E)

t=0 j=1

d
()

Dabei ist 4 € R™ beliebig (da die Aussage ja fiir jede differenzierbare Kurve durch x,
gelten soll) und es folgt das notwendige Kriterium

df(zs) =0 (10.1.1-F)
fiir ein lokales Minimum der Funktion f im Punkt z,. Das Kriterium ist sicher nicht

hinreichend, da es ebenso fiir lokale Maxima von f und weitere kritische Punkte erfiillt
ist.
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10.1.2. Wir wollen im weiteren Verlauf Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen
betrachten. Wir nehmen also an, dass wir nach Minima oder Maxima einer differen-
zierbaren Funktion f : U — R nicht auf U sondern nur auf einer in U verlaufenden
Untermannigfaltigkeit M der Dimension m < n suchen. Dazu gibt es prinzipiell zwei
verschiedene Herangehensweisen. Ist M lokal durch Parametrisierungen

;i :R"2D2®; 36 —2€ MNUj (10.1.2-A)
charakterisiert, so besitzt f in x, € M N U; genau dann ein lokales Minimum, wenn

VeeBs@ynm  f(x) > f(x) (10.1.2-B)

gilt. Einsetzen der Parametrisierung macht daraus

Veensie  T(9i(€)) = flp;(64)) (10.1.2-¢)

mit z, = ¢;(&,) und einem hinreichend klein gewihlten 6 > 0 und wir suchen nach loka-
len Minima der Funktionen f o ¢; fiir die lokalen Parametrisierungen ;. Dies geschieht
natiirlich wiederum durch Ableiten, es ergeben sich als notwendige Bedingungen

d(f o ;) =¢j(df) = 0. (10.1.2-D)

Dabei ist d(fog;) = 0 (fiir ein j und bei bekannten Parametrisierungen ;) eine einfach
zu berechnende Gleichung zur Bestimmung kritischer Punkte.

10.1.3 Beispiel. Um das Maximum von f(z,y) = zy auf dem Einheitskreis 22 + 32 = 1
zu bestimmen, geniigt es natiirlich eine Parametrisierung x = cost, y = sint fiir t € R
einzusetzen. Dann ist

1
t — f(cost,sint) =sintcost = 5 sin(2t) (10.1.3-A)

zu maximieren. Das Maximum tritt also bei ¢ = § + km ein, was auf die Punkte

V2 V2

T=y =0 beziehungsweise T=y= - (10.1.3-B)

fiihrt.
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10.1.4. Die Gleichung besitzt eine natiirliche geometrische Interpretation, alle
an M im Punkt x, tangentialen Vektoren miissen im Nullraum von df liegen. Dies kann
auch genutzt werden, wenn M nicht durch lokale Parametrisierungen sondern iiber den
Satz iiber die implizite Funktion durch eine Gleichung

M={zeU]|F(z)=0} (10.1.4-A)

fiir eine Funktion F' : U — R"™™ gegeben ist. Dazu muss 0 ein reguldrer Wert von F'
sein, also fiir alle x € M die Bedingung

rank F'(z) =n—m (10.1.4-B)

erfiillt sein. Da die Jacobimatrix F'(z) € R™ ™" damit maximalen Rang besitzen
muss, sind die Zeilen linear unabhéngig. Bezeichnet man die Komponenten des Vektors
F(x) mit Fj(x), so sind damit im Punkt x die Differentiale

dFi(x),..., dF,_n(x) (10.1.4-C)

linear unabhéngig. Da jeder an x € M tangentiale Vektor von der Form ¢ (§)n, n € R™,
fiir eine lokale Parametrisierung ¢, : R™ O ®; — M N U; ist, impliziert

F(e;((€)) =0 — F'(;(£))#(§) = 0 (10.1.4-D)
dass solche tangentialen Vektoren in ker dFj(x) fiir j = 1,...,n — m liegen. Zusam-
men mit den durch die Parametrisierung gegebenen Differentialen d¢q,... d&,, bilden

dFi(x),..., dF,—,(x) damit lokal eine Basis von (R™)’. Wir kénnen damit also df(z)
fiir x € M als Linearkombination

df(z) = 8 fd&+ > A dF(x) (10.1.4-E)
j=1 j=1
schreiben. Bedingung fiir kritische Punkte besagt nun, dass
Pi(df) =D B¢ fd& =0 (10.1.4-F)
j=1
gilt. Um das ohne die Parametrisierung aufzuschreiben, stellen wir zuerst fest, dass
df(z) = > AjdF(z) (10.1.4-G)
j=1
Differential der Funktion
v f(x) = > NFi(x) = f(x) = AF(x) (10.1.4-H)
j=1

mit einem zusatzlichen Parameter A € R™"™"™ ist. Betrachtet man den Parameter ebenso
als variabel, betrachtet also die Hilfsfunktion

UxR"™™ 3 (2,\) = f(z) — A F(z) € R, (10.1.4-1)
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10 Elemente der Variationsrechnung

so ergibt sich als Differential

Z \; dF(z Z Fy(x (10.1.4-J)

Ist x, € M ein lokales Minimum, so folgt aus zusammen mit Fj(x,) = 0, dass
dieses Differential in z, verschwindet. Umgekehrt impliziert das Verschwinden dieses
Differentials sowohl z € M als auch Bedingung ([10.1.4-F)).

Die durch
ZA dF;(z.) ZFJ =0 (10.1.4-K)
=1

eindeutig bestimmten Parameter \; werden als Lagmngemultzplzkatoren und die Hilfs-
funktion als Lagrangefunktion bezeichnet. Das Einfiihren der Lagrangefunktion
erspart das explizite Auflésen der Nebenbedingungen zu einer Parametrisierung der
Mannigfaltigkeit M.

10.1.5 Satz (Notwendiges Extremalkriterium unter Nebenbedingungen). Sei F' : R™ D
U — R"™™ stetig differenzierbar, U offen und 0 ein reguldrer Wert von F. Sei weiter
M implizit gegeben als M = {x € U | F(x) =0} und f : U — R stetig differenzierbar.
Ist dann x, € M ein lokales Extremum von f, gilt also

(lokales Mazimum,) VaemnB.(z) [(x) < f(xs) (10.1.5-A)

oder
(lokales Minimum) VeermnB.@z) [f(x) > flxy) (10.1.5-B)

fiir ein € > 0, so gilt fiir die Ableitung der Hilfsfunktion
H:UxR"™ 3 (2,\) = f(z) — A F(z) €R (10.1.5-C)
die Gleichung
H' (24, M) =0 (10.1.5-D)
mit einem dadurch eindeutig bestimmten X\, € R"™™.

10.1.6 Beispiel. Wir betrachten dazu ein Beispiel und suchen die Maxima der Funktion
f(z,y,2) = a®x* + b** + 2% — (ax® + by* + c2?)? (10.1.6-A)

zu gegebenem a > b > ¢ > 0 auf der Einheitssphire 22 + y? + 22 = 1. Da die Einheits-
sphére kompakt und die angegebene Funktion stetig ist, gibt es Maximal- und Minimal-
stellen. Diese miissen das notwendige Kriterium erfiillen und wir erhalten ein Verfahren
zur Bestimmung potentieller Extremstellen (kritischer Punkte). Da 1 reguldrer Wert
von F(z,y,z) = x? 4+ y* + 22 ist, bilden wir die Hilfsfunktion

H(ZE,y,Z,A):f([E,y,Z)—)\(l— (JI Y,z ))

10.1.6-B
2P+ 0Py + P2 — (aa® + by’ +c2®)? = A1 — (2P 4 y7 + 7)) ( )
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10.1 Extremwertaufgaben

und erhalten durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen die Bedingungen

0=0\H(z,y,2) =2> +y* +2° — 1,
0=0,H(x,y,2 N\ =2a*c — dax(ax® + by + c2?) + 2)\z, (1016-C)
0=0,H(z,y,z, \) = 2b*y — 4by(ax® + by + c2°) + 2\, o
0=0.H(z,y,2,\) = 2c*2 — dez(ax® + by + c2*) + 2\z
und damit neben 2% + y? + 2% = 1 die Gleichungen
z((a® + A) — 2a(az® 4 by® + c2°)) = 0,
y((0* + A) — 2b(az® + by* + ¢2*)) =0, (10.1.6-D)
2((+ X) = 2c(az® + by + ¢2*)) =0
Sind zwei der Koordinaten gleich Null, so ergibt sich
<x7 y’ Z) e {(07 07 :|:1)7 <07 il’ 0)7 (Zl:17 07 0)} (1016—E)

mit dem Funktionswert f(x,y,2) = 0 und zugehorigen A € {a? b2, ¢*}. Ist nur eine der
Koordinaten (z.B. x) gleich Null, so folgt

yz#0 = (0*+ ) = 2b(by* + c2®) und (¢ + ) = 2¢(by® + cz*)  (10.1.6-F)
und damit nach Subtraktion der Gleichungen
2(b—¢)(by® + cz*) = b* — ¢ und damit 2(by* + c2®) = b+ c. (10.1.6-G)

Da ebenso y? + 2% = 1 gilt, folgt 2(b — ¢)y* + 2¢ = b+ ¢ und damit y? = 2% = 1. Durch
zyklisches Vertauschen der Variablen sind auch die anderen beiden Fille berechnet und
es ergeben sich die Punkte

V2oLV f(O,iﬁiﬁ):(b_c)Z

2 2 9 4
x:j:\/?i, y=0, z= \/75, mit f(j:\/—_ szg):(a_c)2 (10.1.6-H)
x:i\/g, y:ig, 2=0,  mit f(i\/—— i\é_ ) (“;b)Q.

Es konnen nicht alle drei der Koordinaten ungleich Null sein. Die entsprechende Rech-
nung liefert in diesem Fall die Gleichungen

a+b = 2(az?*+by*+cz?), btc=2(ar*+by*+cz?), ct+a = 2(ar*+by*+cz?) (10.1.6-1)

und damit a +b =b+c = ¢+ a, also a = b = ¢ im Widerspruch zur Annahme. Die
Maximalstellen ergeben sich aus dem grofiten Funktionswert in (10.1.6-H|).

10.1.7 Beispiel. Sei A € R™*" eine symmetrische Matrix. Wir wollen die lokalen Ex-
tremstellen der zugehorigen quadratischen Form ¢4 : R — R

qa(z) = 2" Ax (10.1.7-A)
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auf der euklidischen Einheitssphire 2"z = Z?Zl x? = 1 bestimmen. Da die Sphére

ebenso kompakt ist, ergeben sich wiederum alle potentiellen lokalen Extrema aus dem
notwendigen Kriterium. Die zugehorige Lagrangefunktion ist durch

H(z,\) =2 Az — \x'z + ) (10.1.7-B)
gegeben und fiihrt bei partiellem Ableiten nach x zu
0=0.H(z,\) =2(Ax — \x) (10.1.7-C)

und damit zur Eigenwertgleichung Ax = Ax. Die kritischen Punkte ergeben sich also als
Schnitte der Eigenunterrdume mit der Sphére und die zugehorigen Lagrangemultiplika-
toren sind die Eigenwerte.

10.2 Variationsprobleme

10.2.1. Wir wollen Extremwertaufgaben auf eine neue Stufe heben und betrachten dazu
Variationsprobleme. Wir beginnen mit einem einfiihrenden Beispiel und fragen nach
der Kurve, die eine zwischen zwei Punkten aufgehéngte Schnur konstanter Dichte und
fixierter Lange unter dem Einfluss der Schwerkraft als Gleichgewichtslage annimmt. Das
Problem ist im wesentlichen zweidimensional, wir nehmen an dass die beiden gegebenen
Punkte (a1, b1), (ag, by) verschiedene z-Koordinaten haben und suchen damit nach einer
Kurve

r y = f(x), x € [ay, ag] (10.2.1-A)

parametrisiert als Graph einer Funktion f. Dabei soll f(a;) = by und f(az) = by) gelten.
Die Bedingung konstanter Lange fixiert

Zf] = /@ V14 (f'(x))?de =L (10.2.1-B)

und wir suchen nach einer differenzierbaren Funktion f auf [ay, as|, die die die potentielle

Energie
£ = [ H@VTF (s (102.1-C)

minimiert,.

(an b2)

(a1,b1)

a1 a2
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10.2 Variationsprobleme

Das ein (nun nicht mehr endlichdimensionales) Minimierungsproblem unter Nebenbe-
dingungen

Z[f] = L = const,

£1f] — min (10.2.1-D)

dessen Losung wir in Beispiel |[10.3.3| bestimmen werden.

10.2.2. Als zweites Beispiel betrachten wir Kurven minimaler Lénge zwischen zwei
Punkten. Wir betrachten dazu wiederum nur differenzierbare Kurven I' parametrisiert
durch z : [0, 1] — R™. Die zugehérige Kurvenlidnge ist durch das Integral

1
Llx] = / |z(¢)| dt (10.2.2-A)
0
gegeben. Dabei suchen nun zu zwei vorgegebenen Punkten
z(0) =9 € R" und z(l) =z € R" (10.2.2-B)

diejenige Kurve mit .Z[x] — min. Da die Lange von I" und nicht der gewéhlten Para-
metrisierung ¢ — x(t) abhéngt, ist der Minimierer nur bis auf Umparametrisierung der
Kurve bestimmt. Wir werden die (offensichtliche) Losung in Beispiel [10.2.6| diskutieren.

Interessanter wird dieses Problem, wenn wir den Minimierer nicht als beliebige Kurve
im R"™ sondern innerhalb einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R"™ suchen.
Diese konnte zum Beispiel implizit durch eine Gleichung

M ={zeR"|g(x) =0} (10.2.2-C)

fiir eine stetig differenzierbare Funktion g : R" — R™™" mit 0 als reguldrem Wert gege-
ben sein. Dies ist damit wiederum ein Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen,
wir suchen also eine glatte Kurve I parametrisiert durch z : [0, 1] — R™ mit

Z[r] — min,
g(x(t)) = 0.

Beispiel [10.3.5| diskutiert die Losung dieses Problems.

(10.2.2-D)

Wir beginnen mit einem fundamentalen Lemma.

1> 10.2.3 Lemma (Fundamentallemma, Du-Bois-Raymond)). Sei f : [a,b] — R stetig.
(i) Gilt fir jede stetige Funktion ¢ : [a,b] — R mit p(a) = ¢(b) =0

/  HOw() dt =0, (10.2.3-A)

so folgt f(t) =0 fir alle t € [a,b].

'EmMIL HEINRICH DU BOIS-REYMOND, 1818-1896
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(i) Gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion ¢ : [a,b] — R mit p(a) = p(b) =0

/b f@)' () dt =0, (10.2.3-B)

so folgt f(t) = const firt € |a,b.

(iii) Ist g : [a,b] — R ebenso stetig und gilt fir jede stetig differenzierbare Funktion
¢ :a,b] = R mit p(a) = p(b) =0

/f g(B)e(t) dt = 0, (102.3-C)
so ist f stetig differenzierbar und es gilt f'(t) = g(t) fir alle t € [a, b].

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) sind Spezialfille von (iii), jedoch ist es einfacher, die
Aussagen schrittweise zu beweisen.

Beweis zu (i). Da f stetig ist, geniigt es, f(¢) = 0 fiir alle ¢t € (a, b) zu zeigen. Angenom-
men fiir ein ¢ € (a,b) gilt f(t) # 0. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass f(¢) > 0 gilt. Dann gibt es ein Intervall [ty,?s] C (a,b) mit f(¢) > 0 auf
[t1, to]. Betrachtet man nun die Funktion

t—11)(te — 1 telt,?
p(t) = {( {2~ ), € lh, o), (10.2.3-D)
0, sonst.
so folgt
/ ft)p(t)dt = / f@)(t —t1)(ta —t)dt > 0. (10.2.3-E)
Widerspruch zur Annahme, es gilt also f(¢) = 0 fiir alle ¢ € [a, b].
Beweis zu (ii). Sei
1 b
= t)dt. 10.2.3-F
e= 5= | 1) (1023F)
Dann gilt fiir
¢
o(t) = / (f(r)—¢)dr (10.2.3-G)
nach Wahl von ¢ auch ¢(b) = 0 = ¢(a). Damit gilt nach Voraussetzung
b b
2
/(ﬂﬂ—@cu:/(ﬂﬂ—@¢®&
“ “ (10.2.3-H)
— [ e at - c(elb) - pla)) =0
und somit folgt f(¢) = ¢ fiir alle ¢ € [a, b].
Beweis zu (iii). Wir definieren
t
G(t) :/ g(t)dr, (10.2.3-1)
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so dass

b b
/ g(t)p(t)dt = —/ G(t)'(t) dt (10.2.3-J)
gilt. Also folgt aus

b
/ (f(t) = G(1))¢'(t)dt (102.3-K)
und damit aus (ii) die Behauptung f(t) — G(t) = const und damit f’(t) = g(t). O

Ergdnzung. Die Forderung, dass die Identitéten ([10.2.3-A))—(10.2.3-C) fiir alle stetigen Funktionen
¢ : [a,b] =& R mit p(a) = p(b) = 0 gelten sollen, ist zu stark. Es geniigt, dies fiir alle beliebig oft
differenzierbaren und innerhalb (a,b) kompakt getragenen Funktionen zu fordern.

10.2.4 (Euler-Lagrange-Gleichungen). Wir beginnen mit der einfachsten der Variations-
aufgaben. Gesucht ist eine Parametrisierung einer Kurve = : [0,7] 5 t — z(t) € R", so
dass fiir eine gegebene stetig differenzierbare Funktion

F:0,T]xR"xR" >R (10.2.4-A)
das Integral

Flz] = /0 ' F(t,z(t),@(t)) dt — min (10.2.4-B)

minimal (oder allgemeiner extremal) wird. Um eine eindeutige Losung zu erhalten,
benotigen wir dazu weitere Bedingungen. Dazu betrachten wir entweder die Randbe-
dingungen

z(0) =z € R und z(T) =z, € R" (10.2.4-C)

zu gegebenen Punkten zg, z; € R™ oder die Anfangsbedingungen
z(0) =z € R und #(0) = vy € R" (10.2.4-D)

zu einem Startwert zp € R” und einer Startgeschwindigkeit #(0) = vy € R". Wir
beschranken uns vorerst auf den ersten Fall.

Damit .% [z] minimal wird, muss fiir jede hinreichend kleine Variation von x
Flx +ep] > Fx] (10.2.4-E)

fiir differenzierbares ¢ mit ¢(0) = ¢(T") = 0 gelten. Da die linke Seite nach Vorausset-
zung in ¢ differenzierbar ist, folgt

d ~
— Flr+ - 0. 10.2.4-F
ng[x ey| B 0 ( )

Die Ableitung kann man Ausrechnung. Mit der Leibnizschen Regel folgt

0= /0 (Do F)(t, 2(t), #(£))p(t) + (9. F) (L, x(t), #(t))p(t) dt (10.2.4-G)
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und damit impliziert das Fundamentallemma [10.2.3] dass t — (0; F)(t, z(t), @(t)) stetig
differenzierbar ist und

d OF . or .
E%(@x(t),x(t)) = %(t,x(t),x(t)) (10.2.4-H)

gilt. Ausgeschrieben ist dies eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir
die zu bestimmende Parametrisierung x : [0,7] — R™.

10.2.5 Satz (Notwendiges Extremalkriterium, Euler-Lagrange). Sei Q@ C R" offen und
F:[0,T] x Q2 x R® — R stetig differenzierbar. Sei weiter x : [0,T] — Q mit

ein stetig differenzierbares lokales Fxtremum zu
T
Flx| = / F(t,z(t),z(t)) dt. (10.2.5-A)
0

Dann ist t — (0:F)(t,x(t),@(t)) stetig differenzierbar und es gilt die Euler-Lagrange-
Gleichung

d OF ) oF .
S (0), (1) = S (b (D), 8(0)) (1025-8)

10.2.6 Beispiel. Sei z : [0,1] — R" eine regulidre Parametrisierung einer Kurve I, die
zwei Punkte z(0) = 29 € R” und z(1) = x; € R" verbindet. Wir suchen die Kurve
minimaler Lénge, also x mit

L] = /O o] d. (102.6-A)

Wir bestimmen die zugehérige Euler-Langrange-Gleichung. Da 9,|y| = % gilt, ist diese
durch
d 2(t)

TEO] = (10.2.6-B)

gegeben. Der normierte Tangentenvektor ist also konstant. Dafiir muss die Kurve eine
konstante Richtung haben, wir erhalten also (wie erwartet) die Gerade, welche die beiden
Punkte x¢ und x; verbindet.

10.2.7. Wir diskutieren noch einige Spezialfille, die fiir Anwendungen niitzlich sind.

(i) Hangt F' = F(t,2) nicht explizit von = ab, so impliziert die Euler-Langrange-
Gleichung
OF
—(t,i)=C 10.2.7-A
(1) (1027-8)
mit einer Konstanten C' € R™. Es ist also nur noch eine (implizite) Differential-
gleichung erster Ordnung zu 16sen.

(ii) Héngt F' = F(z, &) nicht explizit von ¢ ab, so folgt

doF 9*F . O0*F . . OF

A0r  ozoit " opor  ox (10.2.7-8)
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Multiplikation?| mit & fiihrt auf

0_3Fj3 0’F O iy aQFjch’

T Or Oadi 910

a COF (10.2.7-C)

o dt 895:]6

und es ergibt sich
OF
F——i=C 10.2.7-D

oL = ( )

mit einer Konstanten C' € R. Dies ist wiederum eine (implizite) Differentialglei-
chung erster Ordnung, die oft einfacher zu losen ist.

(iii) Hangt F = F(t,x) nicht von & ab, so vereinfacht sich die Euler-Lagrange-
Gleichung zu 2E(t, ) = 0. Diese kann direkt mit dem Satz {iber implizite Funk-

tionen gelost werden.
10.2.8 Beispiel. Als néchstes Beispiel suchen wir eine Funktion y y(z) die zwei
Punkte (xg,v0) und (z1,y1) so verbindet, dass die sich ergebende Rotationsfliche um

die z-Achse minimalen Inhalt besitzt.

\
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Der Fléacheninhalt ist durch das Integral
Aly| = 2 / @)1+ (7 (@) da (10.2.8-A)
z0

gegeben. Da der Integrand nicht explizit von der Integrationsvariablen x abhéngt, ver-

einfacht sich die Euler-Lagrange-Gleichung. Es ergibt sich
/2
W) =C (10.2.8-B)

YW1+ (@)} —y———— =
1+ (y)?

2Fiir & € R” ist das ein Skalarprodukt!
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fiir eine Integrationskonstante C' und damit

2 _ (2
y=Cv1+(y)?>  undsomit auch  y' =4/ Y o ¢ : (10.2.8-C)

Diese Gleichung kann mit Trennung der Verénderlichen direkt gelost werden. Es folgt

+C arcosh % de =x+D (10.2.8-D)

_ i/i :/
V@1
und damit y(z) = C cosh E2.

Damit sind wir allerdings mit dem Losen nicht fertig. Nicht fiir alle Wahlen von (zg, yo)
und (x1,1;) existiert auch eine differenzierbare Losung und diese muss auch nicht not-
wendig eindeutig bestimmt sein. Um dies zu sehen, &ndern wie die Notation und setzen

a=1/C und = D/C. Dann muss
ayo = cosh(axg+ ) und ay; = cosh(ax; + ) (10.2.8-E)
und damit durch Eliminieren von § = arcosh(ayg) — axg
(x1 — xg)av = L arcosh(ay, ) £ arcosh(ayp) (10.2.8-F)

gelten. Die auftretenden Vorzeichen =+ sind dabei unabhéngig voneinander und notwen-
dig, um auch beide Zweige der arcosh-Funktion zu erhalten.

Yo = Yo <

Gleichung ([10.2.8-F|) zur Bestimmung von « kann je nach Wahl von x; — xg, yo und y;

keine, genau eine oder zwei Losungen besitzen.

10.2.9 Beispiel. Die Losungen eines Variationsproblems miissen nicht so viele Ablei-
tungen besitzen, wie eine Differentialgleichung zweiter Ordnung erwarten lésst. Auch
dazu ein Beispiel. Wir minimieren dazu

1 1

Fly] = / F(z,y,y)ds = / y? (22 — /)2 do (10.2.9-A)
-1 —1

iiber alle Funktionen x +— y(z) mit y(—1) = 0 und y(1) = 1. Offensichtlich gilt .Z#[y] > 0

und fiir die Funktion

0, x <0,
= - 10.2.9-B
) {x T (1029-8)
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gilt auch Z[y] = 0. Damit handelt es sich bei der angegebenen Funktion um einen
Minimierer von .%, der in x = 0 nur einfach differenzierbar ist.

Trotzdem ist die Euler-Lagrange-Gleichung (in der angegebenen Form) erfiillt. Es gilt
fiir die Losungsfunktion

0y F)(x,y,4) = 2y(2x —y')* = 0 (10.2.9-C)
und ebenso

d
(0, F)(z,y,y) = —2y*(2x — /) =0, also auch E(ﬁy/F)(:v,y, y')=0. (10.2.9-D)

Erganzung. Wir geben der Vollsténdigkeit halber noch ein Kriterium fiir die zweifache Differenzier-
barkeit der Losung an. Erfilllt eine differenzierbare Parametrisierung ¢ — x(t) die Euler-Lagrange-
Gleichung und ist F' zweifach stetig differenzierbar, so besitzt x in allen Punkten (¢, z(t)),
& =4(t) mit ﬁgF(t, x,&) # 0 eine stetige zweite Ableitung.

10.2.10. Wir haben Satz|10.2.5{unter den Randbedingungen gezeigt. Bei Vor-
liegen von Anfangsbedingungen gilt eine entsprechende Aussage. Dafiir nut-

zen wir zur Variation differenzierbare Funktionen ¢ : [0,7] — R™ mit ¢(0) = 0 und
¢(0) = 0. Dann folgt wiederum

Flr+ep] > Fla] (10.2.10-A)

fiir alle ¢ in einer Umgebung von 0 € R. Da die linke Seite in ¢ wiederum differenzierbar
ist, folgt analog

T
0= / (0:F)(t, x(t), 2(t))p(t) + (0 F) (¢, x(t), 2(t))p(t) dt (10.2.10-B)
0
und damit auf Grund des Fundamentallemmas erneut die Differenzierbarkeit von ¢
(0:F)(t,x(t), 2(t)) und die Euler-Lagrange-Gleichung

d OF . oF .
(4 3(0),8(0) = St 2(0), #(0)) (10210-€)

Diese ist nun zusammen mit den Anfangsbedingungen ([10.2.4-D|) zu lésen.

Ergdnzung. Es ist die letztere Formulierung, die von zentraler Bedeutung fiir die klassische Mechanik
ist. Bewegt sich ein Massenpunkt = € R”™ in einem Potentialfeld grad ®, so gelten auf Grund der
Newtonschen Axiome der Mechanik

mi = — grad ®(z), x2(0) = zg, 4(0) = vo. (10.2.10-D)
Dies kann als Euler-Lagrange-Gleichung aufgefasst werden. Es ergibt sich
d
a%ﬁ(x,x’) = %E(m,jﬂ) fiir Lx(t),z(t)) = %|ac|2 — O(x). (10.2.10-E)
Bahnkurven der klassischen Mechanik sind also lokale Extrema des Wirkungsintegrals

/Tg(x(t)7¢(t)) dt, (10.2.10-F)
0

es gilt das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung.
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10 Elemente der Variationsrechnung

10.3 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

10.3.1. Wir wollen zuerst Variationsprobleme
T
Fla] = / F(t, 2(¢), #(t)) dt —> min (1031-A)
0

unter Gleichungsnebenbedingungen der Form

/ " Gt ae). () df = 0 (1031-8)

betrachten. Dann gilt ein notwendiges Extremalkriterium, welches uns so &hnlich schon
im endlichdimensionalen Fall begegnet ist. Wir beschrénken uns der Einfachhheit halber
auf den Fall einer skalarwertigen Gleichungsnebenbedingung.

10.3.2 Satz (Notwendiges Extremalkriterium unter Nebenbedingungen |, Euler—Lagrange).
Sei Q C R™ offen und seien F : [0,T] x Q x R = R und G : [0,T] x Q@ x R" - R
stetig differenzierbar. Sei weiter x : [0,T] — Q mit ein stetig differenzierbares
lokales Extremum zu

Fla] = /0 U Rt 2(0), #(0)) (1032-A)

unter der Gleichungsnebenbedingung
T
Y] = / Gt (1), #(t)) dt = 0. (1032.8)
0

Angenommen x ist kein kritischer Punkt von 4. Dann existiert eine Zahl A € R, so
dass fiir
H(t,z,t) = F(t,x,%) — AG(t,z, T) (10.3.2-C)

die Funktion t — (0;H)(t,z(t), z(t)) stetig differenzierbar ist und die Euler-Lagrange-

Gleichun,
: ia_H(t z(t), 2(t)) = a—H(t z(t), &(t)) (10.3.2-D)
dt oz " ’ ox ’ o

erfillt ist.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zu dem von Satz [10.2.5] sobald wir in einem ersten
Schritt den Parameter A geeignet festgesetzt haben. Da x kein kritischer Punkt von ¢
ist, gibt es ein stetig differenzierbares v : [0, 7] — R™ mit ¢(0) = ¢(T") = 0 und

d
&%[x + €] . > 0. (10.3.2-E)

Sei nun weiter ¢ : [0, 7] — R stetig differenzierbar mit ¢(0) = ¢(7') = 0 und ¢ nahe bei

Null. Dann gibt es nach dem Satz {iber implizite Funktionen ein stetig differenzierbar
von € abhéngendes 0(g) mit

Gx+ep+0(e)y] =0. (10.3.2-F)
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10.3 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Jede zuldssige (das heifit die Nebenbedingung erfiillende) Variation ist von der Form
t — x(t) + ep(t) + 0(g)y(t) fir kleines e. Weiter gilt

d
0= d—g%[x + e+ 0(e)Y]

e=0

oG

_ /O (%(t,x(t),:t(t))gp(t) +%(t,x(t),:t(t))gb(t)) dt (10.3.2-G)

und mit

folgt auf Grund der Extremalitdt der Funktion x

d Flr+ep+6(e)y]

0=—
£

e=0

- /0 <g—i(t,x(t),9b(t))<p(t) + %(fw(t)n‘c(t))sb(t)) d

+6(0) /0 <g—i(t,x(t),ab(t))1/1(t) + g—i(t,x(t),;b(t)w(t)) dt (10.3.2-1)

:/0 (g—i(t,x(t),i(t))go(t) +g—§(t,x(t),:b(t))sb(t)) d

3 [ (Gt anetn) + 5 wato, d)pln) )

fiir alle stetig differenzierbaren ¢ : [0, 7] — R™ mit ¢(0) = ¢(T') = 0. Damit liefert das
Fundamentallemma [10.2.3| die Euler-Lagrange-Gleichung fiir

H(t,z,&) = F(t,z,) — AG(t,z, T). (10.3.2-J)
Insbesondere ist also die Funktion t — (0;H)(t, z(t),2(t)) stetig differenzierbar und es

gilt
d 0H , _ OH

E%@’x@’m(m = %(t,x(t),ji(t)). (10.3.2-K)
O

10.3.3 Beispiel. Ist f ein lokales Minimum fiir die Energie &[f] aus
50l = [ @V (P (1033-A)
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10 Elemente der Variationsrechnung

unter der Nebenbedingung Z[f] = L

Zf] = /a2 V14 (f'(z))?de =L, (10.3.3-B)

so impliziert das gerade gezeigte notwendige Kriterium (in der speziellen Form fiir von
der Integrationsvariablen nicht explizit abhéngenden Integranden

(flz) = VI + (F(@)?2 — (f(z) — ) 1(£ ((9}),)@))2 — const . (103.3-C)

Diese Gleichung haben wir in Beispiel [10.2.8| schon einmal gelost, es ergibt sich als
allgemeine Losung

f(z) =X+ a ' cosh(az + B) (10.3.3-D)

mit noch zu bestimmenden Konstanten A, o, 5 € R. Zur Bestimmung der Konstanten
nutzen wir f(ay) = by, f(az) = be und

/”vq:@ﬁaﬁm:i/?¢ymmwmm+@dx:/@wmmw+mdx

az

= L.

r=ai

= o 'sinh(az + B)

(10.3.3-E)
Dies liefert drei Gleichungen

A+ a tcosh(aa; + B) = by,
A+ a tcosh(aay + ) = by, (10.3.3-F)
sinh(aag + B) — sinh(aa; + B) = al,

die fiir L > /(as — a1)? + (by — b1)? zwei Losungen besitzen. Eine der Losungen erfiillt
a > 0 und ist das gesuchte Minimum, fiir die zweite Losung gilt o < 0 und diese
maximiert die Energie.

Das Beispiel erkléart, warum die cosh-Funktion oft als Kettenlinie bezeichnet wird.

10.3.4 Satz (Notwendiges Extremalkriterium unter Nebenbedingungen II, Euler-Lagrange).
Sei Q C R™ offen und seien F : [0,T] Xx Q@ x R* = R und G : [0,T] x Q@ — R stetig
differenzierbar. Sei weiter x : [0,T] — Q mat ein stetig differenzierbares lokales
Ezxtremum zu

T
c%ﬂ:/}ww@@®Mt (1034-A)
0
unter der Gleichungsnebenbedingung
G(t,z(t)) = 0. (10.3.4-B)

Angenommen, die partielle Ableitung (0,G)(t, x(t)) besitzt firt € [0, T] keine Nullstelle.
Dann existiert eine (stetige) Funktion X : [0,T] — R, so dass fiir

H(t,z, i) = F(t,x,7) — \t)G(t, z) (103.4-C)
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10.3 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

die Funktion t — (0:H)(t,z(t), (t)) stetig differenzierbar ist und die Euler-Lagrange-

Gleichung

ia_a(t, z(t), &(t)) = %—ij(t, x(t),(t)) (10.3.4-D)

erfillt ist.
Beweisskizze. Der Beweis ist wiederum #dhnlich zu dem von Satz [10.2.5l Da
(0.G)(t,z(t)) # 0 gilt, gibt es eine Funktion ¢ : [0,7] — R™ mit ¢(0) = ¢(T) =0

O%G(t,:c(t)+ew(t)) = @)t (D)) > 0 (10.3.4-E)

fiir alle t € (0,7). Sei nun weiter ¢ : [0,7] — R™ differenzierbar mit ¢(0) = ¢(T) =0
und ¢ nahe Null. Dann gibt es nach dem Satz {iber implizite Funktionen ein stetig
differenzierbar von € und ¢ abhéngiges d(e, t) mit

G(t,z(t) +ep(t) + (e, t)¥(t)) = 0. (10.3.4-F)
Dariiberhinaus ist jede zuldssige Variation von dieser Form. Weiter gilt

0

0= Gl +2plt) + 8(e. 00| = G2 (t.a(0) (w(t) - §<o,t>w<t>) (1034.6)

und mit der Bezeichnung

Aty = ETOEON0 - (5

damit auf Grund der Extremalitat von x

d
0= g}"[m +ep + 0(e, )]

e=0

Letzteres liefert mit dem Fundamentallemma [10.2.3| die Euler-Lagrange-Gleichung fiir
H(t,x,&) = F(t,z, &) — AN(t)G(t, z) und damit folgt die Behauptung. O
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10 Elemente der Variationsrechnung

10.3.5 Beispiel. Wir suchen auf dem Paraboloid 22 + y?> — 2z = 0 zu zwei gegebenen
Punkten (zo,yo, 20) und (x1,y1,21) die Verbindungskurve kiirzester Linge. Wir para-
metrisieren die zu bestimmende Kurve durch z(t), y(t), z(¢) mit ¢ € [0, 1]. Dann ist die

Lénge
1
L.y, 2| = / Va2 +9? + 22dt — min (10.3.5-A)
0

unter allen Kurven mit 2 + y? = 2z und gegebenen Randwerten z(i) = xz;, y(i) = v;,
2(i) = z;, 1 € {0, 1} zu minimieren. Wir bilden also das Hilfsfunktional

Hlz,y,z / ViZ+ 92+ 2 = AO)(2? +y? — 2)dt (10.3.5-B)

und erhalten die zugehorigen EulerfLagrange—Glelchungen

0=2zA(t d
dt\/a?—i—y + 22
d Y
0=2y\t)+ — .
yA(t) + TN (10.3.5-C)
q .
0= —A(t) + .
dt I2+y2+22

Dies ist (bei gegebener Funktion t +— A(t)) ein System von drei gewohnlichen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, wir erwarten also eine von sechs Parametern
abhéngende Familie von Losungen. Wir haben auch sechs Randbedingungen, was die
Losung dann zumindest festlegen sollte. Allerdings miissen wir noch A festlegen. Dies
geschieht durch Einsetzen der Losungen in die Gleichung 22 + y? — z = 0.

10.3.6 Beispiel. Geht man analog auf der Sphiire 22 + y? + 22 = 1 vor, so ergeben sich
die Euler-Lagrange-Gleichungen

0=2zA(t
dt\/:v?—i-y + 22
0=2 )\ 10.3.6-A
y dt /—x2—|—y — ( )
0=2zA(t

2 + y2 ¥ 32
Damit ist fiir jedes ¢ der Ortsvektor proportional zur Ableitung des normierten Tangen-
tenvektors,

T d 1 T

20(t) |y| = —— j (10.3.6-B)

dt /42 + y'2 4 32
z
und somit das Kreuzprodukt
x x
1 .

y| x (10.3.6-C)

- - = | Y
8 /$2+y2+22 P

beziiglich ¢ konstant. Damit liegt die gesuchte Kurve in der auf diesem Vektor senkrecht
stehenden Ebene, ist also (wie schon bekannt) ein Groflkreis auf der Sphére.
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B Komplexe Analysis iiber Formen

Die komplexe Zahlenebene C kann durch z = z + iy als R? aufgefasst werden. Ebenso
konnen alle Aussagen dieses Kapitels iiber Differentialformen komplexwertig aufgefasst
werden, indem man komplexwertige Koeffizientenfunktionen zulésst. Dies erlaubt es, die
Hauptsétze auf differenzierbare Funktionen f : C — C anzuwenden.

B.1 Differentialformen und Holomorphie auf C

Ergdnzung. Fiir z = z 4+ iy mit z,y € R gilt mit 2 =z — iy
dz = dz +idy, dz = dz —idy (B.1.1-A)

und {dz, dz} bilden eine Basis des komplexifizierten Alt'(R?)®C. Jede Differentialform w € Q' (U)®C
auf einer offenen Menge U C R? ist damit von der Form

w=g1dz+ g.dz (B.1.1-B)

mit eindeutig bestimmten Koeflizienten g1,g92 : U — C. Ist f : U — C (reell) differenzierbar, so gilt
damit fiir das Differential df

df =g1dz+¢g2dz = ¢1 (dz +idy) + g2 (dz — idy) = 0, f dz + 9, f dy. (B.1.1-C)

Koeflizientenvergleich liefert eine Darstellung fiir die Koeffizienten. Es gilt

O f — 10, Oz f +10,
glzi'f;"f::@zf, gzzif;“’f:

die dadurch definierten Symbole 0, und ds werden als Wirtinger-AbleitungenB bezeichnet. Es bietet
sich an, diese fiir zwei Funktionen zu berechnen. Es gilt

0, — i,

L 0=, (B.1.1-D)

0,2 = 5 (x+1iy) =1, 0,z = T(m —iy) = (B.1.1-E)
sowie
Oz = aw;iay (@+iy) =0, 0z W(m—iy) -1 (B.L.1-F)
Dies erklért die Notation. Ebenso gelten die Leibnizregeln
0:(fg) = fO0.9+g0.f,  0:(fg) = fOz9 + gO=f (B.11-G)

und fiir mehrfach differenzierbare Funktionen auch die an den Satz von Schwarz erinnernde Aussage

s . . 82 82
Dy 2@, alzlay _ IZ Yf— 90,1 (B.1.1-H)

Damit kann mit den Wirtinger-Ableitungen wie mit partiellen Ableitungen gerechnet werden. Es bietet
sich an, sich Funktionen f : C — C als Funktionen in den Variablen z und z vorzustellen. Jedes reelle
Polynom p(z,y) in zwei reellen Variablen ist ebenso ein Polynom p(z,%z) = p(3:%, 25%). Es ist genau

dann komplexes Polynom, wenn 0zp = 0 gilt.

'WiLHELM WIRTINGER, 18651945

9.0zf =

’ 20
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Ergdnzung. Eine (reell) differenzierbare Funktion f : U — C heifit auf U holomorph, falls die Cauchy—
Riemann-Gleichungen

Ozf=0 (B.1.2-A)
auf U gelten. Dies impliziert, dass die Differentialform f(z)dz geschlossen ist,
of of ._
Y9 L =0. B.1.2-B
d(f(z)dz) P dz/\dz—&—%dz/\dz 0 ( )

Also gilt als Folgerung des Satzes von Stokes

B.1.3 Satz (Integralsatz von Cauchy). Sei f : U — C holomorph und T' ein geschlossener nullhomologer
Weg in U. Dann gilt

ﬁf(Z) dz =0. (B.1.3-A)

Ergdnzung. Nach dem Integralsatz von Cauchy stimmen Kurvenintegrale fiir homologe Wege iiberein.
Dies impliziert:

B.1.5 Korollar. Sei U einfach zusammenhdngend und f : U — C holomorph. Dann existiert eine
holomorphe Funktion F' : U — C mit f = 0,F. Diese ist bis auf Konstanten eindeutig bestimmt und
durch

FE) = Flao) + [ 5(0)d¢ (B.15-A)

fiir beliebig gewdhltes zg und einen zg mit z verbindenden Integrationsweg gegeben.

B.2 Die Cauchyschen Integralformeln

Erganzung. Wir berechnen ein weiteres Integral. Es gilt fiir den positiv orientierten Einheitskreis I'

d 2
SEoi | dt=2ni (B.2.1-A)
r ? 0

unter Ausnutzung der Parametrisierung z = e mit dz = ie'* dt. Aus dem Integralsatz von Cauchy
folgt allgemeiner

B.2.2 Satz (Cauchysche Integralformel). Sei f : U — C holomorph und z € U. Dann gilt fiir jede z
einfach positiv umlaufende Kurve T

1 f(©)
= — d¢. B.2.2-A
1) = 5 ¢ T2 ac (B22-A)
Beweis. Es geniigt, das Integral zu berechnen. Es gilt
1 1 2w it . 1 27 .

L IO gem Ly [TIEED - L [ feretydt = f(2)  (B.2.2-B)

2ri Jp (— 2 2mi r—0 J, reit 21 r—0 J,
unter Ausnutzung der Stetigkeit von f. O

Ergdnzung. Die Cauchysche Integralformel kann differenziert werden, insbesondere sind holomorphe
Funktionen stets beliebig oft differenzierbar.

B.2.3 Korollar. Sei f: U — C holomorph und z € U. Dann gilt fir jede z einfach positiv umlaufende
Kurve T’

o f(z) = k—'jf Ld(. (B.2.3-A)
T

©2mi Jp (¢ — 2)kt
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B.3 Holomorphie von Funktionen auf C"

Ergdnzung. Speziell fir Integrale iiber Kreislinien I', = 0B,.(z) mit Radius r gilt wegen

c L@ wmd Q€ -2)dQ) = F(Q)dC AdC (B.2.4-A)
auch stets )
2mr2 f{ HOE =20 =5 /BT@ F(Q)dendc. (B.2.4-B)

Wegen dz Adz = (dz —idy) A(dx 4+ idy) = 2idz A dy ist letzteres gerade das Flichenintegral

fz) = = / F(€ +in) dé A dy (8.24-C)
B, (z)

w2

und der Funktionswert f(z) ist das Mittel der Funktionswerte auf B,(z). Dies impliziert folgendes
Maximumprinzip.

B.2.5 Korollar. Sei U zusammenhdingend, f : U — C holomorph und z € U. Nimmt dann |f| in z ein
lokales Maximum an, so ist f konstant.

Beweis. Nimmt |f] in 2z ein lokales Maximum an, so gilt die Ungleichung

SIS [ isermiaendns [ ir)lagndn= 1) (B25-A)

und damit folgt |f(2)| = |f(£ + in)| fir alle £ +in € B,(z). Also folgt
f(2)f(z) = const. (B.2.5-B)
und damit 8, f(z) = 0. O

B.3 Holomorphie von Funktionen auf C"

Ergidnzung. Fasst man analog C" als R?" mit der Identifikation zj = x5 + iy; auf, so ergeben sich die
Differentiale

de = d.’l?j + idyj, dEj = dxj — idyj, j=1...,n. (B31—A)
Eine (reell) differenzierbare Funktion f : U — C auf einem Gebiet U C C™ heifit wiederum holomorph,
falls ihr Differential keine Anteile in dz; fiir j = 1,...,n besitzt, falls also
n
df => 0., fdz (B.3.1-B)
j=1

mit den Wirtinger-Ableitungen

0.,f = = (0, —i0,,) f (B.3.1-C)

N =

gilt.
Erganzung. Damit ist fiir holomorphes f : C* O U — C insbesondere die n-Form

f(z)dzs Adza A--- Adzy, (B.3.2-A)
geschlossen. Als Folgerung aus dem Satz von Stokes ergibt sich diesmal:

B.3.3 Satz (Verallgemeinerter Cauchyscher Integralsatz). Sei f : C* D U — C holomorph und ¥ C U
eine (reell) n + 1-dimensionale berandete Untermannigfaltgkeit. Dann gilt

f(z)dzy Adzg A--- Adz, = 0. (B.3.3-A)
(o))
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Dieser Satz klingt auf den ersten Blick allgemeiner, als er eigentlich ist. Der Rand 9% der (reell)
n + 1-dimensionalen berandeten Untermannigfaltgkeit > muss Zusatzbedingungen erfiillen, so dass

nicht schon (dz1 A dzz A+ Adzy) |,y = 0 gilt. Ein Beispiel eines geeigneten Randes wire

X ={2€C"||z| == |za| =1} (B.3.3-B)

Erganzung. Will man die Integralformel von Cauchy sinnvoll verallgemeinern, so muss man anders
vorgehen. Fiir z,( € C", z # (, definieren wir die Differentialform

n

w(C,z) = (n=D!_ 1 3 —7)ddy AdG A /\dC AdGy (B.3.3-C)

n _ 2n
@i [z - P 2

vom Grad 2n — 1 (wobei der Faktor dzj nicht im Dachprodukt auftritt). Ist nun f : C* 2 U — C
holomorph auf einer offenen Menge U, so ist fiir jedes fest gewihlte z und ¢ € U \ {z}

df(¢) Aw(C,z) =0. (B.3.3-D)

Ebenso gilt

oo -t 1 i(l_”@j—'%‘)@j )>d(/\dC1/\dC1 LA, A dG,

i) = = CP" 2 g
- (€ 3 (B.3.3-E)

B (?Qm)ln) |z —¢ |2”( Z C|2 ))dC AdCy AdGr A C “AdC, AdE,

=0.

Damit verschwindet die duere Ableitung von f(¢)w((,2) fiir ¢ # z und fiir jedes Gebiet G C U,
welches z in seinem Inneren enthilt, gilt

0= [ a(@uca) = [ R - [ rews) (B33-F)
G\B:(2) 0B (z)
und da f in z stetig ist und w((, z) ebenso
' _
/OB()W(C,Z)/SB() w(¢,0) = )173 Z/a ¢;d¢; AdCr A gAdC A d¢p
_ (?2;1)13’ Z/B o) RGN NG N G, (B.3.3-G)
— /B,
= (n;nl)'Z/B o déy Admy A+ AdE, Ad, =1
j=17B1

mit dem bekannten 2n-dimensionalen Kugelvolumen erfiillt, ergibt sich fiir ¢ — 0 eine Verallgemeine-
rung der Cauchyschen Integralformel:

B.3.4 Satz (Bochnef}-Martinell}). Sei f : C* > U — C holomorph und G C U ein
Gebiet, welches z in seinem Inneren enthdlt, gilt

f(2)=¢ f(Quw(C 2). (B.34-A)

2SALOMON BOCHNER, 1899-1982
3ENZO MARTINELLI, 1911-1999
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C Elektrodynamik mit Formen

Die klassischen Integralsédtze im Dreidimensionalen sind zusammen mit der mathemati-
schen Formulierung der Elektrodynamik entstanden. Dies merkt man an ihrer Formulie-
rung, aber auch an natiirlichen Interpretationen der Grundgréfien der Elektrodynamik
als Differentialformen und Integrale. Wir nehmen im Weiteren an, dass wir die Physik
im gesamten R? beschreiben. Diese Annahme ist in einigen Schritten wesentlich, wir
weisen entsprechend darauf hin.

C.1 Ladungs- und Stromdichte

Ergdnzung. Die Elektrodynamik beschreibt Ladungen, Strome und elektrische und magnetische Felder.
Dies kann man axiomatisch aufbauen, wir skizzieren die wesentlichen Grundgesetze. Die Ladung in
einem Gebiet G beschreibt man am besten als Integral

/Gp (C.1.1-A)

iiber eine Ladungsdichte p € Q3(R?). Ladungen konnen sich im Raum bewegen. Dazu betrachten wir
eine zweite GroBe, die elektrische Stromdichte j € Q?(R3). Diese beschreibt fiir jedes Flichenstiick 3
den Ladungsstrom durch ¥ als Integral
/ j (C.1.1-B)
b

Ergénzung (Erhaltungssatz fiir Ladungen). Die zeitliche Anderung der Ladung in einem Gebiet G erfolgt
durch (Ladungs-) Stréome durch die Oberfliche 0G. Da Ladungen von Elektronen negativ sind, hat es
sich eingebiirgert Strome mit dem eigentlich falschen Vorzeichen zu versehen. Damit folgt fiir jedes
stiickweise glatt berandete Gebiet G

d B
d _ [ 9, _ [ s 1.2-A
dt/G{) /Gatp /8GJ (C )

Da nach dem Integralsatz von Gauss ebenso
/ ji= / dj (C.1.2-B)
aG G
gilt und G beliebig war, folgt der Erhaltungssatz fiir Ladungen in differentieller Form
9 +dj=0 (C.1.2-C)
5P j=0. 1

Dieser verkniipft die Grundgréfien p und j.
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C.2 Elektrische und magnetische Erregung

Erginzung. Da p € Q3(R3) nach dem Poincare-Lemma im Wertebereich von d liegt, gibt es ein
D € Q2(R3) mit

dD = p. (C.2.1-A)
Die 2-Form D wollen wir nach Arnold Sommerfelcﬂ als elektrische Erregung bezeichnen. Nach dem
Integralsatz von Gauss gilt damit das Gausssche Gesetz

o= [, =] (C21-B)

Damit kann man D auch als eine elektrische Flussdichte interpretieren und man sagt informell, Ladun-
gen seien die Quellen des elektrischen Flusses.

Erganzung. Betrachtet man nun die Grofe

i+ %D € Q%(R%) (C2.2-A)
so gilt nach den Gaussschen Gesetz
di+2p)=aj+ 2p=0 (C.2.2-B)
IT o) = DT uP ™ o
Damit gibt es nach dem Poincare-Lemma wiederum eine Differentialform H € Q! (R3) mit
. 0
dH =+ 2.D. (C.2.2-C)

In Integralform mittels des Integralsatzes von Stokes ausgeschrieben heifit dies fiir jedes stiickweise
glatt berandete Flichenstiick ¥ gilt

/ H:/de/jJrg/D. (C.2.2-D)
o% ) 5 ot Js

Wir wollen wiederum Sommerfeld folgend H als magnetische Errequng bezeichnen. Das gerade formu-
lierte Amperfﬁ»MamwelE]— Gesetz besagt, dass Strome und sich zeitlich verénderliche elektrische Fliisse
Magnetfelder induzieren. Das Kurvenintegral

H (C.2.2-E)
ox

kann als magnetische Spannung entlang der Kurve 0% interpretiert werden.

Erganzung. Die Definition der Groflen D und H haben explizit das Poincare-Lemma und damit die
triviale de Rham Kohomologie des R? genutzt. Wenn man allgemein-relativistisch an gekriimmte Uni-
versen und Raumzeiten glaubt, muss man hier vorsichtig sein. Die Definition von H funktioniert analog,
in geschlossenen Universen benotigt die von D eine Zusatzannahme, die Ladungsneutralitit des Uni-
VETSUMS.

C.3 Elektrische und magnetische Felder

Erganzung. Bisher haben wir nur ausgehend von der Erhaltung der Ladung argumentiert, fiir weitere
Betrachtungen bedarf es wieder etwas physikalischen Input. Elektrische und magnetische Felder wir-
ken durch Krifte auf Ladungen. Dies versteht man besser, wenn man statt iiber Kréifte iiber Arbeit

LARNOLD SOMMERFELD, 1868-1951
2MARIE-ANDRE AMPERE, 1775-1836
3JAMES CLERK MAXWELL, 18311879
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und Energie nachdenkt. Eine (hinreichend kleine und nur zum Messen genutzte) Testladung in einem
elektrischen Feld verrichtet bei einer Bewegung entlang einer Kurve I' eine Arbeit. Diese Arbeit sollte
pro Ladungseinheit sinnvoll durch ein Kurvenintegral

fAE (C.3.1-A)

fiir eine Differentialform E € Q!(R?) beschrieben werden. Die Differentialform E soll als elektrisches
Feld bezeichnet werden. Das Integral wird im allgemeinen vom Weg abhéngen und wird als elektrische
Spannung entlang des Weges E bezeichnet. Fiir geschlossene Wege ist die Bezeichnung elektrische
Ringspannung suggestiv.

Erganzung. Magnetfelder beschreiben Kraftwirkungen auf elektrische Leiter. Wir nutzen wiederum
einen idealen elektrischer Leiter der durch eine Kurve I' beschrieben wird. Beim verschieben der Kurve
I' durch ein Fliachenstiick ¥ in einem Magnetfeld wird Arbeit verrichtet. Diese sollte damit von X
abhéngen und pro Stromeinheit als Integral

B (C.3.2-A)
by

fiir eine Differentialform B € Q%(R®) gegeben sein. Ist X = I'; — I', so entspricht das Integral also
der zu verrichtenden Arbeit um den Leiter von der Kurve I'; zur Kurve I'; zu verschieben.

Es hat sich experimentell erwiesen, dass diese Arbeit nicht von der Fliche ¥ sondern nur von den
beiden Wegen I'y und I's abhéngt. Verbindet man I'y und I's durch zwei verschiedene Fldchen ¥; und
Yo mit 931 =Ty —T'y = 9%, so ist (X1 — X2) = 0, und diese nun geschlossene Fliche ist selbst Rand
eines Gebietes G. Es gilt also 0G = X7 — ¥ und damit

O:A£}1£B:¢;B:Ld3 (C3.2-B)

Dies gilt aber damit auch fiir jedes stiickweise glatt berandete Gebiet G. Es folgt
dB =0. (C.3.2-C)
Das magnetische Feld ist also quellenfrei. Es gibt keine magnetischen Ladungen.

Ergdnzung. Wir benstigen ein weiteres Grundgesetze der Elektrodynamik, welches wir noch formulie-
ren wollen. Es gilt das Famdayschrﬂ Induktionsgesetz

0
9 B+/1E:O (C.3.3-A)
ot Js ox
fir jedes Flichenstiick X. Die Ringspannung entlang 0%, entspricht gerade minus der zeitlichen
Anderung des Fldchenintegrals {iber B. Da dies fiir jedes Flichenstiick ¥ gilt, folgt

0
5B+ dE=0. (C.3.3-B)

C.4 Materialgesetze und Hodge-%

Erganzung. Damit ergeben sich fiir die sechs Gréfien p, j, D, H, E und B vier unabhéngige Gleichun-
gen, die Maxwellschen Gleichungen

dH:j+§D, dD = p,

at (C.4.1-A)
dE=-—B dB = 0.

ot

4MiCHAEL FARADAY, 17911867
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Es fehlen zwei weitere Materialgesetze, die die elektrischen und magnetischen Felder E und B mit den
Erregungen D und H verkniipfen. Dazu nutzen wir den Hodge-Stern

* : QL(R?) = Q2(RY), (C.4.1-B)

der durch ¥ (dz) = dy Adz, %(dy) = dz Adz und %(dz) = dz Ady festgelegt ist. Im Vakuum gilt
damit dann
cokE =D, 1ok H = B (C.4.1-C)

mit der dielektrischen Konstanten €y und der magnetischen Permeabilitit pug.

C.5 Poynting-Vektor und Energiefluss

Ergdnzung. Wenn sich in einem elektrischen Feld Ladungen bewegen, so verrichtet das Feld an den
Ladungen Arbeit. Zur Beschreibung sich bewegender Ladungen nutzen wir wieder die Stromdichte
j € Q2(R3). Diese steht in engem Zusammenhang zu einem Vektorfeld v, welches die Geschwindigkeits-
vektoren einzelner Ladungspunkte beschreibt. Es gilt j = v — p.

Das elektrische Feld E € ©!(R3) verrichtet an einzelnen Ladungspunkten mit Ladung p mit Geschwin-
digkeit v die infinitesimale Arbeit (v « E)p = (E,v)p. Da E A p = 0 und damit v « (E A p) = 0 gilt,
folgt

(veE)p=EA(vep) =EA] (C5.1-A)

und Integration liefert daraus die vom Feld verrichtete Arbeit als
/ EAj]. (C.5.1-B)
G

Erganzung. Die in elektrischen und magentischen Feldern enthaltene Energie kann wiederum durch
ein Volumenintegral bestimmt werden. Dazu nutzt man die Differentialform

%(E/\D +BAH) (C.5.2-A)

als Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Fiir diese gilt unter Ausnutzung der Materialglei-
chungen

%(EAD):50%(EA*E):eOEA*E+soEA*E:2EAD, %(B/\H):QB/\H (C.5.2-B)
und damit

10 L

S (EAD+BAH)=EAD-BAH=EAdH—- dEAH-EA]j

A i ) J (C.5.2-C)

=—d(EAH) -EAj.
Die Differentialform
EAH (C.5.2-D)

kann als Energiestromdichte interpretiert werden. Sie wird als Poyntz’nﬂ Vektor oder besser Poynting-
Form bezeichnet. Es gilt damit fiir jedes Gebiet G

0 1/E/\D—kH/\B—F]{
€]

== EAH EAj= C5.2-E
505 8G/\+/0AJ 0, (C.5.2-E)

die zeitliche Anderung der Feldenergie in G' gleicht dem Fluss des Energiestroms durch den Rand 0G
(in G hinein) minus der durch das Feld im Inneren an Ladungen verrichteten Arbeit.

5Joun HENRY POYNTING, 1852-1914
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