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Aufgabe 21 Sei a € R\ Q. Eine Zahl § € Q heiit eine Approximation von o von Ordnung ¢,
falls |o — ’g\ < % ist, wobei t € Z>1, p € Z und q € Z~;. Es heiit o approximierbar von

Ordnung ¢, falls sie unendlich viele verschiedene Approximationen von Ordnung t hat.
Sei nun « algebraisch. Wir wéhlen ein P(X) € Z[X] \ {0} von Grad d mit P(a) = 0. Sei

I = [ — §,a + 0] ein Intervall, das auBer a keine weiteren Nullstellen von P(X) enthilt, fiir
ein geeignetes d € Rog. Sei M € Ry gewéhlt mit |P'(z)| < M fiir x € 1.

(1) Seit > 1. Zeigen Sie: Es gibt nur endlich viele Approximationen £ von a von Ordnung ¢
mit § ¢ I. Hinweis: Begrenzen Sie den Wert von q.

(2) Zeigen Sie: [P(2)] > q% fiir £ € I, wobei p € Z und q € Z3, .

1
qiM *

Folgern Sie mit dem Mittelwertsatz, angewandt auf P(z): |a — 2| >

(3) Sei t > d. Zeigen Sie mit (2), dass es nur endlich viele Approximationen ? von o von
Ordnung ¢ gibt mit § el

(4) Sei t > d. Folgern Sie aus (1) und (3): Es ist « nicht approximierbar von Ordnung ¢ .

Aufgabe 22 Sei a = [z1, X2, 23, .. .| ein unendlicher Kettenbruch, wobei zy € Zs, for k > 1.
Wir verwenden die Standardbezeichnungen p,, , ¢, .
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(1) Zeigen Sie: Es ist |a — 22 < oo S gz firn > 2.

(2) Folgern Sie aus (1): Jede irrationale Zahl ist von Ordnung 2 approximierbar.

Aufgabe 23 Betrachten wir den Kettenbruch a = [z, 2, z3,...] = [10Y,10%10%,...].

Wir verwenden Standardbezeichnungen p,,, ¢, .

(1) Zeigen Sie: |a — 2| < fir n > 2.
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(2) Zeigen Sie: = <z + 1 fiir k > 2.

Folgern Sie: ¢, = qs: . g::; o g—f < 10™2 fir n > 2.

(3) Folgern Sie aus (1) und (2): Fiir jedes t € Z3» gilt: Es ist [a — £2[ < qit fir n > 2t — 1.

(4) Folgern Sie mit Hilfe von Aufgabe 21: « ist transzendent.

Aufgabe 24 Stellen Sie die folgenden symmetrischen Polynome in Z[ X7, X5, X3] als Polynome
in den elementarsymmetrischen Polynomen dar.
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