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e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.
e Antworten sind zu begriinden. Nachvollziehbare Rechnungen zéhlen als Begriindungen.
e Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 07.04.2023 im Campus-System

bekanntgegeben.
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Hinweise fiir Wiederholer:

Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt, wird darauf hingewiesen, dass zu dieser Wie-
derholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei denn,
die schriftliche Priifung ergibt die Note 4,0 oder besser.

Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erforderlich ist, miissen dafiir mit dem Priifer bis
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Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.
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Aufgabe 1 (1+4+1 Punkte) Sei f(X)= X3+ 7X —6i € C[X].

(1) Bestimmen Sie die Diskriminante A(f(X)) von f(X) ohne Verwendung seiner Nullstellen.
(2) Berechnen Sie f(i) und f(2i). Bestimmen Sie nun die Nullstellen des Polynoms f(X) in C.

(3) Verwenden Sie die Nullstellen von f(X), um die Diskriminante A(f(X)) abermals zu berechnen.

Lésung.

(1) Die Diskriminante ist A = A(X? +7X —6i) = —4 -7 — 27 - (61)? = —400.

(2) Esist f(i) =i®+7i —6i = 0. Es ist f(2i) = (2i)® 4 7(2i) — 6i = 0.
Es ist (X —i)(X —2i) = X% — 3iX — 2.

Polynomdivision gibt
f(X) = XP 47X —61 = (X?—-3iX —2)(X +3i) = (X —1)(X —2i)(X — (-31)) .
Also hat f(X) die Nullstellen i, 2i, —3i.

(3) Unter Verwendung von (2) wird abermals

A= (i—2i)* (i—(=3i))*-(2i — (=31))* = —400.
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Aufgabe 2 (142 Punkte) Sei f(X)=X*-3X?+6X —8 € C[X].

(1) Bestimmen Sie ein Polynom u(X) € C[X]| mit f(X) = (X? —1)* — u(X)%

(2) Bestimmen Sie eine Nullstelle des Polynoms f(X) in C.

Lisung.
(1) Esist
fX)—(X?—1)* = (X*=3X?4+6X —8)— (X*—2X?+1) = —X?+6X -9 = —(X —3)*.
Also konnen wir u(X) = X — 3 wihlen.
(2) Es wird
f(X) = (X2=1)?—(X=-3)* = (X*—1-X+3)(X?-1+X-3) = (X - X+2)(X*+X—4).

Jede Nullstelle des Polynoms f(X) ist also eine Nullstelle von X? — X +2 oder von X%+ X —4.
Nach der Mitternachtsformel sind (1 + iv/7) und $(1 — iv/7) die Nullstellen von X? — X + 2.
Nach der Mitternachtsformel sind 1(—1++/17) und 3(—1—+/17) die Nullstellen von X*+X —4.

Gefragt war die Angabe einer dieser Nullstellen.
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Aufgabe 3 (2 Punkte) Bestimmen Sie den Wert des Kettenbruchs [2,4].
Lésung.

Wir haben [21] = (21 + /27 +4). Also ist [4] = 1(4 + v/20).

Daraus folgt [2,4] = [4] — 2 = 1(4 + v/20) — 2 = /5.
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Aufgabe 4 (2 Punkte) Gibt es a, b € Z>; mit 7 = [a,b]?

Lésung.

Fiir a, b € Zs, ist y := [a,b] = & (ab+ Va2b? + 4ab) = & + /% + 2.

3 a a2 a
Alsoist (y — §)> =4+ ¢.

Folglich ist y eine Nullstelle des Polynoms

XQ—aX—% e QX].

Also ist y algebraisch.

Aber 7 ist transzendent. Folglich kann nicht y = 7 sein.
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Aufgabe 5 (24142 Punkte)
Sei w := /5.

(1)
(2)
(3)

Zeigen Sie: Es ist X? — 5 € Q[X] irreduzibel.
Zeigen Sie: Es ist p,(X) = X3 — 5.
Zeigen Sie: Es ist p,1(X) = (X — 1) — 5.

Lésung. Wir rechnen unter Verwendung von w? = 5.

(1)

Esist X? — 5= X%+ 0X?+ 0X' + (—5)X".

Die Koeffizienten bei X2, X!, X° sind durch 5 teilbar.

Der Koeffizient bei X° ist nicht durch 52 teilbar.

Also ist X® — 5 € Q[X] irreduzibel nach Eisensteinkriterium; vgl. Aufgabe 18.

Da X3 — 5 € Q[X] irreduzibel und normiert ist und da w eine Nullstelle dieses Polynoms ist,
ist p,(X) = X3 —5.

Es ist (X — 1) — 5 € Q[X] normiert und es ist w + 1 eine Nullstelle dieses Polynoms.
Esist (X — 1) — 5 = X3 — 3X2 + 3X! — 6X°.

Die Koeffizienten bei X2, X!, X° sind durch 3 teilbar.

Der Koeffizient X° ist nicht durch 3? teilbar.

Also ist (X — 1) — 5 € Q[X] irreduzibel nach Eisensteinkriterium.

Insgesamt ist ,1(X) = (X —1)3 — 5.

Man kann fiir die Irreduzibilitdt auch anfiihren: Wire (X —1)3 -5 = ¢(X)-h(X) mit g(X) und
h(X) nichtkonstant aus Q[X], dann wiire auch X? -5 = (X +1—-1)3-5 = g(X +1)-h(X +1),
was nicht sein kann dank (1). Also ist (X — 1)* — 5 irreduzibel.




Klausur zur Schulmathematik 24.03.2023

Aufgabe 6 (5 Punkte)

Stellen Sie das symmetrische Polynom X7 4+ X3 € Z[X;, X,] als Polynom in den elementarsymme-

trischen Polynomen s; = s1(X1, Xo) = X + X5 und s9 = s9(X1, Xo) = X1 X5 dar.

Lésung.
Es ist
8 = (X1 +Xo)” = XP+ 56X Xo + 10X7 X5 + 10X X35+ 5X, Xy + X5
Also ist
(XP+ X5) —s) = =5X! Xy — 10X7 X5 — 10X7 X5 —5X, X, .
Es ist

sisy = (XP+3X7Xo +3X1 X3 + X) X1 Xy = XXy +3X7X2 +3X2X5 + X1 X, .
Also ist
(X? 4+ X3) — s +5s3sy = (—5X{Xy, —10XX2 — 10X2X3 — 5X1X3)
+5(X1EX, + 3XPX2 +3X2EX3 + X, X))
= 5X}X24+5X2X3
= bsps3.
Folglich ist
XP + X5 =87 — 5sisy + 5sys5 .
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Aufgabe 7 (3 Punkte)
1

Wir wissen: e ist transzendent. Verwenden Sie dies, um zu zeigen: Es ist — transzendent.
e

Lésung.

Annahme, es ist % algebraisch. Dann haben wir das normierte irreduzible Polynom

f(X) = pi(X) € Q[X]

o =

mit f(2) =0.
Wir schreiben f(X) =: X™ + @, 1 X" ' 4+ @, 2 X" 2 + ... 4+ apX°, wobei n > 1 der Grad von f(X)
ist und wobei ag, ..., a,_1 € Q.
Da f(X) € Q[X] irreduzibel ist, ist ag # 0.
Es ist also
0= f)=e"4a1e" " +a, 26" " +...+ae"".

Multiplikation mit e™ gibt
0 = e’ +a, el +a, 9>+ ...+a,_n,e".
Also ist e eine Nullstelle des Polynoms
Xt a, 1 X a0 X? 4+t a, X" € QX].

von Grad n > 1. Folglich ist e algebraisch, im Widerspruch zur Transzendenz von e.

Man kann auch anfithren, dal Q ein Teilkérper von C ist und also mit jedem Element ungleich 0 auch
sein Inverses enthélt. Unter der Annahme, es sei % algebraisch, folgt damit dann, dafl auch e = (%)_1

algebraisch ist, was einen Widerspruch zur Transzendenz von e darstellt.
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Aufgabe 8 (242 Punkte)
Sei ein Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ gegeben. Sein Fliacheninhalt sei A.

Sei dabei b = c. Sei das Dreieck also gleichschenklig.

(1) Zeigen Sie mit der Heronschen Formel: Es ist A = 1av/4b% — a?.

(2) Bestitigen Sie die Formel fiir A aus (1) unter Verwendung der Hohe auf der Grundseite a.

Lésung.

(1) Wir wollen die Heronsche Formel anwenden. Es ist s = 3(a + b+ ¢) = 1a + b. Also wird

A= /s (s—a) - (s—b)-(s—c) = \/(%a+b)~(—%a+b)-%a‘
= %a bQ—}Lcﬂ = ia\/m.

(2) Skizze:

Nach Pythagoras ist h? + (2)? = b?. Die Hohe betréigt also h = 4/b? — Za>.
Die Grundseite ist a.

Somit ergibt sich der Flacheninhalt des Dreiecks zu

A = %-a- b?—%la2 = ia\/4b2—a2.

1
2(1




