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Losung 2

Aufgabe 5 Bestimmen Sie die Diskriminante von f(X).
Bestimmen Sie damit die Nullstellen in C des Polynoms f(X).
(1) f(X)=X3-3X —4.
(2) f(X)=X3+3X —2i.

Léosung zu Aufgabe 5:

(1)
A= —4c® — 27d* = —4(=3)* — 27(—4)* = —27(—4 + 16) = —27 - 12 = —324.

Somit gilt

A 1 1

Eine 3-te Wurzel von ¢, ist gleich

u=1\/2+3.
Folglich:
c 3 1
v == = .
Jus 39243 V2+V3
Mit (3 = —% + i\/Tg erhalten wir die paarweise verschiedenen Nullstellen des Polynoms
f(X):
w4+ v, uC + v¢? und uC? + v¢.
(2)
A=—4c" - 27d* = —4- 3% — 27(—2i)* = —27(4 — 4) = 0.
Wir setzen
3d  3(—2i) :
U = — = = —1
2c 2-3

und erhalten damit die Nullstellen von f(X):
2u=—2i,—u =1i.
Dabei ist —21i eine einfache Nullstelle und i eine doppelte Nullstelle.

Aufgabe 6

us

%)? — 1 zu bestétigen.

(1) Verwenden Sie ein Additionstheorem, um cos(%) = 2 cos(
Berechnen Sie damit die 2-ten Wurzeln von —1 4 i und von —1 — i.

Bestimmen Sie die Nullstellen von f(X) = X* +4X? + 8X? + 8X + 5.

(2) Bestimmen Sie eine Nullstelle des Polynoms f(X) = X* —4X? —4X — 1.



Losung zu Aufgabe 6:

(1) Nach Additionstheorem cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin(5) bekommt man, dass
cos(2a) = cos(a)? — sin(a)? = 2 cos(a)? — 1. Daraus folgt:

cos <£> = 2cos (g>2 — 1.

Da % im ersten Quadrant liegt, erhalten wir, dass

R e = DTG

Fiir —1 41 gilt es:

—1+i=\/_<—£+1£> :\/§(cos (%ﬁ) + isin <%ﬁ)>

Die 2-ten Wurzeln von —1 + 1 sind

+v/2 <c0s (3—7T> + isin (3—7T>) :
8 8
Dazu gilt es:

coS (3%) = COS (g — g) = sin <g> und sin (35) = sin (g — g) = cos (%) .

D.h. sind die 2-ten Wurzeln von —1 + i gleich
2 1 1 2
+v/2 ——£ \/_ =+ i——+i —+£ .
4 2 2 2 2 2

Fir —1 — 1 gilt es:

>

Die 2-ten Wurzeln von —1 + 1 sind

i\4/§<cos (—%ﬁ) + isin (—3—”)) =+v2 %_ \/5_1 §+

Nun machen wir die Substitution X =Y — g =Y —1:

1 1 1 1
fY—1)=v*4+Yv? <—gb2 + c) +Y (gb?’ —gbet d) + (——b4 + —b%c — b+ e)

=Y*+2Y?2+2.



Mit T' = Y? bekommen wir die Nullstellen tio = _23521 = —14+i des Polynoms T2 +27T+2.
Die Nullstellen des Polynoms Y* + 2Y?2 + 2 sind somit die 2-ten Wurzeln von —1 = i, die
wir schon frither gefunden haben. Nach der Riicksubstitution erhédlt man die Nullstellen

von f(X):

V2 1 1 V2 V2 o1 1 V2
Y YRS Y L L TR Y TV S A R
5~ T3t und 5 3 a2t

Wihlen wir ¢t € C derart, dass

—8t% + dct? + Set + (d? — dee) = —8t° + 4(—4)t* + 8(=1)t + ((—4)* — 4(—4)(-1))
—8t° — 16t* — 8t = 0.

Beispielsweise nehmen wir die Wurzel ¢ = 0. Wé&hlen wir eine zweite Wurzel w von
2t — ¢ = 4. Also, w = +2. Bestimmen wir z derart, dass

z2+t=w(z—ﬁ).

—4
249 (2—— ) =4(2 1).
2 T3 (2z+1)

Folglich:

Die erste Gleichung 2> —2z—1 = 0 ergibt 21 5 = 1£+/2. Die zweite Gleichung 2242241 = 0
ergibt z3 = —1. Damit sind 1 & /2 und —1 die Nullstellen des Polynoms f(X).

Aufgabe 7

(1)
(2)

g9(t)

Sei g(t) = t* + 2t* — 3t — 8. Berechnen Si
ei g(t) + 5 erechnen Sie -~ -5

mittels Polynomdivision.

Sei f(X)=X*—-5X%—2X + 3. Bestimmen Sie eine Nullstelle von f(X) in C.
Das Polynom in (1) kann dabei helfen.

Losung zu Aufgabe 7:

(1)

(2)

Bezeichnen wir x = t; mit Polynomdivision bekommen wir:

x3+%x2—3x—8 x+2
—x® — 22 a? + o —4

%x2—3x
—%xz —x
—4xr — 8
dr +8

Wahlen wir ¢t € C derart, dass
—8t3 + det? + 8et + (d* — dee) = —8t° + 4(=5)t* + 8- 3t + ((—2)* — 4(—5)3)
5
= 813 — 20t + 24t 4 64 = —8(* + §t2 —3t—8)=0.



Damit konnen wir ¢ = —2 nehmen. Wahlen wir nun eine zweite Wurzel w von 2t — ¢ =
—4 +5=1. Also, w = £1. Bestimmen wir z derart, dass

z2+t=w(z—ﬁ).

z2—2:i<z—_72):j:(z—|—1).

Folglich:

Die erste Gleichung 22—z —3 = 0 ergibt 215 = %ﬁ Die zweite Gleichung 22 +z—1 =0
ergibt 234 = # Damit sind HE;/ﬁ und —1j2:\/5 die Nullstellen des Polynoms f(X).

Aufgabe 8
(1) Losen Sie das Gleichungssystem in C. Benutzen Sie dazu ein Hilfspolynom drittes Grades.
21+ 29+ 23 = 0

2242242 =—12

21'22'23:2

(2) Finden Sie a, b, ¢ in Q . {0} so, dass a, b und ¢ die Nullstellen des Polynoms
X3 +aX?+bX + ¢ sind.

Losung zu Aufgabe 8:

(1) Nehmen wir an, dass z1, 22, 23 die Nullstellen eines Polynoms sind, und bestimmen wir
dieses Polynom:

X34 bX?+eX+d=(X—2)(X —2)(X —z) =

X3 — (Zl + 2o + 23)X2 + (212’2 + 2123 + Zng)X — Z1%29%3.

Also:
b= —(21+ 22 + 23)

C = 2129 + 2123 + 2223

d= —X1R2%3.

Daraus folgt, dass b =0, d = —2 und ¢ = 6, da
0= (21 +20+23)2 =224+ 25 + 25 + 2(2122 + 2123 + 2223).
Also ist X3 4+ 6X — 2 das gesuchte Polynom. Bestimmen wir jetzt die Diskriminante:
A= —4c® —27d* = —4-6° — 27(—2)* = —27 - 36.

Somit —£ =36 und w = 6, t; = 3(—d + w) = (2 + 6) = 4. AnschlieBend:
2
— 3 4 — —i = ——
u=Viv=—g 1

Mit (3 = —% + i‘/Tg erhalten wir die paarweise verschiedenen Nullstellen des Polynoms
X34+6X —2:
{21, 22, 23} = {u +v,u¢ + v¢%, uC® + v(}.



X2 +aX?+bX +c= (X —a)(X =0)(X —¢c) = X?—(a+b+c) X2+ (ab+ac+bc) X — abe.
Also bekommen wir das Gleichungssystem

a=—(a+b+c)
b=ab+ ac+ bc

¢ = —abc.

—1 aus der ersten c = —2a — b= 2 — b,

Aus der dritten Gleichung bekommen wir a = —1, .

und die zweite Gleichung ergibt:

1 1 /2 2

Nun multiplizieren wir sie mit b% # 0:
b+ b% +2 — b — 26 + b! =0,

V40?4202 =207 +b* = ' 02— 202 +2 = bP(b+1) —2(b—1)(b+1) = (b+1)(b* —2b+2).

Damit erhalten wir b = —1, a = —¢ = 1, ¢ = —2a — b = —1. Das Polynom * — 2b + 2
hat keine Nullstellen in Q.
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