Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20

Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Losung 2

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 5

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f: R — Rog: z — (2% — 4)2
Untersuchen Sie f anhand der Skizze auf Injektivitdat und Surjektivitét.

(b) Skizzieren Sie den Graphen von g : [1,2] — [0,9] : x — (2% — 4)2.
Untersuchen Sie g anhand der Skizze auf Injektivitdt und Surjektivitat.

1
sin(2x)
Untersuchen Sie A anhand der Skizze auf Injektivitdt und Surjektivitét.

(c¢) Skizzieren Sie den Graphen von h: |0,2[ = Roo: z —

(d) Sei P :={X € Pot(N) : X ist endlich }.
Untersuchen Sie k : P — Zo : M +— |M| auf Injektivitdt und Surjektivitét.

Lésung.

(a) Skizze des Graphen von f.

Injektivitdt. Wir betrachten die Gerade parallel zur z-Achse durch den Punkt (0,25).
Anhand der Skizze sehen wir, dass diese zwei Schnittpunkte mit dem Graphen von f, an
den Stellen x; = —3 und x5 = 3, besitzt. Also ist f~!({25}) = {3, 3} und f ist nicht
injektiv.

Surjektivitat Fir a € Ry betrachten wir die Gerade parallel zur z-Achse durch den
Punkt (0,a). Anhand der Skizze sehen wir, dass jede solche Gerade mindestens einen
Schnittpunkt mit dem Graphen von f besitzt. Also ist f surjektiv.



(b) Skizze des Graphen von g.
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Fir a € [0,9] betrachten wir die Gerade parallel zur z-Achse durch den Punkt (0,a).
Anhand der Skizze sehen wir, dass jede solche Gerade genau einen Schnittpunkt mit dem
Graphen von ¢ im Bereich [1, 2] besitzt. Also ist ¢ injektiv und surjektiv.

(c) Skizze des Graphen von h.

Injektivitdt. Wir betrachten die Gerade parallel zur z-Achse durch den Punkt (0,2). An-
hand der Skizze sehen wir, dass diese zwei Schnittpunkte mit dem Graphen von h, an
den Stellen z; = % und x5 = 32, besitzt. Also ist A'({2}) = {5, 52} und h ist nicht
injektiv.

Surjektivitit Wir betrachten die Gerade parallel zur z-Achse durch den Punkt (0, 3).
Anhand der Skizze sehen wir, dass diese keinen Schnittpunkt mit dem Graphen von h
besitzt. Also ist A7 ({2}) = 0 und h ist nicht surjektiv.

(d) Injektivitit. Fiir jede natiirliche Zahl gibt es mehr als eine endliche Teilmenge von N, die
diese Kardinalitéit besitzt. Zum Beispiel gilt [{1}| = [{2}| = 1 und daher ist [~ ({1})] > 1.
Also ist k nicht injektiv.



Surjektivitdt Wir zeigen, dass k surjektiv ist. Dazu betrachten wir fiir jedes n € N die
Menge M, := {1,2,...,n}. AuBlerdem setzen wir My := (. Fiir alle n € Z-q ist M, ein
endliches Element der Potenzmenge von N. Daher kénnen wir M,, unter x abbilden und
es gilt k(M,) = |M,| = n. Also ist k surjektiv, da |[x~*({n})| > 1 fiir n € Z=o.

Hausaufgabe 6 Gegeben ist die folgende Abbildung.

4x

f:R\{—Q,Q}—)R:xHxQ_4

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Abbildung f.
(b) Entscheiden Sie anhand der Skizze, ob f |§ig bijektiv ist.

-1
Bestimmen Sie die Umkehrfunktion < f |$ig) .
(c) Bestimmen Sie f~'({0,1}).

Lésung.

(a) Skizze des Graphen von f. Dabei konnen wir benutzen, dass f punktsymmetrisch beziiglich
des Ursprungs ist. Fiir x — £o0o nédhert sich der Graph von f asymptotisch der z-Achse

all.

(b) Fiir a € Ry betrachten wir die Gerade parallel zur z-Achse durch den Punkt (0,a).
Anhand der Skizze sehen wir, dass jede solche Gerade genau einen Schnittpunkt x € Ry,



mit dem Graphen von f |§ig besitzt. Also ist f |§ig sowohl injektiv, als auch surjektiv und
damit bijektiv.
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Wir bestimmen die Umkehrfunktion von f ‘Ri -- Dazu setzen wir y = x;‘f i

Gleichung nach x auf. Nach Voraussetzung ist dabei x € Rys und y € R+.
dx
x?—4

und losen die

Y= s y(2® —4) = 4a

& yr? — 4y = 4z
S yr? —dr —4y =0

Daraus folgen die zwei Félle
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Aus der Voraussetzung y > 0 erhalten wir die folgenden Abschétzungen.
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Wegen der Bedingung x > 2 kénnen wir daher die Differenz der beiden Terme ausschlie-

Ben. Als Umkehrfunktion erhalten wir damit

-1 24+ 241 2
(f’R>0) : R>0 — R>2 Y = %

X

R>2

Wir bestimmen zuerst das Urbild von {0} unter f. Dazu lésen wir folgende Gleichung.
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$2_4:0<:)4x:0

Sr=0
Also ist f~1({0}) = 0.
Auf gleichem Weg bestimmen wir das Urbild von {1} unter f.
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Daraus folgt
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und wir erhalten f~1({1}) = {2 — 2v/2, 2 + 2V/2}.

Zusammensetzen ergibt das Urbild von {0, 1} unter f.

FH{0, 1) = {2 -2v2, 0, 2+ 2V2}

Hausaufgabe 7 Gegeben ist die Relation (~) auf einer Menge M. Untersuchen Sie (~) auf
Reflexivitdt, Symmetrie, Identitivitdt und Transitivitét.

(a)
(b)

M :=N?und (z1,79) ~ (y1,92) & (x1 <11) V (x1 =91 A 19 < 10) fiir 21, T, y1,y2 € N.

Sei M die Menge der Abbildungen von {1, 2,3} nach {1, 2, 3}.
Sei f~g:& fog= ffir f,ge M.



Lésung.

(a) Reflexivitit. Sei (v1,7s) € N2 Es ist (z1,79) ~ (71, 22), da x1 = 1 und x5 < x9. Also ist
(~) reflexiv.
Symmetrie. Es ist (1,1) ~ (2,2), aber nicht (2,2) ~ (1,1). Also ist (~) nicht symmetrisch.

Identitivitit. Seien (x1,3), (y1,y2) € N2 mit (z1,22) ~ (y1,%2) und (y1,42) ~ (21, 72).
Das bedeutet 1 = y;, da sonst 1 < y; und x; > y; gelten miisste. Damit ist xo < ys
und yo < o und daher zo = yo.

Zusammen erhalten wir (x1,22) = (y1,y2) und (~) ist identitiv.

Transitivitit. Seien (z1, T2), (Y1, y2), (21, 22) € N2 mit (21, z2) ~ (y1,y2) und (y1, y2) ~ (21, 22)-
Aus der Definition von (~) folgt 1 < y; < 2;. Falls z1 < 2 ist, gilt sofort (z1, x2) ~ (21, 22).
Wir betrachten den Fall x; = 2z;. In dieser Situation ist x1 = y; = 2; und damit
Ta S Y2 < 29

Zusammen erhalten wir (x1,xs) ~ (21, 22) und (~) ist transitiv.

(b) Reflexivitit. Sei f : {1,2,3} — {1,2,3} gegeben durch f(1) =2, f(2) =3 und f(3) = 1.
Dann ist fo f £ f, denn (f o £)(1) = £(2) = 3 # f(1).
Also ist (~) nicht reflexiv.
Symmetrie. Sei f : {1,2,3} — {1,2,3} : n +— 1 die konstante Abbildung mit Bild {1}
und g = idgy233. Dannist fog= foidpag = f, aber go f =idgasy0f = f # 9.
Also ist (~) nicht symmetrisch.
Identitivitdt. Sei f : {1,2,3} — {1,2,3} : n — 1 die konstante Abbildung mit Bild {1}
und ¢ : {1,2,3} — {1,2,3} : n — 2 die konstante Abbildung mit Bild {2}. Dann gilt
(fog)(n)=f(2)=1=f(n) und (go f)(n) = g(1) = 2 = g(n) fir n € {1,2,3}.
Also ist f ~ g und g ~ f, aber f # g und daher ist ~ nicht identitiv.
Transitivitit. Seien f, g, h Abbildungen von {1,2,3} nach {1,2,3} mit fog = f und
goh=g. Esgilt foh=(fog)oh=fo(goh)=fog=f.

Also ist ~ transitiv.

Hausaufgabe 8

(a) Sei f : R — R eine Abbildung. Zeigen Sie, dass a ~ b & f(a) = f(b) fiir a,b € R
eine Aquivalenzrelation auf R definiert. Bestimmen Sie fir f: R - R: 2z sin(z)? die
Aquivalenzklassen [7] und [7].

(b) Seiauf M := Pot({1,2,3})\{0} die Relation X =Y &= XNY = () fiir X, Y € M gegeben.
Sei (~) die von (=) erzeugte Aquivalenzrelation auf M. Geben Sie die Aquivalenzklassen
von (~) an.

Lésung.

(a) Wir zeigen zuerst, dass (~) eine Aquivalenzrelation auf R definiert.

Reflexivitit. Es ist (~) reflexiv, da f(a) = f(a) fir alle a € R gilt.



Symmetrie. Seien a,b € R mit a ~ b. Dann gilt f(b) = f(a) und damit b ~ a.

Transitivitit. Seien a,b,c € R mit a ~ b und b ~ ¢. Dann gilt f(a) = f(b) = f(c) und
daher a ~ c.

Wir betrachten jetzt f: R — R : z + sin(z)?. Fiir a € R ist [a] die Menge aller x € R
mit sin(x)? = sin(a)?. Damit gilt

[7] = {z € R:sin(z)® =sin(r)*} = {z € R:sin(z)* = 0} = {kn : k € Z}

™

[g} = {xER:sin(w)stin (§>2} = {xGR:sin(x)2 = 1} = {g+k7rzk€Z}.

(b) Als ersten Schritt wollen wir die von (=) erzeugte Aquivalenzrelation beschreiben. Dazu
stellen wir zuerst die Relation (=) in einer Tafel dar.

(=) {1y {2y {3 {12y {13} {23} {1,2,3}
{1} X X X

{2} X X X

{3} X X X

{1,2} X

{1,3} X

{2,3} X

{1,2,3}

Nach Definition von (/) kénnen wir direkt feststellen, dass (/) bereits eine symmetrische
Relation ist. Daher kénnen wir aus (/) nun eine reflexive und symmetrische Relation S
durch Hinzunehmen aller Paare (X, X)) mit X € M bilden. Dann ist S C (~).

S {1y {2 {38y {12} {1,3} {23} {1,2,3}

{1} X X X X

{2} X X X X
{3} X X X X
{1,2} X X
{1,3} X X
{2, 3} X X
{1, 2,3} X
Seien a, b, c € {1,2,3} paarweise verschieden. Wir nutzen aus, dass (~) transitiv ist.
Wegen {a, b}S{c}S{a}S{b,c} und S C (~) ist auch {a,b} ~ {a} und {a,b} ~ {b,c}.

Wir erhalten eine transitive Relation (~) durch Hinzunehmen aller Paare ({a, b}, {a}),
({a},{a,b}) und ({a,b},{b,c}) zu S. Wieder gilt (~) C (~).




(~) {1 {28 {3p {12} {1,3} {23} {1,2

3}

{1} X X X
{2} X X X
{3} X X X
{1,2} X X X
{1,3} X X X
{2, 3} X X X
{1,2,3}

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Nun ist aber (<) bereits eine Aquivalenzrelation mit den Aquivalenzklassen

{13 = {1}, {2}, {3}, {12}, {1,3}, {2,3}}

[{17 2, 3}] = {{17 2, 3}}

Da (%) eine Aquivalenzrelation ist, die (=) enthilt, erhalten wir (~) C (<). Zusammen
mit (<) C (~) von oben ist also (~)

~
von (~).

(X) und die gesuchten Aquivalenzklassen sind die
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