
Künzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20
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Lösung 13

Lösungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 49 Seien s, t ∈ C Parameter. Sei As,t :=

(
3is+t −s−it

√
2(is−t)

s+it 3is+t −
√

2(s+it)
√

2(is−t)
√

2(s+it) 2(is+t)

)
∈ C3×3.

(1) Für welche (s, t) ∈ C2 ist As,t hermitesch?

(2) Für welche (s, t) ∈ C2 ist As,t unitär?

Lösung. Wir berechnen zunächst A
t

s,t =

( −3i s̄+t̄ s̄−i t̄
√

2(−i s̄−t̄)

−s̄+i t̄ −3i s̄+t̄
√

2(s̄−i t̄)
√

2(−i s̄−t̄) −
√

2(s̄−i t̄) 2(−i s̄+t̄)

)
.

(1) Sei M1 := {(s, t) ∈ C2 : As,t ist hermitesch}.

Per Definition ist As,t genau dann hermitesch, wenn As,t
!

= A
t

s,t ist.

Sei As,t hermitsch.

Der erste Diagonaleintrag ergibt die Gleichung

3is+ t
!

= −3i s̄+ t̄.

Der dritte Diagonaleintrag ergibt die Gleichung

2(is+ t)
!

= 2(−i s̄+ t̄).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt s = −s und t = t, also Re(s) = 0 und Im(t) = 0.

Es ist also M1 ⊆ M̃1 := {(s, t) ∈ C2 : Re(s) = 0 und Im(t) = 0}.
Umgekehrt ist As,t für (s, t) ∈ M̃1 hermitesch.

Insgesamt ist also M1 = M̃1 = {(s, t) ∈ C2 : Re(s) = 0 und Im(t) = 0}.

(2) Sei M2 := {(s, t) ∈ C2 : As,t ist unitär}.

Sei B := (bi,j)i,j := A
t

s,t · As,t.

Per Definition ist As,t genau dann unitär, wenn B
!

= E4 ist.

Sei As,t unitär.

Dann gilt

0
!

= b1,2 = (−3i s̄+ t̄)(−s− it) + (s̄− i t̄)(3is+ t) + 2(−i s̄− t̄)(s+ it)

= 4i(ss̄− tt̄).

Es gilt also ss̄ = tt̄.



Weiterhin gilt

1
!

= b1,1 = (−3i s̄+ t̄)(3is+ t) + (s̄− i t̄)(s+ it) + 2(−i s̄− t̄)(is− t)
= 12ss̄+ 4tt̄

= 16ss̄.

Es gilt also ss̄ = 1
16

= tt̄ und äquivalent dazu |s| = 1
4

= |t|.

Es ist also M2 ⊆ M̃2 := {(s, t) ∈ C2 : |s| = 1
4

= |t|}.

Umgekehrt erhalten wir für (s, t) ∈ M̃2 die Matrix

B =

(
12s̄s+4t̄t 4i(s̄s−t̄t) 4

√
2(s̄s−t̄t)

−4i(s̄s−t̄t) 12s̄s+4t̄t 4i
√

2(s̄s−t̄t)
4
√

2(s̄s−t̄t) −4i
√

2(s̄s−t̄t) 8s̄s+8t̄t

)
=
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
= E3 .

Also ist As,t für (s, t) ∈ M̃2 unitär.

Ingesamt ist also M2 = M̃2 = {(s, t) ∈ C2 : |s| = 1
4

= |t|}.

Hausaufgabe 50

(1) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von R〈
(

1
1
0
0

)
,

(
0
1
1
0

)
,

(
1
1
1
1

)
〉 ⊆ R4×1.

(2) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von C〈
(

1
i
0
0

)
,

(
0
1
i
0

)
,

(
1
i
1
i

)
〉 ⊆ C4×1.

Lösung.

(1) Sei V := R〈
(

1
1
0
0

)
,

(
0
1
1
0

)
,

(
1
1
1
1

)
〉 ⊆ R4×1. Sei c1 :=

(
1
1
1
1

)
, c2 :=

(
1
1
0
0

)
, c3 :=

(
0
1
1
0

)
.

Es wird d′1 = c1 =

(
1
1
1
1

)
.

Es wird d1 = 1
||d′1||

d′1 = 1
2

(
1
1
1
1

)
.

Es wird d′2 = c2− (dt
1 · c2)d1 =

(
1
1
0
0

)
− (1

2

(
1
1
1
1

)t

·
(

1
1
0
0

)
) · 1

2

(
1
1
1
1

)
=

(
1
1
0
0

)
− 1

2

(
1
1
1
1

)
= 1

2

(
1
1
−1
−1

)
.

Es wird d2 = 1
||d′2||

d′2 = 1
2

(
1
1
−1
−1

)
.

Es wird

d′3 = c3 − (dt
1 · c3)d1 − (dt

2 · c3)d2

=

(
0
1
1
0

)
− (1

2

(
1
1
1
1

)t

·
(

0
1
1
0

)
) · 1

2

(
1
1
1
1

)
− (1

2

(
1
1
−1
−1

)t

·
(

0
1
1
0

)
) · 1

2

(
1
1
−1
−1

)
=

(
0
1
1
0

)
− 1

2

(
1
1
1
1

)
− 0 ·

(
1
1
−1
−1

)
= 1

2

(−1
1
1
−1

)
.



Es wird d3 = 1
||d′3||

d′3 = 1
2

(−1
1
1
−1

)
.

Wir erhalten die Orthonormalbasis (d1, d2, d3) = (1
2

(
1
1
1
1

)
, 1

2

(
1
1
−1
−1

)
, 1

2

(−1
1
1
−1

)
) von V .

(2) Sei W := C〈
(

1
i
0
0

)
,

(
0
1
i
0

)
,

(
1
i
1
i

)
〉 ⊆ C4×1. Sei c1 :=

(
1
i
1
i

)
, c2 :=

(
1
i
0
0

)
, c3 :=

(
0
1
i
0

)
.

Es wird d′1 = c1 =

(
1
i
1
i

)
.

Es wird d1 = 1
||d′1||

d′1 = 1
2

(
1
i
1
i

)
.

Es wird d′2 = c2− (d̄t
1 · c2)d1 =

(
1
i
0
0

)
− (1

2

(
1
−i

1
−i

)t

·
(

1
i
0
0

)
) · 1

2

(
1
i
1
i

)
=

(
1
i
0
0

)
− 1

2

(
1
i
1
i

)
= 1

2

(
1
i
−1
−i

)
.

Es wird d2 = 1
||d′2||

d′2 = 1
2

(
1
i
−1
−i

)
.

Es wird

d′3 = c3 − (d̄t
1 · c3)d1 − (d̄t

2 · c3)d2

=

(
0
1
i
0

)
− (1

2

(
1
−i

1
−i

)t

·
(

0
1
i
0

)
) · 1

2

(
1
i
1
i

)
− (1

2

(
1
−i
−1

i

)t

·
(

0
1
i
0

)
) · 1

2

(
1
i
−1
−i

)
=

(
0
1
i
0

)
− 0 ·

(
1
i
1
i

)
+ i

2

(
1
i
−1
−i

)
= 1

2

(
i
1
i
1

)
.

Es wird d3 = 1
||d′3||

d′3 = 1
2

(
i
1
i
1

)
.

Wir erhalten die Orthonormalbasis (d1, d2, d3) = (1
2

(
1
i
1
i

)
, 1

2

(
1
i
−1
−i

)
, 1

2

(
i
1
i
1

)
) von W .

Hausaufgabe 51 Sei A :=

(
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

)
∈ R4×4.

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix T ∈ R4×4 und eine Diagonalmatrix D ∈ R4×4 mit

T tAT = D .



Lösung. Zunächst berechnen wir das charakteristische Polynom von A.

χA(X) = det(A−X · E4)

= det

(
1−X 1 1 1

1 1−X 1 1
1 1 1−X 1
1 1 1 1−X

)
= det

(−X 0 0 1
0 −X 0 1
0 0 −X 1
X X X 1−X

)
= det

(−X 0 0 1
X −X 0 1
0 X −X 1
0 0 X 1−X

)
= X3 · det

(−1 0 0 1
1 −1 0 1
0 1 −1 1
0 0 1 1−X

)
= X3 · det

(−1 0 0 1
0 −1 0 2
0 0 −1 3
0 0 0 4−X

)
= X3 · (−1)3 · (4−X)

= (X − 4)X3

Also hat A die Eigenwerte λ1 = 4 und λ2 = 0.

Es wird aVA(4) = gVA(4) = 1. Es wird aVA(0) = gVA(0) = 3.

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums EA(4) = Kern(A− 4 · E4).

A− 4 · E4 =

(−3 1 1 1
1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −3

)
 

(−4 0 0 4
0 −4 0 4
0 0 −4 4
1 1 1 −3

)
 

(
1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0

)

Es ist also (

(
1
1
1
1

)
) eine Basis von EA(4).

Gram-Schmidt gibt dann die Orthonormalbasis (1
2

(
1
1
1
1

)
) von EA(4).

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums EA(0) = Kern(A− 0 · E4) = Kern(A).

A =

(
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

)
 

(
1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)

Es ist also (

(−1
1
0
0

)
,

(−1
0
1
0

)
,

(−1
0
0
1

)
) eine Basis von EA(0).

Wir berechnen mittels Gram-Schmidt eine Orthonormalbasis von EA(0).

Es wird d1 = 1√
2

(−1
1
0
0

)
.

Es wird d′2 = c2−(dt
1·c2)d1 =

(−1
0
1
0

)
−( 1√

2

(−1
1
0
0

)t

·
(−1

0
1
0

)
)· 1√

2

(−1
1
0
0

)
=

(−1
0
1
0

)
− 1

2

(−1
1
0
0

)
= 1

2

(−1
−1

2
0

)
.

Also wird d2 = 1√
6

(−1
−1

2
0

)
.



Es wird

d′3 = c3 − (dt
1 · c3)d1 − (dt

2 · c3)d2

=

(−1
0
0
1

)
− ( 1√

2

(−1
1
0
0

)t

·
(

0
1
1
0

)
) · 1√

2

(−1
1
0
0

)
− ( 1√

6

(−1
−1

2
0

)t

·
(

0
1
1
0

)
) · 1√

6

(−1
−1

2
0

)
=

(−1
0
0
1

)
− 1

2

(−1
1
0
0

)
− 1

6

(−1
−1

2
0

)
= 1

3

(−1
−1
−1

3

)
.

Also wird d3 = 1
2
√

3

(−1
−1
−1

3

)
.

Wir erhalten die Orthonormalbasis ( 1√
2

(−1
1
0
0

)
, 1√

6

(−1
−1

2
0

)
, 1

2
√

3

(−1
−1
−1

3

)
) von EA(0).

Zusammen wird mit der Orthogonalmatrix

T :=
1

2
√

3

(√
3 −
√

6 −
√

2 −1√
3
√

6 −
√

2 −1√
3 0 2

√
2 −1√

3 0 0 3

)

und der Diagonalmatrix

D :=

(
4 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
dann T tT = E4 und T−1AT = T tAT = D.

Hausaufgabe 52 Sei A :=

(
1 i 1
−i 1 i

1−i 1

)
∈ C3×3.

(1) Bestimmen Sie eine unitäre Matrix U ∈ C3×3 und eine Diagonalmatrix D ∈ C3×3 mit

Ū tAU = D .

(2) Bestimmen Sie eine unitäre Matrix V ∈ C3×3 und eine Diagonalmatrix F ∈ C3×3 mit

V̄ tA3V = F .

Lösung.



(1) Zunächst berechnen wir das charakteristische Polynom von A.

χA(X) = det(A−X · E3)

= det
(

1−X i 1
−i 1−X i

1 −i 1−X

)
= det

(
2−X 0 2−X
−i 1−X i

1 −i 1−X

)
= (2−X) · det

(
1 0 1
−i 1−X i

1 −i 1−X

)
= (2−X) · det

(
1 0 1
0 1−X 2i
0 −i −X

)
= (2−X) · 1 · det

(
1−X 2i
−i −X

)
= (2−X) · (−X(1−X)− 2)

= (2−X)(X2 −X − 2)

= −(X + 1)(X − 2)2

Also hat A die Eigenwerte λ1 = −1 und λ2 = 2.

Es wird aVA(1) = gVA(1) = 1. Es wird aVA(2) = gVA(2) = 2.

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums EA(−1) = Kern(A−(−1) ·E3) = Kern(A+E3).

A+ E3 =
(

2 i 1
−i 2 i

1 −i 2

)
 
(

1 −i 2
0 3i −3
0 3 3i

)
 
(

1 −i 2
0 1 i
0 0 0

)
 
(

1 0 1
0 1 i
0 0 0

)
Es ist also (

(−1
−i

1

)
) eine Basis von EA(−1).

Gram-Schmidt gibt dann die Orthonormalbasis ( 1√
3

(−1
−i

1

)
) von EA(−1).

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums EA(2) = Kern(A− 2 · E3).

A− 2 · E3 =
(−1 i 1
−i −1 i

1 −i −1

)
 
(

1 −i −1
0 0 0
0 0 0

)
Es ist also (

(
i
1
0

)
,
(

1
0
1

)
) eine Basis von EA(2).

Wir berechnen mittels Gram-Schmidt eine Orthonormalbasis von EA(2).

Es wird d1 = 1√
2

(
i
1
0

)
.

Es wird d′2 = c2 − (d̄t
1 · c2)d1 =

(
1
0
1

)
− ( 1√

2

(−i
1
0

)t
·
(

1
0
1

)
) · 1√

2

(
i
1
0

)
=
(

1
0
1

)
+ i

2

(
i
1
0

)
= 1

2

(
1
i
2

)
.

Also wird d2 = 1√
6

(
1
i
2

)
.

Wir erhalten die Orthonormalbasis ( 1√
2

(
i
1
0

)
, 1√

6

(
1
i
2

)
) von von EA(2).

Zusammen wird mit der unitären Matrix

U :=
1√
6

(
−
√

2 i
√

3 1
−i
√

2
√

3 i√
2 0 2

)
und der Diagonalmatrix

D :=
(−1 0 0

0 2 0
0 0 2

)
wird dann Ū t · U = E3 und U−1AU = Ū tAU = D.



(2) Mit den Bezeichnungen aus (1) gilt

D3 = (Ū tAU)3 = Ū tAU · Ū tAU · Ū tAU = Ū tA3U.

Mit der unitären Matrix
V := U

und der Diagonalmatrix

F := D3 =
(−1 0 0

0 8 0
0 0 8

)
wird also V̄ tA3V = F .

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/info1920/

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/info1920/

