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Vorwort

Die Homologische Algebra ist ein Werkzeug fiir die Algebraische Topologie, fiir die Grup-
pentheorie, fiir die Kommutative Algebra etc.

Technisch gesprochen ist die Homologische Algebra die Lehre der abelschen Kategorien
und der additiven Funktoren zwischen diesen. Zunéchst wird also der Begriff der abelschen
Kategorie einzufithren sein. Es bilden e.g. die abelschen Gruppen eine solche abelsche
Kategorie — und daher entlehnt sich auch der Name.

Die meisten der in der Natur auftretenden additiven Funktoren zwischen solchen abelschen
Kategorien haben Defekte; sie sind teils nur linksexakt, wie etwa Homfunktoren; teils nur
rechtsexakt, wie etwa Tensorfunktoren. Diese Defekte versucht man aufzufangen, indem
man die gegebenen Funktoren ableitet und die gegebenen und die abgeleiteten Funktoren
iiber eine lang exakte Sequenz verbindet.

Auf Ubungen und Lésungen wird im Skript manchmal Bezug genommen, sie sind daher
als Bestandteil des Skripts anzusehen.

Vorausgesetzt wird Lineare Algebra, insbesondere die Begriffe der abelschen Gruppe, des
Korpers und des Vektorraums. Zorns Lemma wird an einer Stelle verwandt, bei der Kon-
struktion von Injektiven; fiir einen Beweis wird e.g. auf den Anhang von [7] verwiesen.

Fiir Korrekturen und Vereinfachungen danke ich SEBASTIAN THOMAS (1).

Bremen, den 07.04.2010
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Konventionen.

e Sind z und y Elemente einer Menge, so setzen wir 0, := 1, falls x = y, und 0, 4 := 0, falls x # y.

e Sprechen wir davon, dal  und y zwei Elemente einer Menge sind, so kann dennoch x = y oder
x # y sein. Etc.

e Die identische Abbildung auf einer Menge X wird idx, 1x, oder, falls keine Verwechslungsgefahr
besteht, id oder 1 geschrieben.

e Ist R ein Ring und k > 0, so bezeichnet Ey := (0; ;)i ; € RF*k die Einheitsmatrix.
e Wir schreiben X LY fiir die disjunkte Vereinigung von Mengen X und Y.

e Wir schreiben | X| fiir die Kardinalitét einer Menge X.

e Wir schreiben Pot(X) ={Y : Y C X} fiir die Potenzmenge einer Menge X.

o Ist X I, Y eine Abbildung von Mengen, und ist € X, so schreiben wir das Bild von « unter f
als zf. Thr Bild wird X f := {af : x € X} geschrieben.

e Sind X I, y L» 7z Morphismen in einer Kategorie, so schreiben wir ihr Kompositum X s, Z
oder X L% 7 (2).

o Ist X L+ ¥ eine Abbildung von Mengen, und sind X’ C X und Y’ C Y derart, dafl X'f C Y/,
dann schreiben wir f|¥, : X’ — Y’ 2’ — 2/ f fiir die im Urbild- und Bildbereich eingeschrinkte
Abbildung. Falls Y’ = Y, dann schreiben wir auch f|xs := f|%, . Falls X’ = X, dann schreiben

wir auch f|¥' = f|% .

e Es kommutiert ein Viereck

in einer Kategorie, falls fa’ = xg. Allgemeiner kommutiert ein Diagramm in einer Kategorie, wenn
der zusammengesetzte Morphismus von einem seiner Objekte in ein anderes vom gewiihlten Weg
unabhingig ist.

o Ist a € Z, so schreiben wir Zs, :={z € Z : z > a}, etc.
e Sind a, b € Z, so schreiben wir [a,b] := {z € Z : a < z < b} fiir das ganzzahlige Intervall.

e Ist R ein kommutativer Ring, und sind a, b, ¢ € R, so schreiben wir a =, b, gesprochen
“a kongruent modulo ¢ zu b”, falls es ein € R mit a — b = cx gibt.

e Ist R ein kommutativer Ring und a € R, so schreiben wir oft R/a := R/aR. Cf. Bemerkung 6.(2).
e Mit C » wird manchmal eine Inklusionsabbildung resp. ein Inklusionsfunktor bezeichnet.
e Ist A eine Aussage in Kategorien, so bezeichnet A° die zu A duale Aussage; cf. Bemerkung 77.

e Fiir n > 0 haben wir die Kategorie A, := {0,1,...,n}*; cf. Aufgabe 37.(1). Le. ObA,, :=
{0,1,...,n},und | A, (i,7)] = 1, falls i < j, sowie | o, (4,7)| =0, falls ¢ > j.

2Diese natiirliche Schreibweise erleichtert das Lesen grofierer Diagramme. Funktoren werden wir hin-
gegen in traditioneller Schreibweise links notieren, cf. §2.2.



Kapitel 1

Ringe und Moduln

Die Kategorie der Moduln {iber einem Ring wird unser Standardbeispiel einer abelschen
Kategorie darstellen; cf. Beispiel 121.(1) unten. Hierbei ist der Begriff des Moduls iiber
einem Ring die direkte Verallgemeinerung des Begriffs des Vektorraums iiber einem Korper.

1.1 Ringe

Ein paar grundlegende Dinge iiber Ringe. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich in
[6, Kap. 1].

1.1.1 Definition Ringe

Definition 1 Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-) aus einer Menge R und aus Abbildungen
Rx RY , (r,s) 1+ s (Addition) und R x R R (r,s) 1 - s (Multiplikation)
derart, dafl folgende Axiome gelten.

(Ring 1) Esist (R,+) eine abelsche Gruppe.

(Ring 2) Es ist (-) assoziativ, i.e. esist r-(s-t) = (r-s)-tfirr, s, t € R.

(Ring 3) Es gibt ein Element 1 =1z € Rmitr-1lg =r =1g -7 fir r € R.

(Ring4) Esist (+,-) distributiv, i.e. esist (r+7")-(s+s) = (r-s)+(r-s)+ (" -s)+ (')

fir r, 1, s, s € R.

Oft schreiben wir kurz R = (R, +, -). Oft schreiben wir rs:=r-s fiir r, s € R.

Es gelte die Punkt-vor-Strich-Regel, nach der e.g. r- s+t = (r-s) + ¢ zu lesen ist, wobei
r,s,t € R.

Wir schreiben 0 = 0z € R fiir das bzgl. (+) neutrale Element, i.e. r +0 =r = 0+ r fiir
r e R.



Ist r-s=s-rfirr, s € R, so heifit der Ring R kommutativ.

Bemerkung 2
(1) Das Element 1 € R ist durch (Ring3) eindeutig festgelegt.
(2) Esist0-r=0=0-r firr € R.
(3) Esist (—r)-s=—(r-s)=r-(=s) firr,s € R.

Beweis.

(1) Ist 'e Rmitr-1"=r=1.rfirre R,sofolgt I'=1-1=1.
(2) Esist0-r=0-r+0-7—0-7=(0+0)-7—0-7=0-7r—0-r=0. Analog -0 = 0.
(3) Siehe Aufgabe 1.

Beispiel 3
(1) Es ist Z ein kommutativer Ring.

(2) Ein Korper ist ein kommutativer Ring, in welchem 0 # 1 ist und jedes Element
ungleich 0 ein multiplikativ Inverses besitzt. Insbesondere sind die Korper Q, R
und C auch kommutative Ringe.

(3) Es gibt einen Ring 0 = {0}, in welchem 0 = 1 ist, genannt der Nullring.

(4) Sei R ein Ring. Sein > 1. Es bildet die Menge R™*™ der n xn-Matrizen mit Eintragen
in R, der Matrixaddition (+) und der Matrixmultiplikation () einen Ring. Dieser
ist fiir n > 2 nicht kommutativ, falls 0 # 1 in R. Cf. Aufgabe 2.

(5) Seien R und S Ringe. Dann ist R x S = {(r,s) : r € R, s € S}, ausgestattet mit
(r,s)+ (r',s') = (r+7r',s+s)und (r,s) - (r',s") = (r-1',s-¢) fir r, ¥ € R und
s, 8 € S, ein Ring. Hierbei ist 1grxs = (1r,1s) und Ogxs = (Ogr,0g). Ferner ist

—(7’7 S) = (—T’, _8)'
1.1.2 Ideale, Teilringe und Faktorringe
Sei R ein Ring.

Definition 4

(1) Eine additive Untergruppe S von R heit Teilring (mit Fins), falls 1 € S, und falls
ss’ € Sfiiralles, s’ € S.



(2) Eine additive Untergruppe I von R heifit Ideal, falls ro € I und xr € [ fiir alle
x € [ und alle r € R.

Beispiel 5

(1) Ist R ein kommutativer Ring und a € R, so ist aR := {ar : r € R} ein Ideal in R,
das zu a gehorige Hauptideal.

(2) Essind 0:= {0} und R Ideale in R.
(3) Sei I ein Ideal in R. Es ist I = R genau dann, wenn 1 € [.

(4) Sei R ein Ring. Es sind {(§a) : a € R}, {(§3) : a,d € R} und
{(3%) : a, b, d € R} Teilringe von R?*2.

Bemerkung 6

(1) Ist S C R ein Teilring, so ist S mit den vererbten Operationen, also genauer gesagt
(S, (H)|2xs s ()|Sys), wieder ein Ring.

(2) Sei I C R ein Ideal. Schreibe r + 1 :={r+x : x € I} C R fiir die Restklasse von
r € R modulo I. Beachte, daff v+ I = 1"+ I genau dann, wenn r —r’ € I. Sei

R/I == {r+1 : re R}

der Faktorring von R modulo I. Es ist R/I mit der Addition (r + 1)+ (' + 1) :=
(r 4+ ") + I und der Multiplikation (r +1I)- (r' 4+ 1) = (r-1") 4+ I ein Ring. Hierbei
sind Og/; = O0p + 1 und 1g/; = 1gp + 1.

Ist R kommutativ und a € R, so schreiben wir oft R/a := R/aR.
Beweis. Zu (2), siche Aufgabe 3. o

Beispiel 7 Jedes Ideal in Z ist von der Form nZ fiir ein eindeutig bestimmtes n € Z-y .

Sein € Zsg. Esist Z/n ={0+nZ,1+nZ, ..., (n—1)+ nZ}, aber auch e.g. Z/n =
{—2+nZ, ..., (n—3)+nZ}.

Ist aus dem Kontext ersichtlich, dafl wir in Z /n rechnen, so schreiben wir auch k := k+nZ,
reprasentiert von k € Z. Man mufl dann aufpassen, daf§ mit & = k' in Wahrheit k =, £/

gemeint ist, wobei k, ¥/ € Z. Aber ansonsten wiirden die Notation recht schwerfillig
aussehen; insbesondere, wenn man an Matrizen mit Eintridgen in Z/n denkt.

Wir konnen e.g. in Z/27 berechnen, dafl 25 - 26 = 650 = 648 + 2 = 2, oder, einfacher,
2526 =(-2)-(—1)=2.

Es ist Z/n ein Korper genau dann, wenn n eine Primzahl ist. Siehe Aufgabe 4.

Beispiel 8 Seien R und S Ringe. Esist R x 0:= {(r,0) : r € R} ein Ideal in R x S. In
(RxS)/(Rx0)isteg. (r,s)+ Rx0=(r',s)+ Rx0fiirr,v” € Rund s € S.
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1.1.3 Ringmorphismen

Seien R, S und T Ringe.

Definition 9 Eine Abbildung R+ S heiBt Ringmorphismus, falls 1xf = 1g, falls
(r+r)f=rf+rfundfalls (r-r)f=rf-r'ffirr,7" € R.

Diesenfalls setzen wir folgendes.
Sei Kern f :={r € R : rf =0} C R der Kern von f.
Seilmf:=Rf={rf : re R} C S das Bild von f.

Bemerkung 10 Sei R L. S ein Ringmorphismus.

(1) Es ist idg ein Ringmorphismus. Sind RI.s % Ringmorphismen, so auch
Ig
R—=—=T.

(2) Ist I C R ein Ideal, so ist die Restklassenabbildung R—"~ R/I, r+—1r + I ein
Ringmorphismus.

3) Ist R C R ein Teilring, so ist die Inklusionsabbildung R '~ R ein Ringmorphismus.

5

(3)

(4) Esist Orf =0g. Es ist (—r)f = —(rf) firr € R.

(5) FEsist Kern f C R ein Ideal. Es ist Im f C S ein Teilring.
(6)

6

Es ist f injektiv genau dann, wenn Kern f = 0.

Bewezs.

Zu (4). Esist 0f =0f +0f —0f = (0+0)f —0f =0. Esist (—r)f = (=r)f +rf—rf =
(=r)+r)f=rf=0f —rf=—(rf).
Zu (5).

Wir zeigen, dal Kern f C R ein Ideal ist. Es ist Kern f eine additive Untergruppe. Seien
ferner z € Kern f und r € R. Dann ist (rz)f = rf-zf = 0, und also rz € Kern f. Analog
ist auch zr € Kern f.

Wir zeigen, dal Im f C S ein Teilring ist. Es ist Im f eine additive Untergruppe. Es ist
lg=1gf €Imf. Sind s, s € Im f, so gibtesr, 7 € Rmit rf = s und 7'f = s, und
also ist ss' =rf-r'f = (r')f € Im f.

Zu (6).
Ist f injektiv, so ist Kern f = 0, da bereits Ogf = Og .

Ist umgekehrt Kern f = 0, und ist rf = +'f fir r, ' € R, dann ist (r —1')f = 0, und
folglich r — ' =0, i.e. r =17, o
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Definition 11 Ein bijektiver Ringmorphismus heifit Ringisomorphismus oder Isomor-
phismus (von Ringen), symbolisch oft R =~ S geschrieben.

Existiert ein Isomorphismus von R nach S, so sagen wir, R ist isomorph zu S, geschrieben
R ~ S. Cf. Aufgabe 8.(1).

Beispiel 12
(1) Esist (RxS)/(Rx0)=>S, (r,s) + R x 0= s ein Isomorphismus; cf. Beispiel 8.

(2) Schreibe k: C— C, a+bi+—a —bi, wobei a, b € R, fiir die komplexe Konjuga-
tion. Es ist x ein Ringisomorphismus.

Bemerkung 13 (Universelle Eigenschaft Faktorring) Sei I C R ein Ideal. Sei
Riﬁ ein Ringmorphismus mit I1f = 0. Dann gibt es genau einen Ringmorphismus
R/I—f> S so, daff (R—2~ R/[i»S) = (Ri» S). Insbesondere ist (r +1)f = rf fiir
reR.

r R . S
7
I pl .
BT
r+1 R/I

Beweis. Die Eindeutigkeit von f folgt aus der Surjektivitiit von R 2+ R/I. Zeigen wir die

Existenz. Setzen wir R/I S5 , 7+ 1+——rf, soist dies eine wohldefinierte Abbildung, da
fiir r, 7" € Rmit r+1 =1"+1 folgt, daB r —r" € I, und also, daB rf —r'f = (r—1") f = 0.

Da f ein Ringmorphismus ist, gilt dies nun auch fiir f. o

Lemma 14 (Homomorphiesatz fiir Ringe) Sei RIS ein Ringmorphismus. Dann
gibt es den Isomorphismus R/Kern f =+ Im f, r + Kern f 1 f.

R—I -5
I
R/Kern f ——=1Im f

Beweis. Nach Bemerkung 13 gibt es den Ringmorphismus R/Kern f NENS ,
r + Kern f——rf. Nach Konstruktion schrinkt dieser im Bildbereich ein zum sur-
jektiven Ringmorphismus R/Kern f i Im f, r + Kern f——rf. Um zu zeigen, dafl
dieser auch injektiv ist, geniigt es zu zeigen, dafi sein Kern null ist; cf. Bemerkung 10.(6).
Falls aber rf = 0 ist, so folgt r € Kern f, und also » + Kern f = 0. o
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Beispiel 15
(1) Fir jeden Ring R gibt es genau einen Ringmorphismus von R nach 0.

(2) Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringmorphismus von Z nach R. Dieser schickt
+(1z +1z+--- 4+ 1z) nach £(1g + 1g + -+ + 1g). Sein Kern ist von der Form nZ
fiir ein n € Z- ; cf. Aufgabe 4.(1). Dieses n heifit Charakteristik von R, geschrieben
char R := n. Gem#fl Lemma 14 hat R also einen Teilring isomorph zu Z/char R.

1.2 Moduln

1.2.1 Definition Linksmoduln

Sei R ein Ring.

Definition 16 Ein R-Linksmodul ist ein Tripel (M, +,+) aus einer Menge M, einer Ab-
bildung M x M o) M, (m,m')—m+m' (Addition) und einer Abbildung R x M 0, M,
(r,m) 1 - m (Skalarmultiplikation) derart, dafl folgende Axiome gelten.

(LMod 1) Esist (M, +) eine abelsche Gruppe.
(LMod 2) Esist (-) assoziativ, i.e. esist r-(s-m)=(r-s)-mfirr, s € Rund m € M.
(LMod 3) Esist 1-m =m fiur m € M.

(LMod 4) Esist (+,-) distributiv, i.e. esist (r+7')-(m+m') = (r-m)+(r-m’)+("-m)+(r'-m’)
fir v, € Rund m, m' € M.

Oft schreiben wir kurz M = pM = (M, +,-). Oft schreiben wir rm = r-m fir r € R
und m € M.

Es gelte die Punkt-vor-Strich-Regel, nach der e.g. 7 - m +m’ = (r - m) +m’ zu lesen ist,
wobei r € R und m, m’ € M.

Wir schreiben 0 = 0y, € M fiir das bzgl. (4) neutrale Element, i.e. m4+0=m =0+m
fiir m € M.

Ist R kommutativ, so nennt man einen R-Linksmodul auch kurz einen R-Modul; cf. Be-
merkung 44.

Bemerkung 17 Sei M ein R-Linksmodul. Fiir r € R und m € M ist 0 - m =
0O-m+0-m—0-m=0und (—r) - m = (—=r)-m+7r-m—7r-m = —r - m, ferner
r-0=0und r-(—m)=—r-m.
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Beispiel 18

(1) Ist R ein Korper, so ist ein R-Modul gerade ein R-Vektorraum.

(2) Eine abelsche Gruppe M trigt eine eindeutige Z-Modul-Struktur. Denn notwendi-

gerweise ist (£(1z + -+ 1z))m = £(m + - - - + m). Dies definiert umgekehrt auch
eine Z-Modul-Struktur. Man sagt auch, eine abelsche Gruppe ist ein Z-Modul.

Es sind e.g. (die unterliegenden abelschen Gruppen von) Z/12 und Q beides
Z-Moduln.

Es ist R selbst vermdge der auf R definierten Multiplikation ein R-Linksmodul, oft
rR geschrieben.

Es ist 0 := {0} ein R-Linksmodul.

Sei R = (‘38) = {(83) € Q¥?2 : a, b, d € Q}; cf. Beispiel 5.(4).

Es ist Q! = () ein (§@)-Linksmodul vermége (§5) () = (“4:™), wobei
a, b, d, m,n € Q. Dies folgt aus den Gesetzen der Matrixmultiplikation, angewandt
auf die hier auftretenden Matrizen.

Genauso ist auch ((3) ein (%2 8)—Linksmodul.

1.2.2 Teilmoduln und Faktormoduln

Sei R ein Ring. Sei M ein R-Linksmodul.

Definition 19 Eine Teilmenge N C M heifit Teilmodul oder (seltener) Teil-R-Links-
modul, falls 0 € N und rn+r'n’ € N fir r, ¥ € Rund n, n’ € N.

In anderen Worten, N C M ist Teilmodul, falls N eine abelsche Untergruppe von M ist,
die unter Multiplikation mit R abgeschlossen ist.

Beispiel 20

(
(
(
(

3

)
)
)
)

1) Ist m € M, soist Rm:={rm : r € R} C M ein Teilmodul.

2) Es sind 0 := {0} und M Teilmoduln von M.

Ist R ein Korper, so ist ein Teilmodul gerade ein Teilraum.

4) Sei R = (‘38) Es ist (((‘)2) - (8) ein Teilmodul.

Bemerkung 21

(1) Ist N C M ein Teilmodul, so ist N mit den vererbten Operationen, also genauer

gesagt (N, ()N n » ()| 3« n), wieder ein R-Linksmodul.
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(2) Sei N C M ein Teilmodul. Schreibe m + N :={m+n :n € N} fir die Restklasse
von m € M modulo N. Beachte, daff m + N =m' + N genau dann, wenn m—m’' €
N. Sei
M/N = {m+N : me M}

der Faktormodul von M modulo N. Mit der Addition (m + N) + (m’ + N) :=
(m +m') + N und der Skalarmultiplikation v - (m + N) := (r - m) + N wird M /N
ein R-Linksmodul.

Beweis. Zu (2), siehe Aufgabe 7.

Beispiel 22
(1) Ein Z-Teilmodul ist dasselbe wie eine abelsche Untergruppe.
(2) Sein € Zsy. Es ist nZ C Z ein Z-Teilmodul. Es ist Z/n = Z/nZ der Faktormodul.

(3) Sei R = ((38) Wir kénnen den Faktormodul (8) / (((‘)2) bilden. Darin ist dann e.g.
(3)+(§)=(3)+(3). Wir kél')nr;en %arin e.g. ((1),1%)2((?)0—# (9)) = (7?2 +(%) =

)+ () rechnen, oder aber (3-3) ()+ () = (-3 (1 +(D) = (D +(5) -

(-3) +(3)-

Definition 23 Sei X C M eine Teilmenge. Sei
r(X) = {>X,cxmax : 7o € R, {x € X : 1, # 0} endlich}

das Erzeugnis von X. Ist X = {x; : ¢ € I} fiir eine Indexmenge I und z; € M, so schreiben
wir auch g(X) = r({z; i € I}) = g{x; 1 € 1), ete.

Es ist g(X) ein Teilmodul von M, der X enthélt.
Umgekehrt enthélt jeder Teilmodul von M, der X enthélt, auch g(X).
Es ist e.g. Rm = g(m) fur m € M ; cf. Beispiel 20.(1).

1.2.3 R-lineare Abbildungen

Sei R ein Ring. Seien M, N und P drei R-Linksmoduln.

Definition 24 Eine Abbildung M Jo N heife R-linear oder Morphismus von
R-Linksmoduln, falls (rm +r'm/) f = r(mf) +r'(m/f) fir r, ' € Rund m, m' € M.

Diesenfalls setzen wir folgendes.

Sei Kern f:={m e M : mf =0} C M der Kern von f.
Seilmf:=Mf={mf : me M} CN das Bild von f.

Sei Cokern f := N/Im f der Cokern von f; cf. Bemerkung 25.(5) unten.
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Bemerkung 25

(1) Esist idyy = 1y = 1: M — M, m+—m eine R-lineare Abbildung.

Ferner ist Opy vy = 0: M — N, m+—0 eine R-lineare Abbildung.

(2) Sind M o N % P beide R-linear, so auch M 2%

(3) Sei M" C M ein Teilmodul.

Dann sind die Inklusionabbildung M’ ——2+ M, m/+—m’ und die Restklas-

= Pn/m!

senabbildung M ’ M/M', m+—m + M’ beides R-lineare Abbildungen.

(4) Sei M —L+ N eine R-lineare Abbildung.
Esist 0f =0. Es ist (—m)f = —(mf) fixr m € M.

(5) Sei M L. N eine R-lineare Abbildung.
Es ist Kern f C M ein Teilmodul. Es ist Im f € N ein Teilmodul.

(6) Esist f injektiv genau dann, wenn Kern f = 0.

f /
(7) Sind M —x N beide R-linear, dann auch M EATIN N, m+—m(f+f) :=mf+mf

f

_ f
und M Lo N, mi—sm(—f) := —mf. Es ist f + (—f) = 0. Sind M—3 Nz P
alle R-linear, soist (f + f)(g+¢) = fog+ fgd + flg+ f'q. / g

Beispiel 26

(1) Ist R ein Korper, so erhalten wir in Definition 24 den Begriff der R-linearen Abbil-
dung zwischen Vektorrdumen aus der Linearen Algebra.

(2) Ist R = Z, so reduziert sich die definierende Bedingung in Definition 24 auf
(m+m')f =mf+m/f fir m, W € M. Eine Z-lineare Abbildung ist also das-
selbe wie ein Morphismus abelscher Gruppen.

(3) Sei R="Z. Seien m, n € Zxy. Sei a € Z so, daff am =,, 0.

Es ist Z/m —Z/n, z + mZ+— az + nZ ein Morphismus abelscher Gruppen, i.e.
eine Z-lineare Abbildung, geschrieben Z/m —*~ Z/n.

Wir haben e.g. die Z-lineare Abbildung Z/8 — Z/16. Diese hat den Kern
{0+8Z, 4+ 8Z} und das Bild {0 + 16Z, 4 + 16Z, 8 + 16Z, 12 + 16Z}.

In diesem Zusammenhang sei Z/0 mit Z identifiziert.
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Definition 27 Eine bijektive R-lineare Abbildung M — N heifit auch Isomorphismus
(von R-Moduln), symbolisch M -~ N geschrieben.

Existiert ein Isomorphismus von M nach NV, so sagen wir, M ist isomorph zu N, geschrie-
ben M ~ N. Cf. Aufgabe 8.(2).

Beispiel 28 Sel R = (({?8) Es gibt keinen Isomorphismus von (%2) nach 8) / (8)
Denn sei (%2) (8) / (Q) eine R-lineare Abbildung. Schreibe ((1]) f= (:yc) + ((OQ) Es
wird

(0) £ = ((56) @))f = (56) ((6) /) = (

Folglich ist f nicht injektiv.

() +(3) =) +(%) =o0.

O

Bemerkung 29 (Universelle Eigenschaft Faktormodul) Sei M’ C M ein Teil-
modul. Sei M~ N eine R-lineare Abbildung mit M’ C Kern f. Dann gibt es genau
eine R-lineare Abbildung M/M’L N so, dafi (M 2~ M/M’i» ) = (M—f> N). Ins-
besondere ist (m + M')f = mf firm € M.

M#N

:,’/
pi T
o 3lf

MM’

Beweis. Die Eindeutigkeit von f folgt aus der Surjektivitdt von M Lo M/M'. Zeigen wir
die Existenz. Setzen wir M /M’ SN , m+ M'——mf, so ist dies eine wohldefinierte
Abbildung, da fiir m, m € M mit m + M’ = m + M’ folgt, dafi m —m € M’, und also,
daB mf—mf = (m—m)f =0. Da f eine R-lineare Abbildung ist, gilt dies nun auch fiir
[ o

Lemma 30 (Homomorphiesatz fiir Moduln) Sei ML N eine R-lineare Abbil-
dung. Dann gibt es den Isomorphismus f: M/Kern f = Im f, m + Kern f —>mf.

!

M N
PM /Kern fJ/ Tblmf
M /Kern f —£> Im f

Insgesamt haben wir also

Cokern tkern f

p
|7
lKern f / f f PCokern f

Kern f M N

/

Kern PCokern f

Cokern f
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mat pr: f-

Beweis. Nach Bemerkung 29 gibt es die R-lineare Abbildung M /Kern f SN ,
m + Kern f —mf. Wir schrianken diese im Bildbereich ein zur surjektiven R-linearen
Abbildung f := f|"™/ : M/Kern f — Im f, m+Kern f — mf. Um zu zeigen, daB diese
auch injektiv ist, geniigt es zu zeigen, daf} ihr Kern null ist; cf. Bemerkung 25.(6). Falls
aber mf = 0 ist, so folgt m € Kern f, und also m + Kern f = 0. o

1.2.4 Direkte Summen und Matrizen

Sei R ein Ring.
Seien «, B, v = 0.
Gegeben seien R-Linksmoduln M, ..., My; Ni, ..., Ng und P, ..., P,.
Definition 31 Sei

@ie[l’a] M, = Mi&---& M, := {(my,...,mq) : m; € M, firi € [1,a]}.
die direkte Summe der M, .

Via (mq,...,mq) + (M},...,m.) = (my +m},...,mq +m.) und r(my,...,my) =

(rmy,...,rmg) fir re R, m;,m, € M;, i€[l,a], wird @ie[l’a] M; zu einem
R-Linksmodul.

Wir schreiben auch M®" := @ie[l’n] M fir n > 0 und einen R-Linksmodul M. Wir
identifizieren M®° = 0 und M®! = M.

Definition 32 Gegeben seien R-lineare Abbildungen f;; : M; — N; fiir i € [1,«] und

Jj € [1,B]. Setze fit e fis
(fii)ig = ( : : )
fcx,l e fa,ﬁ
@ie[l,a] MZ > ®j€[1»m Nj

(mi,....,ma) - e Mifits o Dien,a Mifis)
Dies ist eine R-lineare Abbildung.

Ist 8 =1, so schreiben wir auch (f;;);; =: (fi); (eine Spalte).
Ist av = 1, so schreiben wir auch (f;;):; =: (f;); (eine Zeile).
Fir s € [1,a] schreiben wir o5 = (05); = (0---010...0) + M, — P, 4 M,

mst—(0,...,0,m,,0,...,0). .

0
Fiir t € [1, 8] schreiben wir m; := (0;;); = 'k Dicng Ny — Ne, (..., ng) —ny.
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Bemerkung 33 Jede R-lineare Abbildung von @ie[l,a] M; nach ®]€[1 N; ist von der
Form (f;;)i; fir gewisse R-lineare Abbildungen f;; : M;— N; fir i € [1,a] und
j € [1,8].

Beweis. Sei g eine lineare Abbildung von @le[la M; nach @je[w] N;. Setze
fij = ugm;: M;— Nj fir i € [1,a] und j € [1,5]. Sei (m1,...,ma) € Dicyy o Mi-
Wir erhalten

(ma,....ma)(fij)i; (Z,e 1o Mifins - Zz’e[m} mifiz)
— (Z’LE 1 O( l Zgﬂ-l P Zie[l,a] mZL’Lgﬂ-ﬂ)
= ((m17-. ma)gﬂ—l,...7(m1,...7ma)gﬂ'5)
- (ml’ ma>g )
mithin (f;;)i; = g D

Bemerkung 34 (Matrixmultiplikation) Seien R-lineare Abbildungen

(fig)i,g (gj k)jk
EBZ‘E[L&] M; 6916[1 Al @keu ~
gegeben. Thr Kompositum ergibt sich zu

(Z]‘e[l fi,394, k)zk

Gaie[l,a] M; @ke R

Beweis. Sei (ma,...,ma) € @jepy o M- Wir erhalten

(ma, . sma)(fig)ig(95k)5k

(D ie Mifin s Diep,a) Mifis) (9sn)jin

= (Z]e[l Zze[l o] Mifijgins - Zje[l,ﬁ]Zie[l,a] m; fi,j9j)
(Zze 1,a] Z(Zje [1,8] fmgj,l) R Zie[l,a] mz‘(z]‘e[l,ﬁ]fingm))
(ma s ma) (O e gy fii i)k

Beispiel 35 Sei R = Z. Es wird

<Z/4@Z/8< 10) 726 Z/16 2V (2-1) 7./8 ® 7./4)
= (Z/A®Z/8 (16 =) 7.8 Z./4)

= (Z/4DZ/3 2% (03) 7/8®Z/4) .
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1.2.5 Produkt und Coprodukt

Sei R ein Ring. Sei I eine (nicht notwendig endliche) Menge. Sei fiir jedes ¢ € [ ein
R-Linksmodul M; gegeben.

Definition 36

(1)

Sei
Hie]Mi = {(mz)l Tmy; € Mz fiir ¢ € [} ,
was, ausgestattet mit (m;); + (m}); := (m; + m}); und r(m;); = (rmy); fir

(mg)i, (mj); € [l;e; M; und v € R, ein R-Linksmodul ist, genannt das Produkt
von (M;); .

Fiir j € I haben wir eine R-lineare Abbildung 7; : [[,.; Mi — M;, (m;);—m; .

ier M
Sei
[Lic, M = {(mi); : m; € M fiir i € I, wobei {i € I : m; # 0} endlich} ,
was, ausgestattet mit (m;); + (m}); = (m; + m}); und r(m;); = (rm;); fir

(mg)i, (mj); € [l;e; Mi und r € R, ein R-Linksmodul ist, genannt das Coprodukt
von (M;); .
Beachte hierbei,daB {i € I : m;+m] #0} C{iel : m; #0}U{i € I : m] # 0}.

Fiir j € I haben wir eine R-lineare Abbildung ¢; : M; — [[,c; M;, mj+— (2i)ier
mit z; :=m; und z; ;=0 fir i € I ~ {j}.

Allgemein ist somit das Coprodukt ein Teilmodul des Produktes, [[,.; M; C [[,c; M.

Ist I hingegen endlich, so stimmen Produkt, Coprodukt und direkte Summe iiberein.

1.2.6 Ein paar universelle Eigenschaften

Sei R ein Ring.

Bemerkung 37 (Universelle Eigenschaften der direkten Summe)
Sei a > 0. Seien R-Linksmoduln M; gegeben fir i € [1,a].

(1)

Sei X ein R-Linksmodul. Seien R-lineare Abbildungen X =~ M; gegeben fiir
i € [1,0]. Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung X —~ @ M; mit

xm; = x; fir alle i € [1,al.
T
T

Al
X T @ie[l,a] Ml

N

M,

1€[1,q]
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(2) Sei Y ein R-Linksmodul. Seien R-lineare Abbildungen M;~Y gegeben fiir
i € [1,a]. Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung ;¢ o Mi LY mit vy =
y; fir alle i € [1,q].

M,

Bewezs.

Zu (1). Wir kénnen x = (21 .. za ) nehmen, was die Existenz zeigt. Die Eindeutigkeit folgt,
da die Komposita mit den 7; alle Matrixeintrége von x festlegen; cf. Bemerkung 33.

y1
Zu (2). Wir kénnen y = ( : | nehmen, was die Existenz zeigt. Die Eindeutigkeit folgt,

Ya
da die Komposita mit den ¢; alle Matrixeintrédge von y festlegen; cf. Bemerkung 33. 0

Bemerkung 38 (Universelle Eigenschaften von Produkt und Coprodukt)
Sei I eine Menge. Seien R-Linksmoduln M; gegeben fiir i € I.

(1) Sei X ein R-Linksmodul. Seien R-lineare Abbildungen X <~ M; gegeben fiiri € I.

Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung X — ]
1€ 1.

e My mit xm; = x; fir alle

M;
Jlx / .

i€l ~7
Ut
z

M,

J

(2) Sei Y ein R-Linksmodul. Seien R-lineare Abbildungen M; 2Y~Y gegeben fiir i € I.

Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung [],, M; 2> Y mit vy = vy, fiir alle
1€ 1.
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Beweis.
Zu (1). Wir konnen und miissen &x := (£x;); setzen fiir £ € X.

Zu (2). Beachte, daB fiir (m;); € [[,c; M; stets (m;); = >_,c; mat; ist. Also miissen und
konnen wir (m;)iy = Y .c; Malily) *= Y _;c; MiY; setzen. 5

Bemerkung 39 (Universelle Eigenschaften von Kern und Cokern)

Sei M~ N eine R-lineare Abbildung zwischen R-Linksmoduln.

(1) Es ist tkem rf = 0.

Sei X ein R-Linksmodul. Sei X — M eine R-lineare Abbildung so, dafl xf = 0.
Dann ¢ibt es genau eine R-lineare Abbildung X — Kern f mit ' lKern f = .

f

lKern f

Kern f M N
A
Jla’ 0
X

(2) Es ist prOkernf =0.
Sei Y ein R-Linksmodul. Sei N —2~Y eine R-lineare Abbildung so, dafi fy = 0.
Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung Cokern f Y mit PCokern fY =Y.

f

PCokern f

M N Cokern f

Y Jly’

v
Y
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Bewezs.

Zu (1). Da f = 0, kénnen wir 2’ := x|/ wihlen. Da LKern ¢ injektiv ist, ist dies die
einzige Moglichkeit.

Zu (2). Da fy =0, ist Im f C Kerny. Da Cokern f = N/Im f, folgt die Behauptung aus
der universellen Eigenschaft des Faktormoduls; cf. Bemerkung 29. o

1.2.7 R/I-Linksmoduln

Sei R ein Ring. Sei I ein Ideal in R.

Bemerkung 40
(1) Sei M ein R-Linksmodul, fiir welchen

ist. Dann wird (M,+) mittels (r + 1) -m = rm firr € R und m € M ein
R/I-Linksmodul.

(2) Sei N ein R/I-Linksmodul. Dann wird (N,+) mittels r-n = (r + I)n firr € R
und n € N ein R-Linksmodul, fiir welchen IN = 0.

(3) Seien M und N zwei R-Linksmoduln mit IM = 0 und IN = 0. Zwischen M und
N st eine R-lineare Abbildung dasselbe wie eine R/I-lineare Abbildunyg.

Beweis. Zu (1). Es ist (r + I) - m := rm wohldefiniert, da aus r + I = 7’ + I folgt, da8
(r —r"Ym = 0 und also rm = r’'m. Die Linksmoduleigenschaften vererben sich von der
R-Operation auf die R/I-Operation. -

Wir diirfen und werden also die R/I-Linksmoduln mit den R-Moduln M, fiir welche
IM = 0 ist, identifizieren.

Beispiel 41 Es sind Z/3 und Z/2 beides Z/12-Linksmoduln. Hingegen ist Z/8 kein
Z/12-Linksmodul.

1.2.8 Rechts- und Bimoduln
1.2.8.1 Definition Rechtsmoduln

Sei R ein Ring. Analog zu Links- fithren wir Rechtsmoduln ein.

Definition 42 Ein R-Rechtsmodul ist ein Tripel (M, +,-) aus einer Menge M, einer Ab-
bildung M x M S, (m, m') —m-+m’ (Addition) und einer Abbildung M x R Y,
(m,r)—m - r (Skalarmultiplikation) derart, daf folgende Axiome gelten.
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(RMod 1) Esist (M, +) eine abelsche Gruppe.

(RMod 2) Es ist (-) assoziativ, i.e. esist (m-r)-s=m-(r-s)firmée Mundr, s € R .
(RMod 3) Esist m-1=m fir me M.

(RMod 4) Esist (+, ) distributiv, i.e. es ist (m+m/)-(r+1") = (m-r)+(m-r")+(m'-r)+(m’-r")

fir m, m" € M und r, ' € R.

Oft schreiben wir kurz M = Mg = (M, +, ). Oft schreiben wir mr :=m - r fir m € M
und r € R.

Eine Abbildung M I+ N zwischen R-Rechtsmoduln heift R-linear oder Morphismus von
R-Rechtsmoduln, falls (mr +m'r") f = (mf)r + (m/f)r’ fir m, m' € M und r, v’ € R.

Alle Aussagen, Begriffe und Konstruktionen fiir R-Linksmoduln und deren R-lineare Ab-
bildungen gelten entsprechend fiir R-Rechtsmoduln und deren R-lineare Abbildungen.

Beispiel 43 Es sind (0Q) und (@ Q) Rechtsmoduln iiber (33).

In folgendem Sinne muB fiir kommutative Ringe nicht zwischen Links- und Rechtsmoduln
unterschieden werden.

Bemerkung 44 Sei R ein kommutativer Ring. Sei M = (M,+,-) ein R-Linksmodul.
Dann ist (M, +,%) via mxr:=71-m firm € M und r € R ein R-Rechtsmodul.

1.2.8.2 Definition Bimoduln

Seien R und S Ringe.

Definition 45 Ein R-S-Bimodul ist ein Quadrupel (M, +,-, %) aus einer Menge M,
einer Abbildung M x M Sl , (m,m')—m+m' (Addition), einer Abbildung
Rx M- M , (rym)—r-m  (Skalarmultiplikation links) und einer Abbildung

M x S M , (m,s)—m=xs (Skalarmultiplikation rechts) derart, dafi folgende
Axiome gelten.

(BiMod 1) Esist (M, +,-) ein R-Linksmodul.
(BiMod 2) Es ist (M, +, %) ein S-Rechtsmodul.

(BiMod 3) Esistr-(mx*s)=(r-m)xsfirre R,me M und s € S.
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Oft schreiben wir kurz M = gMg = (M, +,+,*). Oft schreiben wir rms = r-m* s :=
(r-m)xs=r-(mxs)firre R, meMund s € R.

Eine Abbildung M S+ N zwischen R-S-Bimoduln heift R-S-linear oder M orphismus von
R-S-Bimoduln, falls (rms + r'm's")f = r(mf)s + ' (m'f)s' fir r, " € R, m,m' € M
und s, s’ € S.

Alle Aussagen, Begriffe und Konstruktionen fiir R-Linksmoduln und deren R-lineare Ab-
bildungen gelten entsprechend fiir R-S-Bimoduln und deren R-S-lineare Abbildungen. Cf.
auch Aufgabe 25.(2).

Ein R-Linksmodul grM ist auf eindeutige Weise ein R-Z-Bimodul; entsprechend fiir
R-lineare Abbildungen. Ein S-Rechtsmodul Mg ist auf eindeutige Weise ein Z-S-Bimodul,;
entsprechend fiir S-lineare Abbildungen. Jede Aussage fiir Bimoduln beinhaltet also durch
Spezialisierung Aussagen fiir Links- und Rechtsmoduln.

Beispiel 46
Q0N . (Q00\ g0y b
(1) Es ist (88) ein (888)—(Q ¢ )-Bimodul.
(2) Die Ideale von R sind genau die Teil-R-R-Bimoduln von gRp.
(3) Sei R =S = C. Sei k die komplexe Konjugation auf C; cf. Beispiel 12.(2).

Wir haben zum einen die C-C-Bimodulstruktur auf C, die durch r - z x s := rzs
definiert ist, wobei r, 2z, s € C; dieser Bimodul heifle Ciq .

Zum anderen haben wir die C-C-Bimodulstruktur auf C, die durch r-z%s := rz(sk)
definiert ist, wobei r, z, s € C; dieser Bimodul heifle C, .

Wir behaupten, dal ¢(Cig)c % c(Ck)c. Sei dazu eine C-C-lineare Abbildung
Cu 1, C,. betrachtet. Es wird

if = (-0f =i-(1f) =i(1f) = ()i = Af)*(=1) = A= (=0))f = (=)f.

Somit ist f nicht injektiv.

1.2.9 Exakte Sequenzen

Sei R ein Ring.

Definition 47 Seien M’ Lo M %+ M" zwei R-lineare Abbildungen zwischen
R-Linksmoduln, auch Sequenz genannt.

(1) Die Sequenz M’ o M % M" heiBe exakt bei M oder exakt in der Mitte, falls
Im f = Kern g.
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(2) Die Sequenz M’ o M %+ M" heiBe linksezakt, falls sie exakt in der Mitte ist und
f injektiv ist.

(3) Die Sequenz M’ o M % M heiBe rechtsezakt, falls sie exakt in der Mitte ist und
g surjektiv ist.

(4) Die Sequenz M’ o M 2o M7 heiBe kurz exakt, falls sie exakt in der Mitte ist, f
injektiv ist und ¢ surjektiv ist.

Entsprechend fiir Rechts- und Bimoduln.

Beispiel 48

(1) Die Sequenz Z 277 /2 von Z-Moduln ist kurz exakt.
Die Sequenz Z/4i Z/4i Z/4 von Z-Moduln ist exakt in der Mitte.

(2) Ist M S+ N cine R-lineare Abbildung zwischen R-Linksmoduln, dann ist die

Sequenz Kern f —~ M J+ N linksexakt und die Sequenz M S+ N2+ Cokern f
rechtsexakt.

1.2.10 Hom und Tensorprodukt
1.2.10.1 Hom

Seien R, S und T Ringe. Seien M = rMg und N = grNp Bimoduln.

Definition 49 Setze

Homp(M,N) = g(M,N) := {M -1+ N : fist Rlinear} .

Bemerkung 50

(1) Esist Hompg(M, N) zusammen mit der wie in Bemerkung 25.(7) durch m(f +g) :=
mf +mg fir f, g € Homg(M,N) und m € M definierten Addition eine abelsche
Gruppe.

(2) Auf der abelschen Gruppe Hompg(M, N) = Homg( gMs, rNr) ist wie folgt eine
S-T-Bimodulstruktur definiert. Fir s € S, f € Homg(grMg, RNr) und t € T
setzen wir fiir gegebenes m € M

m(s-fxt) == ((mx*s)f)*t.

(3) Ist N = gNp ein R-T-Bimodul, so ist Homg( gRr, RN7) — rNr, f+—1f ein
Isomorphismus von R-T-Bimoduln.
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Bewezs.

Zu (2). Die resultierende Abbildung s- f ¢ ist R-linear, da sie mit der Addition vertraglich
ist und da

(r-m)(s- fxt) & ((r-m)xs)fxt = (r-(mx*s))f*xt = r-(mxs)fxt def r-(m(s- fx*t))

fir r € R.

Die Bimoduleigenschaften gelten, siche Aufgabe 21.(1).

Zu (3). Die angefithrte Abbildung ist R-T-linear, da sie mit der Addition vertraglich ist
und da r- fxt+—1(r- f*t) o (Ixr)fxt=(r-1)fxt=r-(1f)xtfirre RundteT.
Sie ist injektiv, da im Falle f+——1f =0 folgt, da rf = (r-1)f =r-(1f) =0 fir r € R
und also f = 0.

Bleibt die Surjektivitédt zu zeigen. Sei n € N gegeben. Setze f : R— N, r+——1-n. Dies
ist eine R-lineare Abbildung. Ferner ist f+——1f=1-n=n. o

Setzt man m(f-r) := (rm)f firx f € Homgr(M,N), r € Rund m € M, so liefert dies deswe-
gen im allgemeinen keine R-Rechtsmodulstruktur auf Hompg (M, N), weil das so definierte
f -7 im allgemeinen keine R-lineare Abbildung ist.

Bemerkung 51
Seien pMg ~— rM's S rM"s zwei R-S-lineare Abbildungen zwischen R-S-Bimoduln.
"

Seien pNp — pN'r Y, rIN"r zwei R-T-lineare Abbildungen zwischen R-T-Bimoduln.

(1) Wir haben eine S-T-lineare Abbildung

r(u,v) = Hompg (u,v)

Hompg( grMs, rNT) ~  Homg(grM's, gN'r)
o - ufuv.

Wir schreiben noch g(u, N) = Hompg(u, N) := Homg(u,idy) und gr(M,v) =
Hompg(M,v) := Homg(idy, , v).

Manchmal wird auch kurz (u,v) := g(u,v) = Homg(u,v) geschrieben, etc.
(2) Esist Hompg(u,v) Hompg(u',v") = Hompg(v'u, vv').

Es ist Homp(idar,idy) = iduom g, -

Bewezs.

Zu (1). Esist ufv als Kompositum R-linearer Abbildungen wieder R-linear. Die Abbildung
f+—ufv ist mit der Addition vertraglich. Sind ferner s € S und t € T' gegeben, so wird

m'(s- (ufo) xt) = (m'xs)ufoxt = (Mu)xs)f«th = m/(u(s- f*t)v)
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fir m’ € M’, und also s - (ufv) xt = u(s- f = t)v.
Zu (2). Es wird
fHompg(u,v) Homg(u',v") = (ufv)Hompg(u',v")
= u(ufv)

(u'u) f (00")

= fHomg(u'u,vv) .

Lemma 52

(1) Sei N' Lo N2 N" cine kurz exakte Sequenz von R-T-Bimoduln. Sei M ein
R-S-Bimodul. Dann ist die Sequenz

R(Mvj) R(Mv(I)

R(M7N/) - R(MvN) - R(M7N”)
von S-T-Bimoduln linksexakt.

(2) Sei M’ M -2+ M" cine kurz exakte Sequenz von R-S-Bimoduln. Sei N ein
R-T-Bimodul. Dann ist die Sequenz

r(i,N) r(p,N)

R(MlvN) D R(MvN) D R<M”7N)

von S-T-Bimoduln linksexakt.

Beweis.

Zu (1). Zur Injektivitdt von gr(M,j). Sei eine R-lineare Abbildung ML N mit
0= f"r(M,j) = f'7 gegeben. Da j injektiv ist, folgt f" = 0.

|
Zu Im r(M, j) € Kern r(M,q). Esist r(M,j)r(M,q) = r(M, jq) = r(M,0) = 0.

!
Zu Im g(M,j7) 2 Kern r(M,q). Sei eine R-lineare Abbildung M-LeN mit 0 =
fr(M,q) = fq gegeben. Die universelle Eigenschaft von Kerng aus Bemerkung 39.(1)
gibt eine R-lineare Abbildung M . Kerng mit fu = f, sowie eine R-lineare Abbildung
N’ —L+ Kerng mit jo = j. Da j injektiv ist, gilt dies auch fiir j. Zeigen wir die Surjekti-
vitit von j. Sei n € Kerng. Es ist n € Imj wegen der Exaktheit von N’ -~ N —L= N”
bei N. Somit gibt es ein n' € N’ mit n = n'j = n'j. Insgesamt ist j also bijektiv. Setze
fli=fj ' M— N Es wird
frM.G) = fii=(fiD0G0) = fu=f.

Also ist f € Im g(M, j).

Kern g ! M

iTz J\\i[f*

N/

N/l
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Zu (2). Zur Injektivitdt von g(p, N). Sei eine R-lineare Abbildung M" 2o N mit
0=¢"r(p, N) = pg” gegeben. Da p surjektiv ist, folgt ¢” = 0.

!
Zu Im gr(p, N) C Kern g(i, N). Es ist g(p,N)r(i,N) = gr(ip, N) = gr(0,N) =0.

Zulm gr(p, N) é Kern (i, N). Sei eine R-lineare Abbildung M —~ N mit 0 = g z(i, N) =
ig gegeben. Die universelle Eigenschaft von Cokerni aus Bemerkung 39.(2) gibt ei-
ne R-lineare Abbildung Cokerni —Z» N mit pg = g, sowie eine R-lineare Abbildung
Cokerni -2+ M” mit pp = p. Da p surjektiv ist, gilt dies auch fiir p. Zeigen wir die
Injektivitdt von p. Sei m € M mit 0 = (m + Imi)p = mp. Somit ist m € Kernp, we-

gen der Exaktheit von M~ M 2w M” bei M also m € Imi. Es folgt m + Im¢ = 0.
Insgesamt ist p also bijektiv. Setze ¢" := p~1g: M" — N. Es wird

9" r(p,N) = pg" = (pp)(p ') = p§ = g.
Also ist g € Im g(p, N).

M i M p M

S

Cokern ¢

Beispiel 53

(1) Im allgemeinen ist die Sequenz aus Lemma 52.(1) nicht kurz exakt. So etwa ist

fiir die kurz exakte Sequenz Z —» Z — Z/2 von Z-Moduln die unter z(Z/2,—)
resultierende Sequenz

z(Z/2,2) z(Z/2,1)

2(Z/2,7) 2(Z/2,7) 72(Z/2,7/2)

nicht kurz exakt. In der Tat ist z(Z/2,Z) ~ 0, aber z(Z/2,Z/2) ~Z/2.

(2) Im allgemeinen ist die Sequenz aus Lemma 52.(2) nicht kurz exakt. So etwa ist

fiir die kurz exakte Sequenz Z —» 7 —~ Z/2 von Z-Moduln die unter z(—,Z/2)
resultierende Sequenz

Z(27Z/2) Z(17Z/2)

72(Z,7/2) 72(Z,7/2) 72(Z/2,7/2)

nicht kurz exakt. In der Tat ist z(Z,Z/2) ~ Z/2; desweiteren schickt die von
Z -2+ 7 induzierte Abbildung 7(Z,Z/2) ~22%? ,(Z,7/2) den nichtverschwin-
denden Morphismus Z — Z/2 auf (Z —~ Z —~ Z/2) = (Z -2~ Z/2). Somit ist diese
induzierte Abbildung nicht surjektiv.
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1.2.10.2 Tensorprodukt

Das Tensorprodukt versteht man besser iiber seine universelle Eigenschaft aus untigem
Lemma 56 als iiber seine nun folgende Definition 54.

Sei R ein Ring. Sei Mg ein R-Rechtsmodul. Sei g N ein R-Linksmodul.

Definition 54 Schreibe ey, 1= lignn) € H(m,n)eMxN Z fir m € M und n € N; ie. ey
ist das Tupel, das an der Stelle (m,n) den Eintrag 1 und an allen anderen Stellen den
Eintrag 0 hat.

Setze

U = < {em+m’,n+n’ —Cmn —Cmn —Em'n — Emins ¢ TN, m/ € M: n, TL/ € N} >
’ AU {emrn—€mm : meEM, neN, re R}
- H(m,n)EMXN Z .

Definiere das Tensorprodukt von M mit N iiber R als Z-Modul

M%N = MR %? RN = (H(m,n)GMXN Z)/U

Schreibe m @ n == ey, +U € M @ N fir m € M und n € N. Wir haben also eine
R

Abbildung

M x N -~ M ® N
R
(m , n) — m ® n.

Ein Element der Form m ® n in M & N heifit auch Elementartensor.
R

Man darf sich unter m ® n ein “noch auszufithrendes Produkt von m mit n” vorstellen; cf.
auch Lemma 56.

Bemerkung 55

(1) Jedes Element von H(mm)eMxN Z ist von der Form Z(m,n)eMxN Zmn€mpn Mit
Zmm € Zund {(m,n) € M x N : z,, # 0} endlich.
Also ist jedes Element von M %) N von der Form >, crron Zmn (M @ n) mit
Zmm € Zund {(m,n) € M x N : z,, # 0} endlich.
In anderen Worten, es ist M @ N = z(m®n : me M,ne€ N) = z((M x N)1);

R

cf. auch Aufgabe 23.(1).

(2) Es ist (m —+ m/) X (n -+ TL/) = €m+m/,n+n’ =+ U = Emm + Em n’ —+ Em’ n —+ em’ ./ + U =
mIn+mn +m' @n+m' @n' firm, m’ € M undn, n’ € N.
Esist mr@n=cemnn+U=¢€pnm+U=m@rmfirmeM, nec Nundr e R.
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(3) Esist m@0=m®@04+m0-—me0=m® (0+0)—mx0=0firm e M.
Genauso ist 0 ®@n =0 fiir n € N.

Ferner ist (—m)®@n = (—m)@n+mn—men = (—m+m)@n—men = —(m®n)
und genauso m ® (—n) = —(m ®n) fir m € M und n € N.

Insbesondere ist jedes Element von M ® N eine Summe von Elementartensoren.
R

Lemma 56 (Universelle Eigenschaft Tensorprodukt)
Set A ein Z-Modul. Fine Abbildung M x N A heifst R-bilinear, falls

(m+m/,n+n)t = (mn)t+ (m,n)t+ (m n)t+ (m, n)t
(mr,n)t = (m,rn)t
gelten firm, m’ € M, n,n" € N undr € R.
FEs ist T eine R-bilineare Abbildung; cf. Bemerkung 55.(2).
Ist eine R-bilineare Abbildung M X N4 gegeben, so gibt es genau eine Z-lineare

Abbildung M ® N Lo A mit ot = t. Fir diese ist (m@n)t' = (m,n)t firm e M und
n e N. R

Beweis. Zur Eindeutigkeit von t'. Fiir 2, , € Z fiir m € M und n € N ist notwendigerweise
(Zm,nzm;”(m(gn))t/ = Em,nzm:n(m®n)t/ = Zm,nzm7n<m7 n)Tt/ = Zm,nzm7n<m7 n)t :

Zur Existenz von t. Nach Bemerkung 38.(2) existiert eine Z-lineare Abbildung
" H(m’n)eMxN Z — A mit mat" 1 Z— A, 22z - (m,n)t und also insbesondere
mit e, nt” = Ligmmt” = (m,n)t fir (m,n) € M x N.
Es wird
(6m+m’,n+n’ —Cmn — Cmn — Em/n — em’,n’)t//

= €m+m’,n+n’t// - 6m,nt// - 6m,n’t// - 6m’,nt// - em’,n’t”

= (m4+m' n+n)t—(mn)t—(mn)t—(m' n)t—(m n)t

=0
fir m, m" € M und n, n’ € N.
Es wird

7

(Cmrm — Cmpn)t” = €mrnt” — emmt” = (mr,n)t — (m,rn)t = 0

firme M, ne N und r € R.



31

Somit ist Ut” = 0; cf. Definition 54. Die universelle Eigenschaft des Faktormoduls liefert
also eine Z-lineare Abbildung t' : M ® N = ([, yenmxn Z)/U — A, die insbesondere
R K

M®n = ey, +U nach ey, ,t"”" = (m,n)t schickt fiir m € M und n € N; cf. Bemerkung 29.

(m,n) M x N

|

€mn

(H(m,n)GMXN Z)/U v A
= M®N
R

Beispiel 57

(1) Esist Z/3® Z/2 ~ 0, da darin (z 4+ 3Z) ® (w + 2Z) = (z + 3Z) ® 3(w + 2Z) =
7
(24+3Z2)3® (w+2Z) =0 (w+ 2Z) = 0; cf. Bemerkung 55.(1, 2, 3).

(2) Seien allgemeiner m, n € Zs; . Sei g := ggT(m,n). Es ist g = sm + tn fiir gewisse
s, t € Z. Die Abbildung

Z/m x Z/n — Z/g
(z+mZ |, w+nZ) +— zw+gZ

ist wohldefiniert und Z-bilinear. Mit Lemma 56 gibt es also die Z-lineare Abbildung

u

Z/m ® Z/n — Z/g
7
(z+mZ) ® (w+nZ) +— zw+gZ

Ferner gibt es die Z-lineare Abbildung

Z/m @ Z/n - Z/g
z
(z4+mZ) ® (1+nZ) ~— z+44g7Z,
da (g +mZ)® (1+nZ)=(sm+itn+mZ)® (1 +nZ)=(tn+mZ)® (1 +nZ) =
(t+mZ)® (n+nZ)=0.

Offenbar ist vu = id. Umgekehrt ist fiir z, w € Z auch ((z + mZ) ® (w +nZ))uv =
(zw+gZ)v = (zw+mZ)® (1 +nZ) = (z+mZ) @ (w+ nZ). Somit ist uv = id, da
dies auf Z-linearen Erzeugern nachgerechnet wurde. Also ist u ein Isomorphismus.
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Bemerkung 58 Seien R, S und T Ringe.
Sei M = ¢gMp ein S-R-Bimodul. Sei N = grNr ein R-T-Bimodul.

(1) FEs gibt auf der abelschen Gruppe sMr® rNr eine S-T-Bimodulstruktur, fir welche
R
s-(men)xt=(s-m)® (nxt)ist firmeM,ne N,s€ SundteT.

(2) FEs gibt den Isomorphismus

rBR % rNr = grNp
r ® n — 7r-n
1 ® n ~—1 n
von R-T-Bimoduln.
(3) Es gibt den Isomorphismus
sMp % rRr =~ Mg
m & r — mx7r
m ® 1 ~—1 m
von S-R-Bimoduln.
Beweis.
Zu (1). Seien s € S und t € T gegeben. Die Abbildung
M x N 2w M ® N
R
(m , n) —— (s:m) ® (nxt)

ist R-bilinear. Mit Lemma 56 gibt es die Z-lineare Abbildung

M @ N 24 M ® N
R R

m ® n +—— (s-m) ® (nxt).
Definiert man nun

R R

S x (M®N) % MeN
(8 ) 5 ) - S'S = g)\s,l

und
(M&N) x T Y MeN
R R
t)

( 5 ) — g*t: €>‘1,t7
so rechnet man nach, da§ (M @ N, +, -, %) ein S-T-Bimodul mit der verlangten Eigenschaft
R
ist; cf. Aufgabe 21.(2).
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Zu (2). Die Abbildung
R x N — N
(r , n) — r-m

ist R-bilinear. Mit Lemma 56 gibt es eine Z-lineare Abbildung

R N A

&
R
r &

n = 7N

Da

(r-(3, ri@ny) st = >, (rri@unxt) e = S v rpngxt = 1 (30, mieng ) xt = 1 (30 i ®n ) okt
fir v, r; € R,n; € Nund t € T, ist u eine R-T-lineare Abbildung.
In entgegengesetzter Richtung gibt es die Z-lineare Abbildung

v

N <«— N

R
1 n <~ n

®
R
X
Es ist nvpy = (1 ®@n)pu = n fir n € N, also vy = idy . Ferner ist

Qoiri®@n)uy = 3 (1 @ng)uv
= Zz(nnl)y
= Y. lxr®n
= >, ri®n;,

wobei r; € R und n; € N, und also uv = idggy . Somit ist p bijektiv. o
R

Bemerkung 59 Seien R, S und T Ringe.

Seien sMp —> ¢M'g v sM"s zwei S-R-lineare Abbildungen zwischen S-R-Bimoduln.

Seien RNy — gN'r L rN"t zwei R-T-lineare Abbildungen zwischen R-T-Bimoduln.

(1) Wir haben eine S-T-lineare Abbildung

U@
sMpg % rNr —H~  sM'g % rN'r

m & n — mu ® nov.
Wir schreiben noch M @ v :=idy; Qv und u @ N 1= u ® idy.
R R R R

Manchmal wird auch kurz u ® v :=u ® v geschrieben, etc.
R
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2) Bs ist @) = (uu' @ o).
(2) Es is (u(}}?v)(u%v) (uu%vv)

Es ist ldM ®1dN = idM@N .
R R

Beweis. Zu (1). Die Abbildung
sMr x gNp — Mg % rN'r
(m , n) — mu ® nu.

ist R-bilinear. Mit Lemma 56 gibt es die Z-lineare Abbildung

uRu
sMpg % rRNr £ Mg % rIN'r

m & n — mu & nuv.

Diese ist nun auch S-T-linear, wie man auf den Elementartensoren sieht.

Zu (2). Es geniigt, die jeweiligen Abbildungen auf Elementartensoren zu vergleichen, da
diese das Tensorprodukt Z-linear erzeugen.

Firm e M und n € N wird (m®n)(u®@v)(v' ®@v") = (mu@nv) (v’ ®v") = muu’ @ nov’ =
(m @ n)(uu’ @ vv'). -
Lemma 60

(1) Gegeben eine kurz exakte Sequenz M~ M 2o M" von S-R-Bimoduln und ein
R-T-Bimodul N. Dann st die Sequenz

MeN2L Meon2Y MeoN
R R R
von S-T-Bimoduln rechitsexakt.

(2) Gegeben ein S-R-Bimodul M und eine kurz exakte Sequenz N 2o N % N" yon
R-T-Bimoduln. Dann ist die Sequenz

MeoN Y MeonN Y8 Mo N
R R R
von S-1T-Bimoduln rechtsexakt.

Beweis. Zu (1). Es ist p ® N surjektiv, da wegen p surjektiv jeder Elementartensor von
M"” ® N im Bild von p ® N liegt, und also, da p ® N mit Summen vertauscht, jedes
R

Element von M” ® N im Bild von p ® N liegt.
R
Esist (@ N)(p@N)=ip@ N =0® N = 0. Also ist Im(: ® N) C Kern(p ® N).

Wir haben eine Abbildung M" x N —~ Cokern(i®@ N), die (m”,n) —m®@n+Im(i ® N)
schickt, wobei m € M mit mp = m” gewidhlt werde. Hierzu ist zu zeigen, daf} das Bild
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nicht von der Wahl dieses Elements m abhéngt. Seien also m, m € M mit mp = m” = mp
gegeben. Dann ist m —m € Kernp = Imi. Also gibt es ein m’ € M’ mit m — m = m/i.
Somit ist auch m®@n —men=(m-m)@n=m"i®n € Im(i ® N).

Diese Abbildung f ist R-bilinear. Denn seien zum einen m”, m” € M” und n, n € N
gegeben. Wahle m € M mit mp = m” und m € M mit mp = m”. Dann ist auch
(m+m)p =m" 4+ m”. Somit wird

(m"+m" n+n)f = (m+m)®@n+n)+Imi® N)
= men+mOA+mOn+men+Imi®N)
= (m",n)f+m" n)f+ " n)f+ (" n)f.
Seien zum anderen m” € M” n € N und r € R gegeben. Wihle m € M mit mp = m”.
Dann wird (mr)p = mpr = m”r. Somit wird

(m"r,n)f = mren+Im(i® N)
m®@rn+Im(i @ N)
= (m",rn)f .

Wir erhalten also eine Z-lineare Abbildung M” @ N %~ Cokern(i ® N) mit (m” @ n)g =
R

m@n+Im(i®N), wobei m"” € M”, n € N und m € M so, dafl mp = m”. Insbesondere ist
firm € M und n € N auch (m®n)(p@N)g = (mpRn)g = m@n+Im(ix N) = (m®n)p.
Es folgt (p® N)g = p.

Ist also &€ € Kern(p®@ N),soist {+Im(i @ N) =Ep=E(p@ N)g =0, i.e. £ € Im(i @ N).
Dies zeigt Im(i ® N) D Kern(p ® N).

Insgesamt ist Im(i ® N) = Kern(p ® N).

MoN N Mo N_ PN ® N
R

R
\ g
p

Cokern(i ® N)

Beispiel 61 Sei R = Z. Es ist Z 2~ Z injektiv, nicht aber Z/2 ® Z %2 7/2® Z. In
Z V4

der Tat schickt unter Verwendung von Bemerkung 58.(3) das Kompositum

(Z)2 = Z)20Z 222 7207 =~ 7)2)
Z Z
das Element 1 auf 1 ® 1, sodann auf 1 ® 2 und schlie8lich auf 1-2 = 0.

Also resultieren in Lemma 60 im allgemeinen nur rechtsexakte, nicht aber kurz exakte
Sequenzen.
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1.2.10.3 Zusammenhang Hom und Tensorprodukt

Seien R, S und T Ringe.

Lemma 62
Sei rMg L rM's eine R-S-lineare Abbildung zwischen R-S-Bimoduln.

Sei pN —2» N’ eine R-lineare Abbildung zwischen R-Linksmoduln.

Sei ¢ X S s X' eine S-lineare Abbildung zwischen S-Linksmoduln.

(1) Es gibt den Isomorphismus von Z-Moduln

r(rMsg %3 sX, gN) Y (oX, r(rMs, gN))
O ($H (mi— (m®x)go))
(m®zm(z)) ~—— ¢
(2) Das Viereck

ax M,N

R(RM5<§ sX, rN) = s(sX, r(gMg, grN))
R(fh, g)l s(h, r(£.9))

(073 ! ! !
L o(sX', r(RM's, RN))

r(rM's ? s X', rN')
kommutiert.

Cf. auch Aufgabe 56.

Beweis.
Zu (1).
Zur Wohldefiniertheit von ax v -
Sei z € X gegeben. Es ist M — N, m+— (m ® x)p eine R-lineare Abbildung, da sie mit
der Addition vertraglich ist und da fiir » € R und m € M sich
(rm) @ z)p = (rm®@xz))p = r((m&x)p)

ergibt.

Es ist X — g(M,N), x> (m~(m ® z)p) eine S-lineare Abbildung, da sie mit der
Addition vertrédglich ist und fiir s € S und =z € X sich

(m~(m®sz)p) = (m—>(msz)p) = s(mi— (M x)p)
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ergibt.
Ferner ist aux a7 v eine Z-lineare Abbildung.
Zur Wohldefiniertheit des angegebenen Inversen von ax a n -

Die Abbildung M x X — N, (m, z) — m(z1) ist S-bilinear. Denn sie ist additiv in m
und x ; ferner ist fir m € M, x € X und s € S

m((sz)v) = m(s(zy)) = (ms)(zy) .
Also gibt es eine Z-lineare Abbildung M (? X — N, m ® z+—m(z1). Diese ist auch
R-linear, da fiir m € M, x € X und r € R sich

rim®@z) = (rm) @z +— (rm)(z¢) = r(m(zy))
ergibt.
Ferner ist auch das angegebene Inverse von ax iy eine Z-lineare Abbildung.

Zur gegenseitigen Inversion auf der linken Seite. Es kommt ¢ € g(gMs® X, gN) auf
S

Y= (z+ (mi~ (m® z)p)), und dies wieder zuriick auf
(m®@z—m(z¢) = m(mi—~ (Mm@ z)p) = (MRz)p) = ¢.

Zur gegenseitigen Inversion auf der rechten Seite. Es kommt ¢ € g(sX, r(M,N)) auf
¢ = (m®x+>m(xy)), und dies wieder zuriick auf

(2> (mi>(m@z)p =m(zy))) = (zrav) = V.

Zu (2). Siehe Aufgabe 26. o

1.2.11 Projektiv und injektiv

Sei R ein Ring.

1.2.11.1 Projektive Moduln
Definition 63 Ein R-Linksmodul P heifit projektiv, falls fiir jede surjektive R-lineare
Abbildung M %~ M" zwischen R-Linksmoduln die Abbildung

R(Pvg)

r(P, M) —= g(P,M")

surjektiv ist.
P

v
4

M?Mﬂ
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In anderen Worten, P ist projektiv, falls Hompg(P,—) kurz exakte Sequenzen von
R-Linksmoduln in kurz exakte Sequenzen von Z-Moduln iiberfiihrt; cf. Lemma 52.(1).
Bemerkung 64

(1) Sei A eine Menge. Sei fiir jedes o € A ein projektiver R-Linksmodul P, gegeben.
Dann ist [[,c 4 Pa projektiv.

(2) Sind X undY zwei R-Linksmoduln so, dafi X @Y projektiv ist, dann sind auch X
und Y projektiv.

(3) Fin R-Linksmodul X ist genau dann projektiv, wenn es eine Menge B und einen
R-Linksmodul Y so ¢ibt, daff X ®Y =~ HﬁeB R. Insbesondere ist also R®™ projektiv
fiir n > 0.

(4) Friir jeden R-Linksmodul M gibt es eine surjektive R-lineare Abbildung P — M von
einem projektiven R-Linksmodul P.

Beweis. Siehe Aufgabe 28.

1.2.11.2 Injektive Moduln

Definition 65 Ein R-Linksmodul I heifit injektiv, falls fiir jede injektive R-lineare Ab-
bildung M’ I+ M zwischen R-Linksmoduln die Abbildung

RO, 1) 2D o)

surjektiv ist.

In anderen Worten, I ist injektiv, falls Homg(—, I) kurz exakte Sequenzen in kurz exakte
Sequenzen iiberfiihrt; cf. Lemma 52.(2).
Bemerkung 66

(1) Sei A eine Menge. Sei fiir jedes o € A ein injektiver R-Linksmodul 1, gegeben.
Dann ist [[ e 4 Lo injektiv.

(2) Sind X und Y zwei R-Linksmoduln so, daff X @Y injektiv ist, dann sind auch X
und Y injektiv.

Beweis. Siehe Aufgabe 29.
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Lemma 67 Sei Q) ein Z-Modul, in welchem fiir jedes q € QQ und jedes k € Z ~ {0} ein ¢
mit kG = q existiert; ein solcher Z-Modul heifit auch divisibel. Es ist ) injektiv.

Es sind e.g. Q und Q/Z divisibel.

Wir werden Zorns Lemma verwenden; cf. e.g. [7, Anh. A].

Beweis. Sei eine injektive Z-lineare Abbildung M’ S+ M zwischen abelschen Gruppen
gegeben. Wir haben zu zeigen, dafl z(f,Q) surjektiv ist. O.E. ist M’ C M ein Teil-
modul und f die Inklusionsabbildung. Sei eine Z-lineare Abbildung M’ R () gegeben.
Wir miissen zeigen, da8} eine Z-lineare Abbildung M %~ Q mit ¢’ = gz(f, Q) = fg = gl
existiert.

Mt
g’l L ég
Q

Sei
F = {(N,h) : M'C N C M ist Teilmodul, N - @ ist Z-linear mit h|py = ¢'} .

Zum Beispiel ist (M',¢') € F. Es ist F teilgeordnet vermoge (N1, h1) < (Na, hy) <=
Ny € Ny und hs|y, = h1. Um das Lemma von Zorn auf F anzuwenden, haben wir zu
zeigen, dafl jede totalgeordnete Teilmenge 7 C F in F eine obere Schranke besitzt.

OE. ist T # 0. Sei Ny = Uyor N. Es ist M’ € Ny € M. Es ist Ny € M
ein Z-Teilmodul, da 0 € Ny und da fiir 21, 20 € Z und my, my € N5 Elemente
(N1, hy), (No,he) € T so existieren, dal m; € Ny und my € Ny; da o.E. (N7,h;) <
(N3, hy), ist also zymy + zome € Ny C Ny. Setze hy : Ny — M, m+—mhy, wobei
(N1,h1) € T so gewéhlt ist, daBl m € Ny . Ist (Ny, he) € T mit m € Ny eine alternative
Wahl, so ist 0.E. (N1,h1) < (Na,hs), also he|y, = hy und mithin mh; = mhy. Somit
ist A7 eine wohldefinierte Abbildung. Es ist hy auch Z-linear, da fiir my, ms € Ny
Elemente (Ny,hy), (No,he) € T so existieren, dafl m; € Ny und my € Ny; da o.E.
(Nl,hl) < (NQ,hg), ist also fiir 21, %2 € Z

(z1m1+22m2)h7 = (21m1 +22m2)h2 = 21 (mth) +22(m2h2) = 21 (mlhT)—f—Zz(mghT) .
SchlieBlich ist hr|y = ¢'. Insgesamt ist (N7, hy) € F.

Ferner ist nach Konstruktion (N, h) < (N7, hy) fir alle (N, h) € T.

Somit kénnen wir Zorns Lemma anwenden und insbesondere folgern, dafl das Element
(M',¢") € F in einem maximalen Element (V, k) von F beziiglich (<) enthalten ist.

Annahme, es ist N C M. Sei m € M ~ N. Sei

N = z(NU{m})={n+2z2m : neN, z€Z}.
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FalNNZm =0.Ist n+zm=n"+2Zmfirn,n € Nund z, 2 € Z,soist n—n' =
(2/ —z)m € NNZm = 0, und also bereits n = n’. Folglich ist h:N—Q, n+zmr—nh
wohldefiniert. Wie & ist auch h eine Z-lineare Abbildung. Es ist iL| N = h. Insgesamt ist
(N,h) < (N,h) in F. Wir sind diesenfalls bei einem Widerspruch angelangt.

Fall NNZm # 0. Esist {z € Z : zm € N} = kZ fiir ein k € Z>(; cf. Aufgabe 4.(1).
Nach Fallvoraussetzung ist k& # 0. Wegen der Divisibilitdt von () gibt es ein ¢ € Q) mit
kG = (km)h. Setze

N 0
n+zm +—> nh+zq
Sind z, 2/ € Zund n,n’ € Nmitn+zm=n'+2'm,soist (2’ —z)m =n—n' € N,
also 2/ — z = (k fiir ein ¢ € Z, und es wird

(nh+ 2q) — (Wh + 2'q)

o~ o~ —~

Somit ist h wohldefiniert. Da h eine Z-lineare Abbildung ist, gilt dies auch fiir h. Ferner ist
h|n = h. Insgesamt ist (N, h) < (N, h) in F. Wir sind diesenfalls bei einem Widerspruch
angelangt.

Also ist N = M, und wir kénnen g := h verwenden. o

Satz 68 Fir jeden R-Linksmodul X gibt es eine injektive R-lineare Abbildung X — [
i einen injektiven R-Linksmodul 1.

Beweis. Sei M ein Z-Modul. Wir behaupten, dafl es eine injektive Z-lineare Abbildung
von M in einen injektiven Z-Modul gibt.

Seime M~ {0}. Esist {z€Z : zm =0} =kZ fiir ein k € Z>¢; cf. Aufgabe 4.(1).

Fall k = 0. Wir haben einen Z-linearen Isomorphismus Zm > Z, m+— 1; c¢f. Lemma 30.
Wir konnen komponieren zu einer injektiven Z-linearen Abbildung Zm — Q, m+— 1. Da
Q nach Lemma 67 injektiv ist, gibt es also eine Z-lineare Abbildung f,, : M — Q =: @, ,
welche auf die vorgenannte einschréankt, welche also insbesondere m nicht auf 0 abbildet.

Fall k = 1. Tritt wegen m # 0 nicht auf.

Fall k > 2. Wir haben einen Z-linearen Isomorphismus Zm =~ Z/k, m+— 1; cf. Lem-
ma 30. Wir kénnen komponieren zu einer injektiven Z-linearen Abbildung Zm — Q/Z,
mr— % + Z. Da Q/Z nach Lemma 67 injektiv ist, gibt es also eine Z-lineare Abbildung
fm : M —Q/Z =: Q,,, welcher auf die vorgenannte einschriankt, welche also insbeson-
dere m nicht auf 0 abbildet.

Nach Lemma 67 und Bemerkung 66.(1) ist [[,cp oy @m injektiv. Sei
ML HmEM\{O} Qn mit fm, = f, fir m € M; cf. Bemerkung 38.(1). Es ist f
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eine Z-lineare Abbildung, welche nur 0 auf 0 abbildet, da fir m € M ~ {0} ja
mfr, = mf, # 0, welche also injektiv ist; cf. Bemerkung 38.(1). Dies zeigt die
Behauptunyg.

Zuriick zum gegebenen R-Linksmodul X. Mit der Behauptung kénnen wir eine injektive
Z-lineare Abbildung

ZRR% rX =N zJ

in einen injektiven Z-Linksmodul z.J wéhlen. Via Lemma 62.(1) erhalten wir die R-lineare
Abbildung

rX 2= z(zRg, zJ)
r — (r—(rez)f)

Fiir z € X bedeutet zg = 0 gerade, daf (r ® x)f = 0 fiir alle r € R. Die Injektivitét
von f liefert also insbesondere 1 ® z = 0. Die Abbildung R®X — X, r @ x+—12 aus
Bemerkung 58.(2) gibt nun x = 0. Also ist g injektiv.

Bleibt zu zeigen, daBl gl := z(zRg, zJ) = z(R,J) ein injektiver R-Modul ist. Sei
Y’ -1+ Y eine injektive R-lineare Abbildung zwischen R-Moduln. Loc. cit. gibt uns ein
Viereck von R-linearen Abbildungen

R ® Y/ _~ . Y/
R .
R®jJ/ /
RRY ——Y .
R
Dieses kommutiert. Also folgt aus der Injektivitat von j die Injektivitdt von R ® j. Dies

gilt auch noch, wenn wir von R ® j nur als Z-lineare Abbildung betrachten, i.e. statt mit
rRRr vielmehr mit zRp tensorieren.

Lemma 62.(2) gibt uns folgendes kommutative Viereck von R-linearen Abbildungen.

(R®YJ) L j(Y, 2(R, )
z(R®j, J) lR(ij(R’J))

ARGV, ) (Y, (R, )

Wegen der Injektivitdt von J und der Injektivitiat von R®j ist darin z(R ® j, J) surjektiv.
Also ist auch gr(j, z(R,J)) = r(j, rl) surjektiv. -

Beispiel 69

(1) Esist Z R/ /3 eine surjektive Z-lineare Abbildung vom projektiven Z-Modul Z.
Cf. Bemerkung 64.(3).

(2) Es ist Z/3—Q/Z, z + 3Z}—>§ + Z eine injektive Z-lineare Abbildung in den
injektiven Z-Modul Q/Z. Cf. Lemma 67.



Kapitel 2

Kategorien, Funktoren und
Transformationen

2.1 Kategorien

2.1.1 Definition Kategorien

Definition 70 Eine Kategorie C ist ein Tupel
(ObC, Mor C, Start, Identitat, Ziel, Komposition) ,

bestehend aus Mengen (*) ObC (Objekte), Mor C (Morphismen), Abbildungen

Start

Mor C Identitat Ob(

Ziel

und einer Abbildung

Komposition

{(f,g) € MorC x MorC : fZiel = gStart} Mor C
(f,9) +——— (f,g)Komposition=: f-g= fg.

Ist ein Morphismus f € MorC mit fStart = X und fZiel = Y in ObC gegeben, so

schreiben wir auch X —/~ Y oder f + X —Y und sagen, f sei ein Morphismus von X
nach Y in C.

Fir X € ObC schreiben wir auch idy = id = 1x = 1 := X |ldentitat.
Folgende Bedingungen sollen gelten.

3Wir werden sich an diesen Punkt anschlieBende mengentheoretische Fragestellungen ignorieren. Wer
sich dafiir interessiert, schlage unter “Grothendieck universe” nach.
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Fir X € ObC ist X Identitat Start = X und X ldentitat Ziel = X.

Kurz, es ist X - X
Fiir X /Y in MorC ist idx f = f und fidy = f.

Fir X 2+ Y %+ Z in MorC ist (fg) Start = f Start und (fg) Ziel = g Ziel.

Kurz, es ist X fs,

Fir X Lo Y % Z " W in MorC ist f(gh) = (fg)h =: fgh.

Fiir gegebene Objekte X, Y € ObC schreiben wir

Home(X,Y) = ¢(X,Y)=(X,Y) :={f € MorC : fStart =X, fZiel =Y}

fiir die Menge der Morphismen von X nach Y.

Hom wie Homomorphismen, der alte Begriff fiir Morphismen.

Wir schreiben manchmal auch (X Ly 2z ) = (X 15 7z ) fiir das Kompositum, vor-
ausgesetzt, es ist aus dem Kontext klar, dafl komponiert wird.

idx

Man schreibt manchmal auch (X = X) = (X — X)) fir X € Ob(.

Beispiel 71

(1)

Die Kategorie (Sets) der Mengen hat als Objekte die Mengen (*) und als Morphis-
men die Abbildungen zwischen Mengen. Sind X und Y Mengen, so bezeichnet also
Homgets) (X, Y) = (sets) (X, Y) die Menge der Abbildungen von X nach Y. Fiir eine
Menge X ist idx die identische Abbildung auf X. Die Operation Komposition ist
die Komposition von Abbildungen, i.e. fiir Abbildungen X T+ Y %+ 7 bezeichnet
X 2% 7 das Kompositum von f und g.

Die Kategorie (Rings) der Ringe hat als Objekte die Ringe (*) und als Morphismen
die Ringmorphismen zwischen Ringen. Sind R und S Ringe, so bezeichnet also
Hom (gings) (R, S) = (Rings)(R,S) die Menge der Ringmorphismen von R nach S. Cf.
§1.1.1, §1.1.3.

Sei R ein Ring. Die Kategorie R-Mod der R-Linksmoduln hat als Objekte die
R-Linksmoduln (*) und als Morphismen die R-linearen Abbildungen zwischen
R-Linksmoduln. Insbesondere ist fiir R-Linksmoduln M und N

HOHIR_MOd(M,N) = HOII]R<M,N) = R(M,N),

und diese Menge tréigt zudem die Struktur einer abelschen Gruppe. Cf. §1.2.1, §1.2.3,
§1.2.10.1.

Sei S ein weiterer Ring. Analog haben wir die Kategorie Mod-S der S-Rechtsmoduln
und der S-linearen Abbildungen. Ferner haben wir die Kategorie R-Mod-S der
R-S-Bimoduln und der R-S-linearen Abbildungen. Cf. §1.2.8.
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Bemerkung 72

(1)

Sei C eine Kategorie. Eine Teilkategorie D in C besteht aus Teilmengen ObD C
ObC und Mor D C MorC so, daB fiir X € ObD auch idx € MorD liegt, dafl fiir
x-Ly in MorD auch X, Y € ObD liegen, und daf§ fiir XY 4+ Zin MorD
auch X 2% Z in MorD liegt. Ferner gehoren zu D die jeweilig eingeschrinkten
Operationen. Es ist D wieder eine Kategorie. Schreibe auch D C C.

E.g. gibt es in (Sets) die Teilkategorie, die als Objekte die endlichen Mengen und
als Morphismen die injektiven Abbildungen zwischen endlichen Mengen hat.

Die Teilkategorie D C C heiit voll, falls p(X,Y) = ¢(X,Y) fir alle X, Y € ObD.
Eine volle Teilkategorie ist durch Angabe der Teilmenge ObD C Ob(C festgelegt,
da dann MorD = {f € MorC : fStart, f Ziel € ObD}. Umgekehrt definiert jede
Teilmenge von ObC so eine volle Teilkategorie von C.

E.g. gibt es in (Sets) die volle Teilkategorie der Mengen mit Kardinalitit in {2,5,6}
(als Objekte, als Morphismen dann natiirlich alle Abbildungen zwischen diesen).

Seien C und C’" Kategorien. Definiere ihr direktes Produkt C x C' via Mor(C x (') :=
MorC x Mor (', via Ob(C x ') := ObC x Ob(’, via (X, X") Y7L (v, V") falls
X Loy und X' Loy, viaidx x) = (idx, idx) wnd via (£, f)(9,9) = (fg, f'd))
fir (X, X') —— S (YY" Yund (Y,Y') = 9.9 (Z,2"). Es ist C xC'" wieder eine Kategorie.

2.1.2 Die entgegengesetzte Kategorie

Definition 73 Sei C = (ObC, Mor C, Start, ldentitat, Ziel, (-)) eine Kategorie.

Sei C° = (ObC, Mor C, Ziel, Identitat, Start, (-°)) die zu C entgegengesetzte Kategorie (engl.
opposite); wobei also insbesondere ¢o(Y, X) = ¢(X,Y) fir X, Y € ObC = ObC®; und

wobel

fir X,

o(2,Y) x e(v,X) oz, X
(g , f) — g°f = f-yg

Y, Z € ObC = Ob(®.

In anderen Worten, es wird

xXtov-2tozy = (x—IC .z
in C uminterpretiert zu
(X oy o9 Z) - (X =Tl Z)

in C°.

Hierbei deuten die durchgezogenen Pfeile die Interpretation als Morphismus in C,

die gepunktelten die Interpretation als Morphismus in C° an.
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Uberpriifen wir pars pro toto die Assoziativitit, i.e. (Kat 4). Sei ein komponierbares Tripel
(h, g, f) in C° gegeben. Also ist (f, g, h) ein komponierbares Tripel in C. Wir erhalten

h*(gf) = (f-g9)-h=f(g-h) = (g °f.
Wir merken noch an, daf§ C°° = C.

Cf. auch Aufgabe 9.

2.1.3 Eigenschaften von Morphismen

Definition 74 Sei C eine Kategorie. In (1-7) seien die Morphismen aus C.

(1) Es heifit x Ly Isomorphismus, falls es X <2-Y mit fg = idx und gf = idy
gibt. Dies legt ¢ fest, da fiir g mit fg = idy und gf = idy folgt, daBl g = gfg = g.
Schreibe f~!:=g.

(2) Es heifit X oY Retraktion, falls es X <Y mit gf = idy gibt.

(3) Es heiBt X I+ Y Coretraktion, falls es X <Y mit fg = idy gibt.

t/
(4) Es heifit X Ty Epimorphismus oder epimorph, falls fiir X LY?T aus
ft' = ft” bereits t' = t” folgt. !

(5) Es heifit X Ty Monomorphismus oder monomorph, falls fiir U%X oY aus
u'f =u" f bereits v’ = u” folgt. “

(6) Es heifit X Ly Endomorphismus, falls X =Y.

(7) Es heifit X oY Automorphismus, falls X =Y und f ein Isomorphismus ist.

[somorphismen werden auch —~» geschrieben, Monomorphismen —e» und Epimorphis-
men — . Schreibe noch End¢(X) := Home(X, X) fiir X € ObC.

Beispiel 75 Sei C = Z-Mod. Unter den 8 Endomorphismen von Z/8 sind 1, 3, —3 und

—1 Automorphismen. Es ist Z/4 A Z/4 ® Z/8 eine Coretraktion. Es ist Z/8—3> Z/4
surjektiv, aber keine Retraktion.

Bemerkung 76 Sei R ein Ring. Sei RM—f> rIN eine R-lineare Abbildung, i.e. ein Mor-
phismus in R-Mod.

(1) FEsist f genau dann injektiv, wenn f monomorph ist.
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(2) Es ist f genau dann surjektiv, wenn f epimorph ist.

Bewezs.

Zu (1).

Sei f injektiv. Seien pU —r pM zwei R-lineare Abbildungen mit u'f = u”f. Sei z € U.

Es ist xzu'f = zu” f. Die Injektivitat von f gibt xu’ = zu”. Dies zeigt, dal v’ = u”. Also
ist f monomorph.

Sei umgekehrt f monomorph. Wir haben von Kern f nach M die R-linearen Abbildungen
tund 0. Esist ¢f =0=0f. Also ist © = 0, mithin Kern f = 0 und also f injektiv.
Zu (2).

tl

Sei f surjektiv. Seien RN —% gT zwei R-lineare Abbildungen mit ft’' = ft”. Sein € N.
t//

Schreibe n = mf fiir ein m € M. Es wird nt' = mft' = mft” = nt”. Dies zeigt, daf
t' =1t". Also ist f epimorph.

Sei umgekehrt f epimorph. Wir haben von N nach Cokern f die R-linearen Abbildungen
pund 0. Es ist fp =0 = f0. Also ist p = 0, mithin Cokern f = 0 und also f surjektiv. o

Bemerkung 77 Sei C eine Kategorie.

Man kann Begriffe fiir Kategorien dualisieren. Fin Begriff, angewandt auf C°, liefert den
dualen Begriff in C. Dito fiir Aussagen in Kategorien, etc. Der Wahrheitsgehalt einer
Aussage dndert sich beim Dualisieren nicht.

Stimmt ein Begriff mit seinem dualen Begriff iiberein, so heifit er selbstdual. Dito fiir
Aussagen.

Beispiele.

(1) Ein Morphismus ist in C° monomorph genau dann, wenn er in C epimorph ist. Somit
ist der Begriff des Epimorphismus dual zu dem des Monomorphismus.

(2) Das Kompositum zweier Monomorphismen ist monomorph. Wendet man diese Aus-
sage auf C° an, so erhilt man in C die Aussage, dafl das Kompositum zweier Epi-

morphismen wieder epimorph ist. Letztere Aussage ist also dual zur ersteren.

(3) Der Begriff des Isomorphismus ist selbstdual. Die Aussage, dafl das Kompositum
zweier Isomorphismen wieder ein Isomorphismus ist, auch.

2.1.4 Eigenschaften von Objekten

Sei C eine Kategorie.
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Definition 78 Objekte X, Y € ObC heilen isomorph, geschrieben X =~ Y falls es
einen Isomorphismus X -~ Y gibt. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf ObC. Die
Aquivalenzklasse von X € ObC heiBt Iso(morphie)klasse von X, geschrieben [X] :=
{Y €ObC : YV ~ X},

In der Kategorie der Linksmoduln iiber einem Ring stimmt dieser Isomorphiebegriff mit
dem bisherigen iiberein; cf. Definition 27, Aufgabe 8.(2).

Dito in der Kategorie der Ringe; cf. Definition 11, Aufgabe 8.(1).
Definition 79 Sei X € ObC.
(1) Es heifit X initial, falls | ¢(X,T)| =1 fiir alle T € ObC.
(2) Es heifit X terminal, falls | (T, X)| = 1 fiir alle T € ObC.
(3) Es heiBt X Nullobjekt, falls X initial und terminal ist.
Beispiel 80
(1) In (Sets) ist die leere Menge initial. Jede einelementige Menge ist terminal.
(2) Sei R ein Ring. In R-Mod ist der Nullmodul 0 ein Nullobjekt.
(3) In (Rings) ist Z initial, der Nullring ist terminal. Cf. Beispiel 15.

Bemerkung 81 Seien X, Y € ObC.

(1) Sind X undY initial, so gibt es genau einen Isomorphismus von X nach Y.
(2) Sind X und Y terminal, so gibt es genau einen Isomorphismus von X nach'Y .
(3) Sind X undY Nullobjekte, so gibt es genau einen Isomorphismus von X nach Y.

Beweis. Zu (1). Es gibt jeweils genau einen Morphismus X oy und X < Y. Nun ist
fg=idx, da auch |¢(X, X)| = 1. Genauso ist gf = idy . o

Bemerkung 82 FEristiere ein Nullobjekt 0 in C. Sei (X =%y Y)=(X—0—Y)
fir X, Y € ObC, genannt der Nullmorphismus von X nach Y. Fir X' L X und

Y LY st fOxyg = Oxyr; kurz, fOg = 0. Der Nullmorphismus hédngt nicht von
der Wahl des Nullobjekts ab.

Cf. Bemerkung 25.(1).

Beweis. Zeigen wir die Unabhéngigkeit von der Wahl des Nullobjekts. Seien 0 und 0/
Nullobjekte. Es kommutiert

0
_— iﬂ\
\O, /

X Y.
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2.2 Funktoren

Funktoren werden wir auf die traditionelle Art links schreiben, da sich die Zahl der zu
komponierenden Funktoren in Grenzen halten wird.

Seien C, D und &£ Kategorien.

Definition 83 Ein Funktor F' = (Ob F,Mor F') von C nach D besteht aus Abbildungen

obc L obp

MorC ™I MorD ,

welche wir links notieren, und fiir welche folgende Eigenschaften gelten.

(Fun1) Es kommutieren folgende Vierecke.

Mor C -M"F Mor D Mor C —M°"F_ Mor D Mor C —M"F Mor D
Startl lStart Ziell iZiel IdentitétT Tldentitét
ObC oLF ObD ObC OLF ObD Ob(C oL ObD

(Fun2) Fir XLy % zincist (Mor F)(f - g) = (Mor F)(f) - (Mor F)(g).

Ein Funktor F ist durch die Angabe von Mor F' festgelegt, da (ObF)(X) =
(Ob F)((idx) Start) = ((Mor F)(idy)) Start fiir X € ObC.

Wir schreiben in der Regel (Ob F))(X) =: FX fiir X € ObC und (Mor F)(f) =: Ff fiir
f € MorC.

Wir schreiben auch C £ D oder F : C — D fiir einen Funktor von C nach D.

Es bedeutet (Fun1) zum einen, da§ F'(X S Y)=FX L FY finr f € MorC, und zum
anderen, da§ F'idx = idpx fiir X € ObC. Es besagt (Fun2), dafl F'(fg) = (Ff)(Fg) fiir
x-Ly 4 zmec.

Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist ein Funktor von C° nach D. Ein solcher
kann auch als Funktor von C nach D° aufgefafit werden.

Bemerkung 84

(1) Es gibt den identischen Funktor ide = id auf C, fir welchen Obide = idope und
Mor 1dc = idMorC .

(2) Seien Funktoren C F.ple gegeben. Sei GoF' durch Ob(GoF') = (ObG)o(Ob F)

und Mor(G o F') = (Mor G) o (Mor F) definiert. Es ist das Kompositum G o F' von

G nach F ein Funktor von C nach £. Kurz, (CLD& &)= (C Gor, £).
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(3) Ist f ein Isomorphismus, so auch Ff. Es ist F(f~') = (Ff)~L.

Beweis. Zu (3). Esist Ff -F(f\)=F(f-f ) =Fid=idund F(fY)-Ff=F(f*f) =
Fid =id. 0

Beispiel 85 Seien R, S und T Ringe. Sei gk Mg ein R-S-Bimodul. Die folgenden Beispiele
beruhen auf den Bemerkungen 51 und 59.
(1) Wir haben den Funktor

R(RMS, —) : R-Mod — S-Mod
g +— r(rMs, g) =Hompg(rMg, g) .

(2) Wir haben den Funktor

r(—,=) : (R-Mod-S)° x R-Mod-T — S-Mod-T
(f ) g) - R(f7 g) = HOIHR(f, g) :

Cf. auch Beispiel 86.
(3) Wir haben den Funktor

rMs® — : S-Mod — R-Mod
S
g = RrMs g g -

(4) Wir haben den Funktor
—®= : R-Mod-S x S-Mod-T" — R-Mod-T
S
VA) — [y

Verallgemeinern wir Beispiel 85.(2,1) ein wenig.

Beispiel 86 Sei C eine Kategorie. Wir haben den Homfunktor

coxe <, (Sets)
(X,Y) c(X,)Y) f
(Wj)i P c(uﬁv)i I
(XY (XY ufo

Beachte, daB X ~— X’ und Y —~ Y’ in C.

Davon konnen wir folgende Funktoren ableiten.
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Fir X € ObC wird C X)) (Sets) , (Y —>Y')r— (c(X,Y)C(LW) o(X,Y7), foU)

Fiir Y € ObC wird €° <=2 (Sets) , (X« X)i— (o(X, V)" (X7 Y), fr—uf).

Hierbei lauft X <— X’ in C von X’ nach X, i.e. in C° von X nach X'.
Cf. Bemerkung 51.

Beispiel 87 Sei C > D ein Funktor. Habe C ein Nullobjekt 0. Sei FO ~ 0. Es ist
F(Ox’y) = OFX,FY fir X, Y € ObC.

Definition 88 Sei C .p ein Funktor.

(1) Es heifit F' voll, wenn die Abbildung ¢(X,Y)— p(FX,FY), f+— Ff surjektiv
ist fiir alle X, Y € ObC.

(2) Es heifit F' treu, wenn die Abbildung ¢(X,Y) — p(FX, FY), f+— F f injektiv ist
fiir alle X, Y € ObC.

(3) Es heiit F' dicht, wenn fur alle Z € ObD ein X € ObC mit FX ~ Z existiert.
(4) Es heifit F' strikt dicht, wenn fiir alle Z € ObD ein X € ObC mit F'.X = Z existiert.

Beispiel 89

(1) Sei C eine Kategorie. Sei D C C eine Teilkategorie. Wir haben diesenfalls einen
treuen Inklusionsfunktor D C . C, der jeden Morphismus und jedes Objekt von D
auf sich selbst schickt, gesehen in C. Dieser Inklusionsfunktor ist voll genau dann,
wenn D eine volle Teilkategorie von C ist.

(2) Seien C und C’' Kategorien. Wir haben Projektionsfunktoren CxC'—C, (f, f') — f
und C xC'—C', (f, f')— f'. Falls C und C’ je ein Nullobjekt enthalten, sind diese
Projektionsfunktoren voll und strikt dicht.

Bemerkung 90 Se: C LoD ein voller und treuer Funktor. Sei (Xi»Y) € MorC.
Es ist f ein Isomorphismus genau dann, wenn F'f ein Isomorphismus ist. Insbesondere
st X ~Y genau dann, wenn FX ~ FY.

Beweis. Ist f ein Isomorphismus, so auch F'f; cf. Bemerkung 84.(3).

Sei umgekehrt F'f ein Isomorphismus. Sei X <Y in C ein Morphismus, fiir welchen
Fg = (Ff)™!, existent wegen F voll. Es wird F(fg) = (Ff)(Fg) = (Ff)(Ff)™! =
idpx = F'idx , wegen F' treu also fg = idy . Genauso wird gf = idy .

Insbesondere folgt aus X ~ Y, da FX ~ FY; und umgekehrt, aus FX ~ FY, dafl

X ~ Y, denn fiir einen Isomorphismus F'X % FY gibt es ein Urbild X oY mit F f=
h, und wie eben gesehen ist f ein Isomorphismus. o
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2.3 Transformationen

F
Seien Funktoren C — D zwischen Kategorien C und D gegeben.
a

Definition 91 Ein Tupel a = (FX X G X) xeobe von Morphismen in D heifit natirlich
(in X € ObC) oder eine Transformation von F nach G, falls das Viereck

FX X GX

bl o

FY Y. qy

F
kommutiert fiir alle Morphismen X oY in €. Wir schreiben auch C @ D oder
Fa. G
Die identische Transformation auf F' wird id = idp = 1 = 1p := (idrx) xconc geschrieben.

Sind F', G und H Funktoren von C nach D, und sind F -~ G Ny Transformationen,

so ist ab := ((aX)(bX)) veopc €ine Transformation von F' nach H.

Insgesamt erhalten wir so die Funktorkategorie LC, D1, welche als Objekte die Funkto-
ren von C nach D enthélt, und als Morphismen die Transformationen zwischen solchen
Funktoren.

Eine Transformation, welche in [C, D1 ein Isomorphismus ist, heifft auch Isotransforma-
tion.

Bemerkung 92 Eine Transformation F —2~ G ist genau dann eine Isotransformation,
wenn aX ein Isomorphismus ist fir alle X € ObC.

Beweis. Ist a eine Isotransformation, so gibt es eine Transformation F 2 G mit ab = id
und ba = id. Fir X € ObC ist (aX)(bX) = id und (bX)(aX) = id, und also aX ein

Isomorphismus.
Fiir die umgekehrte Implikation ist die Natiirlichkeit von ((aX)™!)xeonc zu zeigen. Sei

(X R Y) € MorC. Es wird
(@X)"H(Ff) = (@X)H(Ff)@Y)(@Y)" = (aX) " (aX)(Gf)(aY)" = (Gf)(aY) .

Beispiel 93 Seien R und S Ringe.

(1) Sei rMgs gegeben. Das Tupel mit dem Eintrag

eX

rX —  s(r(rX, rMs), rMs)
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bei X € Ob R-Mod ist eine Transformation von idg noq nach s( gr(—, rMs), rMs).

Zeigen wir die Natiirlichkeit. Sei X —% RY eine R-lineare Abbildung. Wir erhalten
das Viereck
X s (r(X, rMs), RMs)

ul iS(R(UvRMS)vRMS)
Y - (r(Y, RMs), rMs) .

Fiir x € X wird einerseits

z(eX)s(r(u, RMs), RMs) = (fr—2f)s(r(u, RMs), RMs)
= r(u, RMs)(f—+zf)
= (9—ug)(fr—2f)
= (9r—wug),

andererseits
zu(eY) = (g zug) .

Also kommutiert dieses Viereck.

Ist R = S = K ein Korper, ist gkMs = gKg und schrinkt man noch auf die
volle Teilkategorie der endlichdimensionalen Vektorrdume ein, so erhélt man eine
I[sotransformation. (Isomorphismus in den Doppeltdualen.)

(2) In Lemma 62 haben wir zwei Funktoren von (S-Mod)°® x (R-Mod-S)° x R-Mod
nach Z-Mod betrachtet, der eine schickte ein Tripel (sX, gMs, gN) nach
R(RMS (029 SX, RN), der andere nach S(SX; R(RM57 RN)); die Morphismen ent-

s

sprechend.

Sodann haben wir eine Isotransformation a = (a(X,M,N))xmnN) =
(x,m,n)(x,m,n) vom ersteren in den zweiteren konstruiert; in loc. cit. (2), i.e. in
Aufgabe 26, wurde ihre Natiirlichkeit nachgewiesen.

Beispiel 94 Betrachte zur teilgeordneten Menge Z die Kategorie Z* ; cf. Aufgabe 37. Sei
D eine Kategorie mit Nullobjekt.

Sei X € Ob[Z*, DI. Schreibe Xi =: X' fiir i € Ob Z* = Z. Von einem Objekt in [ZX, DI
werden ohne Verlust an Information nur die Bilder d% der Morphismen i —»i + 1 fiir
1 € 7 graphisch dargestellt, i.e.

i+1
dX

X = (e X B xit I e

Oft schreibt man auch nur d = d' := d¥ fiir i € Z.

Umgekehrt definiert jede Wahl von Objekten X und von Morphismen df : X — X!
fiir i € Z ein X € Ob[Zk, DI.

Seien X, Y € Ob[ZX DI. Die Natiirlichkeitsbedingung an ein Tupel f = (X* N Y")iez
148t sich auf die Forderung d’ f*! = f'd}, fiir i € Z reduzieren. In anderen Worten, ein
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Morphismus X L+ ¥ ist ein kommutatives Diagramm

Cody A
. Xt XH—I Xz+2

lfz lfi-‘—l lfi-‘—Z
d dift

7
. VK Y Yz—i—l Y YH—Q

Ein Kompler mit Werten in D ist ein Objekt X in [ZX DI, fiir welches

t—1 + 2 fiir alle ¢ € Z auf den Nullmorphismus abgebildet wird, i.e. fiir welches
. g

(X7 B, it I xi2) = (i xi+?) fiip alle i € Z. Die volle Teilkategorie der
Komplexe in [Z%, D1 wird C(D) geschrieben. Die Morphismen d% heiflen auch die Diffe-
rentiale des Komplexes X.

2.4 Aquivalenz von Kategorien

Seien C und D Kategorien.

Definition 95 Ein Funktor C —» D heifit A quivalenz, wenn es einen Funktor C Do
gibt, dal Go F ~ide und F o G ~idp.

Existiert eine Aquivalenz von C nach D, so heifien C und D dquivalent, geschrieben C ~ D.

C F D
. PN
o ([ = / ~\.
ide <\<: GoF FoG{ == )}idp
\ "/
C

G

Lemma 96 SeiC E.p emn Funktor.

(1) FEsist F eine Aquivalenz genau dann, wenn F voll, treu und dicht ist.

(2) Es gibt einen Funktor C D mit GoF ~ ide und F'oG =idp genau dann, wenn
F wvoll, treu und strikt dicht ist.

Beweis. Wir zeigen (1) (und erwdhnen die Zusatzeigenschaften aus (2) an den entspre-
chenden Stellen).

Sei zum einen F eine Aquivalenz. Wihle Isomorphismen F oG — idp und GoF % ide .

Zeigen wir, dafl F' dicht ist. Sei Y € ObD. Es ist GY € ObC und FGY%Y. (Ist sogar
F oG =1idp, dann ist FGY =Y, und somit F strikt dicht.)
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Zeigen wir, dal F treu ist. Seien X, X’ € Ob(C. Wir haben zu zeigen, dafl
(X, X')— p(FX,FX'), ur— Fu injektiv ist. Dies folgt aus u = (8X) ™ (GFu)(BX").

Genauso ist auch G treu.

Zeigen wir, dal F voll ist. Seien X, X’ € ObC. Wir haben zu zeigen, daf
(X, X")— p(FX,FX'), ur— Fu surjektiv ist. Sei v € p(FX, FX') gegeben. Es wird

= (BX)((BX)71(Gu)(BX))(BX")™" = GF((BX)™"(Gv)(BX")) ,
wegen G treu also

v = F((8X)"(Gv)(8X")) .

Sei zum anderen F wvoll, treu und dicht. Vermittels Auswahlaxiom wihlen wir fiir jedes

Y € Ob D ein Xy € ObC und einen Isomorphismus F Xy 19%1 Y. (Ist F sogar strikt dicht,
so wihlen wir Xy so, daB F Xy =Y, und ¥y :=idy.)

Wir konstruieren einen Funktor C <2~ D. Fiir Y € Ob(C setzen wir GY := Xy . Fiir einen
Morphismus Y — Y’ in D wihlen wir GY @ qy so, daf}

(Fay X6 payy = (Fay 2y 2oy 2 PGy

Dies ist auf eindeutige Weise moglich, da F' voll und treu ist. Fiir Y € ObD wird

FGidy

(Fov "9 pay) € (Poy ey 2 v YL pavy = (Fay 0 Ry
mithin Gidy = idgy . Fiir Y —» Y’ -+ Y” in D wird
(FGy £ FGY”)

-1

FGY 2oy 2y fY” FGY") 1
FGY 2y o v Yo pay ey Yoy 2 payy

FGv

(
(
©ray £ oy TN Fay™)
(Fay ") payny
(

mithin G(vv') = (Gv)(Gv'). Somit ist nachgewiesen, dafi G ein Funktor ist.

Setze a = (FGYO%»Y)YeobD = (FGY%»Y)YeobD. Fiir Y —> Y’ in D ist in der Tat
(FGv)(aY’) = (aY)v, da nach Definition von Gv ja (FGv)dy: = Yyv gilt. Somit ist
F o G ~ idp nachgewiesen. (Ist F' sogar strikt dicht, so war stets Jy = idy gewéhlt, was
hier zu F o G = idp fiihrt.)

Wihle g = (GFXE(» )xeobe S0, da Fx = Jpx fir X € ObC, was wegen F' voll
und treu auf eindeutige Weise moglich ist. Es ist 5X stets ein Isomorphismus; cf. Bemer-
kung 90. Zu zeigen bleibt die Natiirlichkeit von /3 ; cf. Bemerkung 92. Sei X — X’ in C.
Es wird
F((GFu)(8X") = (FGFu)dpx

= ﬂpx(FU)

— F((8X)u) .
und also (GFu)(SX') = (BX)u, da F treu ist. Somit ist G o F' ~ id¢ nachgewiesen.



Kapitel 3

Additive Kategorien und additive
Funktoren

3.1 Additive Kategorien

Sei A eine Kategorie, welche ein Nullobjekt 0 = 04 besitzt. Im folgenden seien alle
Morphismen aus A.

Definition 97 Sei m > 0. Seien X;, ..., X,, € ObA. Eine direkte Summe von
(X1,...,X,) ist ein Objekt @ie[l,m] X, =X1®---®X,,, zusammen mit Inklusionsmor-
phismen X; 2~ @iep,m] X; und Projektionsmorphismen € X, - X fiir j € [1,m]
so, daf} folgende Axiome gelten.

1€[1,m]

(Sum 1) Fiir jedes S € Ob A und jedes Tupel von Morphismen (S —~ Xi)icp,m) gibt es genau
einen Morphismus S —» D1 Xi mit s7; = s; fiir i € [1,m]. Wir schreiben auch
s = (51 ...sm).

(Sum 2) Fiir jedes T € Ob A und jedes Tupel von Morphismen (X; &, T)icn,m) gibt es genau

einen Morphismus € | Xi e T mit ¢;t = ¢; fiir i € [1,m]. Wir schreiben auch

~(2)

(Sum 3) Es ist y;m; =idy, =1 fiir alle ¢ € [1,m].
Es ist 1;m; = Ox, x, = 0 fiir alle 4, j € [1,m] mit i # j.

i€[l,m

Bemerkung 98 Seien m, n > 0. Seien Xy, ..., X,,, Y1, ..., Y, € ObA. Seien direkte
Summen von (Xi,...,X,,) und (Y,...,Y,) existent.

(1) Seij € [1,m)].

25
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Es ist ¢; = (0..010..0) : X; — €P,(; ,,; Xi mit der 1 an Position j, wie sich aus
(Sum 1, 3) ergibt.

0
0

Esistmj= [ 1] : Dcp1.m Xi — X mit der 1 an Position j, wie sich aus (Sum 2, 3)
0

ergibt.

(2) Seien X; Jus, Y, gegeben fiir i € [1,m] und j € [1,n]. Es gibt genau einen Morphis-

mus
fi1 - fin
(fi,j)z',j:( g : )
fm,l fm,n
Dicim Xi Djcim Vi

mit ¢ (fi;)ijme = fre fir k € [1,m] und ¢ € [1,n]. Konstruieren kann man diesen

(fi1 - fin) fi1 fin
Morphismus in zwei Schritten als ( : > (oder als (( : ) - ( : )))

(fm,l ---fm,n) fm,l fm,n

Auch die Eindeutigkeit folgt in zwei Schritten. Denn aus ¢y, fm = fre fir k € [1,m]

~ ~ (f1,1 fin)
und ¢ € [1,n] folgt trf = (fra - frn) fiir k € [1,m], und daraus f = ( : )
(fm,l fm,n)

Ferner ist f = (¢ /7)) fiir @,cpy ) Xi =N D ;1 X; » also jeder Morphismus zwi-
schen direkten Summen durch eine Matrix gegeben.

Wir vereinbaren noch, dafl Leerstellen in Matrizen Nulleintrige bezeichnen.

1
Die Matrix ( 1) ist der identische Morphismus auf €

1 furk="/¢
0 sonst

ie[Lm] Xz-. Denn es ist

v idgy, X, Ty = fir k, ¢ € [1,m], und dies charakterisiert die

ic[1,m

angegebene Matrix.

Eine Matrix mit nur Nulleintrégen ist der jeweilige Nullmorphismus.

(3) Seien X, Y € ObA so, dal die direkte Summe X &Y von (X,Y) existiert. Es ist

01 01
XpY —> < ) Y & X ein Isomorphismus, der von ¥ & X — < ) X @Y invertiert wird.
In der Tat ist ¢; ( ) ((1)(1)) m = (01) ((1)0) T = Lo ((1)0) m = 1; usf.

Definition 99 Eine Kategorie A, welche ein Nullobjekt 0 = 04 besitzt, heifit additiv,
falls folgende Axiome gelten.

(Add 1) Das Paar (X,Y) hat eine direkte Summe X &Y, zusammen mit ¢; : X — X @Y,
Y XY, m: XY —-Xundm: XY —Y, firalle X,Y € ObA.

10
(Add2) Esist X & X ~—— () X @ X ein Isomorphismus fiir alle X € Ob A.
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Beispiel 100

(1) Ist R ein Ring, so ist R-Mod eine additive Kategorie. Was (Add 1) angeht, cf. Bemer-
kung 37. Die in Definition 32 definierten Matrizen stimmen mit den hier definierten
Matrizen iiberein, wie man mittels Komposition mit Inklusions- und Projektions-
morphismen iiberpriift. Was (Add 2) angeht, es ist (H) (_%(1)) = ((1)(1)) = id.

(2) Ist A eine additive Kategorie, so auch A°. Denn dank Bemerkung 98.(3) ist (1)
genau dann ein Isomorphismus, wenn ((1) %) = (%) (% (1)) (%) ein Isomorphismus ist,
wobei diese Gleichheit wie in loc. cit. zu verifizieren ist. Letzerer Isomorphismus
wird gebraucht, um (Add2) fiir A° zu zeigen, da sich beim Ubergang von A nach

A° die Rollen von ¢; und 7; vertauschen.

(3) Die Kategorie, welche als Objekte die Mengen und als Morphismen Relationen zwi-
schen Mengen hat, hat ein Nullobjekt und erfiillt (Add 1), nicht aber (Add2). Cf.
Aufgabe 38.

Sei im folgenden A eine additive Kategorie und 0 = 04 ein darin gewéhltes Nullobjekt.

Bemerkung 101 Seim > 0, seien X1, ..., X,, € ObA. Es besitzt (X1,...,X,,) eine
direkte Summe.

Beweis. Siehe Aufgabe 39.(1). g

Wir wahlen nun fiir jedes endliche Tupel (X, ..., X,,) von Objekten in A eine direkte
Summe @ie[l,m] X, . Fiir ein nullelementiges Tupel wéhlen wir 0 als direkte Summe. Fiir
ein einelementiges Tupel wéihlen wir seinen Eintrag als direkte Summe, wobei 1; = 7 = id.
Fiir m > 0 und X € Ob A schreiben wir X*™ := P, ,,; X. Insbesondere wird X ®0 =0
und X% = X,

Definition 102 Sein > 0. Seien fi, ..., f, : X — Y in A. Setze

f1 !
<X i, fi Y) :: <X (1..1) o < fn> yen <1> Y) .
Beachte, daf3 Zie[m] fi=0und Zie[l,l] fi = f1. Falls n = 2, so schreiben wir auch
Zie[LQ] fz = fl + f2 .

Bemerkung 103 Seien {, m, n > 0. Seien X; € Ob A fir i € [1,¢], Y; € Ob A fir
j € [1,m] und Z, € Ob A fiir k € [1,n]. Seien

(fZJ)’LJ ngJk
@16[1 ] X; JE€[1,m] Y ®k€ (1,n] Z,

in A gegeben. Dann ist
(fid)ig (95n)ik = (2 jerm Jid%in) s
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Cf. Bemerkung 34. Diesen Matrixkalkiil werden wir im folgenden kommentarlos verwen-
den.

Beweis. Sieche Aufgabe 39.(2). -

Bemerkung 104 Seien k, ¢ > 0. Seien f1, ..., froe: X —Y in A. Es ist
(Zie[l,k] fz) + (Zie[u} fz'fk) = Zie[l,k—O—E} fi-

Insbesondere ist (+) assoziativ. Wir diirfen also alle Klammern in einem iterierten via
(+) gebildeten Ausdruck weglassen. Ferner erhalten wir >, ., fi = fi + -+ fp; cf.
Definition 102.

Beweis. Siehe Aufgabe 39.(3). -

Bemerkung 105 Seien k, ¢ > 0. Seien f; : X —Y firi € [1,k] und g; : Y — Z fiir
je L] in A Esist

(Zz'eu,k} fi)(Zje[l,e] 9j) = Zie[l,k] Zjeu,e} 95 -
Beweis. Siche Aufgabe 39.(4). 5

Bemerkung 106 Scien X,Y € ObA. Es ist (A(X, Y), +) eine abelsche Gruppe, mit
neutralem Element 0 = Ox y .

Insbesondere ist (—f)g = (=f)g+ fg— fg = (=f + flg — fg = 0g — fg = —fg fir
X Loy % Zin A Genauso ist f(=9)=—fg.

Beweis. Siehe Aufgabe 39.(5). -

Bemerkung 107 Seien m, n > 0. Seien X; € Ob A fir i € [1,m] und Y; € Ob A fiir

fZ ,
j € [1,n]. Seien @,cpy ,m Xi (f;] Djcpnm Y in A. Es ist
i,] ’L]

(fighis + (fij)is = (fig + fij)is
Beweis. Siehe Aufgabe 39.(6). -

Definition 108 Sei A eine additive Kategorie mit Nullobjekt 0. Eine volle Teilkategorie
B C A heifit volle additive Teilkategorie, falls 0 € Ob B und falls fir X, Y € Ob B auch
X®Y € ObB.

Es ist B wieder eine additive Kategorie. Denn da B eine volle Teilkategorie ist, kénnen wir
aus (Add1) fiir A mittels der gemachten Voraussetzung und wegen B voll in A folgern,

daB (Add 1) fur B gilt. Ferner konnen wir aus B voll in .4 und (Add 2) fiir A auch (Add 2)
fiir B folgern.
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3.2 Additive Funktoren

Seien A und B additive Kategorien. Sei F' ein Funktor von A nach B mit F0 ~ 0.
Insbesondere bildet F' Nullmorphismen auf Nullmorphismen ab; cf. Beispiel 87.

Bemerkung 109 Seien X;, X € Ob.A. Wir haben die Morphismen

(Fmy Fra)

F(Xl D XQ) P
(5)

FX,® FX,

Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(1) Es sind (Fm Fr2) und (pi}) sich invertierende Isomorphismen.
(2) Es ist (?g) epimorph.
(3) Es ist (Fm Frz2) monomorph.

Beweis. Mit Dualitit geniigt es, (2) < (1) zu zeigen.

Zeigen wir (2) = (1). Esist (52) (Fri Fr) = (gggggiggggg) — (59). Da (£1) epimorph
ist, zeigt diese Gleichung, dafl (f;g) ein Isomorphismus ist und (Fm Fr2) als Inversen hat;

cf. Aufgabe 32.(5). o

Definition 110 Ein Funktor A > B heifit additiv, falls FO ~ 0 und falls fiir alle
X, Xo € ObA eine der dquivalenten Bedingungen (1-3) aus Bemerkung 109 zutrifft.
Cf. auch Aufgabe 42.

Sei im folgenden AL+ B ein additiver Funktor.

Bemerkung 111 Sei k > 0. Seien X LY in A firi € [1,k]. Es ist
F(Zie[l,k;] fz) = Zie[l,k] Ff;.
Insbesondere ist F(—f) = —Ff fir X ey in A

Beweis. Wir diirfen k = 2 annehmen. Es wird
F(fi+/f) = FO)F($)
F add. 5 1
= F(ll)(Fﬂ'lFﬂ'Q)(gbz)F(§2)

= (A11)Fm F11)Fm) (

fi
F )
= (F((11)m) F((11)m)) < 1(}‘23))

= (n ) (5f)

(11) (¥4)
= FhH+Ff.
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Insbesondere ist nun F(—f) = F(—f)+ Ff — Ff = F(—f + f)

0— Ff=—Ff; cf Beispiel 87.

Bemerkung 112 Seien m, n >
. (fig)ig

—Ff =F0—Ff =

[m]

0. Seien X;,Y; € ObA firi € [1,m] und j € [1,n].
Tuslig @je[l,n] Y; in A. Wir haben folgendes kommutative Diagramm.

F((fi,5)i.5)
F(@ie[l,m] XZ) = F(@ze[l n] YJ)
/(Fﬂ'l o Fr ) 2 U (Fmy . F7rn)
(Ffij)i
[1,m] FX; @ie[l
FL1 FLl
\ | /
FLm FLn
F((fi,5)i,5)
16[1 m] X; ) — F(@ze[l n] 1J

Beweis. Das obere Viereck kommutiert wegen

(F7T1 Fﬂm) (Ffi,j)i,j (Zze[l m](Fﬂi)(Ffi 1) e Zie[l,m](Fﬁi)(Ffi,n))

= (F(Zzelm]ﬂ'lfl ) F(Zie[l,m] Wifi,n))
= (F( fm)z,ﬂrl) F((fzpj)i,jﬂn))
= (F((fig)i)Fm1 o F((fij)ig)Frn)
= F((fij)ij) (Fm . Fm)
Dual dazu kommutiert das untere Viereck.
Bleibt zu zeigen, daB (Fm..Frm) ein Isomorphismus ist. In der Tat ist
Fu (Fu)(Fm) ... (Fu)(Frm) 1
0 T G i I
Fum (Fim)(Fr1) .. (Fom)(Fom)
Fuq
geméifl Bemerkungen 111 und 107. o

Beispiel 113

(1) Sei A" C A eine volle additive Teilkategorie. Dann ist der Inklusionsfunktor
A" T A additiv.

(2) Sei X € ObA. Es ist 4(X,—) : A—Z-Mod geméf Bemerkungen 106 und 105
wohldefiniert. Dieser Funktor ist additiv. Denn zum einen ist 4(X,0) ~ 0. Zum
anderen ist fiir Z;, Z, € Ob A

X,m X,m2
AX, 70 ® Z) (a( )NA( ))
(vv)
geméaf (Sum 1). Cf. auch Aufgabe 24.(1).

AX, Z) & alX, Zy)
(v , v)

b
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Sei Y € ObA. Es ist 4(—,Y) : A°—Z-Mod gemifl Bemerkungen 106 und 105
wohldefiniert. Dieser Funktor ist additiv. Denn zum einen ist 4(0,Y) ~ 0. Zum
anderen ist fiir Z;, Z, € Ob A

11,Y 12,Y
2@ 2y, ) D A 2 Y)Y @ a(Z, )

(;?) e (s , 1)

gemiB (Sum2). Und beim Ubergang von A nach A° werden die Rollen von ¢; und
m; vertauscht. Cf. auch Aufgabe 24.(2).

Seien R und S Ringe. Sei pMg ein R-S-Bimodul. Es ist

RMS%’_ : S-Mod — R-Mod

additiv. Siehe Aufgabe 24.(3).

Sind A £+ B-% ¢ additive Funktoren zwischen additiven Kategorien, so ist auch

A Golf C additiv. Denn zum einen ist GF0 ~ GO ~ 0. Zum anderen erhalten wir fiir

X1, X5 € ObA

(GFm GFma

(GF (X, ® Xa) ' GFX, ® GFX,)
G(Fm Fry) (Gmy Gra)

= (GF(Xl@Xz) ~ G(FX, ® FX,) ~ G(FX1€9FX2)) ;

wie sich aus  (G(Fm Fr2))(GmGm2) = ((G(Fm Fr2))(Gm) (G(Fm Fr2))(Gma)) =
(G((Fmi Fr2)m) G((Fmy Fra)mz) ) = (GFm GFr2 ) ergibt.

Nun haben wir unter der Kategorien und den Funktoren jeweils additive ausgezeichnet. Fiir
Transformationen ist das nicht erforderlich, man betrachtet einfach alle Transformationen
zwischen additiven Funktoren zwischen additiven Kategorien.

3.3 Faktorkategorien

Analog zur Bildung des Faktorringes eines Ringes modulo einem Ideal kann man auch
die Faktorkategorie einer additiven Kategorie modulo einer vollen additiven Teilkategorie
bilden.

Sei A eine additive Kategorie. Sei NV C A eine volle additive Teilkategorie.
Fir X, Y € Ob A setzen wir

ibt eine Faktorisi
Nullg & (X,Y) := {fe AX,Y) es gibt eine Faktorisierung

(XL v)=(x Lo N Lo V) fir ein N € Ob A

b
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Es ist Nullg o (X,Y) € 4(X,Y) ein Z-Teilmodul. Denn zum einen ist (XﬁY) =
(X —0—Y), wobei 0 € ObN. Zum anderen ist fiir (XL ) = (XLNlLY)
und (XL ) = (XANQAY) mit Ny, Ny € ObN und fiir 21, 2 € Z

it
(X z1 fitz2f2 Y) _ (X (21f] 22f3) Nl@NQ (fz) Y),

wobei N; @& N, € Ob .

Definition 114 Wir definieren die Faktorkategorie A/N von A nach N wie folgt. Sei
Ob(A/N) := Ob A. Fiir X, Y € Ob(A/N) sei

A/N(X,Y) = _A(X,Y)/NLIHA7N(X,Y) .

Komposition sei reprisentantenweise definiert; sind also X, Y, Z € Ob(A/N) und Re-
prasentanten X Sy % Zin A gegeben, so sei

(f + Nullg & (X, Y))(g + Nully o (Y, Z)) = (fg+ Nully &(X,2)) .

Dies ist wohldefiniert, denn wenn f — f’ und g — ¢’ iiber je ein Objekt von N faktorisieren,

!

dann auch fg— f'¢g' = (f — f)g+ f'(9g — ¢'), wobei XHHYHLZ in A.
I g’

Die Axiome (Kat 1-4) vererben sich nun von A nach A/N.

Es ist e.g. jedes Objekt N € Ob N in A/N isomorph zu 0, da 1y — Ox n iiber N € Ob N
faktorisiert.

Wir haben einen Restklassenfunktor

A BERN N

(XLY) (X f—&—NullA’N(X,Y)‘ Y)

In der Regel schreiben wir unter Milbrauch von Notation f := f + Nully o (X,Y) fir
f .
X —Yin A

f
Wir schreiben auch f =y f' fiir Rf = Rf',i.e. fiir f—f" € Nully n(X,Y), wobei X — 1Y
in A. f

Bemerkung 115 Die Faktorkategorie AJN  ist eine additive Kategorie. Es ist

AL A/N ein additiver Funktor. Insbesondere ist 04 = 04/ . Ferner ist fir X, Y €
Ob A = Ob(A/N) das Objekt X &Y sowohl die direkte Summe in A als auch in A/N;

Inklusions- und Projektionsmorphismen in A/N werden von den entsprechenden Mor-
phismen in A reprdsentiert.

Beweis. Siehe Aufgabe 44.(1). o
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Bemerkung 116 (Universelle Eigenschaft Faktorkategorie)

Sei B eine weitere additive Kategorie.

(1) Ses A-Le B ein additiver Punktor so, dafp FN =~ 0 fiir alle N € ObN. Dann gibt
es genau einen additiven Funktor .A/NL B mit FoR=F.

A—L B

| 27

AJN

F
(2) Seien A%B additive Funktoren so, daff FN ~ 0 und GN ~ 0 fiir alle N € ObW\/.

Sei F -+ G eine Transformation. Dann gibt es genau eine Transformation F G

so, daff aX = aRX = aX fir X € Ob A.

AN
Beweis. Siehe Aufgabe 44.(2,3). Cf. auch Aufgabe 75. -

Beispiel 117

(1) Sei A := Z/16-mod C Z/16-Mod die volle additive Teilkategorie der endlichen
Z/16-Moduln. Sei N := Z/16-free C Z/16-mod die volle additive Teilkategorie der
Z/16-Moduln der Form (Z/16)%* fiir ein k > 0.

Es faktorisiert e.g.
(Z/AdZ/8 —~ <40> Z/8®Z/4) = (Z/ADZ/8 —~ <40) Z/16 ®Z/16 — <10> Z/8®Z/4) .

Also reprisentiert dieser Morphismus den Nullmorphismus in A/N. In anderen

Worten, es ist R (ég) =0, i.e. (40) =n 0.

Es ist Z/8 % 0 in A/N. Denn wiire dem so, so wiirde Z/8 —~ Z/8 iiber einen Modul
der Form Z/16%* mit a > 0 faktorisiern. Da die Reprisentanten der Matrixeintriage
eines Morphismus Z/8 — Z/16%* alle durch 2 teilbar sind, kann das nicht sein.

Es ist Z/16 ~ 0 in A/N. In A ist jedes Objekt isomorph zu einem der Form
(Z/2)% @ (Z/4)%2 @ (Z/8)% @ (Z/16)%™ mit a; > 0; cf. Aufgabe 16, §1.2.7.
Da Z/16 ~ 0 ist in der additiven Kategorie A/N, folgt, dafl in A/N jedes Objekt
isomorph zu einem der Form (Z/2)%* @ (Z/4)%* @ (Z/8)% ist mit a; > 0.
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Es ist A/N keine abelsche Kategorie; cf. Definition 120 unten. Denn in A/AN hat
e.g. der Morphismus Z/4 2, Z/4 keinen Kern; cf. Definition 118.(1) unten. Sei dazu

angenommen, es ist (Z/2)% @& (Z/4)%*2 @ (Z/8)%*s = Z/4 ein Kern. Dann ist
f ein Monomorphismus; cf. Bemerkung 119.(1) unten. Insbesondere ist das jeweilige
Kompositum mit einer Summandeninklusion ein Monomorphismus. Nun gibt es aber in
A/N keinen Monomorphismus von Z/8 nach Z/4, da alle solche Morphismen in A/N

von links durch Z/2 2. Z/8 annulliert werden. Also ist ag = 0. Ferner gibt es in
A/N keinen Monomorphismus von Z/2 nach Z/4, da alle solche Morphismen in A/A

von links durch Z/8 N/ /2 annulliert werden. Also ist a; = 0. Desweiteren sind die
£
einzigen Monomorphismen von Z/4 nach Z/4 die beiden Isomorphismen Z/4 =z /4,

da die anderen beiden Morphismen in A/AN von Z/4—2> Z/4 von links annulliert
werden. Wire nun as > 2, so giibe es einen nichtverschwindenden Morphismus von Z/4
nach (Z/4)®%2 der f in A/N von links annulliert — Matrixeintriige 1 an zwei Stellen,

sonst Nullen, geniigen dafiir. Da Z/4 S/ /4 selbst in A/N kein Monomorphismus ist,
ist as > 1; cf. Bemerkung 119.(3) unten. Insgesamt folgt a; = 0, az = 1, ag = 0 und,

daf f ein Isomorphismus ist. Dies aber widerspricht der Tatsache, dafl Z/4 2. Z/4
in A/N nicht verschwindet; cf. Bemerkung 119.(5,4) unten.

(2) Sei A := Z/4-mod C Z/4-Mod die volle additive Teilkategorie der endlichen

Z/4-Moduln. Sei N := Z/4-free C Z/4-mod die volle additive Teilkategorie der
Z/4-Moduln der Form (Z/4)®* fiir ein k > 0.

Wir haben die Funktoren Z/2-mod C— Z/4-mod N (Z/4-mod)/(Z /4-free) =:
A/N. Wir behaupten, dafi ihr Kompositum Z/2-mod LA/N eine Aquivalenz
ist.

In Z/4-mod ist jedes Objekt isomorph zu einem der Form (Z/2)®* & (Z/4)%" fiir
gewisse a, b > 0; cf. Aufgabe 16, §1.2.7. Da in A/N aber Z/4 ~ 0 ist, ist darin
auch (Z/2)%* @ (Z/4)%® ~ (Z/2)®?. Somit ist F dicht.

Sind X <X X' und Y 2~ V7 Morphismen in Z/2-mod, so haben wir folgendes kom-
mutative Viereck von Abbildungen.
Z/Q(Xa Y) s A/N(FXv FY)
Z/2(fvg)i \LA/N(Fvag)
22X Y") L N (FX' FY)
Dies gilt insbesondere fiir [somorphismen f und g. Nun ist in Z/2-mod jedes Objekt

isomorph zu einem der Form (Z/2)%* fiir ein a > 0. Um zu zeigen, da8 F' voll und
treu ist, geniigt es also zu zeigen, dafl die a priori surjektive Abbildung

2((Z/2)%°,(2/2)°") <~ 4n((Z/2)%,(2/2)%)

bijektiv ist. In anderen Worten, es geniigt zu zeigen, dal Null4 or((Z/2)%?, (Z/2)®%)
verschwindet. Nun ist aber fiir ein gegebenes b > 0 jeder Reprisentant eines Ein-
trags der Matrix zu einem Morphismus (Z/2)%* — (Z/4)®® durch 2 teilbar. Somit
verschwindet (Z/2)% — (Z/4)®® — (Z/2)®% in der Tat.



Kapitel 4

Abelsche Kategorien

Sei A eine additive Kategorie. Sei 0 ein darin gewéhltes Nullobjekt. Alle folgenden Objekte
und Morphismen seien aus A.

4.1 Kerne und Cokerne
Definition 118 Sei X 7+ Y gegeben.

(1) Ein Morphismus K '+ X heiBt Kern von f, falls i f = 0 und falls fiir jeden Mor-
phismus T XLy mit tf = 0 genau ein Morphismus T-'+ K mit i =t

existiert.

Ty

K—*.X
A

t
' /
It / O

T

(1°) Ein Morphismus Y —~ C heifit Cokern von f, falls fr = 0 und falls fiir jeden
Morphismus X oy T mit ft = 0 genau ein Morphismus C' Lo T mit rt! =t

existiert.
x—t .y .¢
‘ 31/
5 !
v
T

Cf. Bemerkung 39.

Oft spricht man auch verkiirzend von K resp. C' als von einem Kern resp. Cokern von f.

65
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Bemerkung 119 Sei X ey in A
(1) Ist K~ X ein Kern von X —~ Y, so ist 1 ein Monomorphismus.

(2) Sind K~ X und K’ -~ X Kerne von X L~ Y, so gibt es einen Isomorphismus

K' 2o K mit ki = i', eindeutig dadurch bestimmit.

(3) Es ist 0— X genau dann ein Kern von x 1. Y, wenn f ein Monomorphismus
15t.

(4) FEsist X X genau dann ein Kern von X . Y, wenn f =0.

(5) Ist K '+ X ein Kern von X L+ Y, und ist K’ % K ein Isomorphismus, dann ist
auch K' '« X ein Kern von X L+ Y.

(6) Sei Y e~ Z ein Monomorphismus. Ein Morphismus K~ X ist genau dann ein

Kern von X L+ Y, wenn er ein Kern von X 9. 7 st

Beweis. Zu (1). Seien TL? K mit ti = ti, also mit (¢t —#)i = 0 gegeben. Da 0f = 0, gibt
t 4 ~

es genau einen Morphismus 7T’ L+ K mit #i = 0. Also ist zum einen ¢ = ¢ — t, und zum

anderen ¢’ = 0. Es folgt ¢t — ¢ = 0.

Zu (2). Daif = 0, gibt es genau ein k mit ki’ = i. Da ¢ f = 0, gibt es genau ein &’ mit
k't =1'. Also ist kk'i = ki’ = i, wegen ¢ monomorph also kk’ = 1. Genauso folgt k'k = 1.
Zu (3). Sei zum einen f ein Monomorphismus. Es ist (OHX—f» Y) = (OL Y). Sei
ferner T —~ X mit ¢ f =0 =0f. Dann ist ¢t = 0. In anderen Worten, es gibt genau
cinen Morphismus 7 — 0 mit (7 — 0 — X) = (T — X). Also ist 0 — X ein Kern
von X L+ Y.

Sei zum anderen 0 — X ein Kern von X L+ Y. Seien Tt:X mit tf = ¢f. Dann ist

. R o

(t —t)f =0, also faktorisiert t — ¢ iiber 0 — X, i.e. t — ¢ = 0. Folglich ist f monomorph.
Zu (4). Sei f = 0. Es ist (X — X —>Y) = (X V). Sei T—+ X mit {0 = 0. Dann
gibt es genau einen Morphismus T X mit ¢1 = t, namlich ¢/ = t. Also ist X X
cin Kern von X —> Y.

Sei umgekehrt X 1+ X ein Kern von X 2+ Y. Dann ist 0 = 1f=f.

Zu (5). Esist (ki)f = 0. Ist tf = 0, so ist t = t'i = ({'k~')(ki) fiir ein ¢'. Eindeutigkeit
folgt aus ki monomorph.
Zu (6). Sei zum einen 7 ein Kern von f. Es ist i(fg) = 0. Ist t(fg) =0, soist tf = 0, und

somit gibt es genau ein ¢’ mit t = t'i.

Sei zum anderen 7 ein Kern von fg. Ausi(fg) = 0folgt if = 0.Ist tf = 0,s0ist t(fg) =0,
und somit gibt es genau ein ¢’ mit ¢ = t'i. o
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4.2 Begriff der abelschen Kategorie

Definition 120 Die additive Kategorie A heifit abelsch, falls folgende Bedingungen erfiillt

sind.
(Ab1)
(Ab1°)
(Ab2)
(Ab 2°)

Jeder Morphismus in A hat einen Kern.
Jeder Morphismus in A hat einen Cokern.
Jeder Monomorphismus in A ist ein Kern eines Morphismus in A.

Jeder Epimorphismus in A ist ein Cokern eines Morphismus in A.

Ist A abelsch, so wihlen wir fiir jeden Morphismus X ¥ in A einen Kern K f e

und einen Cokern Y =24 C #. Dies so, dal Ky = 0, falls f monomorph ist, und so, da8
C; = 0, falls f epimorph ist. Ferner so, daf (K; — X) = (X$ X) und (Y -2 Cy) =
(Y =+ Y), falls f = 0.

Beispiel 121

(1)

Sei R ein Ring. Es ist R-Mod eine abelsche Kategorie. Denn nach Beispiel 100 ist sie
additiv. Nach Bemerkung 39 hat darin jeder Morphismus Kern und Cokern, ndmlich
die gleichnamigen Standardkonstruktionen, welche wir auch wéhlen.

Zu (Ab2). Ist M JL N ein Monomorphismus darin, also injektiv, so haben wir
folgendes kommutative Diagramm.

M ! N —2~ Cokern f

Im f == Kernp

Mit Kern p — N ist daher auch M S+ N ein Kern von N —2+ Cokern f.

Zu (Ab2°). Ist M JL N ein Epimorphismus darin, also surjektiv, so haben wir
folgendes kommutative Diagramm.

Kern f —— M

N

Cokernt ——1Im f

N

Mit M —2~ Cokern ¢ ist also auch M —L+ N ein Cokern von Kern f— M.
Cf. Lemma 30.

Ist A abelsch, so auch A°.

Im allgemeinen ist (R-Mod)® aber keine Modulkategorie mehr. Um ein Argument zu skizzie-
ren, es ist in R-Mod der kanonische Morphismus vom Coprodukt ins Produkt monomorph,
aber i.a. nicht isomorph, in (R-Mod)® also epimorph, aber i.a. nicht isomorph.
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4.3 Homomorphiesatz

Sei A nun eine abelsche Kategorie.

Lemma 122 (Wechsellemma) Seien Z e X und 72y gegeben. Sei K —~ 7 ein

Kern von f. Sei L -2+ Z ein Kern von g. Es existiert folgendes kommutative Diagramm,
in welchem v ein Kern von jf und u ein Kern von ig ist.

M—=K

TN

L—4-7-9"y

N

X

Hierzu kann ein beliebiger Kern v von jf vorgegeben werden.

Beweis. Sei v ein Kern von jf. Da (vj)f = 0 und ¢ Kern von f ist, gibt es einen Morphis-

mus M — K mit ui = vj. Da vj monomorph ist, ist auch u monomorph.

Bleibt zu zeigen, dafl u ein Kern von 7g ist. Es ist uig = vjg = 0. Sei t mit tig = 0 gegeben.
Da j Kern von g ist, gibt es ein s mit sj = ti. Es ist sjf = tif = 0. Da v ein Kern von
7 f ist, gibt es ein w mit wv = s. Es ist wui = wvj = sj = ti, wegen ¢ monomorph also
wu = t. Die Eindeutigkeit von w beziiglich wu = t folgt aus der Monomorphie von .

Lemma 123 (Homomorphiesatz)

Sei X L+v gegeben. Sei i ein Kern von f. Seir’ ein Cokern von i. Seir ein Cokern von
f. Sei i’ ein Kern von r. Es gibt ein kommutatives Diagramm wie folgt.
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Cf. Lemma 30.
Beweis. Siche Aufgabe 47.(3). 5

Cf. auch die Aussagen in Aufgabe 47.(1,2), die ihrerseits wieder aus Lemma 123 folgen.

Bemerkung 124

(1)

Fiir alle X -1+ Y in A kénnen wir eine Faktorisierung
xLey) = (x L1, 4y

wdéhlen, in welcher f ein Cokern von Lf undf ein Kern von py ist.

Es heifit 15 das (gewéhlte) Bild von f.

Wiihle insbesondere id = id und id = id.

Wihle ferner Iy = 0.

Ist R ein Ring und XLy in R-Mod, so wdhlen wir Iy = Im f, f = fI™f und
f=idy|my-

Sei folgendes kommutative Diagramm in A gegeben.

4L

;! u / T
K/ ? X/ A/ v Y/ C/

Sei darin i ein Kern von uv, damit auch von u. Sei i ein Kern von u'v', damit auch
!/
von u’.

Sei darin v ein Cokern von uv, damit auch von v. Seir’ ein Cokern von u'v', damit
auch von v'.

Es gibt genau ein k mit ki’ = ix. Es gibt genau ein ¢ mit rc = yr'. Es gibt ein a mit
ua = zu' und av’ = vy, und jede dieser Gleichungen legt a eindeutig fest.

) u T
Ik : xl Jla iy Jle
v , P , P

K S X 4o A 4oy Lo

Sei uwv = u'v', seien u, u' epimorph, und seien v, v monomorph. Dann gibt es
einen Isomorphismus a mit ua = u' und av’ = v, eindeutig durch jede der beiden
Gleichungen festgelegt.
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Beweis. Zu (1). Dies folgt mit Lemma 123.
Zu (2). Die Aussage iiber k folgt aus (ix)(u'v") = iuvy = 0. Die Aussage iiber ¢ dual.

Zu a. Die Eindeutigkeitsaussagen folgen aus u epimorph resp. v monomorph. Zur Exi-
stenz. Nach Lemma 123 (oder Aufgabe 47.(1)) ist v" ein Kern von 7. Da vyr’ = vre =0,
gibt es ein a mit av’ = vy. Da (ua)v’ = uwvy = (zu’)v” und da v monomorph ist, folgt
ua = zu'.

Zu (3). Existenz und Eindeutigkeit des Morphismus a folgt mit (2), angewandt auf « = id
und y = id. Da «' epimorph ist, gilt das auch fiir a. Da v monomorph ist, gilt das auch
fiir a. Nach Lemma 123 (oder Aufgabe 47.(2)) ist a also insgesamt ein Isomorphismus. o

4.4 Exakte Sequenzen

Sei A weiterhin eine abelsche Kategorie.

Definition 125 Sei X' —~ X —~ X" in A gegeben.

(1) Es heifit (i,7) eine kurz exakte Sequenz, falls i ein Kern von r und r ein Cokern von ¢
ist.
Aquivalent hierzu ist (,7) kurz exakt, falls i monomorph ist und 7 ein Cokern von i.
Denn nach Lemma 123 (oder Aufgabe 47.(1) ) ist diesenfalls ¢ auch ein Kern von r .

Ebenfalls dquivalent hierzu ist (i,r) kurz exakt, falls i ein Kern von r ist und r
epimorph.

(2) Es heifit (i,7) eine linksexakte Sequenz falls i ein Kern von r ist.

(2°) Es heiit (i,7) eine rechtsexakte Sequenz, falls r ein Cokern von 17 ist.

0
Beispiel 126 Seien X, Y € ObA. Esist X 49 x oY @» Y kurz exakt. In der Tat

ist (10) ein Kern von (7). Denn zum einen ist (10) (1) = 0. Zum anderen, ist (st) () =0,
dann ist (st) = (s0) = s(10), und s ist dadurch auch eindeutig festgelegt. Dual ist (9)
ein Cokern zu (10).

Solche Sequenzen, und die als Diagramm isomorph zu solchen, heiflen split kurz exakt.
Vgl. Aufgabe 51.(2).

Beispiel 127 Sei R ein Ring. Sei in der abelschen Kategorie R-Mod die Sequenz
X'+ X -+ X" gegeben.

In R-Mod stimmen die beiden Begriffe der linksexakten Sequenz aus den Definitio-
AIm ¢

nen 47 und 125 iiberein. Denn ist (4,7) linksexakt im alten Sinne, so ist X i =

Kernr, also ¢ im neuen Sinne auch ein Kern von r; somit ist (¢,7) auch im neuen Sinne
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linksexakt. Ist umgekehrt (7,7) im neuen Sinne linksexakt, so haben wir eine Faktorisie-

~

rung (X'~ X) = (X’ = Kernr —~ X), und also ist Imi = Kernr; da auch noch i
injektiv ist, ist somit (¢,7) auch im alten Sinne linksexakt.

In R-Mod stimmen die beiden Begriffe der rechtsexakten Sequenz aus den Definitio-
nen 47 und 125 iiberein. Denn ist (i,r) rechtsexakt im alten Sinne, so ist X/Imi =

T - . . . .
X/Kernr—Y, wobei 7 : © + Im i+ zr, also r im neuen Sinne auch ein Cokern von
i; somit ist (¢,7) auch im neuen Sinne rechtsexakt. Ist umgekehrt (4,r) im neuen Sinne

rechtsexakt, so haben wir eine Faktorisierung (X —~ X”) = (X -+ Cokerni ~~ X"),
und also ist Imi = Kern p = Kernr; da auch noch r surjektiv ist, ist somit (z,7) auch im
alten Sinne rechtsexakt.

Insgesamt stimmen auch die beiden Begriffe der kurz exakten Sequenzen iiberein.

Definition 128 Sei A - B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien.

(1) Es heifit F' exakt, falls er kurz exakte Sequenzen in kurz exakte Sequenzen iiberfiihrt.

(2) Es heifit F' linksexakt, falls er kurz exakte Sequenzen in linksexakte Sequenzen
iiberfiihrt.

(2°) Es heifit F rechtsexakt, falls er kurz exakte Sequenzen in rechtsexakte Sequenzen
iiberfiihrt.

Ein linksexakter Funktor bildet auch jede linksexakte Sequenz (i,r) auf eine linksexakte
Sequenz (F'i, F'r) ab. Denn aus (i,7) und (7, p;;) kurz exakt folgt (Fi, F'7) und (F7, Fp;)
linksexakt; da insbesondere F'7 monomorph ist und Fr = (F7)(F7), folgt, daB (F, F'r)
linksexakt ist; cf. Bemerkung 119.(6).

Dual bildet ein rechtsexakter Funktor auch jede rechtsexakte Sequenz auf eine rechtsex-
akte ab.

Beispiel 129

(1) Sei X € Ob A.
Esist 4(X,—): A— Z-Mod linksexakt. Siehe Aufgabe 49.
Dual hierzu ist auch 4(—, X) : A° — Z-Mod linksexakt.

Cf. auch Lemma 52 fiir eine &hnliche Aussage in Moduln.

(2) Seien R und S Ringe, und sei g Mg gegeben. Dann ist gMg®— : S-Mod — R-Mod
S
rechtsexakt; cf. Lemma 60.(2).

Definition 130 Eine Folge

(*) o fi72 X’Z—l fifl X’L f@ Xi+1 fi+1
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Fi—1 £1
in A heifle lang exakte Sequenz, falls Ififlfﬂ* X f+> ;i kurz exakt ist fiir alle 1.

Bricht hierbei die Folge an einer Stelle ab, so denke man sie sich durch Nullobjekte ergénzt.

Aquivalent zur Faktorisierung (X* S x = (X! LA i~ X1 kann auch jede an-
dere Faktorisierung in einen Epi- gefolgt von einem Monomorphismus verwandt werden;
cf. Bemerkung 124.(3).

Fat man eine lang exakte Sequenz als Komplex auf im Sinne von Beispiel 94, so heifit
sie auch azyklischer Komplez.

Beispiel 131
(1) Ist A= R-Mod, so ist (x) lang exakt, falls sie an jeder Stelle exakt ist im Sinne von
Definition 47, i.e. falls Im f*~! = Kern f* fiir alle i € Z.

Denn ist (+) lang exakt, dann ist (fi=1, f1) stets kurz exakt, also Im f*~! = Im fi~! =
Kern f* = Kern f*, und somit ist (*) exakt an jeder Stelle.

Ist umgekehrt () exakt an jeder Stelle, so ist Tm fi1 = Im fi=! = Kern f! =
Kern f*, also (f*1, f) stets kurz exakt, und somit () lang exakt.

(2) Es ist fiir beliebig gegebene 7% € Ob A der Komplex

i ) = (...(?8)>Tz‘@Ti+1 (16) Ti+L g Tit2 (¥5)

(oL x4 i

i—1 o5
azyklisch, da Izi-1 L oxi T I kurz exakt ist, weil isomorph zur kurz exakten

0
Sequenz T QO i g pivt AU, i ; cf. Beispiel 126. Ein Komplex isomorph in

C(A) zu einem dieser Form heiit split azyklisch.

4.5 Diagrammlemmata

Sei A weiterhin eine abelsche Kategorie.

4.5.1 Umfangssequenzlemma

Lemma 132 (Umfangssequenzlemma) Sei ein komponierbares Paar von Morphis-
men (f,g) in der abelschen Kategorie A gegeben. Sei i ein Kern von f, sei j ein Kern von
fg und sev k ein Kern von g. Sei p ein Cokern von f, sei q ein Cokern von fg und sei r
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ein Cokern von g. Wir erhalten auf eindeutige Weise folgendes kommutative Diagramm.

M

C
NS
Y
N
L A X 19 A H D
E

R

Hierin ist die Sequenz
K—-—L-—M-—-—D-—+F

lang exakt.

Beweis. Die fragliche Sequenz existiert auf eindeutige Weise, wie man unter mehr-
facher Verwendung von Bemerkung 124.(2) und einer Komposition (M ﬂ’»C’) =

k
(M~ Y -+ C) erkennt. Zu zeigen ist ihre Exaktheit.

Schreibe h := fg. Zunéchst einmal tragen wir I, I;, und I, ein, samt den Faktorisierungen

f=/ff, h ="hh und g = gg. Bemerkung 124.(2), zweimal angewandt, gibt uns Mor-
a b — — . .

phismen Iy -1, und I, =1, mit fa = h, bg = h und ab = fg. Trage dann ¢, und

pp samt den gemiB Bemerkung 124.(2) induzierten Morphismen ein. Trage die gewéhlte

Faktorisierung von M PO iiber Iy, ein.

Da ¢, auch Kern von ab = fg ist, ist nach Lemma 122 der Morphismus K, - M ein

Kern von M —» C. Daher ist die Sequenz (K, , M, I,) kurz exakt.

Es ist i ein Kern von f und j ein Kern von h. Es ist ihh = ih = ifg =0, und also ih = 0.

Nach Lemma 122 ist also K —~ L ein Kern von L — I;. Genauso, nach Lemma 122° ist

If S I}, ein Cokern von L — I¢. Nach dem Homomorphiesatz, Lemma 123, ist L — K,

epimorph. Es folgt, dal die Sequenz (K, L, K,) kurz exakt ist.

Dual sind auch die Sequenzen (I, ,C, Cy) und (Cy, D, E) kurz exakt.
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Insgesamt ist mithin die fragliche Sequenz lang exakt.

\

L\;/ ~

4.5.2 Pullbacks und Pushouts

Sei

(%) .| o |y
X —=Y

ein kommutatives Viereck in der abelschen Kategorie A. Sei
f/
X (= f) X/@Y (7?1) Y/

seine Diagonalsequenz. Kommutativitit des Vierecks (x) bedeutet gerade, dal darin
() (L) = 0 ist.

Wir haben folgendes kommutative Diagramm.

f/
X (:Ef) X/@Y <7y) Y/
| )
JA o 4) v
DY Y

Daf das erforderliche Vorzeichen in der Diagonalsequenz ausgerechnet vor y steht, spielt
also keine grofie Rolle.
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Definition 133

(1) Esist das kommutative Viereck (x) ein Pullback, falls es fiir alle s und ¢ mit sf’ = ty
genau ein v mit ur = s und uf = t gibt. Ein Pullback kann mit einem Haken wie
im folgenden Diagramm als solcher gekennzeichnet werden.

(1°) Es ist das kommutative Viereck (x) ein Pushout, falls es fiir alle s und ¢t mit fs = xt
genau ein u mit yu = s und f'u = t gibt. Ein Pushout kann mit einem Haken wie
im folgenden Diagramm als solcher gekennzeichnet werden.

x—t.y

(2) Ein Viereck, das sowohl Pullback als auch Pushout ist, heiit (bicartesisches) Qua-
drat. Es kann graphisch durch ein kleines Quadrat als solches gekennzeichnet werden.

Sei i ein Kern und r ein Cokern von f. Sei ¢’ ein Kern und ' ein Cokern von f’. Gem#$
Bemerkung 124.(2) gibt es in A eindeutige Morphismen k mit ki’ = iz und ¢ mit rc = yr’.

K—4-x-1.yv_ 1.0

(**) kl xl ly lc
K/ 4./9_ X/ ? Y/ 4'?_ C’/

r

Lemma 134 (Kern-Cokern-Kriterium)
Fiir ein kommutatives Viereck (X, X', Y,Y") wie in (%) sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Es ist das Viereck (X, X', Y,Y") ein Pullback.

(= (%)

(2) Es ist die Diagonalsequenz X I X oy U Y linksexakt.

(3) In einer Vervollstindigung wie in (xx) ist k ein Isomorphismus und ¢ ein Mono-
morphismus.
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(4) In jeder Vervollstindigung wie in (xx) ist k ein Isomorphismus und ¢ ein Mono-
morphismus.

Insbesondere gibt es dank (2) = (1) fir Morphismen X' vy in A stets eine
Vervollstindigung zu einem Pullback.

Zum Beispiel ist das Viereck (K, ,I; M,Y") aus dem Beweis zu Lemma 132 ein Pullback;
ferner ist (L, X, K, ,Iy) ein Quadrat und (L, X, M,Y’) ein Pullback.

Beweis.
Ad (1) = (2). Sei T 89 X' @Y mit (st) (_f;) = 0 gegeben. Dann ist sf’ = ty. Also gibt

es genau ein T — X mit uz = s und uf = t, i.e. mit u (= f) = (st).

Ad (1) < (2). Seien Morphismen T'—2» X’ und T'—» Y mit sf’ = ty gegeben. Dann ist
(st) (L) = 0. Also gibt es genau ein 7 —~ X mit u(=f) = (st), i.e. mit ur = s und
uf =t.

Insbesondere gibt es, wie behauptet, fiir Morphismen X’ Ly Y ¥ eine Vervollstindi-

gung zu einem Pullback — man verwende einen Kern von ( ,f;)

Ad (2) = (4). Wir wenden das Umfangssequenzlemma auf (10) () = f” an; cf. Lem-
ma 132. Schreibe h := —yr’. Wir erhalten die lang exakte Sequenz

KA x Loy ooag, .
()

Hierin ist j durch j (= f) = 4’ (10) charakterisiert, i.e. durch jz =4 und jf = 0. Es ist
kj =i,da kj(=f) = (ko) = (i0) = i («f). Da j und i beide Kerne von f sind, ist k
gem#B Bemerkung 119.(2) ein Isomorphismus. Da 7 und A beides Cokerne von f sind, gibt
es gemifl Bemerkung 119. (20) einen Isomorphismus d mit rd = h. Es ist (—d)h = ¢, da
r(— d)h — —hh = —h = yr’ = re. Da —d ein Isomorphismus und A ein Monomorphismus
ist, folgt die Monomorphie von c.

<)//{\\\ -
10)\

,r,/

ko
<

|
/. b
/ \%(

Ad (4) = (3). Es gibt dank Bemerkung 124.(2) eine Vervollstindigung wie in ().
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Ad (3) = (1). Trage in (%) einen Pullback (P, Y, X’ Y’) ein, cf. Diagramm unten. Wir
erhalten einen Morphismus X —» P mit wu = z und wv = f. Es ist zu zeigen, dafl w
ein Isomorphismus ist; cf. (1) < (2) und Bemerkung 119.(5). Es geniigt zu zeigen, dafl

K, ~ 0 und C,, < 0; cf. Homomorphiesatz, i.e. Lemma 123.

Unter Verwendung der bereits bekannten Implikation (1) = (3) und Bemerkung 119.(5)

finden wir einen Kern j von P —~ Y mit ju = 7' und einen Monomorphismus C, e
mit p, ¢ = yr’. Es ist kj = iw, da kju = ki’ = iz = iwu und kjv =0 =if = iwv, und da
(uv) monomorph ist; beachte hierzu, da§ (1) = (2) bekannt.

Wir wenden das Umfangssequenzlemma auf wv = f an; cf. Lemma 132. Wir erhalten eine
lang exakte Sequenz

e m d
K, - K 2 K ¢, ™ ¢ S ¢, .
mit ei = 1, und ¢ = jp,, und p,m = vr und rd = p, . Es folgt rdé = p,¢ = yr’ = rc, und
folglich d¢ = ¢. Mit ¢ ist somit auch d monomorph. Insgesamt ist d ein Isomorphismus; cf.

Aufgabe 47.(2). Da 1 ein Kern von d ist, ist I, ~ 0; cf. Bemerkung 119.(3,2). Da ¢ ein
Cokern des Isomorphismus k ist, ist I, ~ 0; cf. Bemerkung 119.(3°,2°). Die kurz exakte

Sequenz I, -~ Co -+ 1, zeigt also, daf§ 0 —=~1, —f,» Cy ; cf. Bemerkung 119.(4, 2).

Ferner ist e ein Kern des Isomorphismus &, und also K,, ~ 0; cf. Bemerkung 119.(3,2).

K, C,
X RN
K i X ! Y : C

/

Y’ | C’

Korollar 135 Betrachte wieder das kommutative Viereck (X, X', Y,Y") aus (%) und eine
Erginzung wie in (xx).

(1) Das Viereck (X, X', Y,Y") ist genau dann ein Quadrat, wenn k und ¢ Isomorphismen
sind.

(2) Sei (X, X")Y,Y’) ein Pullback. Es ist f'" monomorph genau dann, wenn f dies ist.
Ist ' epimorph, so auch f.

(3) Ist das Viereck (X, X', Y,Y") ein Pullback und ist f' epimorph, so ist es ein Quadrat.

Cf. Aufgabe 52.(6).
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4.5.3 Schlangenlemma
Lemma 136 (Schlangenlemma) In A sei

X e X e X

Al

e e
ein Morphismus von Sequenzen, i.e. seien beide Vierecke im vorstehenden Diagramm kom-
mutativ; sei (X', X, X") rechtsexakt und (Y',Y,Y") linksexakt. Seien i' ein Kern und r’
ein Cokern von f'. Seien i ein Kern und r ein Cokern von f. Seien i" ein Kern und r”
ein Cokern von f".
Dann gibt es eine lang exakte Sequenz

K, - K' -° K P. k" 20 o 2 0 5 o A

mit ai = i'm, Bi"’ =ip, r'd = nr und re = qr”.

Eine Charakterisierung des Konnektors v wird sich aus der Konstruktion ergeben. Cf.
auch Aufgabe 59.

Beweis. Wéhle einen Pushout (X', X, Y’ T, cf. untenstehendes Diagramm. Wir erhalten

einen Morphismus 7 —— Y mit uv = f und av = n. Mit n ist auch @ monomorph. Nach
Lemma 134° gibt es einen Cokern b von a mit ub = p.

Es ist das Viereck (T, X”)Y,Y"”) kommutativ, i.e. es ist bf” = vg. Denn zum einen ist
u(bf”) = pf" = fq = u(vg); zum anderen ist a(bf”) = 0 = ng = a(vq); ferner ist (_g)
epimorph nach Lemma 134°. Gemifl Lemma 134 ist (7, X”,Y,Y") ein Pullback.

Da (X', X, Y’ T) ein Pushout ist, gibt es einen Epimorphismus «; mit aq¢, = ¢'m ; ferner
gibt es einen Cokern p von u mit ap = r’; cf. Lemma 134°.

7

Da (T, X",Y,Y") ein Pullback ist, gibt es einen Monomorphismus g5 mit p,eo = ¢r”;
ferner gibt es einen Kern A von v mit Ab =" ; cf. Lemma 134.
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Eine Anwendung des Umfangssequenzlemmas, Lemma 132, auf uv = f gibt eine lang

exakte Sequenz
a2

K, o~ K 2 k" 2. ¢ 2 ¢
mit agi = 1y, BN =1tu, ¥y = A\, pd = vr und re; = p, .
Setze v := ajap und € := 19 . Anfiigen der kurz exakten Sequenzen (¢, , 1) und (€2, p.)

gibt die behauptete lang exakte Sequenz. Denn es folgt ai = ajasi = aqt, = i'm und
Bi" = BAb = iub = ip und r'0 = aud = avr = nr und re = rejey = pyeg = qr’.

4.6 Projektiv und injektiv

Sei A weiterhin eine abelsche Kategorie.
Definition 137 Sei X € Ob A.

(1) Es heiBt X projektiv, wenn 4(X,—) : A—Z-Mod exakt ist.

(1°) Es heifit X injektiv, wenn 4(—, X) : A° — Z-Mod exakt ist.
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Cf. Definition 63.

Bemerkung 138 Sei X € Ob.A gegeben. Da 4(X,—) gemédfl Beispiel 129, i.e. Auf-
gabe 49, linksexakt ist, ist X projektiv genau dann, wenn (X, —) Epimorphismen in
Surjektionen iiberfiihrt.

In anderen Worten, es ist X projektiv genau dann, wenn fiir alle Epimorphismen Y Sy
und alle X — Y” ein X — Y mit ur = v existiert.

X

Hu l”
e

Y 47',_> Yy

Definition 139

(1) Es hat A geniigend Projektive, wenn es fiir alle X € Ob.A einen Epimorphismus
P —+~ X gibt mit P € Ob A projektiv.

(1°) Es hat A geniigend Injektive, wenn es fiir alle X € Ob.A einen Monomorphismus
X —— [ gibt mit I € Ob A injektiv.

Beispiel 140

(1) Sei R ein Ring. Es hat R-Mod geniigend Projektive und geniigend Injektive; cf.
Bemerkung 64.(4) und Satz 68.

(2) Sei k > 2 eine Primpotenz. Es hat Z/k-mod, die volle Teilkategorie der endlichen

Z/k-Moduln in Z/k-Mod, geniigend Injektive und geniigend Projektive; cf. Aufga-
be 54.(4).

Bemerkung 141 Seien X, Y € ObA. Esist X ®Y projektiv genau dann, wenn X und
Y projektiv sind.

Beweis. Sei S —+T in A gegeben. Wir haben folgendes kommutative Viereck in Z-Mod.

(A(é(,u) A&u))l lA(Xan,u)
AX D)@ 4V, T)—= 4(X @Y, T)

Hierin ordnen die horizontalen Isomorphismen einem Paar (f,g) die Matrix (g) zu. Also

ist 4(X @Y, u) genau dann surjektiv, wenn 4(X,u) und 4(Y,u) dies sind. o
Cf. Aufgabe 28.(1,2).

Insbesondere verfiigen wir iiber die volle additive Teilkategorie Proj A der projektiven
Objekte in A. Dual hierzu bezeichne Inj A die volle additive Teilkategorie der injektiven
Objekte in A.



Kapitel 5

Komplexe

Seien A, B und C abelsche Kategorien.

5.1 Indizes oben und unten

In Beispiel 94 wurde die Kategorie C(A) der Komplexe mit Werten in A definiert. Sei
hier nun noch als alternative Schreibweise fiir die Eintréige eines Komplexes X folgendes
eingefiihrt. Fiir i € Z schreiben wir auch X; := X" und d = df = d’"'. Es werde
ferner fiir einen Morphismus X ¥ von Komplexen auch (f;)icz = (f~%)icz geschrieben.
Ein Morphismus von Komplexen ist in dieser alternativen Schreibweise ein kommutatives
Diagramm

5.2 Homotopiekategorie

Es ist C(A) eine abelsche Kategorie; cf. Aufgabe 50.(2). Sei

Cspaz(A) © C(A)
die volle additive Teilkategorie der split azyklischen Komplexe; cf. Beispiel 131, Aufga-
be 51.(4).

Definition 142 Sei
K(-A) = C(A)/CSPaZ(A)

die Homotopiekategorie der Komplexe mit Werten in A; cf. Definition 114. Cf. auch
Aufgabe 55.

81
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Nach Konstruktion ist K(.A) eine additive Kategorie; cf. Bemerkung 115.

Es ist K(A) i.a. keine abelsche Kategorie, sondern eine sogenannte triangulierte Kategorie.
Cf. auch §7.3, insbesondere Beispiel 230.(1).

5.3 Induzierte Funktoren auf Homotopiekategorien

Sei AL+ B ein additiver Funktor. Wir haben einen Funktor [Z¥, AT [z%,7 LZX, B, wel-

cher X € Ob[Z*, Al nach F o X € Ob[lZX BI schickt, und f = (fi)iez : X — Y in
[Z* Al nach Fo f:= (Ffi)icz: FoX — FoY in [Z* BI. Intuitiv gesprochen ergibt
sich [Z*, F1 durch punktweises Anwenden von F.

(Fomy Foma)

Es ist [Z* F1 additiv, da F o0 ~ 0 und da Fo (X @®Y) FoX@FoY
isomorph ist fiir X, Y € Ob[Z* AT; beides, da es punktweise gilt; cf. Bemerkung 109,
Aufgabe 50.(1).

Da F Komposition und Nullmorphismen respektiert, schrankt [Z¥, F'T ein zu einem ad-
ditiven Funktor

CA) —= C(B)
X-Ly) — o) X-LY) = FX-LY) = FxFYy),

unter Milbrauch von Notation. Ausgeschrieben wird

d X, d X,'_H d . o Fd FXZ Fd FXH_I Fd
F le fi+1l — Fle Ffi+ll
d yi_d _yi+1_d_ Lo Pl pyi Pl pyivl _Fd_

Wegen der Additivitédt von F ist fiir X split azyklisch auch FX split azyklisch; denn aus

i1 . i+1
dx d dx

Xi Xi—l—l

folgt

.. @ FTt P FTirl @) FTitl o) FTi+2 @) -

0 2T(F7T1FTI’2)O ZT(Fﬂ'lFﬂ'Q)
0)

(0 (00 #(00
.. <1; F(T @ T+ <10)F(Ti+1@Ti+2) (102...

-
Fdi

FX? F X+l cees

. ,
Fd; Fdi
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cf. Bemerkung 112.

Somit schrinkt C(F) nun weiter zu einem Funktor Cg,a,(A) Cep e (F) Cepaz(B) ein. Die
universelle Eigenschaft der Faktorkategorie aus Bemerkung 116 liefert einen induzierten

additiven Funktor K(.A) K K(B), welcher sich in ein kommutatives Diagramm von
Funktoren

Copar(A) — C(A) > (A

Copaz(B) —— C(B) —— (B

einfligt; denn es wird X € Ob Cypa,(A) unter Ro C(F') abgebildet auf R(C(F)X) ~ 0, da
auch C(F)X azyklisch ist.

Es operiert K(F') auf Objekten und auf Repréisentanten von Morphismen wie C(F), i.e.
durch punktweises Anwenden von F'.

Esist K(14) = lg(g . Fiir additive Funktoren A -~ B-% C ist K(Go F) = K(G)oK(F).
(A)

5.4 Homologiefunktor

5.4.1 Auf Komplexen

Sei X in Ob C(A). Sei k € Z. Schreibe

7EX = Kae (Z wie Zykel)

78X = C e
X

H*X = 1

Lk P k—1
dX dX

P e
(H wie Homologie; hierbei ist Z*X —%~ X* L 7+ X)

Wir schreiben h% := Lak Pk 7k X —» 7¥ X und erhalten folgendes Diagramm.

H* X
5N
~ gkt - Jk
(%) Zklx X L 7kx ZkX —Xo ghtlx
k—1 dy! Xk d% Xkt

Da némlich d5 *d% = 0, faktorisiert d5 ' iiber Z¥ X, sagen wir als d% ' = ¢ Lk, - Da ferner
d§{2<p Lik = d’;Zdlj{l = 0, ist auch d’)“{ng = 0, weswegen ¢ iiber ZF"1X faktorisiert,
P = Py czl;(’l. Insgesamt ist also p i czl)“(’l Lik, = d’;;l. Wegen Epimorphie des ersten

und Monomorphie des dritten Faktors ist cZ’;(_l dadurch auch festgelegt.
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Wir wenden das Umfangssequenzlemma, Lemma 132, an auf dl)“{ld’}( = 0.

HF X
h h’
Rk, ~
VADS
pd’)ﬁ{l d, Lokt
X* .
d
0 XK+l X+l
Lok—1 Lok—1 p\dk\ /.{
d d X - d
7k=1Y X 7k+1x

Infolgedessen ist (p £ d*=1 | hk) rechtsexakt. Da p i epimorph ist, ist auch (d%1, k)
rechtsexakt. Dual ist (h% | d%) linksexakt.

Bemerkung 143 Es ist H*X ~ 0 fiir alle k € Z genau dann, wenn X azyklisch ist.

Beweis.

Sei zum einen H*X ~ 0 fiir alle k € Z. Aus H*X ~ 0 folgt (J]}(_l epimorph und cZ’;}
monomorph. Also ist d% isomorph fiir alle k € Z. Insbesondere ist d];’(_l La, monomorph,

und also die ohnehin rechtsexakte Sequenz (Z¥'X, X* Z*X) kurz exakt; cf. (). Da dies
fiir alle k € Z zutrifft, ist X azyklisch.

Sei zum anderen X azyklisch. Sei k£ € Z. Dann ist p di! auch ein Cokern des Kerns
d¥~1 von d% . Dual ist ¢ gi1 ein Kern des Cokerns d%™ von d% . Der Homomorphiesatz,

Lemma 123, liefert nun den Isomorphismus dk . Da h’)“( ein Kern von (f’)“( ist, folgt nun
HkX ~ (. o

5.4.2 Auf Morphismen von Komplexen

Das Diagramm (*) in §5.4.1 ist natiirlich in X. Dies bedeutet folgendes.
Seien X L+ Y —Lo W in C(A) gegeben Sei k € Z.
Nach Bemerkung 124.(2) gibt es Z¥X 22+ 7Y und 7hrix 20 gy eindeutig so, daf3

ZkX Xk Xk+1 Zk—l—lX

Zkfl fkl lf}c-kl \LZ}C-&-lf
Ldk dk Py k
ZkY RN Yk: Y. ch—i—l Zlc-f—ly
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kommutiert. Es folgt (Z*f)(Z*g) = Z*(fg), da (Zkf)(zkg)l/dl;v = (Zkf)bdigk = Ldlg{fkgk =

de;((fg)k = Zk(fg)bdzév . Ferner ist Z¥idx = idgx .
Dual ist auch (ZF+1f)(ZF1g) = ZF1(fg) und Z* " idx = idges y -
Wir haben also Funktoren

cA) — A
7k (X Lo y)
x-Ly)y £ 7(x-Loy).

Es kommutiert

~ dk
FX s 7hx
Zkfl lzk-&-lf
- dk
Yy s 7Yy
da R .
o (5 (T g = pyer di e fH7
— dl)c(karl
~

= fkde;A dzgf Lkt
= Pyt (ZFf)dy )t g -

In anderen Worten, es ist (d%)xyeonc(a) eine Transformation von Z* nach ZF!.

Zusammensetzen der definierenden kommutativen Vierecke von Z*f und von Z*f zeigt

die Kommutativitat von
Rk~
7kX s 7k X

zka/ J/Zkf
k

h -
7Y s 7kYy .
In anderen Worten, es ist (7%)xecobc(a) eine Transformation von Z* nach Z*.

k
Nach Bemerkung 124.(2) gibt es H*X T, gy eindeutig so, dafl

hk hk .
TEX kX e gk

Z’“fl kaJ/ izkf
Rk ik

7ky s HRY & 7Ry

kommutiert. Es folgt H*(fg) = (H*f)(H*g), da (H*f)(H*g)hk, = (H*f)hk(Z*g)

W (ZF £)(ZFg) = Wi ZF(fg) = H*(fg)hk, . Ferner ist H* idx = idyry .
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Wir haben so den k-ten Homologiefunktor

x-Lv) — BHX-LY)

erhalten. Gemaf Aufgabe 60 ist H* additiv.

Wir merken noch an, da wir alternativ auch H, := H™* fiir k € Z schreiben; cf. §5.1.

5.4.3 Auf der Homotopiekategorie

Bemerkung 144 Sei k € Z. Es gibt genau einen additiven Funktor H* : K(A) — A
(Mifsbrauch von Notation), der

C(A)

| N

K(A) — A,

HF

kommutativ macht.

Beweis. Nach Bemerkung 143 ist H*X ~ 0 fiir alle azyklischen Komplexe X € Ob C(A).
Insbesondere bildet H* jedes Objekt von Cepaz(A) auf ein Nullobjekt ab. Die universelle
Eigenschaft aus Bemerkung 116.(1) liefert die gewiinschte Faktorisierung. o

5.4.4 Die lang exakte Homologiesequenz

Sei X'+ X —Z» X" eine kurz exakte Sequenz in C(A) ; cf. Aufgabe 50.(2). Sei k € Z.

Das Schlangenlemma, Lemma 136, liefert aus

X/k—l k=1 Xk—l rk-1 X//k—l

k

Xk i Xk le Xk

_ _ k—
Pdl)c(/1$ pdl)c( 1$ $pdx"1

7hx i gk i gk

die Rechtsexaktheit der Sequenz (Z’%,Z’%); beachte, dafB ZFr wegen Komposition epi-
morph ist.

Dual die Linksexaktheit der Sequenz (Z*F+1i, ZF+1r).



Abermals das Schlangenlemma, Lemma 136, liefert nun folgendes Diagramm

5L (LA < L)' N U

l'l’;(, ’ R Ii?,];(,, gk
(2r)

Thx! 2 gkx 2

X/ CZI;( dAl)c(//
k41, k+1

Zk+1X/ Z ? Zk+1X Z r Zk+1X//

R G e

BN HE+L X7 HF+L HE X HF1p HEHL X

und zeigt folgendes

Lemma 145 (lang exakte Homologiesequenz)
Die Sequenz

HF—1y i) HFi
_

Hk—lX// ) Hk;Xl

HF+14

HFr k ok k41
H X/l (i,r) H + X/

HF X

15t lang exakt.

Sei nun ein Morphismus kurz exakter Sequenzen

X —= X X"
ﬂi fl lﬂ,
Y Y -y
in C(A) gegeben. Wir erhalten folgendes kommutative Viereck von Sequenzen,

7k ! 7k 7k N (dAI;(’ ’ CZI;( ’ (il}c(”) k+1vy/ 7k+1 k+1y 1
(ZFX', 7k X, 7k Xy XX gkt X gkl Y gk X
l(Zkalfl7 Zk+1f7 Zk+1f//)

(Zk+1yl’ Zk+1Y, Zk+1y//) ’

(Zkf/, Zkf, Zkf//)l

(ZFY', ZFY, ZFY™) @ & &)

v’ Ay s Ay

die linken beiden rechts- und die rechten beiden linksexakt; cf. §5.4.2.

87
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Bemerkung 146 Das Diagramm

k1 ,
He-1 _ (4,r) HF ( ) HF+14
A § L. (COECE (L RS {1 1500 CRRELLEY ; (Aa (R st
Hk'—l 1" Hk: / Hk: Hk 1 Hk:+1 ’
b1 fl akfl fJ/ k- fl & fl a fl k1
H s Hk-1y” () kv’ H H*Y Hs gky " 99 (3:9) k+1y?’ H

kommutiert.

Beuweis. Dies folgt aus Aufgabe 59 wegen (H* f/)h%, = k., (ZF f') etc. und hAF' (HFL f) =
(ZFL ) RET! ete. o

5.5 Auflésungsiquivalenz

Definition 147

(1) Sei die volle additive Teilkategorie K*(Inj.A) von K(.A) der injektiven Auflosungen
definiert durch

Ob K™ (InjA) := {I € ObK(A) : I' =0 fiir i < —1, I" injektiv fiir s > 0, H'I ~ 0 fiir i > 1} .

(1°) Sei die volle additive Teilkategorie K**(Proj.A) von K(.A) der projektiven Aufiésun-
gen definiert durch

ObK™(Proj A) := {P € ObK(A) : P, =0 fiir i < —1, P, projektiv fiir i > 0, H;P ~ 0 fiir i > 1} .

res wie resolution, engl. fiir Auflésung.

Sei I € Ob K™ (Inj .A). Wegen H*I ~ 0 ist der Morphismus Z*~11 4, 7FT epimorph st fiir
k =1 und ein Isomorphismus fiir & > 2; cf. §5.4.1. Also ist (ZF=11, 151 ZF]) kurz exakt
fiir kK > 1. Ferner ist (HI,Z°I,Z 1) = (H°I, I°, Z'I) kurz exakt; beachte Pa-r = 1po.

NO NO

I 2
o

HOT

NN N /\

04707 IO%ZI Z[%Z2 ZQI»Z3I Z3I$---

AR YA YA WA Y




89

Bemerkung 148 Sei X € Ob C(A) azyklisch. Sei J € ObC(Inj A) C Ob C(A). Gebe es
ein £ € Z mit J' =0 fir alle i < (. Es ist Homg)(X, J) = 0.

Beweis. Sei X L+ J in C(A) gegeben. Wir haben zu zeigen, dafl f in K(A) einen Null-
morphismus reprasentiert. Ohne Einschrankung ist £ = 0.

Da (X', X% 7Z'X) rechtsexakt ist und da df® = 0, faktorisiert (X° i JO) =
(X0 =~ MLTIX J9). Da Z'X ¢~ X' monomorph und J° injektiv ist, faktorisiert wei-
ter (Z'X — J°) = (Z'X 4+ X' "4 JO). Halten wir fest, daB f° = pydtqh' = dh'.

Da (X° X', 7Z2X) rechtsexakt ist und da d(f' — h'd) = df' —dh'd = f°d — f°d = 0,
faktorisiert (X! fowd JH = (X! L) g JY). Da 72X abd—>X2 monomorph und

J! injektiv ist, faktorisiert weiter (Z*X — J') = (Z°X -~ o x2 J'). Halten wir fest,
daB f' = h'd + padigh® = h'd + dh?.

Da (X', X?,Z*X) rechtsexakt ist und da d(f*—h*d) = df* —dh*d = f'd— f'd+h'dd = 0,
faktorisiert (X? LN J?) = (X? HLTIX J?). Da Z3X -~ X® monomorph und

J? injektiv ist, faktorisiert weiter (Z3X — J?) = (Z3X -4 X3 n J?). Halten wir fest,
daB 2 = h2d + pgdiqgh® = h*d + dh3.

Ust.

X = X0 — e ZlXH—>X1 b ZQX—O—>X2 pad Z3X—o—>X3
0 Jo y J! - 72 : s

Mit A* := 0 fiir £ < 0 wird also f* = h*d + dh¥*! fiir alle k € Z. Es zeigt nun Aufga-
be 55.(1), daf f in K(A) einen Nullmorphismus reprisentiert. -

Lemma 149 (Auflésungsiquivalenz) Habe A geniigend Injektive. Es ist

0 res H
Kres(Inj A) M A
0
x-Ly) —— @x L aoy)

eine Aquivalenz.

Bewezs.

Vorbemerkung. Seien I, J € ObK™(Inj.A). Sei I —%~ J ein Morphismus von Komplexen,
also ein Représentant eines Morphismus in K*(Inj.A). Aus (IOLZOI) = (I=1I),
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dito fiir .J, folgt, daB Z°% = ¢°. Insbesondere ist H'g durch (H%g)h% = h9(Z%) = h9¢°
charakterisiert. Ende der Vorbemerkung.

Wir haben zu zeigen, dafi H°

Dicht. Sei X € Ob.A gegeben. Wihle eine kurz exakte Sequenz X —s I° —~ B° mit
I° injektiv. Wihle eine kurz exakte Sequenz B° —e- I' —+~ B! mit I' injektiv. Usf. Sei
(I* N M) = (I* -+ B* -~ [*1) fiir k > 0. Wir erhalten einen Komplex

Kres(Inj 4) dicht, voll und treu ist; cf. Lemma 96.

[ o= (00— 2 4

Es ist I eine injektive Auflosung. Denn fiir & > 1 kann Z*I L isomorph durch
B!l s I¥ und I¥ Lk isomorph durch I* —+~ B* ersetzt werden; somit ergibt sich
dort (Z*1 15w 7Ky = (ZF] =+ B! e [¥ 4+ B =+ ZF]) = 0 und mithin H*T ~ 0.
Ferner sind sowohl (H°I, 19 ') als auch (X, I°, I'') linksexakt, und somit HT ~ X.

Voll Seien I, J € Ob Kres(lnj ./4) und HO]L HOJ gegeben' er haben ein Ii, J mit
f = H% zu konstruieren.

Da HOJ . [0 monomorph ist und J° injektiv, gibt es eine Vervollstindigung mit ei-
nem Morphismus 199 J9 zu einem kommutativen Viereck (H°I, 1° H°J, J9). Mit-
tels Bemerkung 124.(2) gibt es eine Vervollstiandigung zu einem kommutativen Viereck
(19,711, J°, 71.)).

Da Z'T - I' monomorph ist und J! injektiv, gibt es eine Vervollstandigung mit ei-

nem Morphismus I* 9 J! u einem kommutativen Viereck (Z'I, 1,7, JY). Mittels
Bemerkung 124.(2) gibt es eine Vervollstindigung zu einem kommutativen Viereck
(I, 721, JY,72J).

Da Z2I - I? monomorph ist und J? injektiv, gibt es eine Vervollstandigung mit ei-

nem Morphismus [ 2 %, J2 yu einem kommutativen Viereck (Z21,1%,7%J, J?). Mittels
Bemerkung 124.(2) gibt es eine Vervollstdndigung zu einem kommutativen Viereck
(I?,731,J%,73J).

Usf.
M7 Sp gy o gy o Mgy
fi goé g' g
\ v Y N Y v
HOJ —o> JO i 71 e J s 2] o J2 i 73] e
1y d z pad ta pad .

Nach Vorbemerkung folgt (H%g)h% = h9° = fh% und also Hg = f. Somit reprisentiert
g ein Urbild von f unter HY

Kres (IHJ A) .
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Treu. Dank der Additivitdt von H° aus Aufgabe 60 geniigt es zu zeigen, daB fiir einen
Reprisentanten I —2~.J eines Morphismus in K™(Inj.4) mit H’g = 0 bereits g einen
Nullmorphismus repréasentiert; cf. Bemerkung 111.

Nach Vorbemerkung ist 29¢g° = (H%g)h% = 0. Also faktorisiert g in folgende Morphismen
in C(A).

0 0 Uy

L,

d
i s )—-HOJ S0 14

N

0 Jo_d. g d

Hierbei ist der mittlere Komplex azyklisch wegen (HOI,[° Z°T) kurz exakt und
(ZF=L, 1%L ZFT) kurz exakt fiir k& > 2.

Dank Bemerkung 148 reprisentiert zweiterer einen Nullmorphismus in K(A). Also re-
préasentiert auch g einen Nullmorphismus in K(A), und somit auch in K™(Inj.A). o

Ohne den Ubergang zur Homotopiekategorie hitte man Treuheit nicht zeigen kénnen.

Definition 150
(1) Hat A geniigend Injektive, so wéhlen wir einen Funktor A e K*(Inj.A) mit
HO|jres (1nj 4 © IRes =~ id und IRes oH® |ires(1nj 4y =~ id, was dank Lemma 149 moglich
ist.

Als Aquivalenz ist IRes additiv; cf. Aufgabe 56.(2, 4).

Unter MiBbrauch der Bezeichnung schreiben wir dann auch (A%» K(A)) =

(A 2 Kres(Inj A) . K(A)).

(1°) Hat A geniigend Projektive, so wihlen wir einen Funktor AT K (Proj.A)
mit Ho|gres(proj.4) © PRes >~ id und PRes oHg|gres(proj.4) ~ id, was dank Lemma 149°

moglich ist.

Als Aquivalenz ist PRes additiv; cf. Aufgabe 56.(2,4).

Unter MiBbrauch der Bezeichnung schreiben wir dann auch (A oo K(A)) =

PRes

(A PBS Rres(Proj A) . K(A)).

Um IRes X fiir X € ObA bis auf Isomorphie zu berechnen, verwenden wir folgende
Bemerkung, sowie die Argumente in Lemma 149 fiir die Dichtheit und die Vollheit.
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Bemerkung 151 Habe A geniigend Injektive.

(1) Sei X € ObA. Sei I € ObK™(Inj.A). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Esist I ~IRes X in K™ (Inj.A).
(ii) Esist H'T ~ X in A.
(iii) Es gibt eine linksexakte Sequenz X —ev I° Ny

Diesenfalls heifit I eine injektive Auflosung von X .

(2) Sei X Loy in A. Sei I -2+ J ein Reprisentant eines Morphismus in K (Inj.A).
Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Esist (I -2~ J) isomorph zu IRes(X R Y) als Diagramme in K™ (Inj A) (*).
(i) Es ist HO(I -2~ J) isomorph zu (X —L~Y) als Diagramme in A (*).

(iii) Es gibt ein kommutatives Diagramm
X0t
fl g“l gli
Y —es JO L S

mit (X, 1°, 1Y) und (Y, J°, J') linksexakt.

Diesenfalls heifit (I -2~ J) eine injektive Auflosung von (X . Y).

Cf. auch Bem. 90. Dual hierzu die Begriffe der projektiven Aufiésung von Objekten und
Morphismen.

Beweis. Es kann (1) als der Spezialfall von (2) mit f = id und g = id angesehen werden.
Zu (2).

(i) = (ii). Sei (I £~ J) isomorph zu IRes(X 4, Y). Dann ist H’(1 £~ J) isomorph zu
HO IRes(X L+ V), was wiederum isomorph zu (X —L» Y) ist.

),
(ii) = (i). Sei HO(I -~ J) isomorph ist zu (X S, Y). Dann ist IRes(X S, Y') isomorph
zu [Res HO(1 2~ J

(i) < (). (°). Bs ist HY(I-%~J) isomorph zu Z°(1-%~J), also zu ei-
nem Kern von (0%~ J°) — (I* iy ). Und es gibt eine linksexakte Sequenz
(X =N Y) — (I° <, JO) — (I! <, J') genau dann, wenn (X =N Y) isomorph zu
7°0(1 -2~ J) ist. .

4Le. in LAy, K™ (Inj.A)T resp. in LA, AT, wobei Ay = {0, 1}¥; cf. Aufgabe 37.(1); vulgo, es gibt ein
kommutatives Viereck mit den beiden in Frage stehenden Morphismen horizontal und zwei Isomorphismen

vertikal.
SWir argumentieren in der abelschen Kategorie LA, AT ; cf. Aufgabe 50.(2).

, was wiederum isomorph zu (I -2~ J) ist.
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Beispiel 152 Sei A = Z/16-mod ; cf. Aufgabe 54. Es ist

7/16 —>7/16 —>7Z/16 —>Z/16 —>— - - -

S DU DR S

7/16 —>17/16 —>7/16 —~7Z/16 =~ . ..

eine injektive Auflosung von Z /8 L.z /4, da wir ein kommutatives Diagramm

Z/8 —>17/16 —>7/16

L S

Z/4A—4>17/16 —=Z/16

mit linksexakten Zeilen haben.

5.6 Hufeisenlemma

Eine kurz exakte Sequenz U’ S U U in A st split kurz exakt, falls m eine Core-
traktion ist, oder, dquivalent hierzu, falls p eine Retraktion ist, oder, dquivalent hierzu,

0
falls die Sequenz U’ A gy isomorph ist zur Standardsequenz U’ 2 UaU"” <+1)> U

mittels eines Isomorphismus der Form (1y, a, 1y#); cf. Beispiel 126, Aufgabe 51.(2).

"

Eine Sequenz X' e X e X in C(A) heiit punktweise split kurz exakt, falls die Se-
quenz (i*, %) split kurz exakt ist fiir alle k € Z. Diesenfalls heifit i auch punktweise split
monomorph und r punktweise split epimorph.

Eine punktweise split kurz exakte Sequenz in C(.A) ist nicht notwendig split kurz exakt
in C(A), wie das Beispiel

Lo
0—=X=—X
} H J
X=—=X——-0
R

fiir ein X 2 0 in Ob A zeigt; vertikal durch Nullen ergéinzt zu denken. In der Tat ist der
linke Morphismus keine Coretraktion.

Punktweises isomorphes Ersetzen der Objekte des mittleren Komplexes zeigt, dafl eine
punktweise split kurz exakte Sequenz in C(A) isomorph ist zu einer, in welcher (i*, r¥)
eine Standardsequenz ist fiir alle k € Z.
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Lemma 153 (Hufeisenlemma) Habe A geniigend Injektive. Sei X' —er X = X" cine
kurz exakte Sequenz in A. Sei I' eine injektive Auflisung von X' ; wihle X' —+HI' in
A. Sei I" eine injektive Auflosung von X" ; wihle X" 2~ H°I" in A.

Es gibt eine punktweise split kurz exakte Sequenz I' Ay Ny C(A) mit einer wei-

teren injektiven Auflisung I und einem X —~HCI in A so, daf folgendes Diagramm
kommutiert.

Hop oy MO yyopm

L,O/TZ @TZ @”Tl

X e X s X"

Insbesondere ist , , . .
(I' e~ T~ 1") ~ IRes(X’ - X - X") .
als Diagramme in K(A).
Eine solche Sequenz I’ Ay Sy 1 heiffit auch injektive Hufeisenauflosung von
X e X = X beziiglich ' und ¢".

Dual der Begriff einer projektiven Hufeisenauflosung einer kurz exakten Sequenz in A.

Beweis. Sei ¢ := ¢'hY : X' —I"°. Es ist X' S 10— I linksexakt. Schreibe I’ fiir den

!

aus [' durch Ersetzung von 0 —I"* durch X’ “er I" entstehenden Komplex. Es ist [’
azyklisch, da H*J' = H*I' ~ 0 fiir k > 1, da
N _Q ~ A N e/ ~ A
(200 M0 201 = (200 e X S 10 A 70 = 0
und da H'I’ ~ 0 wegen ¢’ monomorph.

Sei ¢ == ¢"hY : X" —I"°. Es ist X" Sew "0 Lo [ Jinksexakt. Schreibe 1” fiir den

aus I” durch Ersetzung von 0 — I”® durch X" ~e— I"® entstehenden Komplex. Es ist /”
azyklisch.

Wir konstruieren untenstehende Sequenz von Komplexen, wobei die Komplexe horizon-
tal dargestellt werden und nach links durch Nullen ergénzt zu denken sind. Der obere
Komplex ist I’, der untere I”. Vertikal werden Standardsequenzen eingetragen.

Wir wollen Differentiale fiir den mittleren Komplex konstruieren.

Sei hierzu ¢’ gewihlt mit i¢’ = €/, moglich wegen ¢ monomorph und I injektiv. Trage
(¢re”) : X — 1" @ I'° ein. Setze die Differentiale des mittleren Komplexes als von der

Form d = <jk 2) Rk — [FHL g [T an fiir k > 0. Dann kommutieren alle Vierecke
im untenstehenden Diagramm, unabhiingig von der noch zu erfolgenden Wahl der w*.
Es muB nun w?: "™ — 1" so gewdhlt werden, daff (& re”) (jo 2) = 0, ie daB

¢d+re"w’ = 0. Da i(—é'd) = —€/d = 0, gibt es ein 0¥ : X" — "' mit r® = —é'd.
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Da ¢” monomorph und I'! injektiv ist, gibt es ein w® : I" — I'* mit e"w® = v°. Es folgt

re’w® = rv® = —¢é'd, wie gewiinscht.

Es muB nun w!:I" — 1" so gewihlt werden, dafl (d02> (d13> = 0, ie. daB
Od—i—dw =0. Da re’(—w’d) = é'dd = 0 und da (re”,d) rechtsexakt ist, gibt es ein

o' mit dv' = —w°d. Da d monomorph und I"? injektiv ist, konnen wir v* = dw1 faktori-
sieren. Insgesamt ergibt sich also dw! = ddw' = dv' = — Od, wie gewiinscht.

Es mufl nun w?: 1" — 1" so gewihlt werden, daf (;ﬁg) (u()iz 2) = 0, ie daf
w'd + dw? = 0. Da d(—w'd) = w’dd = 0 und da (d,d) rechtsexakt ist, gibt es ein v?
mit dv? = —w'd. Da d monomorph und I”® injektiv ist, kénnen wir v = dw? faktorisie-

ren. Insgesamt ergibt sich also dw? = ddw? = dv? = —w'd, wie gewiinscht.

Wie im letzten Schritt kann man fortsetzen.
X! A 770 d I d 172 d 13 d

z$ o (10)$ (jog) (10)$ (512) (10)$ (%3) (10)£ (d32)

X (&' re”) 70 D 70 I @ & 172 D 72 w 173 D I3 w

| (5)) o (5)) o)

X 8; 710 d )& d 72 d 73 d

Da nun I’ und I” azyklisch sind und die vertikal dargestellte Sequenz von Komplexen
kurz exakt ist, folgt die Azyklizitdt des mittleren Komplexes; cf. Aufgabe 61.(1). Insbe-
sondere wird aus diesem nach Ersetzen von X durch 0 eine injektive Auflosung, und es
ist (X, I @ 1", I'"" & I'"") linksexakt.

Schreibe e = (&re). Es sind (X', X, X") 2%, (o, 10, 10y @29 (pn 11 pny und

/ ?h’ h " . . .
(HOI", HOT HDI”) (B g hi) (I°, 10, 1"0) =25 @dd) (1", I', ") beide linksexakt. Also faktori-
siert (¢/, e, e”) mittels eines Isomorphismus iiber (A% , A9, h9,), und diese Faktorisierung
ist notwendigerweise von der Form

(6/7676”) - (‘:0/790’90 )(hl’> h h[”)

mit den gegebenen Isomorphismen ¢’ und ¢”. o

Der Name “Hufeisenlemma” rithrt von der Form des zu vervollstindigenden Diagramms
aus der gegebenen kurz exakten Sequenz (X', X, X”) und den gegebenen beiden injektiven
Auflésungen I, I" her.



Kapitel 6

Abgeleitete Funktoren

6.1 Abgeleitete Funktoren in einer Variablen

Seien A und B abelsche Kategorien. Sei A ", B ein additiver Funktor.

6.1.1 Definition
Definition 154 Sei k € Z.

(1) Habe A geniigend Injektive. Sei der k-te rechtsabgeleitete Funktor von F' definiert
als Kompositum

IRes K(F) HF

AR By = A k) X k) . B).

Es ist R¥F additiv; cf. Definition 150.(1), §5.3, Bemerkung 144.
Ist £ < —1, s0 ist R*F ~ 0.

(1°) Habe A geniigend Projektive. Sei der k-te linksabgeleitete Funktor von F definiert
als Kompositum

( L,F PRes K(F)

AL By = A4S k) B k(B) . B).
Es ist Ly [ additiv; cf. Definition 150.(1°), §5.3, Bemerkung 144.
Ist £ < —1, soist Ly F ~ 0.

Bemerkung 155 Habe A geniigend Injektive.

(1) Sei X € ObA. Um (R*F)X bis auf Isomorphie zu berechnen, kann man wie folgt
verfahren. Bestimme eine injektive Auflésung I von X; dann ist I ~ IRes X in
K(A); cf. Bemerkung 151.(1). Es folgt

(RFF)X = H*K(F)IRes X ~ H"K(F)I .

96
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(2) Sei X ¥ in A Um (RFF)(X N Y') bis auf Isomorphie zu berechnen, kann man
wie folgt verfahren. Bestimme eine injektive Auflésung (I -2~ J) von (X N Y);
dann ist (1 2~ J) ~ IRes(X N Y') als Diagramme in K(A) ; cf. Bemerkung 151.(2).
Es folgt

(R*F)(X L+ Y) = HFK(F)IRes(X L+ V) ~ H'K(F)(I -2~ ).
Definition 156 (Ext, provisorisch) Habe A geniigend Injektive
Seien X € ObA. Sei k > 0. Setze
Ext® (X, —-) := RFHomu(X,-) : A — Z-Mod .
Ist R ein Ring und A = R-Mod, so schreiben wir auch Ext% (X, —) := Exth (X, ).

Ext wie Extension, engl. fiir Erweiterung; cf. §7.1.5 unten.
Definition 157 (Tor, provisorisch)
Sei R ein Ring. Sei X € ObMod-R. Sei k > 0. Setze
Torf (X, —) = Lpy(X ® —) : R-Mod — Z-Mod .
R

Tor wie Torsion.

Diese Definitionen sind provisorisch, da Hom 4(—, =) und — ® = Funktoren in zwei Variablen

sind und nicht einzusehen ist, warum ausgerechnet in der zweiten Variablen abzuleiten sein
soll. Siehe Definition 171 und Beispiel 181 unten.

Beispiel 158 Sei A = Z/16-mod. Sei B = Z-Mod. Wir setzen Beispiel 152 fort und
wollen den Morphismus

Ext% (Z/8,1)

Ext%(Z/8,Z/8) Ext%(Z/8,7Z/4)

berechnen, i.e. wir wollen ihn isomorph durch einen in Standardform ersetzen.

Wenden wir 4(Z/8,—) auf die injektive Auflosung

7/16 —~7/16 —>>7/16 —~ 716 >~ - ..

£ DU N SR

7/16 —>7/16 —>7Z/16 —>Z/16 —— - - -

von Z/8 N/ /4 aus loc. cit. an und ersetzen isomorph, so erhalten wir

7)8—L2-7/82>7/8 257/8 2

R N T

Z)8—2~7/8—~7/82~7/8"
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Beachte hierzu, daB8 Z/8 =~ 4(Z/8,Z/16), z+— (1+—2z2). Fiir w € Z kommutiert da-
mit

Z/8 v Z/8

{ |

A(Z/8,7/16) A(Z/8,7/16) .

A(Z/8,w)

Auf diesen Morphismus von Komplexen ist nun H? anzuwenden. Bis auf Isomorphie er-
halten wir auf Z? und Z? folgendes.

7/8 7/2
AN

Z/3 Z/8 Z/8

1 Z/4 2 Z/4 1
S

Z/8 Z/8 Z/8

Bis auf Isomorphie ergibt sich also auf H? folgendes.

Z/8 —=7)2—4=17/2

L N

Z/4A—~7)2 —3=17/4

Also ist

Ext? (Z/8,1)

(Ext%(Z/8,Z/8) Ext’(Z/8,Z/4)) =~ (Z/2—~1Z7/2).

6.1.2 Eigenschaften

Seien A und B abelsche Kategorien. Habe A geniigend Injektive.
Sei AL+ B ein additiver Funktor.
Wihle id 4 —» H° o IRes.
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6.1.2.1 Der nullte Rechtsabgeleitete

Definition 159 Setze
./4 Konz C(A)

X 0 X 0
w o Co 7
Y 0 Y 0

wobei der Eintrag f an Position 0 sitze. Es ist Konz X der Komplex mit Eintrag X
konzentriert an Position 0.

Wir schreiben miibrauchlich auch (A Home, K(A)) = (A HRone C(A) =N K(A)).
Es ist H o K(F') o Konz = F'.

Definition 160 Habe A geniigend Injektive. Fiir X € Ob A definieren wir den Morphis-
mus von Komplexen

Konz X - IRes X
durch die Setzung

(Konz X)° UL (IRes X)9) = (X % HO(IRes X)"%% (IRes X)°)

Sei X —L+ Y in A gegeben. Werde IRes f in K(A) von g in C(.A) reprisentiert. Insbeson-
dere ist HO IRes f = H%g. Wir erhalten das kommutative Diagramm

~

fl HO IRes fl \Lgo
ho

Y —2 - HOTRes Y —5Y> (IResY)?

~

10
X X _ HO[Res X %X, (IRes X)°

in A, und folglich das kommutative Viereck

Konz X ~X> IRes X
Konz fl \LIRes f
KonzY —“~1IRes Y
in K(A), das zeigt, dafl e := (eX) xcob.a eine Transformation von Konz nach IRes ist.

Da (7. x > d) linksexakt ist, ist auch ((eX)°, d) linksexakt; cf. Vorbemerkung zum Beweis
von Lemma 149.

Bemerkung 161 Sei X € Ob A. Sei Y € ObC(A) mit Y* =0 fiir k < —1.
Sei Konz X —>~Y in C(A) gegeben.

0
Es ist H's genau dann ein Isomorphismus, wenn X —— Y° Y linksexakt ist.
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hy

Beweis. Es ist (Y0 4~ 70V) = (Y — Y°) und also HOY ~& Y0 —% V! linksexakt.
Nun ist A%,y = 1x und Z% = s°. Es folgt (Hs)hY = hQ (Z%s) = s°. Somit ist HOs
0

ein Isomorphismus genau dann, wenn auch X —» Y? ~% ¥ linksexakt ist. o
Bemerkung 162 Sei X € Ob.A. Es ist H(eX) ein Isomorphismus.
Beweis. Da ((eX)?, d) linksexakt ist, folgt dies mit Bemerkung 161. o

Definition 163 Habe A geniigend Injektive. Wir erhalten eine Transformation € von F
nach R°F vermdoge

(FX 5 (RUF)X) = (FX = H'K(F)Konz X <% HOK(F)IRes X = (R'F)X)
fiir X € Ob.A. Aus der Natiirlichkeit von e folgt die Natiirlichkeit von e.

Bemerkung 164 Habe A geniigend Injektive. Ist F' linksexakt, so ist F —~ROF eine
Isotransformation.

Beweis. Sei X € Ob A. Es ist zu zeigen, dafl eX = H°K(F)(eX) ein Isomorphismus ist.

GemiB Bemerkung 161 geniigt es zu zeigen, daB FX FleX) F(IResI)° % F(IResI)!
linksexakt ist. Dies folgt aber aus der Linksexaktheit von ((eX)° d), da F linksexakte
Sequenzen in ebensolche {iberfiihrt. o

6.1.2.2 Die lang exakte Sequenz

Lemma 165 Habe A geniigend Injektive. Weiterhin ist AL B additiv.

Sei X' > X = X" eine kurz exakte Sequenz. Wir konnen die folgende lang exakte
R*F-Sequenz konstruieren.

0 i 0 r
0 ROF) X O gopyx B (gopy xv
N 5?1',7‘);}7‘
1F)i LEYr
ey B jipy x B gy
L 6(11',7");F
s 2R x A (e x (B
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Beweis. Sei IRes X’ e~ -+~ IRes X” eine injektive  Hufeisenauflosung  von

X'+ X 1+ X" beziiglich aX’ und aX”; fir ein X -2~ H] kommutiert folgendes
Diagramm in A; cf. Lemma 153.

HO [Res X/ — 9 HOT H's 119 TRes X"
CYX/TZ (PTZ aX//Tz
X/ 7 X T X//

aX’l? oaXi/l aX”\LZ

HO [Res X/ —TUIResi_ [0 [Reg X — U IRS™ O [Reg X
Da HY

7Y+ TRes X mit H%) = o~} (aX). Dieser reprisentiert einen gleichnamigen Isomorphis-
mus in K(A), welcher in ein kommutatives Diagramm

Kres(Inj.4) €ine Aquivalenz ist, gibt es einen Morphismus von Komplexen

IRes X' — > ] —*  TRes X"

]

IRes X’ L TReg X BI [Res X7 |

in K(A) pait, wie eine Anwendung der Aquivalenz H°
vorigem Diagramm zeigt.

Beachte, dal K(F)v in K(B) ebenfalls ein Isomorphismus ist. Also ist auch H*K(F )1 ein
[somorphismus in B fiir £ > 0.

Kres(inj 4) und ein Abgleich mit

Da F additiv ist und IRes X’ -+~ I —i~ TRes X" punktweise split kurz exakt, ist
(F)s

C(F)IRes X’ e C(F)I il C(F)IRes X" eine punktweise split kurz exakte Sequenz

in C(B), insbesondere also kurz exakt; cf. Bemerkung 112, Aufgabe 51.(1). Darauf H* fiir

k > 0 angewandt, erhalten wir mit Lemma 145 die lang exakte Sequenz

0 — HOC(F) TRes X' 55 goc(p)1 90 100 ) TRes X 16056009 FIG(F) TRes X7 —
was dasselbe ist wie
: s o
0 —» HOK(F) IRes X' 80 poge(pryp HRE: | oy (g [Res X CE20) HIK (F) [Res X' —

und also, durch isomorphe Ersetzung entlang H*K(F)i mit dem jeweiligen & > 0, und
mit

k — Ak

Oimr = Ocwj.cws)
fiir £ > 0, die lang exakte Sequenz

OK(F)IResi
—_—

0 —» H°K(F) IRes X' 1K HOK(F) IResr

H°K(F)IRes X
was nur andere Bezeichnungen fiir unsere gesuchte Sequenz

ROF)i

0 —» (ROF)XI ( (ROF)X (ROF)T (ROF)X// 6?’%7‘);1? (RlF)X/ ...

sind. o

59
HK(F)IRes X" 1“2 H'K(F) IRes X' —
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Satz 166 Sei X' —v X —— X" ecine kurz exakte Sequenz in A.

(1) Habe A geniigend Injektive. Sei A L+ B linksezakt. Wir haben die Isotransformation
F —=+RF aus Bemerkung 164.

Wir erhalten die lang exakte Sequenz

. FX'— P _px T __pxr..
X
. (RlF)X/M> (RlF)Xm R'F)X"
. oL
(i,m); F
o (R2F)X/ @) (RZF)X M)

(1°) Habe A geniigend Projektive. Sei AL+ B rechtsezakt. Wir haben eine Isotransfor-

mation F <—LoF aus Bemerkung 164°.

Wir erhalten die lang exakte Sequenz

0 FX" Fr FX i FX' <. .
. 6(()i”r);F(€,X/)
o (LE)x <y x B ey X
T 5§i,r);F
C (LoR)xr D,y x e

Beweis. Zu (1). Ersetze in der lang exakten Sequenz aus Lemma 165 die erste Zeile
isomorph via F —» R°F'; cf. Bemerkung 164.

Zu (2). Die Konstruktion von 5,(5’”;1? erfolgt dual zu der Konstruktion von 5@ ».p 0 Lem-

ma 165. o

Bemerkung 167 Habe A geniigend Injektive. Weiterhin ist AL B additiv.
Sei

X 4. X s X

A

Xv A X r X//
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ein Morphismus kurz exakter Sequenzen in A. Dann kommutiert das folgende Diagramm.

(ROF)i (ROF)r (ROF)i

0 (ROF)X’ (ROF)X
l (ROF)f'i (ROF)fi (ROF)f”l (RlF)f/J/
0

~ 0 E - 0 7 - = o -
ROF)X - gopy X O (gopy g 0T (RIF) X

(ROF)X// ——————————— > RIF)X/

(ROF)i

In anderen Worten, es ist 5’(";,T);F((R’“+1F)f’) = ((R’“F)f”)éé‘%ﬂ;p fir k> 0.

Beweis. Wir verwenden die Notation aus dem Beweis von Lemma 165.

Sei TRes X’ +j>I —{+ TRes X" die in der Konstruktion der 5871"); » verwandte Hufeisen-

auflosung von X' X J—»X”; sei IRes X’ 3+ I —+ TRes X" die in der Konstruktion
der 5% P verwandte Hufeisenauflosung von X’ —ev X 1+ X" Sei TRes X' -“+ TRes X'

ein Représentant in C(.A) von IRes f’; sei [Res X" 9. TRes X" ein Représentant in C(A)
von IRes f”.

Nach Aufgabe 63 gibt es ein kommutatives Diagramm

IRes X' —d> ] —%+ TRes X"

T

TRes X' —4> [ —%>IRes X"
in C(A) ; verwende hierzu auf der linken Seite den Morphismus azyklischer Komplexe

(aX")h

N}, 0
0 xr & ines x; (IRes X')? —%> (IRes X')! —% - ..

l lf/ iglo igll
1 (aX)h

0 X' B X (IRes X)0 —%> (IRes X/)! —4 ... |

entsprechend auf der rechten Seite; sowie in der oberen Zeile die kurz exakte Sequenz von
azyklischen Komplexen

aX’)hO ,
X, ( ) IRes X (IRGS X/)O d (IRGS X’)l 4d> e

¢ hY

0
(l) X 10 d j g —
0

l'r’ lso lsl
(ozX”)iLO

X TRes X/ (IRes X”)O d (IRes X//)l _d . ,

entsprechend in der unteren.
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Anwendung von C(F') gibt das kommutative Diagramm

i C(F)s
S ar) -2 O (F) TRes X

C(F)IRes X’
C(F)g’l iC(F)Q iC(F)g"

~ i ~ C(F)s ~
C(F) TRes X'~ c(F) T - O(F) TRes X

mit punktweise split kurz exakten Zeilen. Bemerkung 146 gibt nun fiir £ > 0 das kommu-
tative Viereck

H*C/(F) IRes X" ey cere H*1C(F) IRes X'

H"’C(F)g”i . \LH’C‘HC(F)g’
. 0 - - ~

H*C/(F) IRes X" — 222009 HEHLC(F) IRes X/ |

was wegen HFC(F)g” = H*K(F)IRes f” = (R*F)f” und wegen HFIC(F)g =
HF K (F)IRes f' = (R*1F)f’ nur andere Bezeichnungen sind fiir das verlangte
kommutative Viereck

(RkF)X// (Z )i (Rk+1F)X/
(RkF)f//l . \L(Rk-‘rl F)f’
g N
(RFF) X" S0 (RFHF) X7

Das Argument aus dem Beweis zu Bemerkung 167 kann man auch verwenden, um zu zeigen,
daB die Definition (5( iF 6 (C(F)j, C(F)s) Dicht von der Wahl der Hufeisenauflssung (j, s)
abhangt, setze hierzu f/ =1x/ und f” =1xn , was g/ = IIRes & und g” = 1IRes X Zu neh-
men ermoglicht, und verwende in der oberen und unteren Zeile die beiden zu vergleichenden
Hufeisenauflésungen.

6.2 Abgeleitete Funktoren in zwei Variablen

6.2.1 Doppelkomplexe

Sei A eine additive Kategorie.

Ein Doppelkompler mit Werten in A ist ein Objekt X in [Z* x Z% AT, welches
(i,7) — (1+2,7) und (¢, 7) — (4, j +2) nach 0 abbildet fiir (,j) € ZxZ; cf. Aufgabe 37.
Die volle Teilkategorie der Doppelkomplexe werde CC(A) C [ZX x Z¥, A1 geschrieben.
Ist X € ObCC(A), so schreiben wir X = X(4,5), d = d¥ = X ((i,j) — (i,5 + 1))
und 0 =0y = X((4,5) — (i + 1,)) fiir (1,j) € Z x Z fiir die Differentiale von X. Es



ist also dd = 0, 90 = 0 und ddo = 0d stets.

Ist X '+ Y in CC(A), so schreiben wir f* := f(i,7) fiir (i,7) € Z x Z.
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Mit A ist auch CC(A) additiv. Ist A abelsch, so auch CC(.A); Kerne und Cokerne sind

punktweise zu bilden und mit induzierten Differentialen auszustatten. Cf. Aufgabe 50.

6.2.2 Totalkomplex

Sei A eine additive Kategorie. Sei CC-(A) C CC(A) die volle Teilkategorie der Dop-
pelkomplexe X mit X% ~ 0 fiir i < 0 oder j < 0, i.e. der Doppelkomplexe im ersten

Quadranten.

Definiere den Totalkomplexfunktor

t

CC-(A) —>  C(A)

X0.0 (d2) X0lqx10

0,1
0.0 (f fl,O)

y0.0 (d2) yO0lgy10

(6-2-%
_—

(6-a-o
_—

XO’2EBX1’1 @X2’0

Y0,2 EBYLI @Y2’O

X073®X172 @Xz,l @X?),O —_— ..

0,3
(f fl'z )
2t
f3.0

Y0’3@Y1’2@Y2’1 EBY3’O . ...

das Bild beginnend in Position 0 und nach links mit Nullen fortgesetzt zu lesen. Es ist t

ein additiver Funktor. Ist A abelsch, so auch CC-(A), und t ist exakt.
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6.2.3 Biadditive Funktoren

Seien A, A" und B additive Kategorien. Ein Funktor A x A’ L, B heiBe biadditiv, falls

F(X)—) A — B, f/ — F(ldx,f/) = F(X,f/)
F(oX) « A — B. f - F(fidy) — F(f,X"

additiv sind fir alle X € ObA und X’ € Ob A'.
Es soll “biadditiv” an “bilinear” erinnern.

Beispiel 168

(1) Sei A eine additive Kategorie. Es ist A° x A AT 7 Mod biadditiv. Cf. Bei-
spiel 113.(2, 3).

—®=
(2) Sei R ein Ring. Es ist Mod-R x R-Mod —£—+ Z-Mod biadditiv. Cf. Beispiel 113.(4).

Sei A x A~ B biadditiv. Sei

CA) x c) 5 comn)
X / FOO(X, X')
fi ) f’l — lFCC(f,f’)
Y Y’ FCC(y,Y")
definiert auf Objekten durch FOO(X,X')" = F(X',X"), durch ey =

F(d' , X") und durch di;ch(X xn = F(XT, @) ; auf Morphismen durch FCC(f, f/)i7 .=

F(fi, f7); wobei (i,7) € Z x Z.

F(d,X"7) F(d, X7+
) F(XHL X") F(X'.d) F(XH, X0+ P
PO, XT) = F(d,X") F(d,X"+1)
F(Xid) F(XT X7) F(X?.d) F(XT X0 F(X?,d)

F(d,X'7) F(d,X'"7+1)

Es ist FCC biadditiv; cf. §5.3.
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6.2.4 Ableiten biadditiver Funktoren

Seien A, A" und B additive Kategorien. Sei A x A’ L+ B biadditiv.

Sei Cl°(A) C C(A) die volle Teilkategorie der Komplexe X mit X* = 0 fiir i < 0. Beachte,
dal FCC von CI°(A) x C°(A") nach CC-(B) einschriinkt.

Sei KI°(A) C K(A) die volle Teilkategorie der Komplexe X mit X* = 0 fiir i < 0.

Lemma 169 Sei X' € ObCl(A"). Ist X "~Y ein Morphismus in CI°(A), dessen Bild
in K(A) verschwindet, so verschwindet auch das Bild von t o F““(n, X') in K(B).

Beweis. Schreibe n' = dh'*! + h'd fiir i € Z; cf. Aufgabe 55.(1). Es folgt

F(n', X")
F(X' d)F(h', X7

F(d, X"7)F(hi*!, X7} 4+ F(hi, X")F(d, X"
F(hi, X"\ F(Y!,d)

fir ¢, 5 € Z.

Schreibe U = F“(X,X'), V = F(Y,X), g == F°n,X’) :
kv = F(h', X") : U —V*=bI fiir 4, j € Z. So wird

U — V und

kLI 4 kI
kbid .

g’
dkz‘,j—i—l

Es ist zu zeigen, dafl das Bild von tg in K(B) verschwindet. I.e. wir suchen
H': tU)t — (tV)* ! fiir £ € Z so, daB (tg)* = dH*™' + H'd fiir ¢ € Z; cf. Aufgabe 55.(1).

Notwendigerweise ist H := 0 zu setzen fiir £ < 0. Fiir £ > 1 setzen wir

0 0
+k1,€—1
H( — _k2,£-2 . UO,Z DD UK,O VO,E—l DD V€—1,0 )
’ (_1)2+1k4,0
Sei ¢ > 1. Es wird
dH"' + H'
0

d o +k1’£ 0 ... d D

- —d -0 21 o A —d -0

= d 2 s + 242 d o
+oklt 0

kl,éfld kl,éflb

_dkl,é _,’_DkQ,K—l
_|_

_de,Z—l +ak3,€—2

k2,272d k.2,l7

20

)
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Bei ¢ = 0 wird dH' = (d2) (,ﬂo) = 0k10 = ¢g%0 = (tg)°. g

/
Seien X —2 Y in CI°(A), wobei das Bild von n in K(A) verschwinde.

n
/

f
Seien X’ —2Y” in CI(A’), wobei das Bild von n’ in K(A’) verschwinde.

Mit Lemma 169 und der dazu symmetrischen Aussage erhalten wir

RtFOC(f +n, f'+n') = RtFOC(f +n, X )RtFOY, f' +n')
= RFCC(f, X")RtFCC(Y, f') = RFCC(f, f1) .

Folglich gibt es eine Faktorisierung

CO(A) x CO(A) —2 L (B

e I

K(A) x KO(A') — "~ K(B)

~—

wobei allgemein fiir Funktoren C 5. D und ¢ - D' der Funktor € x €' 25 D x D
erklart sei durch (S x S")(f, f') := (Sf, Sf’) fiir einen Morphismus (f, f') in C x C'.

Fiir X € ObCI(A) ist FX(X,—)oR = Roto FCC(X, —) additiv. Also ist auch F¥(X, —)
additiv; cf. Bemerkung 116. Zusammen mit dem symmetrischen Argument zeigt dies die
Biadditivitit von FX.

Definition 170 Haben A und A’ geniigend Injektive. Sei k > 0. Sei der k-te rechtsabge-
leitete Punktor des biadditiven Funktors A x A’ '~ B definiert als

(Axa M5 B) = (Axa T KO KO T K(B) P B)

Da IRes additiv ist, ist R¥F biadditiv; cf. Aufgabe 56.(2,4), Beispiel 113.(5).
Falls A und A’ stattdessen geniigend Projektive haben, defineren wir den k-ten linksab-
geleiteten Funktor Ly F' auf duale Weise.

Definition 171 (Ext und Tor, endgiiltig)
(1) Habe A geniigend Injektive und geniigend Projektive. Sei k& > 0. Setze
Exth(—,=) = RFHomy(—,=) : A°x A — Z-Mod .

Fiir X, Y € ObA ist also Ext®(X,Y) = H*t Hom$“(PRes X, [Res Y).
Beachte, daf} fiir IRes auf A° der Funktor PRes auf A verwandt werden kann.

Ist R ein Ring und A= R-Mod, so schreiben wir auch Exth(— =) :=
Extf ypoa(— =)-
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(2) Sei R ein Ring. Sei k > 0. Setze

Torf(—,=) = Lk(—%:) : Mod-R x R-Mod — Z-Mod .

Fiir X, Y € Ob R-Mod ist also Torj’(X,Y) = Hit(PRes X ®““PResY'), wobei hier
R

t der Totalkomplexfunktor auf den Doppelkomplexen im dritten Quadranten ist.

6.3 Zusammenhang Ableiten in zwei und je einer Va-
riablen

6.3.1 Quasiisomorphismen

Seien A und B abelsche Kategorien.

Definition 172 Ein Morphismus X e vin C(A) heiit Quasiisomorphismus, wenn H¥ f
ein Isomorphismus ist fiir alle k& € Z. Auch das Bild eines solchen f in K(A) wird als
Quasiisomorphismus bezeichnet.

Bemerkung 173 Habe A geniigend Injektive. Es ist fir X € Ob.A der Morphismus
Konz X % TRes X ein Quasiisomorphismus; cf. §6.1.2.1.

Beweis. Gemif Bemerkung 162 ist H(eX) ein Isomorphismus. Ferner ist H*(eX) fiir
k # 0 bereits deswegen ein Isomorphismus, da dort H* Konz X ~ 0 und H* IRes X ~ 0. o

Bemerkung 174 Sei X Ty ein Quasiisomorphismus in C(A). Sei A-S. B ein exak-
ter Funktor. Dann ist C(G)X «@)y C(GQ)Y ein Quasiisomorphismus.

Beweis. Sieche Aufgabe 68.(2). -

Bemerkung 175 Se:

X =X = X"

Pl e

X d-X 1 X"
ein Morphismus kurz exakter Sequenzen in C(A). Sind f' und f" Quasiisomorphismen,
so auch f.
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Beweis. Anwendung der Homologiefunktoren gibt nach Bemerkung 146 fiir k € Z folgen-
den Morphismus lang exakter Sequenzen, welche wir bereits in kurz exakte Sequenzen
zerlegt haben und fiir welche wir nach Bemerkung 124.(2) die auf den Bildern induzierten
Morphismen eingetragen haben.

.. Hk—IX// Hk:X/ o Hk:X o Hk;X// Hk+1X/ .
Hk—lf//lz a Hk:f/ll b Hk:fl c lek’f// d llHk-klf/

S HRY Y e HFYY Y e HFY e HEY Ve HEHLY o

Dank Komposition sind a und d Isomorphismen. Das Schlangenlemma, Lemma 136, ange-
wandt auf (a, H* f/,b), zeigt, dafl b ein Isomorphismus ist (°). Dual ist ¢ ein Isomorphismus.
Das Schlangenlemma, angewandt auf (b, H*f, ¢), zeigt, dal H* f ein Isomorphismus ist. o

6.3.2 Zeilenweise Quasiisomorphismen

Sei A eine abelsche Kategorie.

Fiir einen Doppelkomplex X € Ob CC(A) und ¢ € Z schreiben wir X** € Ob C(A) fiir
Cod o Cdy . A

den Komplex mit ((X**)7 X5 (X0)itl) = (X o, X&) fiir j € Z. Kurz, sei X

die i-te Zeile von X.

Fir X -V in CC(A) schreiben wir f“* = (f%); : X*"* —Y*"*. Kurz, f"* ist die

Einschriankung von f auf die i-te Zeile.

Lemma 176 Sei X -~V in CC-(A). Ist X Ty ein Quasiisomorphismus fiir alle
1 >0, so ist auch tf ein Quasiisomorphismus.

Kurz, ist f zeilenweise ein Quasiisomorphismus, dann auch total.

Beweis. Sei X L+ Y gegeben mit X&* Iy Quasiisomorphismus fiir alle ¢ > 0.

Fiir I C Z schreiben wir X* € Ob CC-(A) fiir den Doppelkomplex, der aus X hervorgeht
durch Ersetzen von X% durch 0 fiir i € Z ~. I und j € Z. Entsprechend fiir f.

Wir behaupten, daB t(f*) ein Quasiisomorphismus ist fiir alle i > —1. Wir fithren dazu
eine Induktion nach ¢ > —1. Fiir ¢ = —1 ist nichts zu zeigen. Sei ¢« > 0. Wir haben
folgenden Morphismus kurz exakter Sequenzen von Doppelkomplexen

X{z},* - X[O,i},* . X[O,ifl],*

lf{i},* lf[o,i],* lf[o,il]ﬁ*

Y{i},* Y[O,i]* Y[O,i—l},*

6Man kann auch auf den Cokernen ein Inverses induzieren lassen.
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Anwendung des Totalkomplexfunktors gibt einen Morphismus kurz exakter Sequenzen
von Komplexen.

t Xl o ¢ x[0,]% £ X 10,-1],%

\Ltf{i},* ltf[o,i],* ltf[o,il],*

ty it Lty 0ilx L 4y [0i—1]x

Es ist t f0%~U* nach Induktionsvoraussetzung ein Quasiisomorphismus. Da f** ein Qua-
siisomorphismus ist und da t f{** durch Verschiebung aus f** hervorgeht, ist auch tf{%*
ein Quasiisomorphismus. Dank Bemerkung 175 ist also auch tf%%* ein Quasiisomorphis-
mus, was die Behauptung zeigt.

Nun ist aber nach Definition des Totalkomplexes

ICEERI

H(tX L ty) = HI(tx 0ot £y [0+1lx)

fiir j > 0, da tX an den Positionen 0 bis 7 + 1 mitsamt Differentialen dazwischen mit
t X 07+ {ibereinstimmt, entsprechend fiir Y, da tf an den Positionen 0 bis j + 1 mit
t f109+1* {ibereinstimmt und da fiir die Berechnung der Homologie an der Stelle j nur
die Positionen 7 — 1, j und j 4 1 eine Rolle spielen. Da geméif vorstehender Behauptung
rechts ein Isomorphismus steht, steht auch links ein Isomorphismus. o

6.3.3 Drei Interpretationen

Seien A, A" und B abelsche Kategorien. Sei A x A’ ", B ein biadditiver Funktor.

Fir X’ € ObA" machen wir nun Gebrauch von der Kurzschreibweise F(—,X’)
C(F(—, X)), so da$ fir Y € ObC(A) und k € Z sich (F(Y, X')k Lo F(Y, X)) =
F(Yk X" XD g (Y#+1 X') ergibt. Dies liefert einen biadditiven Funktor

CA) x A L oB)
(v, x) 22 (v X)) —  (P(y,x) 2L Py X))

wobei der Morphismus von Komplexen F(g, f') : F(Y,X’) — F(Y, X'
durch F(¢*, f') : F(Y*, X') — F(Y*, X") gegeben sei; beachte, daB F(g*

F(g*d, f') = F(dg™, f') = F(d, X")F(¢"*, f").
Analog auch F(—, X') = K(F(—, X")).

Entsprechend machen wir Gebrauch von der Kurzschreibweise F'(X, —) = C(F(X, —)) fiir
X € Ob A. Analog auch F(X,—) = K(F (X, —))

bei k € Z
)

)
J)F(d, X)

Bemerkung 177
Sei X' € Ob A’. Wir haben einen Isomorphismus vy x: : F(Y, X") =~ tFC(Y, Konz X’)
in C(B), natirlich in (Y, X') € Ob(C(A) x A") .
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Beweis. Wir haben folgenden Isomorphismus.

F(d,X") F(Y*, X F(d,X") Py X F(d,X")
(_1)k(k1)/2i2 (_1)(k+1)k/2lz
. (_1)k71F(de/) F(Yk, X/) (_1)kF(d7X,) F(yk+17X/) (_1)k+1F(d7Xl)

Die obere Zeile ist gleich F(Y,X’). Die untere Zeile entsteht aus tF (Y, Konz X')
durch Weglassen von Nullsummanden, so dafl wir einen Isomorphismus von ihr nach
tFCC(Y, Konz X’) haben. Die verlangte Natiirlichkeit lduft fiir einen Reprisentanten

Y 2+ Y in C(A) und fiir X’ S X in A auf F(gF, f)(=1)kG=0/2 = (_1)kt=D/2 [ (gk | )
fiir £ € Z hinaus. o

Bemerkung 178 Sei F(I,=) ezakt fir I € ObInj A. Sei J € C(InjA). Sei X' L+ V"
ein Quasiisomorphismus in C(A"). Dann ist tF'(J, f) : tF(J, X') —tF(J,Y") ein Quasi-
1somorphismus.

kg
Beweis. Dank Lemma 176 geniigt es zu zeigen, daf F(Ik,X’)F(I—’f») F(I*)Y') ein

Quasiisomorphismus ist fiir & > 0. Da F(I*, —) exakt ist, folgt dies aus Bemerkung 174.

Bemerkung 179 Haben A und A" geniigend Injektive.

Esist (RFF(X,=))(X') = H*F(X,IRes X) fiir k > 0 ein biadditiver Funktor in (X, X') €
Ob(A x A').

Esist (RFF(—, X"))(X) = H*F(IRes X, X') fiir k > 0 ein biadditiver Funktor in (X, X') €
Ob(A x A').

Beweis. Dies folgt aus der Additivitat von IRes; cf. Aufgabe 56.(2,4), Beispiel 113.(5). o
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Satz 180
(1) Haben A und A’ geniigend Injektive.
(i) Sei F(I,=) exakt fir I € ObInjA. Firk > 0 ist
(R*F)(X,X") = (R*F(—, X"))(X),

natirlich in (X, X') € Ob(A x A").
(i) Sei F'(—,I") exakt fir I' € ObInj A'. Firk > 0 ist

(RYF)(X, X') = (REF(X,=))(X")
natirlich in (X, X') € Ob(A x A").
(1°) Haben A und A" geniigend Projektive.
(i) Sei F(P,=) exakt fir P € ObProj A. Firk > 0 ist
(LeF)(X, X)) >~ (L' (=, X)) (X)),

natirlich in (X, X") € Ob(A x A').
(i) Sei F(—,P') exakt fir P' € ObProj A’. Firk > 0 ist

(L) (X, XT) ~ (LpF(X,=))(X)

natirlich in (X, X’') € Ob(A x A').

Beweis. Zu (1.i). Sei (X, X’) € Ob(A x A).

Es ist Konz X’ % TRes X ein Quasiisomorphismus; cf. Bemerkung 173. Somit ist auch
tFCC(IRes X, eX’) ein Quasiisomorphismus; cf. Bemerkung 178. Also ist auch dessen Bild

IRes X, eX’
_—

FX(IRes X, Konz X') "¢ ) F¥(IRes X, IRes X')

in der Homotopiekategorie ein Quasiisomorphismus.

Beachte ferner, daB F®(IRes X, eX’) natiirlich in (X,X’) € Ob(A x A') ist; i.e.
fir XX in A und X'~ X" in A ist F¥(IRes X, eX') FX(IRes f,IRes f') =
F¥(IRes f, Konz f') F¥(IRes X, eX").
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Sei k > 0. Anwenden von H* gibt nun
(RFF(—, X"))(X)
H*F (IRes X, X')
Z\LHkaResX,X’
H* F¥(IRes X, Konz X)
zJ/HkFK(IResX, eX')
H* FX (IRes X, IRes X')

H
(RAF)(X, X');

cf. Bemerkung 177 und vorstehende Behauptung.
Beide Schritte sind natiirlich in (X, X’) € Ob(A x A"). -

Beispiel 181

(1) Habe A geniigend Injektive und geniigend Projektive. Sei k > 0. Es ist

Extf(X,Y) = (RFHomu(—,=))(X,Y) = H*tHom(PResX,IResY)
X (RFHomu(X,=))(Y) = H*Homyu(X,TResY)
X (RFHomu(—,Y))(X) = H*Hom(PResX,Y),

natiirlich in (X,Y) € Ob(A° x A). Insbesondere ist Ext%(X,Y) ~ Homu(X,Y).
Cf. Definitionen 156 und 171.(1).

(2) Seik > 0. Es ist

TorB(X,Y) = (Ly(— ©=))(X,Y) = Hit(PResX @ PResY)
2 (Lu(X ©=)(Y) = Hi(X @PResY)
2 (L(-@Y)X) = H(PRsX®Y),

natiirlich in (X,Y) € Ob(Mod-R x R-Mod). Insbesondere ist Torf(X,Y) ~ X ®Y.
R
Cf. Definitionen 157 und 171.(2).

Beweis.

Zu (1). Satz 180.(1) findet Anwendung, da 4(—,I) fir I € ObInj. A und (P, —) fiir
P € ObProj A = ObInj(A°) exakt sind; cf. Definition 137. Die Aussage iiber Ext%(X,Y")
folgt aus Bemerkung 164.
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Zu (2). Satz 180.(2) findet Anwendung dank der Exaktheit von — ® P fiir P €
R

Ob Proj(R-Mod) aus Aufgabe 28.(5) und dank der dazu symmetrischen Eigenschaft. Die
Aussage iiber Tor(X,Y) folgt aus Bemerkung 164°. o

Beispiel 182 Sei A = Z/16-mod. In Beispiel 158 wurde w.a. Ext%(Z/8,Z/4) ~ Z/2
iiber eine injektive Auflosung berechnet. Wir konnen nun auch wie folgt mittels einer
projektiven Auflésung rechnen.

Ext’(Z/8,2/4) ~ H>Homy ((-- —»2Z/16 —~Z/16 2~ Z/16 —~ Z/16), Z/4)
H2(- - <2 Z )4~ Z)4 2 7)4 > 7,/4)

H2(- - <2 Z )4~ 7 )42 7)4~—7/4)

~ Z/2

12



Kapitel 7

Erginzungen

7.1 Yoneda-ext

In diesem Abschnitt §7.1 verwenden wir die provisorische Definition 156 von Ext; cf. auch
Bemerkung 179.

7.1.1 Der Shiftfunktor

Sei A eine abelsche Kategorie. Sei k € Z.

Fiir X € ObC(A) definieren wir X[k] € ObC(A) durch X[k]' := X** und durch
Ay = (D)FdE fir i € Z.

Fiir X —+ Y in C(A) definieren wir X[k] 2% Y[k] durch f[k) := f** firr i € Z.

Es ist (—)[k] ein Funktor. Es ist (—)[0] = idga). Fir k, ¢ € Z ist (=)[{] o (—)[k] =
(—)[k + 2.

Cf. auch Aufgabe 63.

Ist nun X split azyklisch, so auch X[k]; cf. Aufgabe 51.(2). Also induziert (—)[k] einen
gleichnamigen Funktor auf K(A); cf. Definition 142, Bemerkung 116.

7.1.2 Quasiisomorphismen induzieren Isomorphismen

Sei A eine abelsche Kategorie.
Fiir X € Ob C(A) haben wir den Morphismus
X .. d Xl d X d it d

CX‘L 00 l(ld) 00 i(ld) 00 i(ld) 00
C(X) LOZXZ_I@XZ (10> X@‘@Xi+1 (10) Xi+1®Xi+2 (10>

116
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in C(A). Ein Morphismus X Ly in C(A) ist genau dann nullhomotop, wenn er als
f = (x f' faktorisiert fiir ein f’ in C(A); cf. Losung zu Aufgabe 55.(1).

Bemerkung 183 Sei X Yy punktweise split monomorph in C(A). Dann faktorisiert
(X S5 ¢(X)) = (X 2V 5 o(X) fiir ein g in C(A).

Beweis. Nach punktweiser isomorpher Ersetzung kéonnen wir g schreiben als den oberen
Morphismus des folgenden Diagramms; cf. §5.6. Die Faktorisierung von (x iiber f ergibt
sich wie im Diagramm; beachte, dafl u'~'d+du® = 0 fiir : € Z aus der Differentialbedingung
des mittleren Komplexes Y folgt.

xi-1 d X d Xitl

(10)l (uﬁlg) (10)i (52) (10)i

Xz'—l D Zz'—l Xz D Zz X’H—l @ Zi+1

G)l oy GOl G

Xi-lg Xi 10 Xi@ Xit! 10 X+l @ Xt

Wir kénnen nun Aufgabe 55.(1) etwas verallgemeinern.

Korollar 184 Sei X —'+Y ein Morphismus in C(A). Sei X+~ U in C(A) punktweise
split monomorph mit U split azyklisch. Dann ist f nullhomotop genau dann, wenn es eine

Faktorisierung (X g, V)= (X +~U-%Y) in C(A) gibt.

Beweis. Gibt es eine Faktorisierung (X N Y) = (X %+ U—+Y) in C(A), so ist wegen
U ~0in K(A) in der Tat das Bild von f in K(A) gleich null, i.e. f ist nullhomotop; cf.
Aufgabe 55.(1).

Sei umgekehrt f als nullhomotop vorausgesetzt. Dann gibt es eine Faktorisierung
(X R Y) = (XC+X> ¢(X)-Y) in C(A); cf. Losung zu Aufgabe 55.(1). Ferner kénnen
wir (Xgﬁ» ¢(X)) = (X %~ U -+ ¢(X)) in C(A) faktorisieren; cf. Bemerkung 183. Ins-
gesamt wird (X 4, Y)=(X U2 Y'), wie verlangt. g

Bemerkung 185 Seien X —'+Y ein  Quasiisomorphismus in C(A). Sei K €
Ob C(Inj. A) € ObC(A) ein Komplez, fir welchen es ein ¢ € Z gibt mit K = 0 fiir

1 < {. Dann erhalten wir einen Isomorphismus

Homg (X, K) 22 Homy( (Y, K) .
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Beweis. Zeigen wir die Injektivitdt von Homga( f, K).

Da (x punktweise split monomorph, f ein Quasiisomorphismus und ¢(X') azyklisch ist, ist

XYy g ¢(X) ein punktweise split monomorpher Quasiisomorphismus. Wir ergénzen
zu einer punktweise split kurz exakten Sequenz

v

g
X U9 yaox) By,

Da (f¢x) ein Quasiisomorphismus ist, ist V' azyklisch; cf. Aufgabe 61.(1). Dank Bemer-
kung 148 ist also Homg4)(V, K) = 0.

Sei nun Y -~ K in C(A) so gegeben, daf3 ft nullhomotop ist. Wir haben zu zeigen,
daB ¢t nullhomotop ist. Gem#f Losung zu Aufgabe 55.(1) (oder Korollar 184) gibt es
eine Faktorisierung ft = (xu. Somit ist (£¢x) () = 0. Folglich gibt es eine Faktorisie-
rung (,) = (9) w in C(A). Insbesondere ist ¢ = gw in C(A), also auch in K(A). Da
Homg4)(V, K) = 0, ist aber w und somit auch ¢ = gw nullhomotop.

Zeigen wir die Surjektivitit von Homg)(f, K). Bis auf Vorzeichen dual zu X . c(X)

haben wir einen Morphismus ¢(Y')[—1] : Y, welcher punktweise split epimorph ist; viz.

. HyifQ @Yifl N L

| |

yi-1 d yi d yi+l

Wir erginzen zu folgender punktweise split exakten Sequenz.

’o S
V/ (g U) X @C(Y)[_l] (éY) Y

Wegen f Quasiisomorphismus und ¢(Y)[—1] azyklisch ist auch ( 5’;) ein Quasiisomorphis-
mus. Daher ist V' azyklisch; cf. Aufgabe 61.(1).

Sei nun X "~ K in C(A) gegeben. Wir haben ein Y L K in C(A) so zu finden,
daB ¢ — fs' nullhomotop ist. Da V' azyklisch ist, ist (¢'+") (§) nullhomotop; cf. Bemer-
kung 148. Somit gibt es eine Faktorisierung (¢'+') (5) = (¢ ¢') {xaerry1) ', da die ersten
beiden Faktoren der rechten Seite punktweise split monomorph sind, und also auch ihr

Kompositum; cf. Korollar 184. Also ist

(5v) ((5) = Cxacry-yu’) = 0.
Folglich gibt es eine Faktorisierung (g) — Cxacv)—U = (g;)s’. Schreibe (2) =

Cxae(v)[-1] - Wir erhalten t' — fs' = (u'. Da das Zielobjekt ¢(X @ c(Y)[—1]) von ¢
split azyklisch ist, folgt ¢ — fs’ nullhomotop, wie gewiinscht. o
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7.1.3 Ext als Hom

Sei A eine abelsche Kategorie mit geniigend Injektiven. Seien X, Y € Ob A.

. . .. . .. . €X,1 . .. .
Sei I eine injektive Auflosung von X. Sei Konz X —+ [ ein Quasiisomorphismus.

Sei J eine injektive Auflésung von Y.

Cf. Bemerkungen 151 und 161.

Bemerkung 186 Sei k > 0. Sei Z € ObC(A). Wir haben einen Isomorphismus

H* Hom(X, Z) —2 %2 . Homyu(Konz X, Z[k]) ,

natirlich in X € Ob A und Z € Ob C(A).

Beweis. Beachte, dafl gemafl unserer Wahl von Kernen und Cokernen in Z-Mod sich

Kern Hom 4 (X, d%)

H* Homu (X, Z) =
Al ) Im Hom4 (X, dy )

ergibt. Ferner haben wir einen Z-linearen Isomorphismus

KernHomu(X,d%) =~ Homeqa(Konz X, Z[k])
fo— (..,0,f,0,...),

wobei der Eintrag f an Position 0 stehe. Der Kern des Kompositums
Kern Hom 4 (X, d%) =~ Homea(Konz X, Z[k]) —> Homga(Konz X, Z[k])
ist gerade gleich Im Hom 4 (X, d% ') ; cf. Aufgabe 55.(1).

0 X 0

el

k-1 k k+1 ce
g (—Drdy! “ (—1)*d 7

Dies liefert nach Homomorphiesatz, Lemma 30, den Z-linearen Isomorphismus

k
H* Hom (X, Z) 5 Homya(Konz X, Z[k))

f+ImHomy(X,dy ) +— (...,0,£,0,...).
Sind nun X'~ X in A und Z "~ Z' in C(A) gegeben, so wird
(f + ImHomu(X,dy ")) H" Homa(z, 2) 0 (X', Z')
zfz* + ImHomu (X', d, 1)) @* (X', Z')
L0,2f280,...)
0, £,0,...) Homg4)(Konz z, z[k])
f+ImHomu (X, d; ")) ®*(X, Z) Homg a)(Konz z, z[k]) ;
of. §6.3.3. .

(
(
(
(
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Korollar 187 Sei k > 0.
(XY

Wir haben einen Isomorphismus Ext® (X, Y) oY) Homg 4y (Konz X, (IRes Y)[k]),
natirlich in X, Y € ObA.

Insbesondere ist Ext® (X,Y) ~ Homg ) (Konz X, J[k]), natiirlich in X € Ob A.

Beweis. Zunichst sei an Ext%(X,Y) = H*Homu(X,IResY) erinnert; verwende dann
Bemerkung 186.

Ferner sind IResY und J isomorph in K(A), cf. Bemerkung 151.(1). Es folgt, da8
Homy (4 (Konz X, J[k]) ~ Homg4)(Konz X, (IResY)[k]) ~ Ext%(X,Y), natiirlich in
X e Ob A -

Bemerkung 188 Sei k > 0.
Bs ist Homyo(Konz X, JIK]) ") Homy (I, J[E]).

Insbesondere haben wir den Isomorphismus

(Exth (X, y) L&)

(Ext(X,Y)

Homy(4)(IRes X, (IRes Y)[k]))

YY) L Homay(Konz X, (IRes Y)[k]) X0 Homga(IRes X, (IRes V) [k])

abelscher Gruppen, natirlich in X, Y € ObA.

Beweis. Da3 ex ;(—) ein Isomorphismus ist, folgt aus ey ; Quasiisomorphismus; cf. Be-
merkung 185.

Ferner ist auch eX ein Quasiisomorphismus; cf. Bemerkung 173. Die Natiirlichkeit von
eX(—)in X und Y folgt aus der Natiirlichkeit von eX in X. Denn seien X’ —*~ X und
Y %~ Y in A gegeben. Sei ferner [Res X =N (IResY)[k] in K(A) gegeben. Wir erhalten

((IResz) f(IResy)[k]) (eX'(=)) = (eX')(IResz)f(IResy)[k]
= (Konzz)(eX)f(IResy)[k]
= (Konzz)(f(eX(—))(IResy)[k] .

Bemerkung 189 Wir haben einen Isomorphismus abelscher Gruppen

Homu(X,Y) 52 Homg ) (IRes X, IResY)
f — IResf,

natiirlich in X, Y € Ob A.
Wir haben einen Isomorphismus abelscher Gruppen
Hom(X,Y) "2 70 Homa(X,IResY) = H°Homa(X,IResY) = Ext’(X,Y)
fo— f(e¥)?,
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natirlich in X, Y € ObA.

Insgesamt haben wir folgendes kommutative Dreieck.

Hom (X, Y) 5 Bt (X, V)

-

U (XY
IRes

Homg 4y (IRes X, IRes Y")

Beweis. Die vom Funktor IRes gelieferte Abbildung ist ein Isomorphismus abelscher Grup-
pen, da dieser Funktor voll, treu und additiv ist; c¢f. Lemma 149, Bemerkung 111.

Zu e(X,Y). Es ist

om e 0
Homa(X,Y) o4 om (X, (IRes Y)0)

foo— fleY)?

Diese Abbildung faktorisiert als Hom 4 (X, (eY)?) = &(X,Y) thom 4 (x.0) - Gemifl Bemer-
kung 164 ist £(X,Y) (7) also ein Isomorphismus abelscher Gruppen. Natiirlichkeit in ¥
wurde dort schon festgestellt. Natiirlichkeit in X ist anhand der Abbildungsvorschrift
erkennbar; cf. §6.3.3.

Zur Kommutativitdt des angegebenen Dreiecks. Sei f € Hom4(X,Y) gegeben. Wir er-
halten

(IRes /UY(X, V)™t = ((eX)(IRes f))®(X,Y)~!
((Konz f)(eY))®°(X,Y) !
((Konz f)(eY))°
fey)”
= fe(X)Y).

7.1.4 Produkte auf Ext

Sei A eine abelsche Kategorie mit geniigend Injektiven. Seien X, Y, Z, W € Ob A. Seien
k, ¢, m > 0.

Definition 190 Wir haben die Z-bilineare Kompositionsabbildung

Homg ) (IRes X, (IRes Y)[k]) x Homg4)(IResY, (IRes Z)[(]) ), Homy 4y (IRes X, (IRes Z)[k + £])
o 5 9 — fxg = f-glk];

"In loc. cit. nur als €Y bezeichnet.
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cf. Definition 142, Bemerkung 105, Aufgabe 56.(2,4).

Ferner, sind f € Homg4) (IRes X, (IResY)[k]), g € Homg() (IResY, (IRes Z)[¢]) und
h € Homg ) (IRes Z, (IRes W)[m]) gegeben, so gilt

[*(gxh) = (f*g)~xh € Homga)(IRes X, (IRes W)[k + £+ m)]) .

Denn f % (gxh) = f-(g-hll])[k] = f-glk]-hll + k] = (f xg)

Definition 191 Strukturtransport gibt uns die mifibréuchlich wieder mit (x) bezeichnete
Z-bilineare Abbildung

Exth(X,Y) x Exty(v,Z) " Ext(X,2)
(p , o) — pro = (pUE(X,Y) % oWN(Y, Z)) TEH(X, Z) !

cf. Definition 190, Bemerkung 188.

Bemerkung 192
(1) Seien p € Ext®(X,Y), o € ExtY (Y, Z) und 7 € Ext(Z, W). Dann ist

px(ox7) = (pxo)*x7 € ExtiH (X, W).

(2) Seien u € Homu (X', X), p € Ext®(X,Y) und v € Hom4(Y,Y"). Dann ist
ue(X', X) x pxve(Y,Y') = pExtF(u,v) € Exth (X' Y');

cf. Bemerkung 189.

Beweis.
Zu (1). Es ist
P * (O‘*T)
<p\If ((oUL(Y, Z) % 7U™(Z, W) ) WEHm(Y, W) 1)\1!”’”“(}/, W)) ghHEm (X )L
(;;xp « (CUUY, Z) % 7 (Z, W) )\D’H“m (X, W)~
- ( (pU*(X,Y *aqﬂ(y 7)) « U™ (Z,W) )qf’H”m (X, W)~
( ((pU(X, V) cWU(Y, Z)) WX, Z) ") UH+E (X, Z) 707, W))xp’f+f+m(x, W)L

= (p*o)*
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Zu (2). Unter Zuhilfenahme der Rechnung zu (1), Bemerkung 189 und der Natiirlichkeit
von W*(X,Y) aus Bemerkung 188 wird

ue(X', X)) x pxve(Y,Y")

(ue(X', X)UO(X', X) * pUF(X,Y) % ve(Y, Y’)\IIO(Y, Y))Uk(X Y7
(IResu*p\Ifk (X,Y) *IResv) ¥F (X', V")~

= (IResu pU*(X,Y) - (IResv)[k]) U*(X’, Y")™!

(pP*(X,Y) Homy 4)(IRes u, (IResv)[kz]))\Il’“(X’,Y/)_1

(p Exth (u, v)TF (X', V")) Uk X, Y")

= pExth(u,v).

7.1.5 Ext und Erweiterungen: das Yoneda-ext

Sei A eine abelsche Kategorie. Seien X, Y, Z, W € Ob A.

Definition 193 Sei k& > 1. Sei efctil(X, Y') die Menge (?) der lang exakten Sequenzen der
Form
0—Y —M—M'— . M2 ML X 0,

manchmal auch ohne die Nullobjekte notiert.

Es heiflen FE, £’ € efth(X YY) elementar dquivalent, falls ein Diagrammorphismus der
folgenden Form existiert, worin E die obere und E’ die untere Zeile ist.

Y MO Ml . Mk—2 o Mk—l — X
“ ] ]
Y M/O M/l . M/kf2 M/kfl X

Darin sind also alle Vierecke kommutativ.

Sei die Aquivalenzrelation (~) auf efth(X ,Y') erzeugt von der Relation der elementaren

Aquivalenz. Informell ausgedriickt, fir E, B/ € efqt];(X ,Y) ist E ~ E’ genau dann,
wenn es eine Zickzackverbindung von F nach E’ beliebiger endlicher Linge bestehend aus
Diagrammorphismen von der Art (%) gibt. Schreibe [E] fiir die Aquivalenzklasse von E
beziiglich (~).

Definiere die Yoneda-ext-Menge

exth (X,Y) == exty(X,Y)/(~) = {[E] : E€exty(X,Y)}.

Bemerkung 194 Im Fall & = 1 ist der Morphismus M° — M" in (%) gem#f Schlan-
genlemma, Lemma 136, ein Isomorphismus. Insbesondere ist diesenfalls F ~ E’ genau
dann, wenn E und E’ elementar dquivalent sind.
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Lemma 195 Seien
K—-X-'sX"
1
K-—loy_—*-y"
und
KX T x"
o
K-loy_—*.y"
Morphismen kurz exakter Sequenzen in A. Sei f" — f" = gs fiir ein X" -2~ Y in A. Dann
gibt es einen Isomorphismus
KX —"1>X"
!
KX -Tsx"

kurz exakter Sequenzen.

Beweis. Gemif Kern-Cokern-Kriterium, Lemma 134, sind (X, X")Y,Y") und
(X, X" Y, Y") Quadrate, haben also insbesondere kurz exakte Diagonalsequenzen.

Es genugt einen Morphismus X 2+ X mit 27 = r und #f = f zu finden. Denn dann
ist ioF = ir =0 =i und ixf = if = j =1 f und somit wegen des Monomorphismus

(77) aus der Diagonalsequenz von (X,X”,Y,Y") auch iz = 1; schlieBlich ist 2 dank
Schlangenlemma, Lemma 136, ein Isomorphismus.
Nun aber haben wir folgendes kommutative Diagramm mit horizontal den kurz exakten
Diagonalsequenzen.
f//
Y @ X// ( )

(F7) (ﬁ)l (fs)

XHY@X”HY”

(fr)

X Y//

Sei x der auf den Kernen induzierten Morphismus. o

Satz 196 (Korrespondenz) Habe A geniigend Injektive. Seien X,Y € ObA.
Set k > 1. Wir haben die im folgenden erkldrte Bijektion

ext’ (X,Y) oy, Ext®(X,Y) .

Ist s € ZFHomyu(X,IResY), so schreiben wir [s] := s + ImHomu(X,dk.yv) €
HF Hom 4 (X, IResY) = Ext® (X,Y) ; ¢f. auch Beweis zu Bemerkung 186.
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e Piir B o= (Y~ MO MY e oo e MF2 o ML LX) € ety (X,Y) st
[Elok y wie folgt gegeben. Wiihle ein kommutatives Diagramm

e 0
Y (IRes V) % (IRes Y)! % - % (IRes Y)F' = (IRes Y)* % (IRes Y)#+!

R ]

Y MO M! MFE-1 X 0

mit E als unterer Zeile. Es ist [E]a y = [s] € H* Hom4(X,IResY) = Ext® (X,Y).

Beachte, daf$ die Kommutativitit des letzten Vierecks in (xx) schon mit Hilfe der Epi-
morphie von M* ' — X und der Kommutativitit des vorletzten Vierecks folgt.

~~4: Das Bild von [s] € H* Hom4(X,IResY) = Ext"(X,Y) unter (o/jgy)_1 ist wie folgt
gegeben. Bilde folgendes kommutative Diagramm.

eY)? i j
YU Res V)0 £ (IRes V) % - L (IRes V)2 L (IRes Y)F' & 1, & (IRes V)

ISR

X

(k)

y
Y(l)(IRes VY0 L (IRes V)L L. L (IRes V)r-2 4 pg0-1

Hierbei sei v dadurch charakterisiert, daf$ das Diagramm kommutiert und das Kompo-
situm mit M*' — X wverschwindet. Sei E die untere Zeile des Diagramms. Dann ist
[s](ak y) ™" = [E] € extly(X,Y).

Beachte, daf wegen d monomorph auch (M*', X, (IRes Y)*™ !, (IRes Y)*) in (xx%) ein
Pullback ist; betrachte etwa seine Diagonalsequenz.

Bewezs.

Zeigen wir, dafs — wie angegeben wohldefiniert ist. Mit demselben Argument wie dem
fiir die Vollheit im Beweis zur Auflosungsiaquivalenz, Lemma 149, sehen wir, dafl wir ein
kommutatives Diagramm (k%) wéhlen kénnen.

Sind zwei solche kommutativen Diagramme (%) gegeben mit E als unterer Zeile, so bilden
die Differenzen der vertikalen Morphismen einen Komplexmorphismus von FE, aufgefafit
als Komplex, nach [ResY. Nach Bemerkung 148 ist dieser Morphismus nullhomotop. Ist
s der aus dem ersten und s’ der aus dem zweiten Diagramm (*x) resultierende Mor-

phismus, so faktorisiert insbesondere s — s iiber (IResY)*~! N (IResY)*, in anderen
Worten, die Bilder von s und s’ in H* Hom 4(X,IResY') stimmen {iberein, i.e. [s] = [s'];
cf. Aufgabe 55.(1).

Seien nun F, E' € ext®(X,Y) mit £ ~ E’ gegeben. Wir diirfen annehmen, da§ £ und
E’ elementar #quivalent sind. Sei s der aus einem gewéahlten Diagramm (k%) mit E als
unterer Zeile resultierende Morphismus. Komposition von (#%) mit einem Diagramm der
Form (x) zeigt, dafl s auch aus einem Diagramm mit unterer Zeile E’ resultieren kann.
Also ist = auf ext¥ (X,Y") wohldefiniert.
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Zeigen wir, daff ~— wie angegeben wohldefiniert ist. Seien s, 3 € Z* Hom4(X,IResY)
gegeben, deren Bild in H* Hom 4(X,IResY) iibereinstimmt, i.e. [s] = [3]. Sei also s — § =
hd fiir ein b : X — (IRes Y)*~!. Da sd = 0, gibt es ein t : X — I; mit td = s. Da §d = 0,
gibt es ein £ : X —I; mit td = 5. Es ist (t —#)d = s — § = hd = hdd. Also ist t — = hd.
Wir bilden Pullbacks und erhalten mit Kern-Cokern-Kriterium, Lemma 134, und isomor-
pher Ersetzung folgende Morphismen kurz exakter Sequenzen.

I, —%~ (IResY)* ! 41, I, —% (IRes V)1 4.1,

o] 1ok

Ij——=MF!— = X Ij—— M*+! X

Dank Lemma 195 gibt es folgenden Isomorphismus kurz exakter Sequenzen.

I, — M-~ X

|

[j—= M —= X

Also  liefert ~ die  Konstruktion — (##x), ie. das Zusammenfiigen von
(Y,(IResY)?, ..., (IRes Y)* 2. 1) mit (Ig, M* 1 13) resp. mit (Ig, M* 1 1;), Adquiva-
lente untere Zeilen. Also ist «— auf H* Hom4(X,IResY) = Ext%(X,Y") wohldefiniert.

Wir erkennen, daf§ <, gefolgt von —— die Identitdt liefert.

Zeigen wir, daff —, gefolgt von <— die Identitdt liefert.

Sei B = (V —M®— M'—+ o —= MF2 - MF-1 LX) € ext’y(X,Y). Schreibe
kurz I :=IResY. Anwendung beider Abbildungen liefert folgendes Diagramm.

IO .. Ik—? Ik—l Ik Ik+1

Y\Y [\]0 T\\\I“ W\M’“‘l T\X ]\
/17 V

/
Mk;—Q Mk—i X
Die Aquivalenzklasse der unteren Zeile wird insgesamt auf die der mittleren abgebildet.
Der Morphismus M*~' — M*~! ist eindeutig existent beziiglich der Kommutativitéit von
(M1 MEY TR und von (M*1, X, M1, X). Uns bleibt zu zeigen, daB das Viereck
(MFE=2 M*=1 152 M*=1) kommutiert. Zum einen ist

(

0

(Mk72 e ML —»Mkil —>X) _ (Mku ML —>X)
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Zum anderen ist
(Mk—2 IV S Vi Hj—k—1) — (Mk—2 MR H1114—1)
_ (Mk—2 ., [k—Q . [k—l)
— (Mk72 Y e B VL Hkal) )

Die Monomorphie des Morphismus M* 1 — X @& I*! aus der linksexakten Dia-

gonalsequenz des Pullbacks (M*~1, X, I¥1 I¥) gibt also (M*~2 —= MF-1 s A1) =
(Mk—2 k2 Mk—l).
Dieses Argument ist auch im Fall k£ = 1 giiltig, sofern wir (M~ —171) := (Y =Y

setzen. .

Zusammenfassung 197 Habe A geniigend Injektive und geniigend Projektive. Seien
X,Y € ObA. Sei k > 1.

Stellen wir einmal alle erhaltenen Interpretationen von Ext*(X,Y) zusammen.
Ext®(X,Y) =~ H*tHomy4(PResX,IResY)

H* Hom 4 (X, [ResY)
H* Hom 4(PRes X, Y)

12

12

~ Homg4) ((Konz X), (IRes Y)[k]))
~ Homg ) ((IRes X), (IRes Y)[k]))
~ Homga) ((PRes X) X (KonzY)[k]))
~ Homg) ((PRes X), (PResY)[k]))

12

ext® (X,Y)
Cf. Beispiel 181.(1), Korollar 187, Bemerkung 188, Satz 196 und duale Aussagen.

Im allgemeinen ist aber natiirlich Ext® (X,Y) o Homg (4) ((Konz X), (KonzY)[£]). Um
diese Isomorphie zu erhalten, mufl die Homotopiekategorie K(A) noch durch die sogenann-
te derivierte Kategorie D(A) ersetzt werden, die aus K(A) durch formales Invertieren der
Quasiisomorphismen hervorgeht, also durch einen Prozefl dhnlich dem in §7.2 unten be-
schriebenen.

Bemerkung 198 (Funktorialitit) Habe A geniigend Injektive. Seien X' —» X und
Y LY in A gegeben. Sei k > 1. Kommutiere

extf4 (z,y)

exth (X,Y) exth (X', Y”)

k
Oél)cgyyil Ziaxl’yl

xtk (z,
Exth (X, V) — 2 gk (X, Y7) |

i.e. definiere exth (x,y) == oy Exti(x,y)(aﬁ(,’y,)’l .
Schreibe exth (z,Y) = ext? (x,idy) und exth (X, y) := ext? (idx, v).
Sei E=(Y —+M"—M'— ... M2 M1 ~X)e efth(X,Y) gegeben.
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(1)

(3)

Es wird [E] ext® (X, y) reprisentiert durch die untere Zeile des folgenden kommuta-
tiven Diagramms.

Y MO M! ML — X

|
J

)V M/O Ml Mk—l X

Der Pushout ist beliebig gewdhlt. Es ist M'®° —~ M*' charakterisiert durch die Kom-
mutativitit von (MY, M*, M, M) und durch (Y' — M"° — M) = (Y’ N M.

Es wird [E] ext® (z,Y) reprisentiert durch die untere Zeile des folgenden kommuta-
tiven Diagramms.

Mkf2 Mkfl X

Lok

Mk—2 M/k:—l X/

Der  Pullback ist beliebig gewdhlt. FEs ist M2 — M'*=1  charakteri-
siert durch die Kommutativitit von (M*2 M*1 M 2 M*1) und durch

(Mk72 e MR —»X’) _ (Mka 0, X’).

Es ist exth (z,y) = exth (X, y) exth (z,Y") = exth (2, V) exth (X', y).

Beweis.

Zu (1). Zunédchst bemerken wir, dafl das Diagramm wie in (1) behauptet existiert und
auch seine untere Zeile E’ lang exakt ist; cf. Kern-Cokern-Kriterium, Lemma 134°.

Schreibe I := IResY und I’ := [ResY". Sei pars pro toto k = 2. Konstruiere weiter zu
folgendem kommutativen Diagramm.

/ M / n
l M1 l X s
y " 10 I v
)
Y/ ( Y ) [/0 [/1 I/Z

Hierbei entstammen die Morphismen [* — J* fiir 4 € [0,2] einem Reprisentanten von
[IResy ; cf. Definition 160, cf. auch Treuheit im Beweis zu Lemma 149.
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Ferner sei der Morphismus M — 1 vom Pushout induziert. Das Viereck
(M M, I°,I'") kommutiert, da dies nach Vorkomposition mit Y’ — M" und mit
M° — M" der Fall ist.

Es ist [Elaky = [s] € H?Homa(X,I) = Ext}(X)Y). BEs ist [s]Ext}(X,y) =
[s]H2 Hom4 (X, IResy) = [s7] € H2Hom4(X, I') = Ext%(X,Y"); cf. Definition 159.

Die Vorderseite des Diagramms zeigt, da8 [E']a% . = [s7].

Zu (2). Zunidchst bemerken wir, dafl das Diagramm wie in (2) behauptet existiert und
auch seine untere Zeile F’ lang exakt ist; cf. Kern-Cokern-Kriterium, Lemma 134.

Schreibe I := IResY . Konstruiere weiter zu folgendem kommutativen Diagramm.

Y I° It I?
Y MO M? X

A

MO M/l X/

Es ist [Eloky = [s] € H?Homu(X,I) = Ext}(X,Y). BEs ist [s]Ext}(z,Y) =
[s]H2 Hom4(z,IRes Y) = [zs] € H2Hom4 (X', I) = Ext%(X’,Y). Durch Betrachtung der
oberen und der unteren Zeile erkennen wir, da8 [E']a%, y = [zs].

Zu (3). Fiir die erste Gleichheit rechnen wir
extly(z,y) = oky Ext’y (z, y) (o v
= ok Bxth(X,y) Extly(z,Y")(ak, )7

y)
= O‘];( Y EXtA( ,y)aX Y’(aX y1)~ ! EXtA(CEa Y/)(O‘l;(',yf)
= exth(X,y)exth(z, V") .

-1

Fiir die zweite Gleichheit entsprechend. o

Beispiel 199 (Negation) Habe A geniigend Injektive. Sei k& > 1. Schreibe I :=IResY'.
Sei B = (Y — MO —+ M —+ o — M*=2 o MF=1 "0 X) € exty (X, V). Sei

Y Jil d It a_ . _d k1 _d I* _d_ Jk+1
Tfo Tfl Tfk—l TS T
Y MO M! ME-1 L X 0

kommutativ. Es ist [E]ak y = [s] € H* Hom4(X, ). Nun ist auch

Jo d It a .. _d Jk—1 d Tk d JE+1

|l b e e

MO M! e M1 o X 0
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kommutativ. Schreibe B := (Y — M? — M — ... — M*=2 — MF=1 7L X)) Letz-
teres kommutative Diagramm zeigt, dafl

[Elaky = [-s] = —[s] = —([Elaky).

Beispiel 200 (Addition) Habe A geniigend Injektive. Sei k > 1. Schreibe I :=IResY'.
Seien

E = (V-5 MO Mt o P k2 A T X e ety (XY

B o= (Y N0 T e T ke N TR e ext (XY

Seien
vy go_d o d g1 _d gk
| 7]
Y s MO T Rt L X
und
% (ev)? jo_d d__k-1_d__ 1k

NI

Y s MO T Rt L X
kommutativ. Es ist [E]a% y = [s] und [E]ak , = [5] in H* Homa(X, I) = Ext}y(X,Y).

Beachte, daf die direkte Summe zweier lang exakter Sequenzen e.g. nach Aufgabe 61.(1)
oder nach Aufgabe 60 lang exakt ist.

Schreibe I := IRes(Y & Y). Wiihle ein kommutatives Diagramm

)% @ )% (e(YoY))© fo d jl d
(eY)? 0 bOT do blT do
0 eY)0
Y@Y( ( )>10@10 (04) ern (04)
Vaov (e(YoY))° 7o d I d ’

so daf [sic] ab und ba in der Homotopiekategorie Identitdten sind; cf. Beweise zu Voll-
und Treuheit fiir Lemma 149. Das Diagramm

G

YY
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dessen untere Zeile wir mit E @ F bezeichnen, zeigt, dafl [E @ E]a’j(@x’ Yoy = [(32) W e
H* Hom4(X @ X, 1) = Ext (X & X, Y @ Y).

Das kommutative Diagramm

(e¥)? 70 d I d
(1)

el

Y
(1)

YOY

((eg)o (e)(l)o> (6 (6

zeigt, dafl IRes( ) durch a( ) reprasentiert wird; cf. Definition 160, Treuheit im Beweis
zu Lemma 149.

Nun kommt [(§?) b*] € H* Homu (X @ X, 1) = Ext}(X @ X,Y @ Y) unter

1) 1)

a1

Extf((11), (1)) = H*Homu((11),IRes (1)) = H*Homa((11),a (1))
auf [(11) (52) b%a" (1)] = [(s5) b*a* (1)] € H* Hom4(X, I) = Ext’ (X, Y).

Dal@l X T@Tund IST-% @1 in der Homotopiekategorie denselben Morphismus
reprasentieren, gilt das auch fiir ba (%) und (%), und somit stimmen die Abbildungen
H* Hom 4(X, ba (})) und H* Hom4 (X, (%)) iiberein; cf. §5.3 und Bemerkung 144. Er-
stere schickt [(s5)] auf [(s35)bFa* (1)], zweitere auf [(s3) (1)] = [s + 3] = [s] + [§] =
[Elok v + [Elok y in H* Homa(X, ) = Ext (X, Y).

Zusammenfassend haben wir ausgerechnet, dafl

[E® E]O‘];(EBX,Y@Y Exthy((11), G)) =

Bilde folgendes kommutative Diagramm.

(o%) (58) 0o cn(B8) (58) (59)

mO
YOY 4 M@ MO Mt M2 @ MR- 2( >M’“@M"?1 XaX
1
Y XX
Y NY N1t

. T(l 1)
CemiB Bemerkung 198 ist seine untere Zeile £ ein Reprisentant von

Nk—2 Nk—l X

Be Dlexty((11), (1) € exth(X,Y).
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Insgesamt ist also
[Elaky = [Elaky + [Elaky :

~ ~

cf. Bemerkung 198. Man nennt [E] auch die Baersumme von [E] und [E].

Beispiel 201 (Konnektor) Habe A geniigend Injektive und gentigend Projektive. Sei
Yy Ly Sy

eine kurz exakte Sequenz in A. Sei X € Ob A. Schreibe P := PRes X.

Wir haben die kurz exakte Sequenz Hom4(P,Y”) O, Hom A(PY) % Hom APY").
Nach Aufgabe 69 ist die lang exakte Homologiesequenz auf dieser isomorph zur lang
exakten R* Hom4 (X, —) = Ext’ (X, —)-Sequenz auf (Y',Y,Y").

9:=0F .
Sei k > 1. Sei H* Homy(P,Y") — 2228 HF1 Homy(P,Y’) der Konnektor unserer
lang exakten Homologiesequenz an dieser Stelle.

Nach Satz 196° haben wir den dort konstruierten Isomorphismus

k

exth (X, Y") 225 H* Homy(P,Y")

Sei

exth (X, V") — 2 o exth (X, V)
BQ,Y,,iz zlﬁ’;;;/
H* Hom (P, Y") —%~ HF Hom 4 (P, Y”)
kommutativ. Wir wollen —9Y°™ berechnen. Sei hierzu

%

E = (Y o My_y— o —=My—X) € exty(X,Y")

gegeben. Bilde ein kommutatives Diagramm wie folgt.

Pry 2> P, P Py X
Lo |
0 Y — My, M, X

Es ist [E]S% ., = [t] € H* Homu(P,Y").
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Nun ist 9 der Konnektor folgender Schlangenlemmasequenz; cf. §5.4.4.

H*(P,Y") H*(P,Y) H*(P,Y")
7(P,Y") 75(P,y) 28D gw(p yn)
dtrv)
ZH(P,Y") (P g) ZH(P,Y) 7 (P, Y")

T HEY(PYY) HH(P,Y) HEL(P,Y")

Bilde ein kommutatives Diagramm wie folgt.
Py 2~ P,
e
YLy ey
Beachte hierbei, dafl vs = dt = 0.

Das Bild von u in Z* (F, Y) wird also in unserem Schlangenlemmadiagramm horizontal
auf das Bild von ¢ in Z*(P,Y") und vertikal auf v € Z*"1(PY) abgebildet. Schliefilich
wird w € Z¥1(P,Y") horizontal auf v € Z¥*1(P,Y) abgebildet.

Gemii Aufgabe 70 bildet —0 also das Bild von ¢ in H*(P,Y"”) = H* Hom4 (P, Y") auf das
Bild von w in H*(P,Y") = H*"! Hom4(P,Y") ab.

Betrachte folgendes kommutative Diagramm.

Piy =P Piy s Py X
yr_J \ M, . M, X
\Y// /
Dieses zeigt, daB die Aquivalenzklasse von (Y’ Y e My — My — X ) un-

ter ?’;, auf das Bild von w in H*! Hom4(P,Y") kommt.
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Alles in allem bildet —9Y°" also die Aquivalenzklasse von

(V" e My —+ - — My— X) € exty(X,Y")

auf die Aquivalenzklasse von

(VLY S My — o My—X) € extly (X,Y)

ab. Kurz, dazu mufl Y’ 2+ Y >+ Y von links an einen Représentanten angefiigt werden.

Beispiel 202 (Produkte) Habe A geniigend Injektive. Seien k, ¢ > 1.

Strukturtransport gibt uns die milbrauchlich wieder mit (%) bezeichnete Z-bilineare Ab-
bildung

exth (X,Y) x extf(Y,Z) % exth(X,Z)
(E] . [F) —  [E]x[F] = ([Elaky * [Flayz)(ak7) ™" ;

cf. Definition 191, Satz 196.

Wie wollen einen Reprisentanten von [E] x [F] berechnen. Schreibe hierzu
E = (Y o> MO ™o MY " T2 e LX) e et (XY
F o= (ZA-NO W NV M MUNE? NG LYY e exty (Y Z).
Schreibe I := IRes X, J := [ResY und K :=IRes Z.

Fall k> 1 und ¢ > 1. Sei pars pro toto £ = 2 und ¢ = 2. Konstruiere ein kommutatives
Diagramm wie folgt.

Yy ey mogp by S o d o d
Z—de N0 Nty O o BV “”Nﬂ CO7 o L2
I ~ o
g 20 Loty <—1>k“d\* P S eV B P e

Beachte, daf} die Kommutativitdt eines Diagramms

A

p1-4d.po_d _p1 d_p2 d

in A dquivalent ist zur Kommutativitdat von

e AT

—d B—l —d BO —d Bl —d B2
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Somit ist [Elak y = (—1)F*[u] € Ext’(X,Y) und [Flaf , = (—1)**9[v] € Ext, (Y, Z).
Nach Entfernen aller Objekte nicht aus I, J oder K erkennen wir im Diagramm oben
[u]¥*(X,Y) und unten [v]W(Y, Z)[k]; cf. Bemerkung 188. Nun kommt

WU (X, Y) * o]0V, Z) = [u]T*(X,Y) - [o]O(Y, Z)[K]

unter WA (X, Z)~! auf [uf] in Ext®(X, Z). Insgesamt ist [u] * [v] = [uf]; cf. Definiti-
on 191.

Zusammengesetzt ergibt sich folgendes kommutative Diagramm.

Z e N0 NL_S_ppom g Yy

R O D B
(_1)k+£dK1(_1)k+edK2(_1)k+ldK

A (e2)° KO 3(_1)k+2dK4

Dieses zeigt, dal mit
G = (Z 4= N° e N' 2o 0 ™t e X)

die Aquivalenzklasse [G] unter o/;ré auf (—1)*+0-k+0[y f] abgebildet wird. Wir erhalten
so insgesamt

[E)x[F] = ([Eloky * [Flot ) (ak7) ™!
DFFHEEO (u] x [v]) (ak7) ™

(

(=1) ’
(=1)Ek+EEHO [y £ (o k+£>
(1) ) )
(=1)

1)k+E(+D+(k+0- (40 [ 5]

1k[[ ]

Gehen wir zuriick zum allgemeinen Fall, so erkennen wir, dafl mit

J n n _ st m m 1T
G := (Z-N" " .0 N 20 0 L S MR X
~ TV TV -
aus I aus F

gilt, daf
[B]«[F] = (-1)™G].

Warum aber [E]x [(Y' — Y — Y"')] in Beispiel 201 bis auf Vorzeichen das Bild von [F]
unter dem Konnektor ist, ist mir unklar. Obige Rechnungen liefern dies eben.
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7.2 Lokalisierung an einer dicken Teilkategorie

Sei A eine abelsche Kategorie.

7.2.1 Dicke Teilkategorien N’ C A

Definition 203 Eine volle Teilkategorie N' C A heifle dick, falls sie ein Nullobjekt von
A enthilt, und falls fiir jede kurz exakte Sequenz X’ — X — X" in A genau dann das
mittlere Objekt X in Ob A liegt, wenn die beiden dufleren Objekte X’ und X” in Ob N
liegen.

Split kurz exakte Sequenzen zeigen, dafl eine dicke Teilkategorie insbesondere eine volle
additive Teilkategorie ist; cf. Definition 108. Ist ferner X’ ~ X in A, so ist genau dann
X" € ObN, wenn X € ObN. Ferner ist eine dicke Teilkategorie N einer abelschen
Kategorie A selbst wieder abelsch, und der Inklusionsfunktor N A ist exakt. In der
Tat kénnen Kerne und Cokerne in N bereits in A gebildet werden, die erforderlichen
Eigenschaften vererben sich dann aus A.

Ein Morphismus in A, welcher einen Kern aus Ob A und einen Cokern aus ObA hat,
heiBe N -Quasiisomorphismus, symbolisch oft X =Y geschrieben (¥). Es ist dann jeder
Kern und jeder Cokern eines N-Quasiisomorphismus in Ob V.

Beispiel 204

(1) Sei R ein Ring. Sei A = R-Mod. Sei M C R eine Teilmenge. Sei N' C A die
volle Teilkategorie der R-Linksmoduln X, fiir die ein £ > 0 so existiert, dafl
myi-mg---my-x =0 fir alle m;, mg, ..., mp € M und alle z € X.

Wir wollen zeigen, da8 N eine dicke Teilkategorie von A ist. Es ist 0 € ObN. Sei
X'+ X -+ X" eine kurz exakte Sequenz in A.

Sei zum einen X € Ob N . Sei k > 0so, da my---my-x =0 fiirallem,, ..., my €
M und alle z € X.

Sei ' € X'. Seien my, ..., mp € M gegeben. Dann ist (my---my - 2')i =
my - -my - (') = 0 und folglich my - --my, - 2’ = 0. Also ist X’ € ObN.

Sei x” € X”. Seien my, ..., my € M gegeben. Wahle x € X mit xr = 2”. Dann

ist my---mg 2" =my---my - (xr) = (my---my - x)r = 0. Also ist X” € ObN.

Seien zum anderen X', X” € ObWN. Sei ¥’ > 0 so, daBl m; ---my - 2/ = 0 fiir alle
my, ..., mp € M und alle ' € X'. Sei £ > 0 so, dal mq - - - myr - 2" = 0 fiir alle
my, ..., mgr € Mundallex” € X”.Seix € X. Seienmy, ..., mpy € M. Esist
(mk/H R 1 VN '{L‘)T = Mgryq = Mg/ 4 - ([ET’) =0 und fOlghCh Mg/ Mg =T =
i firein 2’ € X'. Nunist my - - mpr -z = my - - -myr-(2'i) = (mq - - - mye-2')i = 0.

Also ist X € Ob .

8Nicht mit einer Identitéit oder einer Implikation verwechseln.
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Sei R ein Ring. Sei A = R-Mod. Sei M C R eine nichtleere Teilmenge so, dafi m-m’ €
M fiir alle m, m’ € M. Sei N' C A die volle Teilkategorie der R-Linksmoduln X,
fiir die ein m € M existiert mit ma = 0 fiir alle € X; kurz, mit mX = 0.

Wir wollen zeigen, daf N eine dicke Teilkategorie von A ist. Es ist 0 € Ob . Sei
X'+ X -+ X" eine kurz exakte Sequenz in A.

Sei zum einen X € ObN. Sei m € M so, dafl mX = 0.

Sei ' € X'. Es ist (ma’)i = m(2'i) = 0, und also ma’ = 0. Also ist mX’' = 0, und
mithin X’ € Ob .

Sei " € X”. Wihle z € X mit zr = 2”. Dann ist ma” = m(zr) = (mz)r = 0. Also
ist mX"” = 0 und mithin X” € ObW.

Seien zum anderen X', X” € ObWN. Sei m’ € M so, dal mX' = 0. Sei m” € M so,
da m”"X"” = 0. Sei z € X. Es ist (m”x)r = m”(xzr) = 0. Also gibt es ein 2/ € X’
mit 2'i = m"x. Es wird m'm"z = m/(2'i) = (m’2")i = 0. Also ist m'm”X = 0 und
wegen m'm' € M mithin X € Ob.

Sei R ein Ring. Sei M C R eine Teilmenge. Sei A C R-Mod die volle Teilkategorie
der als Mengen endlichen R-Linksmoduln. Sei N' C A die durch

ObN = {X €ObA : X — X, x+—mx ist bijektiv fiir alle m € M}

gegebene volle Teilkategorie. Wir wollen zeigen, daf N eine dicke Teilkategorie von

A ist. Es ist 0 € ObN. Sei X/ —» X —+ X" ecine kurz exakte Sequenz in A. Wir
betrachten den Morphismus

X—Xx—" X"

m-<—>l m~<—>i m~<—>i

Xt X X"

kurz exakter Sequenzen abelscher Gruppen fiir m € M.

Sind X', X” € ObW, so haben wir aulen zwei vertikale Isomorphismen fiir m € M.
Es zeigt das Schlangenlemma, Lemma 136, daBl dann auch der mittlere vertikale
Morphismus ein Isomorphismus ist fiir m € M. Also ist auch X € Ob .

Ist X € ObN, so haben wir in der Mitte einen vertikalen Isomorphismus fiir m € M.
Es folgt wieder mit dem Schlangenlemma (oder mit Komposition), dafl dann der
linke vertikale Morphismus monomorph und der rechte epimorph ist. Da aber X’
und X" endlich sind, folgt hieraus, dafl aulen zwei vertikale Isomorphismen stehen
fiir m € M. Also sind auch X', X” € ObW.

Sei A = Z-Mod. Sei darin N' = Z-mod die Kategorie der endlich erzeugten
Z-Moduln; cf. Aufgabe 13. Geméafl Aufgabe 71 ist Z-mod eine dicke Teilkategorie
von Z-Mod.
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(5) Sei A = Z-mod; cf. (4). Sei N = Z-fin C Z-mod die volle Teilkategorie der endlichen
Z-Moduln.

Sei M = Z ~ {0}. Es ist N gerade die volle Teilkategorie der endlich erzeugten
Z-Moduln X, fiir die ein m € M so existiert, dafl mX = 0; cf. Aufgabe 16. Das
Argument aus (2) zeigt, dal N eine dicke Teilkategorie von A ist.

Diese Dickheit von N kann man auch direkt sehen, verwendet man die Tatsache,

daf in einer kurz exakten Sequenz X’ — X — X” von Z-Moduln mit X’ und X"
endlich gilt, dal | X| = |X'||X"”|. In der Tat ist fiir alle z” € X” nach Wahl eines
r € X mit zr = 2” die Abbildung X' — r~'({z"}), 2/ — /i + z bijektiv.

7.2.2 Eigenschaften von N-Quasiisomorphismen
Sei N eine dicke Teilkategorie der abelschen Kategorie A.

Bemerkung 205 Ist -+ — X, | — X, — X;,1 — -+ eine lang exakte Sequenz, ist
i€ Z und sind X;_1, X;x1 € ObN, so ist auch X; € ObN.

Beweis. Wéhle Faktorisierungen
XZ‘_Q +>J,+> Xz‘—l H—'],ﬂ—* Xi+>1/,+> i+l +>J/,+> Xi_|_2;

cf. Definition 130. Da X;_; € ObWN, ist auch I’ € ObN. Da X;,; € ObWN, ist auch
I"e ObN.Da ', I” € ObN, ist auch X; € Ob . 5

Bemerkung 206 Sei XTLoY 27 in A gegeben. Sind aus f, g, fg zweie
N -Quasiisomorphismen, so alle.

Beweis. Wir haben folgendes Umfangssequenzdiagramm; cf. Lemma 132.

L
L A X/fgxz H D
R

Sind f und g zwei N-Quasiisomorphismen, so sind K, M, C, E € ObN. Mit Bemer-
kung 205 folgt, dafl auch L und D in Ob N liegen und somit fg ein N'-Quasiisomorphismus
ist.

M C
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Sind f und fg zwei N-Quasiisomorphismen, so sind K, L, C, D € ObN. Mit Bemer-
kung 205 folgt, dal auch M und E in Ob N liegen und somit g ein N-Quasiisomorphismus
ist.

Dual dazu, sind fg und g zwei N-Quasiisomorphismen, so auch f. o

Bemerkung 207 Se:
x—t.y
|7
X —=Y’
f/

ein Pullback in A. Ist ' ein N -Quasiisomorphismus, so auch f.

Beweis. Tragen wir horizonal Kerne und Cokerne ein, so erhalten wir ein kommutatives
Diagramm wie folgt; cf. Kern-Cokern-Kriterium, Lemma 134.

K—esX-l.y_+.¢C

A

Klg.éX/T)Y/;'%C/

Ist f" ein N-Quasiisomorphismus, dann sind K/, C’ € ObN. Folglich sind auch K, C' €
ObN. Somit ist f ein N-Quasiisomorphismus. 0

Bemerkung 208 Sei X oY in A. Genau dann gibt es einen N -Quasiisomorphismus
Y=Y mit fy =0, wenn I; € ObN.

Beweis. Sei (X Ly :y> Y') = (X -2 Y’) gegeben. Da y ein N-Quasiisomorphismus
ist, ist K, € ObN. Da fy = 0, gibt es ein g mit g, = f. Wegen Komposition ist g
monomorph. Also ist auch Iy € Ob V.

Ky
Y
f_ f Y /
X—=Ij—>Y =Y
Sei umgekehrt Iy € ObAN. Dann ist der Cokern p; ein N-Quasiisomorphismus, da er
I; € ObN als ein Kern und 0 € ObV als ein Cokern aufweist. Ferner ist fpjp= ffpf =0.0

Korollar 209 Sei X Y in A. Genau dann gibt es einen N -Quasiisomorphismus

Y=Y mit fy = 0, wenn es einen N -Quasiisomorphismus X' ==X mit xf = 0
gibt. Kurz,

(L2H)=(2%) = (=L)=(2).

Beweis. Dies folgt aus Bemerkungen 208 und 208°. o
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7.2.3 Die Quotientenkategorie AN

Sei N eine dicke Teilkategorie der abelschen Kategorie A.

Definition 210 Seien X, Y € Ob.A. Sei QMQ(X,Y) die Menge (*) der Diagramme der
Form

X/ f Y/

X% NY

in A, kurz (¢, f, s) geschrieben. Wir definieren auf QMQ(X,Y) eine Relation (~) wie folgt.
Es sei (t, f,s) ~ (t, f,3), falls es ein kommutatives Diagramm folgender Form gibt.

AN,

N 94
X' Y’

f

Bemerkung 211 Seien X, Y € ObA.
Es ist (~) eine Aquivalenzrelation auf QMQ(X,Y).

Beweis. Unter Verwendung von vier Identitéten erkennen wir, dafl (~) reflexiv ist. Nach
Konstruktion ist (~) symmetrisch.

Zum Nachweis der Transitivitit sei (¢, f,s) ~ (f, 1, §) ~ (1?, 1, 5) in QMQ(X,Y) gegeben.
Wir konstruieren unter Verwendung von Bemerkungen 207 und 207° folgendes kommuta-
tive Diagramm.

/
Uul v1
t N1 s
v2
u2 us ~ U5
i f 5
X<e——— pa— Y
v3
us f3
% f2 \H’ %
i E
U4 V4

s
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Nach Konstruktion kommutieren die linken beiden Vierecke, die mittleren vier Rechtecke
und die rechten beiden Vierecke. Ferner ist nach Konstruktion usus = ugus und vevs =
v3vg . WIr setzen f3 := usfiv5 = usus frovs = ugug fusvg = ug fovg -

Es folgt usuit = usust = ugust = uguat, usui foi1vs = us frvs = f3 = ug fovs = ugtiy fv4v6

und svyvs = Svavs = SU3vg = SU4vg . Somit ist (t, f,s) ~ (t, 1. §) o

Bemerkung 212 Seien X, Y € ObA. Es ist (~) als Aquivalenzrelation erzeugt ist
von folgender Relation der elementaren Aquivalenz. Sei (t, f,s) € QMQ(X,Y). Sei u ein
N-Quasiisomorphismus mit Zielu = Startt = Start f. Sei v ein N-Quasiisomorphismus
mit Startv = Ziel s = Ziel f. Dann sei (¢, f, s) elementar dquivalent zu (ut, uf, s) und zu

(t, fv, sv).
Bemerkung 213 Seien X, Y € ObA.

(1) Jedes Element (t, f,s) € QMQ(X,Y) ist dquivalent zu einem der Form (idx, f’, ).

(2) Zwei Elemente der Form (idx, f,s), (idx, f,5) € QMQ(X,Y) sind genau dann

daquivalent, wenn es ein kommutatives Diagramm folgender Form gibt.

Die Identitdten in Elementen der Form (idy, f,s) € QMQ(X,Y) werden in Diagrammen
oft nicht dargestellt.

Bewezs.

Zu (1). Bilde folgendes kommutative Diagramm; cf. Bemerkung 207°.

f

_—

N

Esist (t, f,s) ~ (¢, ft',st') = (tidx,tf",s') ~ (idx, f', §).
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Zu (2). Nach Definition sind (idx, f, s) und (idx, f, §) genau dann dquivalent, wenn es ein
kommutatives Diagramm folgender Form gibt.

f

[ ——

A AN
N A

-

f

Notwendigerweise ist darin v = . Da u(fv— f ) = 0, gibt es einen N-Quasiisomorphismus
w mit (fv— fo)w = 0; cf. Korollar 209. Also ist f(vw) = f(dw) und s(vw) = 5(w), wie
verlangt. o

Definition 214 Sei Ob(AJN) := Ob A.
Seien X, Y, Z € ObA. Sei

AN (X Y) = QMQ(X, Y)/(~) .

Die Aquivalenzklasse von (¢, f,s) € QMQ(X,Y) beziiglich (~) werde t\ f/s geschrieben
und als Doppelbruch bezeichnet.

Fir (idx, f,s') € QMQ(X,Y) kiirzen wir idx\ f'/s’ =: f'/s’ ab und sprechen von einem
Rechtsbruch.

Fir (¢7, f,idy) € QMQ(X,Y) kiirzen wir ¢"\ f”/idy =: t"\ f” ab und sprechen von einem
Linksbruch.

Seien (t, f,s) € QMQ(X,Y) und (v, g,u) € QMQ(Y, Z) gegeben. Bilde ein kommutatives
Diagramm wie folgt; cf. Bemerkungen 207 und 207°.

! g

(%) X% \ Ny \ Z
| N a

g

Hierbei kann das linke Viereck ein Pullback sein, muf3 aber nicht. Ferner kann das rechte
Viereck ein Pushout sein, muf§ aber nicht.

Wir wollen das Kompositum zu

(E\f/s) - (V\g/u) = wit\f'g/u = \[g'Juwy € ayn(X,Z)

setzen.

Lemma 215 Die in Definition 214 gewiinschte Kompositionsabbildung ist wohldefiniert
und macht AJN zu einer Kategorie, genannt die Quotientenkategorie von A nach N
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Beweis. Zunéchst einmal merken wir an, dafl in der Tat

wit\f'g/u = wit\ f'gws/uwy = wit\wy fg'Juwy = t\fg'/uw,
ist.

Wir haben, bei fester Repriasentantenwahl im ersten und im zweiten Faktor, die Un-
abhéngigkeit von der Wahl der kommutativen Vierecke im Diagramm (x) zu verifizieren.
Dazu diirfen wir zum einen einen Pullback (f’, f, w1, vs) und einen Pushout (g, ¢, vs, ws)
wéhlen, und haben zum anderen zwei beliebige kommutative Vierecke ( f’ , 1, vs) und
(9,9, vs,Wy) mit N-Quasiisomorphismen w; und wy vorzugeben. Wir erhalten folgendes
kommutative Diagramm; cf. Bemerkung 206.

R

Daher ist wit\ f'g/u = prwit\py f'g/u = w1t\ f'g/u. Oder dual.

Wir haben nun die Unabhéngigkeit von der Reprisentantenwahl im ersten und im zwei-
ten Faktor zu verifizieren. Wir zeigen diese im ersten Faktor, im zweiten Faktor gilt sie
dann dank Dualitét. Seien hierzu (¢, f,s) € QMQ(X,Y) und (v,g,u) € QMQ(Y,Z2)
gegeben, sowie N-Quasiisomorphismen ¢; mit Zielq; = Start{ = Start f und ¢ mit
Startq, = Ziel f = Ziels. Zu zeigen geniigt, dafl die Kompositionskonstruktion mit
den Repréasentanten (¢, f,s) und (v, g,u) dasselbe liefert wie mit den Reprasentanten
(q1t, q1fqo, $q2) und (v, g,u) ; cf. Bemerkung 212.

Wir konstruieren dazu folgendes kommutative Diagramm; cf. Bemerkung 207°.

q1fq2 g

Es resultiert, daf die Kompositionskonstruktion mit den Reprasentanten (qit, ¢ fqz, s¢2)
und (v, g, u) gerade

G\ f g JuwaGe = t\fqg [uwsGe = t\[f§'Ga/uwsGe = t\fg'/uws
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liefert, was man auch von den Repréisentanten (¢, f, s) und (v, g, u) erhélt.

Somit ist die Wohldefiniertheit der Kompositionsabbildung aus Definition 214 nachgewie-
sen; cf. (x).

Seien (idy, f,s) € QMQ(X,Y) und (idy, g,u) € QMQ(Y, Z) gegeben. Fiir das Komposi-
tum erstellen wir das kommutative Diagramm

f g

7 N\

X Y w2 Z,

N\ 7z

i.e. das kommutative Diagramm

y \wz
N

A

X A

Y

und erhalten

(f/5)-(g/u) = fg'/uw, .

Um Identitdten und Assoziativitdt nachzuweisen, geniigt es dank Bemerkung 213.(1),
Rechtsbriiche zu betrachten.

Fiir die Assoziativitéit betrachten wir folgendes kommutative Diagramm; cf. Bemer-
kung 207°.

7N
S NP
A N N

Fiir die Identitédten id/id betrachten wir folgendes kommutative Diagramm.

\
\

A N

AN

\

Damit ist nachgewiesen, da§ A /N mit der Komposition aus Definition 214 eine Kategorie
ist; cf. (%). o

Bemerkung 216 Seien t\f und g/u komponierbar in AJN. Es ist (t\f) - (g/u) =
t\fg/u.
Speziell ist fiir einen Morphismus y\h/x in AJN dann y\h/z = (y\id)(id\h/id)(id/x).
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Diese Bemerkung werden wir weitgehend kommentarlos verwenden.

Beweis. Um t\ f und g/u zu komponieren, kénnen wir in (%) wegen s = id und v = id
speziell w; = id und w, = id wahlen. o

Definition 217 Wir haben einen Lokalisierungsfunktor

A RN N
foo—— id\f/id,

welcher also Objekte identisch abbildet.

In der Tat ist fir —~ % in A auch (id\f/id)(id\g/id) = (id\f)(g/id) = id\fg/id.
Ferner ist id\id/id = id.

Bemerkung 218 Seien X, Y € ObA. Sei (t, f,s) € QMQ(X,Y). Es ist t\f/s genau
dann ein Isomorphismus in AJN, wenn f ein N -Quasiisomorphismus ist.

Ist f ein N'-Quasiisomorphismus, so ist (Lf)™' = f\id =id/f.

Beweis. Ist f ein N-Quasiisomorphismus, dann ist (f\id)(Lf) = f\f = id\id = id =
id/id = f/f = (Lf)(id/f). Also ist Lf ein Isomorphismus; cf. Aufgabe 32.(3,5). Ferner
folgt, da8 (Lf)~* = f\id = id/f. Insbesondere ist auch f\id = id/f ein Isomorphismus.

Ist umgekehrt ¢\ f/s ein Isomorphismus, dann auch Lf = (¢\id)~(t\ f/s)(id/s)~ .

Sei (Lf)(g/u) = 1id, i.e. fg/u = id/id. Also gibt es einen N-Quasiisomorphismus w mit
wfg = wu. Somit ist fg ein N-Quasiisomorphismus; cf. Bemerkung 206. Das Umfangs-
sequenzlemma, Lemma 132, liefert K; —~ K, € Ob A und also Ky € Ob A (7).

Dual ist auch Cy € ObW.

Insgesamt ist f als N-Quasiisomorphismus nachgewiesen. o

Lemma 219 Die Quotientenkategorie AJN ist eine additive Kategorie. Es ist 04 =
0ayn - Ferner ist fir X, Y € Ob A = Ob(AJN) das Objekt X &Y sowohl die direkte
Summe in A als auch in AJN; Inklusions- und Projektionsmorphismen in AJN sind
durch die Bilder der entsprechenden Morphismen in A unter L gegeben.

Beweis. Es ist 0 = 04 =: 044 auch ein Nullobjekt in A/N. Es ist initial, da fiir jeden
N-Quasiisomorphismus Y ==Y’ in A gilt, daB 0oy’ /s = 00y$S/s = 0gy/idy. Dual dazu
ist es terminal.

Zu (Add1). Seien X, Y € Ob(AJN) = Ob.A. Wir wollen zeigen, daB die in A gebildete

direkte Summe X @Y, zusammen mit den Inklusionsmorphismen ¢; := Li; und to := Lo
und den Projektionsmorphismen 7 := L7 und 7y := Ly eine direkte Summe ist.

9Cf. auch Bemerkung 222 unten.
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Dazu zu (Sum1). Sei S € Ob(AJN) = Ob.A. Seien S X und § 2% Y in AJN
gegeben. Bilde mit Bemerkungen 207 und 206 das kommutative Diagramm

2
t/MNHt
=9

Betrachte den Morphismus S AT X @Y in AJN. Es wird

(w\ (v v9))m = (w\ (v 9))(m /idxay)
’lU\’U/f/idX@y

v\ f

= t\f.

Genauso wird (w\ (v'f ¢9))m = v\g.
Wir haben die Eindeutigkeit des Induzierten zu zeigen. Sei S M X &Y mit

a\f = (@\ (Fa))m = 1\f = w\v'f und @\g = (@\ (74))m2 = v\g = w\l'g gegeben. Wi
wollen w\ (73) = w)\ (v'f ¥'g) nachweisen.

Es gibt kommutative Diagramme wie folgt; cf. Bemerkung 213.(2°).
AN Nl
Bilde folgenden Pullback; cf. Bemerkung 207.
S >
N\ A

Es gibt N-Quasiisomorphismen ¢; und ¢z mit u; = qu', us = @', us = gzw’ und
uy = gsw’. Bilde mit Bemerkungen 207 und 206 das kommutative Diagramm
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Das Diagramm

kommutiert, da

und da genauso pw'g = pw't'g.
Dazu zu (Sum2). Dual zu (Sum1).

Dazu zu (Sum3). Es ist yym = (id\ey)(m/id) = id\id/id = id. Es ist ym =
(ld\[,l)(ﬂ'z/ld) = ld\OX7y/1d = LOX7Y = (LOX70)(LOO’X) = 0. Etc.

Zu (Add2). Sei X € Ob(AJN) = ObA. Da (Add2) in A gilt, und da ein Funktor
geméfl Bemerkung 84 Isomorphismen respektiert, geniigt es zu zeigen, dafl L (%(1)) =
(17). In der Tat ist ¢1(L (19))m = (L) (L (19))(Lmy) = L(11 (19) m1) = L1 = 1, ferner
t(L(19))m = (L) (L (11))(Lma) = L(e1 (19) m2) = LO = 0, etc. o

Bemerkung 220 Der Lokalisierungsfunktor AL AJN st additiv.

Beweis. Es ist LO = 0. Seien ferner X, Y € Ob A gegeben. Betrachte die direkte Summe
X@®Y in A Esist Lm = m und Lmy = my; cf. Beweis zu (Sum1) in Lemma 219.
Insbesondere ist (Lm L) = (mm2) = idpxery ein Iso-, also auch ein Monomorphismus.
GeméB Definition 110 ist L somit additiv; cf. Bemerkung 109.(3). -

Bemerkung 221 Seien X, Y € Ob.A. Sei (¢, f,s) € QMQ(X,Y). Die folgenden Aus-

sagen (1,2,2°) sind dquivalent.
(1) Esist t\f/s=0.
(2) Es gibt einen N -Quasiisomorphismus wy mit wy f = 0.

(2°) Es gibt einen N -Quasiisomorphismus wy mit fwy = 0.
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Beweis.
(1) = (2). Dat\f/s =0= (idx\0x,0)(00y/idy) = idx\Ox,y/idy, haben wir ein kommu-

tatives Diagramm in A wie folgt.

f

PR

N
A /

X

_

0

Insbesondere ist (u;f)uz = 0. Folglich gibt es einen N-Quasiisomorphismus wuz mit
ug(uy f) = 0; cf. Korollar 209. Setze w; := uguy ; cf. Bemerkung 206. Es ist w; f = 0.
(2) = (1). Esist t\ f/s = wit\w1 f/s = w1t\0/s = (w1t \Ostartw;,0) (00, zie1s/5) = 0. o

Bemerkung 222 Sei f/s € Mor(AJN). Es ist f/s genau dann monomorph, wenn der
Kern Ky, genommen in A, in Ob N liegt.

Beweis. Sei zum einen f/s monomorph. Es ist (id\¢s)(f/s) = 0. Da f/s monomorph
ist, folgt id\¢y = 0, i.e. uty = 0 in A fiir einen N-Quasiisomorphismus u; cf. Bemer-
kung 221.(1,2). Da ¢y in A monomorph ist, folgt u = 0. Also ist K; = Start iy = Zielu =
C, € ObN.

Sei zum anderen Ky € ObN. Sei v\g in AJN mit (v\g)(f/s) = 0 gegeben. Wir miissen
v\g =0 zeigen. Da v\gf/s = 0, gibt es einen N-Quasiisomorphismus w mit wgf = 0;
cf. Bemerkung 221.(1,2). Also gibt es ein a in A mit wg = aus. Folglich ist v\g =
wu\wg = wv\ary = (wv\a)(ts/id), so daf es geniigt, ¢r/id =0 zu zeigen. Da aber
K; € ObNV, ist Ok, ein N-Quasiisomorphismus. Da Oy k, ¢ty = 0, ist ¢f/id = 0; cf. Bemer-
kung 221.(1,2). o

Lemma 223 Die Quotientenkategorie AJN ist eine abelsche Kategorie. Ist f € Mor A,
dann ist Liy ein Kern und Lpy ein Cokern von Lf in AJN.

Die iibrigen Kerne von Morphismen in AJN ergeben sich dann durch isomorphe Erset-
zung; cf. Aufgabe 51.(1), Bemerkung 222.

Beweis. Dank Lemma 219 ist A additiv.

Zu (Ab1). Sei f/s: X —Y in AJN gegeben. Wir wollen zeigen, daB id\¢s ein Kern von
f/sin AJN ist.

Zum einen ist (id\es)(f/s) =id\esf/s = 0.

Sei zum anderen v\g in AJN mit (v\g)(f/s) = 0 gegeben. Da id\¢; nach Bemerkung 222
ein Monomorphismus ist, geniigt es, eine Faktorisierung von v\g iiber id\¢s zu finden.
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Da v\gf/s = 0, gibt es einen N-Quasiisomorphismus w mit wgf = 0; cf. Bemer-
kung 221.(1,2). Also gibt es ein a in Mor A mit wg = avy. Es folgt v\g = wv\wg =
wo\a s = (wo\a)(ts/id) = (wov\a)(id\¢y).

Zu (Ab1°). Dual zu (Ab1).

Zu (Ab2). Sei t\ f ein Monomorphismus in AJN. Wir wollen zeigen, da8 ¢\ f ein Kern
von Lp; ist.

Es ist ¢\ f = (Lt) ' (Lf); cf. Bemerkung 218. Somit geniigt es zu zeigen, dafi der Mono-
morphismus Lf ein Kern von Lpy ist; cf. Bemerkung 119.(5).

Zum einen ist (Lf)(Lps) = L(fpy) = LO = 0.

Sei zum anderen v\g in AJN mit (v\g)(Lps) = 0 gegeben. Da Lf monomorph ist,
geniigt es, eine Faktorisierung von v\g tiber Lf zu finden. Da v\gp/id = 0, gibt es einen
N-Quasiisomorphismus w mit wgp; = 0; cf. Bemerkung 221.(1,2). Somit gibt es ein
a € Mor Amit wg = af ; cf. Bemerkung 124.(1). Mit Bemerkung 222 ist K7 = K; € Ob V.
Also ist f ein N-Quasiisomorphismus. Es ist (Lf)™! = id/f; cf. Bemerkung 218. Somit
wird
v\g = wv\wg
wo\af
= (wo\a)(Lf)
= (wo\a)(id/F)LA(LS)
= (wo\a/f)(Lf) .

Zu (Ab2°). Dual zu (Ab2). g

Bemerkung 224 Der Lokalisierungsfunktor AL AN st exakt. Es ist LN ~ 0 fiir
N € ObW.

Beweis. Dank Bemerkung 220 ist L additiv.
Sei X'~ X -+ X" cine kurz exakte Sequenz in A. Wir haben zu zeigen, dafl

LX' 2 X X LX kurz exakt ist; cf. Definition 128.(1).

Es gibt einen Isomorphismus f mit ¢ = f ¢, , da sowohl ¢ als auch ¢, Kerne von r sind; cf.
Bemerkung 119.(2). Also ist Li = (Lf)(Lt,). Nach Lemma 223 ist L, ein Kern von Lr.
Es ist Lf ein Isomorphismus; cf. Bemerkung 84.(3). Somit ist auch Li ein Kern von Lr;
cf. Bemerkung 119.(5).

Dual ist Lr ein Cokern von Li.
Somit ist (Li, Lr) kurz exakt.

Ist ferner N € Ob N, so ist 0 — N ein N-Quasiisomorphismus. Also ist L(0 — N) =
0 — LN ein Isomorphismus; cf. Bemerkung 218. o
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Lemma 225 (Universelle Eigenschaft Quotientenkategorie)

Sei B eine weitere abelsche Kategorie.

(1) Sei AL+ B ein exakter Funktor s0, dafp FN >~ 0 fiir alle N € ObWN. Dann gibt es
genau einen exakten Funktor A//./\/'i B mit FoL=F.

AL .B

|

AJN
Hierbei ist F(t\f/s) = (Ft) Y (Ff)(Fs)™" fir t\f/s € Mor AJN.

F
(2) Seien A—x B exakte Funktoren so, dafy FN ~ 0 und GN ~ 0 fiir alle N € ObN.
a

Sei F -+ G eine Transformation. Dann gibt es genau eine Transformation F-%G

so, daff aX = aLX = aX fir X € Ob A.

Beweis.
Zu (1).
Zur Eindeutigkeit. Sei t\ f/s ein Morphismus in AJN. Es ist t\ f/s = (¢\id)(Lf)(id/s) =
(Lt)"Y(Lf)(Ls)™"; cf. Bemerkungen 216 und 218. Ist F’ : .A//N — B ein

Funktor mit F'oL =F, so ist folglich F'(t\f/s) = F' (L) (Lf)(Ls)™') =
(F'Lt)"Y(F'Lf)(F'Ls)~' = (Ft)"Y(F f)(Fs)~'. Dadurch ist F”’ festgelegt.

Zur Existenz. Setze FX := FX fiir X € Ob(AJN) = Ob A.

Da F exakt ist, und da FFN ~ 0 fiir alle N € ObN, werden N-Quasiisomorphismen
unter F' auf Isomorphismen abgebildet. Denn ist f ein A-Quasiisomorphismus, dann sind
(ts, f) und (f, py) kurz exakt. Wegen F' exakt sind folglich auch (Fuz, Ff) und (Ff, Fpy)
kurz exakt. Da f ein N-Quasiisomorphismus ist, liegt Ky € ObN. Nach Voraussetzung
ist FKy ~ 0. Also ist F'f ein Isomorphismus; cf. Bemerkung 119.(3,5), Aufgabe 47.(2).
Dual ist F f ein Isomorphismus. Ingesamt ist also F'f = (Ff)(F f) ein Isomorphismus.
Cf. Definition 203, Bemerkung 124.(1).

Setze F(t\f/s) := (Ft) Y (Ff)(Fs)™" fiir t\f/s € Mor AJN.
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Dies ist wohldefiniert, denn ist u ein N-Quasiisomorphismus mit Ziel u = Startt = Start f,
dann ist

(F(ut))  (F(uf))(Fs)™" = (Ft)" (Fu)  (Fu)(Ff)(Fs) = (Ft) " (Ff)(Fs)™!
Dual fiir den anderen Fall der elementaren Aquivalenz. Cf. Bemerkung 212.
Es ist Fid = F(id\id/id) = (Fid)"}(Fid)(Fid)~* = id.

Was die Vertréglichkeit von F mit Komposition anbelangt, betrachten wir ein kommuta-
tives Diagramm

in A wie in (). Es wird

F((t\f/s)(w\g/u)) = F(t\fg /uw,)
= (Ft) ™ (F(fg)(F(uwy))™"
= (Ft)"Y(Ff)(Fg')(Fws) ' (Fu)™!
= (Ft) N (Ff)(Fs)" (Fo) (F(vs))(Fg')(Fwz) ™" (Fu)~!
= <Ft> (Ff)(FS) HF )™ (Fg)(Fwy) (Fuws) ™ (Fu)™
= (PO (FNHF) ) ((Fo) (Fg)(Fu)™)

= (F (t\f/S))( (v\g/u
SchlieBlich ist FLf = F(id\f/id) = (Fid) ' (Ff
FoL=F.
Zur Additivitdt. Es ist FOA/N FLOA =F04 ~05.
Seien ferner X, Y € Ob(AJN) = Ob A gegeben. Wir betrachten X @ Y und haben zu

zeigen, da} ( Fm Fr,) monomorph ist; cf. Definition 110.

Nun ist aber X &Y in AJN durch die in A gebildete direkte Summe gegeben, und es ist
auch m = Lm; und mg = Ly ; cf. Lemma 219. Es folgt (Fmi Fry) = (FLmy FLmy ) = (Fm Fr2),
und dies ist ein Isomorphismus, also insbesondere ein Monomorphismus, da F' additiv ist;
cf. loc. cit.

) -
HFid)~! = Ff fir f € Mor A, also

Zur Exaktheit. Sei (t\f,g/u) eine kurz exakte Sequenz. Wir haben zu zeigen, daf
(F(t\f),F(g/u)) eine kurz exakte Sequenz ist.

Da t\f = (Lt)"'(Lf) und g/u = (Lg)(Lu)~! nach Bemerkungen 216 und 218, ist auch
(Lf, Lg) eine kurz exakte Sequenz; cf. Bemerkung 119.(5,6).

Bs ist (F(t\f),F(g/w)) = ((Ft)""(Ff),(Fg)(Fu)™") kurz exakt genau dann, wenn
(Ff, Fg) kurz exakt ist; cf. loc. cit. Es geniigt also, letzteres zu zeigen.

Zeigen wir, daf§ F'f ein Kern von Flg ist. Bilde ¢, in A. Es ist Li, wie Lf ein Kern von
Lg; cf. Lemma 223. Also gibt es einen Isomorphismus z\y in AJN mit Lf = (z\y)(Le,);
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cf. Bemerkung 119.(2). Es sind (¢4, g) und (g, py) kurz exakt, und also auch (Fi,, Fg)
und (Fg, Fpy). Insbesondere ist F'g monomorph, und somit Fi, ein Kern von Fg =
(Fg)(F§); cf. Bemerkung 119.(6). Nunist Ff = FLf = F((z\y)(Lty)) = (F(2\y))(Ftg).

Da F(x\y) wie x\y ein Isomorphismus ist, folgt, da8 auch Ff ein Kern von Fyg ist; cf.
Bemerkung 119.(5).

Dual ist F'g ein Cokern von F'f.
Somit ist (F'f, Fg) kurz exakt.
Zu (2).

Zur Findeutigkeit. Es operiert L identisch, damit insbesondere surjektiv, auf den Objek-
ten. Ist ' LX = aX fiir X € Ob A verlangt, so legt dies also a’ fest.

Zur Ezistenz. Setze aX := aX fir X € Ob(AJN) = Ob.A. Konnen wir zeigen, daB
das Tupel (a.X)xecobayay natiirlich ist, so haben wir eine Transformation a wie verlangt
gefunden.

In der Tat wird fiir einen Morphismus ¢\ f/s in AJN von X nach Y, setzen wir X’ :=
Startt und Y’ := Ziel s,

@X)(G(t\f/s)) = (@X)(Gt)" (Gf)(Gs)™!
= (Ft) ' (Ft)(aX)(Gt)" (G f)(Gs)™"
= (Ft) " (aX')(Gt)(Gt) MG [)(Gs)™!
= (Ft) " (aX")(Gf)(Gs)™!
= (Ft)"Y(Ff)(aY")(Gs)™!
= (Ft) " (Ff)(Fs) ' (Fs)(aY")(Gs)™!
= (Ft) " (Ff)(Fs) ' (aY)(Gs)(Gs)™!
= (Ft) " (Ff)(Fs)"!(aY)
(F(t\f/s))(@Y) .
/X'Lf FY’\
FX ox ' FY
X /GX’LGY’\ oy
GX e)%

Cf. auch Aufgabe 75.

Bemerkung 226 Jede kurz exakte Sequenz in AJN ist isomorph zum Bild einer kurz
exakten Sequenz in A unter L.
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Dies hitte auch zum Beweis der Exaktheit von F fiir Lemma 225 herangezogen werden
konnen. Denn das Bild einer kurz exakten Sequenz in A/N unter F ist genau dann kurz
exakt, wenn das Bild einer zu ihr isomorphen Sequenz kurz exakt ist; cf. Aufgabe 51.(1). Ist
aber letztere im Bild unter L, so ist ihr Bild unter F das Bild einer kurz exakten Sequenz
unter F o L = F, und somit seinerseits kurz exakt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl jeder Monomorphismus in A/N isomorph zum Bild
eines Monomorphismus in A unter L ist. Denn wegen dieser Isomorphie (oder wegen L
exakt) ist ein solches Bild dann wieder ein Monomorphismus. Die Ergénzungen dieser
beiden Monomorphismen zu kurz exakten Sequenzen in AJN sind daher dann moglich
und zueinander isomorph; cf. Bemerkung 124.(2), Lemma 136 (oder mehrfach erstere
Bemerkung). Und als Ergénzung zu einer kurz exakten Sequenz eines Monomorphismus
im Bild von L kann man das Bild einer solchen Ergénzung unter L verwenden, da L exakt
ist.

Sei also f/s ein Monomorphismus in A/N . Nach Bemerkung 222 ist K; € ObN. Also

ist f ein A-Quasiisomorphismus. Da f/s = (Lf)(Lf)(Ls)_l, ist f/s in der Tat isomorph
zu Lf; cf. Bemerkung 218. 0

Beispiel 227 Da LN ~ 0 fir N € ObN, haben wir folgendes kommutatives Dreieck
von Funktoren; cf. Bemerkungen 224 und 116.

A—L s AN

|

AN

Wir wollen skizzieren, daf L im allgemeinen keine Aquivalenz ist.

1. Sei N := Z-fin C Z-mod =: A; cf. Beispiel 204.(4,5). Sei Z-lat C Z-mod die volle
Teilkategorie der Z-Moduln isomorph zu Z®™ fiir ein m > 0 (engl. lattices, dt. Gitter).
Sei Q-mod die Kategorie der endlichdimensionalen Q-Vektorraume.

2. Wir behaupten, dal das Kompositum Z-lat C .~ Z-mod A, Z-mod/Z-fin eine Aqui-
valenz ist.

Dicht. Jedes Objekt in Z-mod ist isomorph zu einem der Form Z®™ & A mit m > 0 und
A € Ob Z-fin; cf. Aufgabe 16. Nun ist Z%" @ A ~ Z%™ ¢ 0 ~ Z®™ in Z-mod/Z-fin, und
dieses Objekt liegt im Bild von Z-lat unter R.

Voll. Das Kompositum zweier voller Funktoren ist voll.

Treu. Es geniigt zu zeigen, dafl kein Morphismus der Form X — Y ungleich 0 in
Z-lat auf den Nullmorphismus in Z-mod/Z-fin abgebildet wird. Wéare sein Bild gleich
0, so wirde (X —Y) = (X —A—Y) faktorisieren fiir ein A € ObZ-fin. Nun
ist aber z(A,Y)=0, da fir ALY und @ € A stets |Ala = 0 gilt, somit auch
|Al(a)f = (|Ala) f = 0, und also, wegen Y € Ob Z-lat, auch (a)f = 0; cf. Aufgabe 16.

Dies zeigt die Behauptunyg.
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3. Schreibe F' : Z-mod — Q-mod fiir die Einschrénkung von Q® — : Z-Mod — Q-Mod.
Z
Beachte, wenn X = z(z1, ..., 2,),dann Q@ X = z(1®x1, ..., 1 ®x,).
Z

Es ist A ~ 0 fir A € ObZ-fin. Denn } ®a = - @ |Ala = 0 fir z € Z~ {0} und a € A.

Sei ein Morphismus X’ '+ X in Z-mod gegeben. Ohne Einschrinkung ist X' = Z&™ @ A’
und X = Z%" o Amit m’,m > 0und A, A € ObZ-fin; cf. Aufgabe 16. Dann ist f

von der Form ( M *>
Z@m/@A/ 2» ZGBmEBA
mit M € Z™>*™ Nun ist Ff isomorph zu
QEBm’ M Q@m’

da FA"~ 0 und FA ~ 0; cf. Bemerkung 112.

Ist nun [ = (]\04 :) monomorph, so auch zom' M_79m ynd somit auch Qe M, Qom™,
Also ist F' exakt.

Somit existiert F: Z-mod | Z-fin — Q-mod; cf. Lemma 225. Wir behaupten, daf F eine
Aquivalenz ist.

Dicht. Fiir m > 0 ist Q®™ isomorph zum Bild von Z®™ unter F.

Voll. Seien 0.E. Z®" @ A’ und Z®" @ A in Ob(Z-mod JZ-fin) = Ob Z-mod mit m’, m > 0
und A’, A € Ob Z-fin gegeben. Sei ferner ein Morphismus Q™ M, Q®™ mit M € Q'™
vorgegeben. Wir haben einen Morphismus von Z®™ @ A’ nach Z®™ @ A in Z-mod JZ-fin
zu finden, der bis auf fest gewéhlte isomorphe Ersetzung auf M abgebildet wird.

Sei M = %]\}[ fiir ein geeignetes z € Z \ {0} und ein entsprechendes M € Zm*™' Sei Z :=
( ) e Z™ ™ Es ist (%8) (28 @ A —+ 78 @ A ein Z-fin-Quasiisomorphismus,

da sowohl sein Kern A’ als auch sein Cokern (Z/2)®™ @ A’ endlich ist; cf. Aufgabe 15.

Somit kénnen wir ein Urbild wie gesucht mit (% 8) \ (%4 8) angeben.

Treu. In obigen Bezeichnungen wird ein Morphismus (Ag/ I\ (1\04 5), mit M’ € Z™ > yon
Rang m/ und M € Z™>*™ unter F nach M'~'M abgebildet. Letzterer veschwindet genau
dann, wenn M = 0. Dann aber ist (]\04:) (188) = 0. Dies zeigt (]‘g’I) \ (1\04:) =0, da (138)
ein Z-fin-Quasiisomorphismus ist; c¢f. Bemerkung 221.

Dies zeigt die Behauptunyg.

4. Wire nun L eine Aquivalenz, so nach vorstehenden beiden Behauptungen auch das
Kompositum

(Z-lat — Q-mod)

= (Z-lat C— Z-mod i Z-mod/Z-fin =N Z-mod JZ-fin E, Q-mod)
(Z-lat v Zemod —“+ Zemod JZ-fin —~ Q-mod)

(Z-lat C— Z-mod —~ Q-mod) .



155

Dieses schickt aber den Nichtisomorphismus Z 2. 7 bis auf isomorphe Ersetzung auf den
Isomorphismus Q 2, Q, und wir haben einen Widerspruch.

Cf. auch Aufgabe 75.

7.3 Freydkategorie

7.3.1 Begriff der schwach abelschen Kategorie

Sei K eine additive Kategorie.

Definition 228 Sei X 2~V in K gegeben.

(1) Ein Morphismus K —» X helﬁt schwacher Kern von f, falls if = 0 und falls fir

jeden Morphismus T X ey mitt f = 0 ein Morphismus T K mit ¢ =t
existiert.

(1°) Ein Morphismus Y — C heifit schwacher Cokern von f, falls fr = 0 und falls fiir
jeden Morphismus X oy e T mit ft = 0 ein Morphismus C' L T mit it =

existiert.
x—Jt .y . ¢
t v
0 t
v
T

Cf. Definition 118.

Definition 229 Die additive Kategorie K heifit schwach abelsch, falls folgende Bedin-
gungen erfiillt sind.

(SAb1) Jeder Morphismus in K hat einen schwachen Kern.
(SAb 1°) Jeder Morphismus in K hat einen schwachen Cokern.
(SAb2) Jeder Morphismus in K ist ein schwacher Kern eines Morphismus in K.

(SAb 2°) Jeder Morphismus in K ist ein schwacher Cokern eines Morphismus in K.
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Cf. Definition 120.

Vorsicht, i.a. sind abelsche Kategorien nicht schwach abelsch. Z.B. ist in Z-Mod der Morphis-
mus Z =N Z kein schwacher Cokern eines Morphismus X — Z. Denn dieser Morphismus
wire wegen Z 2 Z monomorph notwendig gleich 0. Sodann wire (X N Z . Z) =

(X N Z), wohingegen Z — Z nicht iiber Z 2 Z faktorisiert.

Beispiel 230

(1) Sei A eine abelsche Kategorie. Wir wollen zeigen, dafl K(.A) eine schwach abelsche

Kategorie ist. Cf. §5.2. Dank Dualitdt geniigt es, (SAb 1°,2) nachzuweisen.
Zu (SAb1°).
Sei X L+ Y in C(A) ein Repréasentant eines Morphismus in K(A), zu dem die Exi-

stenz eines schwachen Cokerns gezeigt werden soll. Sei X X, Oy der punktweise
split Monomorphismus in den split azyklischen Komplex C'x aus der Losung zu
Aufgabe 55.(1). Wir bilden in C(A) einen Pushout

f

X ——

b
_
CXt*>T'

?

cf. Korollar 135.(2).
Wir behaupten, dafl g ein schwacher Cokern zu f in K(A) ist.

Zum einen reprisentiert fg einen Nullmorphismus in K(A), da fg = cxt und da
Cx split azyklisch, also isomorph zu 0 in K(A) ist.

Sei zum anderen Y —~ U in C(A) ein Reprisentant eines Morphismus in K(A),
der komponiert mit der Restklasse von f in K(.A) verschwindet. Dann gibt es einen

Morphismus Cx — U mit fu = tv in C(A); cf. Aufgabe 55.(1). Die universelle
Eigenschaft des Pushouts gibt folgendes kommutative Diagramm in C(.A).

x—1.vy

\

\

cx g
_

“ T\\u
\ -
Insbesondere gilt gw = u auch noch in K(A).
Zu (SAb2).
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Sei X L+ Y in C(A) ein Reprisentant eines Morphismus in K(A), von dem gezeigt

werden soll, dafl er ein schwacher Kern ist. Da X oy und X fex) Y & Cx

in TA;,K(A)1 isomorph sind, weil Cx in K(A) isomorph zu 0 ist, geniigt es zu
zeigen, dafl (fex) in K(A) einen schwachen Kern représentiert. Somit diirfen wir
o.E. annehmen, dafl f selbst punktweise split monomorph ist.

Wir ergédnzen zu einer punktweise split kurz exakten Sequenz
x Ly Lz

Wir wollen zeigen, dafl f in K(A) ein schwacher Kern von g ist.

Sei U — Y gegeben mit ug nullhomotop.
Die zur Losung der Aufgabe 55.(1) duale Konstruktion gibt einen punktweise split

Epimorphismus D4+ Z mit D split azyklisch und eine Faktorisierung ug = wvp.
Nach Eintragen und Ausnutzen eines Pullbacks (Y’, D,Y, Z) und eines Kerns erhal-
ten wir das folgende kommutative Diagramm in C(A) mit kurz exakten Zeilen; cf.
Lemma 134.

Konnen wir zeigen, daf8 es ein X <— Y’ mit f'r = 1 gibt, so folgt (wr)f —u =
wr f'p) —wp' =w(rf —1)p" in C(A). Aber da f'(rf'—1) = 0, faktorisiert r f' — 1 in
C(A) iiber D. Da D split azyklisch ist, folgt, dafl in K(A) in der Tat (wr)f = u ist.

Es geniigt zu zeigen, dafl ¢’ in C(.A) eine Retraktion ist, da dies nach Aufgabe 51.(2°)
impliziert, daf§ f’ eine Coretraktion ist.

Zeigen wir zunéchst, dafl ¢’ punktweise split epimorph ist. Hierzu geniigt es dank
Aufgabe 51.(2°) zu zeigen, daB in A ein Pullback eines Morphismus A’ —~ A ent-

(o)

lang A & B — A wieder eine Retraktion ist. In der Tat zeigt das Kern-Cokern-
Kriterium, Lemma 134, dafl

(o)

AeoB——A

60} g )

A B——=A

ein Pullback ist.
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Bleibt zu zeigen, dafi in C(A) der punktweise split Epimorphismus Y’ v D mit
split azyklischem Zielobjekt D eine Retraktion ist. Ohne Einschrankung ist dieser
punktweise split Epimorphismus von der Form

00 Kk

10 ¢

00m?

00 ki1
10 ¢i—1
00mi~1
_——

(10)

mit 7tm? = 0, k' + £7tmt = 0 und m*~Im’ = 0 fiir alle i € Z. Als zugehérige
Coretraktion konnen wir daher

00 K’

10 £

00m?

00 k1

10 ¢i—1

00mi~1 ) ) .
Az @ Az—l—l @ Bz

1001
01 0

Az’ D Az‘—l—l

Ai—l fasy Az sy Bi—l Az a5 Ai+1 sy Bz

10
01
00

Az’ D Az‘—l—l

Ai+1 D AH—Q

1002
01 0

Ai—l sy Al

1048
010

Ai+1 D AH—Q

(10)

wahlen.

Allgemeiner ist jede sogenannte triangulierte Kategorie schwach abelsch.

(2) Sei A eine abelsche Kategorie mit geniigend Injektiven und geniigend Projektiven.
Sei ferner vorausgesetzt, daf§ ein Objekt in A4 genau dann injektiv ist, wenn es
projektiv ist. Dann heifit A auch eine abelsche Frobeniuskategorie.

Fiir p prim und n > 1 ist z.B. Z/p™mod eine abelsche Frobeniuskategorie; cf.
Aufgabe 54.(1,2).

Wir wollen zeigen, dafi Proj A (= Inj.A) eine schwach abelsche Kategorie ist. Dank
Dualitét geniigt es, (SAb 1, 2°) nachzuweisen.

Zu (SAb1). Sei X JeYin Proj A gegeben. Wir wéhlen ein Diagramm

P Ky - X Loy
in A mit P projektiv und wollen zeigen, dafl u ¢ in Proj A ein schwacher Kern von
f ist.

Sei Q@ L~ X mit @ projektiv und ¢f = 0 gegeben. Dann gibt es ein ¢’ mit ¢t = ¢.
Wegen () projektiv und u epimorph gibt es ein ¢” mit ¢"u = ¢'. Insgesamt ist also
¢"(ut)=qL=q.

Zu (SAb2°). Sei X JeYin Proj A gegeben. Wieder wihlen wir ein Diagramm

P Ky e x o1 Loy
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in A mit P projektiv und wollen zeigen, dafl f ein schwacher Cokern von w ¢ ist.

Sei X — R mit R projektiv und (ue)r = 0 gegeben. Wegen u epimorph ist ¢r = 0.
Also gibt es ein 7" mit fr’ = r; cf. Bemerkung 124.(1). Wegen R auch injektiv und
f monomorph gibt es ein v’ mit fr” = r’. Insgesamt ist also fr” = ffr"”" = fr' =r.

7.3.2 Konstruktion der Freydkategorie

Sei K eine schwach abelsche Kategorie; cf. Definition 229.

Definition 231 Sei [A;, K1 die volle additive Teilkategorie in LA, 1 der Objekte

der Form X -2+ Y, wobei X, Y € ObK.
Definiere die Freydkategorie K von K als Faktorkategorie
K = [A;,KI/EA;, KD ;
cf. Definition 114.
Es ist K eine additive Kategorie; cf. Aufgabe 50.(1), Bemerkung 115.
Objekte in K sind also gegeben durch Morphismen in /C.
Morphismen in K werden durch kommutative Vierecke in K reprasentiert.

Seien (XLY), (X’LY’) € ObK. Sei

x-toy
|
X/ H’ Y/
ein Morphismus in [A;, T, i.e. sei fy = zf’. Der vom Morphismus

(Xi,y) @y (X/i,y')

aus [A;, KT in K reprisentierte Morphismus werde
(X Loy o x' Loy

geschrieben.

Bemerkung 232 Seien (X—f> Y), (X’i» Y’') € ObK. Seien

x—1.y x—1.y
SR R
X/%Yl X/H/Y/

zwei Morphismen von (X 4, Y) nach (X' R Y') in LA, K.
FEs ist [x,y] = [%, 9] genau dann, wenn (x — ) f = f(y — y) gleich null ist.
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Beweis. O.E. ist £ =0 und g = 0.

Es ist [z,y] =

-

Y

X -y

§
Y

~

mit x = x5 und y = y1y, gibt.

Gibt es solch ein Diagramm, dann ist xf" = x12of =21 -0-y2 = 0.

[0, 0] genau dann, wenn es in K ein kommutatives Diagramm der Form

Ist umgekehrt xf" = 0, dann existiert ein solches Diagramm mit z; := idx, 3 = =,
Y1 =y und yo 1= idy~ .

7.3.3 Freydkategorie abelsch

Sei K eine schwach abelsche Kategorie; cf. Definition 229.

Satz 233 (Freydkategorie abelsch)

Es ist die Freydkategorie K abelsch; cf. Definitionen 231 und 120.

[m]

Jeder Monomorphismus in K st isomorph in LA K1 zu einem Morphismus der

Form [z,idy]| ; jeder Morphismus dieser Form ist monomorph.

Jeder Epimorphismus in K ist isomorph in LAy ,K1 zu einem Morphismus der

Form [idx,y| ; jeder Morphismus dieser Form ist epimorph.

Jede kurz exakte Sequenz in K ist isomorph in LAy, K1 zu einer der Form

[w idy] [1dx Yl

(x' Hoyy 20 (x Loy R (x Ly

wobei y ein schwacher Cokern von xf ist; jede solche Sequenz ist kurz exakt.

Jede kurz exakte Sequenz in K ist isomorph in LAs ,I@] zu ewner der Form

T x,id id
(X’ fY)[ ] (X f Y)[xy} (Xﬂ»Y”),

wobei x ein schwacher Kern von fy ist; jede solche Sequenz ist kurz exakt.
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Beweis. Nach Konstruktion ist additiv; cf. Definition 231.

x,id ’
Schritt 1. Ein Morphismus in K der Form (X N Y)[ i (X' i Y') ist monomorph.

Dies zeigt dann den zweiten Teil von (2).

Sei [s,t] so gegeben, dafl [0,0] = [s,t][x,idy] = [sz,t]. Dann ist szf’ = sf = 0. Also ist
auch [s, 7] = [0, 0].

Schritt 2. Sei (XHY) (X’ I Y') in K gegeben. Sei K-~ X in K ein

schwacher Kern von zf = fy. Dann ist (Kﬁ» )[Z " (XHY) ein Kern von
(X Lovy 20 (xr Ly,

Dies zeigt dann (Ab1) fur (1).

Es ist [i,idy][x,y] = [0,0], da ify = 0.

Sei (S -2~ T) —— ot (X —Y) mit [0,0] = [s, t][x, y], i.e. mit sz f" = 0 gegeben. Wir haben

die Existenz einer Faktorisierung von [s, ¢] iiber [i,idy] zu zeigen; die Eindeutigkeit folgt
dann mit Schritt 1.

Da i in K ein schwacher Kern von x f’ ist, gibt es ein s’ mit §'i = s. Es ist §'if = sf = gt.
Folglich ist [s,t] = [¢/, t][7,idy].

x,id /
Schritt 3. Bin Morphismus in K der Form (X N Y)[ i (X' i Y) ist ein Kern eines
Morphismus in K.
Sei X L+ Y in K ein schwacher Kern von Y —2» Z.
Es ist [:U,idy][idx/ z] =[0,0], da fz = 0.
Sei (SHT) (XHY) mit [0,0] = [s,t][idx, 2], i.e. mit sf’z = 0 gegeben. Wir
haben die Existenz einer Faktorisierung von [s, t] iiber [z, idy] zu zeigen; die Eindeutigkeit

folgt dann mit Schritt 1.
Da f in K ein schwacher Kern von z ist, gibt es ein ' mit 'f = sf’. Esist §'f = sf’ = gt.
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Es ist g(t - idy —t) = 0. Folglich ist [s, t] = [¢, t][z,idy].

Schritt 4. Jeder Monomorphismus in K st isomorph in LA, K1 zu einem Morphismus
der Form [z,idy]. Jeder Monomorphismus in K ist ein Kern eines Morphismus in K.

Dies zeigt dann den ersten Teil von (2) und (Ab2) fiir (1).

Sei (X N Y) Lol (X’ i Y’) ein Monomorphismus. Es ist [z,y] = [idx, y|[z,idy/]. Da-

her ist [idx,y] monomorph; cf. Aufgabe 32.(1).

Nach Schritt 3° ist [idy,y] ein Cokern eines Morphismus [s,#] in K. Insbesondere ist
s, t][idx, y] = 0. Da [idx, y] monomorph ist, folgt [s,¢] = 0. Also ist [idy,y] ein Isomor-
phismus; cf. Bemerkung 119.(4°,2°).

Nach Schritt 3 ist [z,idy/] Kern eines Morphismus [u,v] in K. Da [idx,y] ein Iso-
morphismus ist, ist auch [z,y] = [idx,y][z,idys] ein Kern von [u,v]; cf. Bemer-
kung 119.(5).

Schritt 5. Jede kurz exakte Sequenz in K ist isomorph in [, ,I@] zu einer der Form

idy,
(X Loy) S (x Sy,

[z,idy]
_—

(x5 y)

wobei y ein schwacher Cokern von xf ist. Jede Sequenz dieser Form ist kurz exakt.
Dies zeigt dann (3).
Nach Schritt 2° und Schritt 1 ist eine Sequenz dieser Form kurz exakt.

Sei umgekehrt eine kurz exakte Sequenz in K gegeben. Nach Schritt 4 ist ihr Monomor-
phismus isomorph zu einem der Form [z,idy]. Sei y ein schwacher Cokern von z f. Nach
Schritt 2° ist [idx,y] ein Cokern von [z,idy]. Nach Bemerkung 124.(2) wird nun auf den
Cokernen ein Isomorphismus so induziert, dafl die gegebene kurz exakte Sequenz isomorph
zur kurz exakten Sequenz ([z,idy], [idx, y]) ist. -
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7.3.4 Einbettung von K in K

Bemerkung 234

(1) Wir haben einen vollen und treuen additiven Funktor

X Ly) — (x5 x) By 2y

(2) Jedes Objekt im Bild von E ist injektiv und projektiv.

(3) Zu allen Objekten aus K gibt es einen Epimorphismus von einem Objekt aus dem
Bild von E.

(3°) Von allen Objekten aus K gibt es einen Monomorphismus zu einem Objekt aus dem
Bild von E.

Wir schreiben auch X := EX fir X € ObK und f = Ef fir f € Mor K.

Beweis.

Zu (1). Der Funktor E ist additiv, da (£m Em) : E(X @ Y)— EX @ EY (bei der sich
aus der Konstruktion ergebenden Wahl der direkten Summe auf K) die Identitét ist fiir
X, Y € ObK; cf. Definition 110.

Der Funktor E ist treu, da [f, f] = [0, 0] genau dann gilt, wenn f = idx f = 0 ist. Er ist

voll, da jeder Morphismus von (X ddx, X) nach (Y L V) in K von der Form [f, f] ist.
Zu (2). Sei X € Ob K gegeben. Wir wollen zeigen, daf (X Jdx, X) projektiv ist.

Sei (Y -4~ 2) L, (Y’L/ Z') in K gegeben.

Die Abbildung

Home(X,Y) 2%  Homg (X 2 X), (Y -4 2))

s+ [s,s]
ist surjektiv, da jeder Morphismus in K von der angegebenen Form ist. Das Viereck

idx

Homy (X, Y) —2= Homy (X 2+ X), (V -2 7))
Homy (X,y) \LHomﬁ((X &' X),[y,z})
, Ayl idx ;g /
Homy (X, Y") > Homyg (X — X), (Y -4 27))

kommutiert, da zum einen s+ [s,sg]+—[sy,s9z] und zum  anderen
s+ sy [sy, syg'] = [sy, sgz] abgebildet wird.
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idx

Sei [y, 2] nun ein Epimorphismus. Wir haben zu zeigen, dafi Homg (X —— X), [y, 2])
surjektiv ist. Nach Satz 233.(2°) ist [y, z] isomorph zu einem Morphismus mit einer Iden-
titdt als erstem Eintrag. Also ist o.E. y = idy. Diesenfalls steht in unserem kommuta-

tiven Viereck links eine Identitét, so dafi die Surjektivitdt von Ay die Surjektivitét von
idx

Homg ((X — X), [y, z]) nach sich zieht.
Zu (3,3°). Sei (X R Y) € ObK gegeben. In K wird

i idx, f f,id i
(x 2 x) M o Sy By 2y

Definition 235 In einer additiven Kategorie heifle ein Objekt U ein direkter Summand
eines Objektes B, wenn es ein Objekt A’ mit A @ A" ~ B gibt.

Korollar 236
(1) Fin Objekt in K ist genau dann projektiv, wenn es injektiv ist.

(2) Die projektiven Objekte von K sind genau die direkten Summanden von Objekten
im Bild von E.

Cf. Beispiel 230.(2).

Beweis.

Zu (2). Ein direkter Summand eines Objekts im Bild von E ist projektiv; cf. Bemerkun-
gen 234.(2) und 141.

Sei umgekehrt P ein projektives Objekt von K. Wihle X € ObK mit X —» P; cf. Be-
merkung 234.(3). Wegen P projektiv ist der Epimorphismus z eine Retraktion; verwende
hierzu ein Urbild von idp unter der Surjektion Homg(P,z). Also ist X ~ K, @ P; cf.
Aufgabe 51.(2°).

Zu (1). Dies folgt aus (2) und (2°). g

7.3.5 Exakte Sequenzen
Sei IC eine schwach abelsche Kategorie; cf. Definition 229.

Definition 237 In einer abelschen Kategorie heie eine Sequenz U VW emakt

bei V oder exakt in der Mitte, falls die Sequenz I, 2 \%4 j—» I, kurz exakt ist; cf. Defini-
tionen 125.(1) und 130.
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Bemerkung 238 (und Definition) Sei X Loy e Zink gegeben. Folgende Aussa-
gen sind dquivalent.

(1) Es ist f ein schwacher Kern von g.

(1°) Esist g ein schwacher Cokern von f.

(2) Es ist die Sequenz X SV 9 7 exakt bei V.
Diesenfalls heifle die Sequenz X TV 9 7 exakt bei Y oder exakt in der Mitte.

Beweis.
Zu (1) = (2). Sei f ein schwacher Kern von g.
Wegen f¢ = 0 kénnen wir f = f’ 1 faktorisieren. Wir wollen zeigen, da8 f’ epimorph ist.

Wiederholt wird verwandt werden, daf§ £ voll, treu und additiv ist ; ¢f. Bemerkung 234.(1).

Wihle U € Ob K mit Uﬁu—»Kg; cf. Bemerkung 234.(3). Da E voll ist, ist u¢; = 0 fiir ein
U-Y in K. Esist 9§ = utyg = 0, wegen F treu und additiv also vg = 0. Da f ein

schwacher Kern von ¢ ist, gibt es ein U — X in K mit wf = v. Es folgt

Dual dazu gibt es auch eine Faktorisierung g = p; ¢’ mit ¢’ monomorph. Daher ist ¢; auch
ein Kern von p;; cf. Bemerkung 119.(6). Somit ist die Sequenz (15, pj) kurz exakt. Also

ist die Sequenz (f, §) exakt bei Y; cf. Bemerkungen 124.(3) und 119.(5).

Zu (2) = (1). Sei X SV 9. 7 exakt bei Y. Wir wollen zeigen, da f ein schwacher Kern
von g ist. Sei U — Y mit ug = 0 gegeben. Wir wollen zeigen, daB u iiber f faktorisiert.

Es ist ug = 0. Da f ein Kern von ¢ ist und da f]g} = ¢ mit Q monomorph ist, ist f
auch ein Kern von ¢§; cf. Bemerkung 119.(6). Also gibt es ein Ui»If mit u'f = .
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Wegen U projektiv und f epimorph und F voll gibt es ein U 2 X mit @ f =" cf

Bemerkung 234.(2). Insgesamt wird W' f=a"ff=uf=1a, wegen E treu also u" f = u.

p QRN P S g I A
U

g
ul
,&//

7.3.6 Universelle Eigenschaft der Freydkategorie

Sei K eine schwach abelsche Kategorie; cf. Definition 229.
Seien A und B abelsche Kategorien.

Definition 239 Ein additiver Funktor K —~ A heifit ezakt oder cohomologisch, wenn fiir
alle Sequenzen

x Loy 4.z
in IC, die exakt in der Mitte sind, auch die Sequenz

FXx B py 19 pyz

exakt in der Mitte ist.
Esist e.g. K LK exakt; cf. Bemerkung 238.
Bezeichne [IC, Al die volle additive Teilkategorie von LK, Al der exakten Funktoren.

Bezeichne [ A, B1 die volle additive Teilkategorie von [A, B1 der exakten Funktoren im
Sinne von Definition 128.(1).

Sind K £~ A und A -%+ B exakte Funktoren, so auch K iy}

Definition 240 Ein additiver Funktor K —» A heiBe provisorisch exakt, wenn fiir alle
Morphismen X .V in K ein schwacher Cokern Y —%+ Z so existiert, dafl die Sequenz

FXx oy 29 pgz

exakt in der Mitte ist.

Bezeichne , LK, Al die volle Teilkategorie von LK, A1l der provisorisch exakten Funkto-
ren.

Exakte Funktoren von K nach A sind provisorisch exakt.

Ist K -~ A ein provisorisch exakter Funktor und ist A %, B ein exakter Funktor, so ist

| iy provisorisch exakt.



167

In Korollar 243 werden wir zeigen, dafl ein additiver Funktor von & nach A genau dann
provisorisch exakt ist, wenn er exakt ist. Um dies zeigen zu koénnen, werden wir folgen-
des Lemma 242 mit dem provisorischen Exaktheitsbegriff durchfiihren. Die Aquivalenz der
beiden Begriffe wird uns dann in Beispiel 244 zugute kommen.

T
Definition 241 Seien Funktoren U —» V — W und eine Transformation 7 —» T" ge-

T
geben. Wir definieren die Transformation 7o S 5 16 S als

toS = (tSX)XEObM .
Beachte hierzu, dafl das Viereck

(To9)X % (176 9)x

(TOS)fl J{(Tlos)f
(T o 5) X % (176 5)x

fir X L+ YV aus U wegen der Natiirlichkeit von ¢ kommutiert.
Lemma 242 (Universelle Eigenschaft der Freydkategorie)

Der additive Funktor
K, Bl — L [K, BI

(F-4F) +—~ (FoE- 5 FoE)

18t voll, treu und strikt dicht.

Somit haben wir eine inverse Aquivalenz, die jedem provisorisch exakten Funktor K °.B
einen ezvakten Funktor K-S+ B so zuordnet, daff Go E = G ; ¢f. Lemma 96.

Beweis.

Zur Additivitdt. Mit jeweils der punktweise genommenen direkten Summe wird

(moE mooFE)

(FeFoE (FoE)® (F'oE)

die Identitét fiir F, F € Ob LK, B1; cf. Definition 110, Aufgabe 50.(1).

Zur Treuheit. Sei F—%~ F' in K, B so gegeben, da a o E = 0. Wir haben zu zeigen,
|
daBl a = 0.

Sei U € Ob K gegeben. Wir haben zu zeigen, daff all = 0.
Sei X € ObK mit FX i» U; cf. Bemerkung 234.(3). Wegen F' exakt ist F'f epimorph.

Es wird
(Ff)(aU) = (aEX)(F'f) = 0(F'f) = 0,
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und also aU = 0.

Zur Vollheit. Seien F, F' € Ob [K, B] gegeben. Sei F o EFoE gegeben. Wir
haben zu zeigen, daB es ein F —~ F’ mit a o E = b gibt.

Sei U € Ob K. Wir wollen alU definieren. Wir wihlen ein X € Ob X mit EX J—» U und
ein Y € ObK mit U =~ EY ; cf. Bemerkung 234.(3,3°). Wegen E voll und treu gibt es

genau ein X —~Y mit Es = fg; cf. Bemerkung 234.(1). Insbesondere wird
OX)(EF'f)(F'g) = OX)(F o E)s) = (FoE)s)(bY) = (Ff)(Fg)(bY).

Wir konnen also
Ff Fg

FEX ——FU ——=FLY

in aUl ibY
F'f /

F'EX —>F'U —+% F'EY
setzen; cf. Bemerkung 124.(2).

Wir wollen die Unabhéngigkeit von alUl' von den getroffenen Wahlen nachweisen. Da
aU bereits durch die Kommutativitidt des linken Vierecks bestimmt ist, geniigt es, eine

alternative Wahl X € ObK mit EX J—»U zu betrachten und zu zeigen, dafl aus
(Ff)(aU) = (bX)(F'f) bereits aU = aU folgt.
Wir bilden in K folgenden Pullback, fiir den wir sogleich ein Objekt Z € Ob K zusam-

men mit einem Epimorphismus auf den Pullback wéhlen; cf. Korollar 135.(2), Bemer-
kung 234.(3). Unter Verwendung von E voll und treu kommutiere insgesamt

EZ
M
Eh W ———FEX
r -
LT
EX—}—>U;

cf. Bemerkung 234.(1). Wegen F' exakt sind u.a. FEh und F'f epimorph.
Es geniigt also, (FER)(Ff)(aU) = (FER)(Ff)(aU) zu zeigen.
In der Tat ergibt sich

(FER)(Ff)(aU) =
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Wir wollen nachweisen, dafi (aU)yeopx eine Transformation ist.
Sei Uy —= Uy in K gegeben. Zu zeigen ist, daf (aU)(F't) = (F't)(alsy).

Sei X; € ObK mit EX; LUl und (Ff1)(alU;) = (bX1)(F'f1) gewdhlt; moglich nach
Konstruktion von a.

Sei Yy € ObK mit U “e~ EY; und (aUs)(F'gy) = (Fgo)(bY2) gewdhlt; moglich nach
Konstruktion von a.

Wegen F exakt ist Ff; epimorph und F’g, monomorph. Es geniigt also,
(F f1)(aUy)(F't)(F'g2) = (F f1)(Ft)(aly)(F'ga) zu zeigen.

Wegen F voll und treu finden wir ein r mit Er = fitgs; cf. Bemerkung 234.(1)

Damit ergibt sich in der Tat

(Ff)(aUy)(F't)(F'ga) =

Wir wollen nachweisen, dafl a o K/ .

Sei X € Ob /. Wir haben zu zeigen, daf§ aE’X = bX. Zur Berechnung von a £ X diirfen
wir EX —+ EX —+ EX verwenden und erhalten in der Tat das kommutative Diagramm

FEX S FEX RS FEX

bX\L aEX\L \LbX
FEX SN PEX BL PEX

Zur strikten Dichtheit. Sei gegeben KC A provisorisch exakt. Wir definieren einen Funk-

tor K - A wie folgt. Ein Morphismus [z, y] in K ist reprisentiert durch ein kommutatives
Viereck

Xty

S

x Loy
Wir bilden

Gf L]
ax V1., Yoy

chl zl le
Gf’ Gf

GX —— IGJC/ —=GY’
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geméfB Bemerkung 124.(2) und setzen

A [:):,y] / z
G(xLov) 25 (X Loy = (Tey S Tgp)

Der Morphismus z héngt hierbei nicht von der Wahl des Représentanten ab. Denn ist
[Ziag] = [l’,y], dann ist f(y - g) = (.’L’ - ‘%)f/ = 07 also (Gf)(Gy - Gg) = 0 und
(Gr — GZ)(Gf') = 0, und somit zum einen

(G2)(G) = (G2)(Gf) = (Gf)z,

zum anderen
(GHIGH) = (Gf)(Gy) = 2(Gf).
Da kommutative Vierecke sich zu kommutativen Vierecken zusammensetzen, ist G ein
Funktor.
Nach Konstruktion ist G o E = G ; ¢f. Bemerkung 124.(1).

Wir wollen zeigen, dafl G exakt ist. Dazu haben wir zu zeigen, dafl G kurz exakte Sequen-
zen in kurz exakte Sequenzen abbildet; cf. Aufgabe 53.

Nach Satz 233.(3) diirfen wir annehmen, dafl die abzubildende kurz exakte Sequenz re-
prasentiert ist von

x -y

|

X ——Y
”
X*”>Y”

ist, mit einem beliebig wahlbaren schwachen Cokern y von f' = zf. Wir wéhlen y so,
daB (Gf',Gy) exakt in der Mitte ist; dies ist moglich wegen G provisorisch exakt; cf.
Definition 240. Wir bilden mit G ab und tragen Bildobjekte und geméf Bemerkung 124.(2)
induzierte Morphismen a, b und c ein.

GX' ——=1gp -4 Gy

o 4,

GX —— IG'f —e—=GY
I
b IGy

o

GX —— Igf// —=GY"



171
Darin ist (Gf’,Gy) kurz exakt. Wir haben zu zeigen, daf das Bild (a,b) unserer kurz

exakten Sequenz unter G wieder kurz exakt ist.

Das Umfangssequenzlemma, Lemma 132, angewandt auf a(G f) = G f’, gibt ein Diagramm

wie folgt.
0 C,
N
IGf .
> X
. GY

G

u

t IGy
Gy

IGf/

Da p,u = (Gf)(Gy) = be, liefert Bemerkung 124.(3) nun das kommutative Diagramm

I "
b Gf c
/\/
IGf Z\L IGy
T
Also ist auch b ein Cokern von a. o

Korollar 243 Sei K N B ein additiver Funktor.

Es ist G exakt genau dann, wenn G provisorisch exakt ist.

Beweis. Sei GG provisorisch exakt. Zu zeigen ist, dal G exakt ist.

Es gibt einen exakten Funktor l@A—G> B mit Go E = G; cf. Lemma 242. Da E und G
exakt sind, gilt dies auch fiir G = G o F'; c¢f. Bemerkung 238, Definition 239. 0

Beispiel 244 Es ist K(A) schwach abelsch; cf. Beispiel 230.(1).

Sei k € Z. Wir wollen zeigen, da H* : K(A) — A exakt ist. Es geniigt zu zeigen, daf
H* provisorisch exakt ist; cf. Korollar 243.

Sei X L+ Y in C(A) gegeben. Wir haben einen Morphismus Y —Z~ Z in C(A) so anzuge-
ben, dafl g in K(A) ein schwacher Cokern von f ist und daf} die Sequenz (H* f, H*g) exakt
in der Mitte ist; cf. Definition 240.

Sei X —» Cx der punktweise split Monomorphismus in den split azyklischen Komplex

Cx aus der Losung zu Aufgabe 55.(1). Da X Ly und x L) Y& Cxin [A; ,K(A)T

isomorph sind, weil C'x in K(A) isomorph zu 0 ist, und da letzterer Morphismus punkt-

weise split monomorph ist, diirfen wir annehmen, dafi X oy selbst punktweise split
monomorph ist.
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Sei X Loy 4 7 punktweise split kurz exakt in C(A). In Beispiel 230 wurde gezeigt, dafl
g ein schwacher Cokern von f ist; cf. Bemerkung 238. Ferner ist die Sequenz (H*f, H*g)
exakt in der Mitte; cf. die lang exakte Homologiesequenz aus Lemma 145.



Anhang A

Aufgaben

Aufgabe 1 (§1.1.1) Sei R ein Ring. Seien 7, s € R.
Zeige, daB (—=r)-s=—(r-s)=r-(—s).

Aufgabe 2 (§1.1.1) Sei R ein Ring. Sei n > 1. Zeige.

(1) Es bildet die Menge R™*™ der n x n-Matrizen mit Eintrdgen in R, der Matrixaddition
(+) und der Matrixmultiplikation (-) einen Ring.

(2) Esist R™*" nicht kommutativ, falls n > 2 und 0 # 1 in R.

Aufgabe 3 (§1.1.2) Sei R ein Ring. Sei I C R ein Ideal.
Fir r € R schreiben wir r + I = {r +x : x € I}. Zeige.

(1) Esist r+ I =7r"+ I genau dann, wenn r — 1’ € I, wobei r, 7’ € R.
(2) Es wird R/I:={r+1 : re€ R} mittels (r+1)+ (" +1):=(r+r")+1 und
(r+1)-(r'+1I):=(r-r")+1I ein Ring. (Hinweis: Wohldefiniertheit!)
Aufgabe 4 (§1.1.2)

(1) Zeige, dafl jedes Ideal in Z von der Form nZ ist fiir ein eindeutig bestimmtes
n e Z>0 .

(2) Zeige, daBl Z/n fir n € Z>; genau dann ein Korper ist, wenn n prim ist.

(3) Ein Element r in einem kommutativen Ring heifle invertierbar, falls es ein s in
diesem Ring gibt mit rs = 1.

Finde verschiedene Werte fiir n € Z~; so, daB Z/n genau 8 invertierbare Elemente
enthilt.

Aufgabe 5 (§1.1.1,81.1.2) Zeige oder widerlege.

173
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(1) Ist R ein Ring, so folgt fiir x € R aus 2% = 1, daB z € {—1, +1}.

(2) Sein € Z-; . Sei x € Z/n invertierbar. Es ist die Ordnung min{i € Z>; : z' =1}
von z ein Teiler von n(n — 1).

Aufgabe 6 (§1.1.3) Sei R ein Ring. Seien I, J C R Ideale in R.
Gebeeseinzx € Jundeiny € J mit 1 =z +y.

Zeige, dal wir einen Ringisomorphismus
R/(INJ) £~ R/I x R/J
r+(INJ) — (r+1 , r+J)

haben. Gib die Umkehrabbildung an, unter Verwendung von x und y.

Aufgabe 7 (§1.2.2) Sei R ein Ring. Sei M ein R-Linksmodul. Sei N C M ein Teilmodul.

Zeige, dal M/N via (m + N) 4+ (m'+ N) := (m+m') + N fir m, m’ € M und via
r-(m+N):=(r-m)+ N firr € Rund m € M ein R-Linksmodul wird.

Aufgabe 8 (§1.1.3,§1.2.3)

(1) Sei R% S ein Ringisomorphismus, i.e. ein bijektiver Ringmorphismus. Zeige, daf3

—1
auch R<— S ein Ringisomorphismus ist.

(2) Sei R ein Ring. Sei M -2~ N ein Isomorphismus von R-Linksmoduln, i.e. eine bijek-

tive R-lineare Abbildung. Zeige, dafl auch M . N ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 9 (§1.1.3) Sei R = (R, +, ) ein Ring. Sei R° als Menge gleich R, ausgestattet
mit derselben Addition wie R, aber mit der Multiplikation r 7' := »'-r, wobei r, 1’ € R.
Offenbar ist R° wieder ein Ring, der zu R entgegengesetzte.

Zeige oder widerlege.

(1) Seien R und S Ringe. Ist f ein Ringmorphismus von R nach S, so ist f auch ein
Ringmorphismus von R° nach S°.

(2) Esist Q**2 isomorph zu (Q**?)°.

(3) Stets ist R isomorph zu R°.

Aufgabe 10 (Elementarteilersatz) Seien m, n > 0. Sei A € Z"™*".

Zeige, dafl es S € Z™*™ (ganzzahlig) invertierbar und T € Z™*™ (ganzzahlig) invertierbar
so gibt, da SAT eine Diagonalmatrix ist. (Hinweis: Reduziere auf (§ X/).)
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Aufgabe 11 (§1.2.3) Seien m, n € Z.

(1) Zeige, daB jede Z-lineare Abbildung von Z/m nach Z/n von der Form Z/m - Z/n
ist fiir ein a € Z mit am =,, 0.

(2) Wieviele Z-lineare Abbildungen gibt es von Z/m nach Z/n?
Aufgabe 12 (§1.2.3) Sei R = (§3).
(1) Sei (§) < (&) die Inklusionsabbildung.
Gibt es eine R-lineare Abbildung (8) L (8) mit ¢f =id?
(2) Sei (&) = (8) /(%) die Restklassenabbildung.

Gibt es eine R-lineare Abbildung (8) A (8) / (%) mit gp =id?

Aufgabe 13 (§1.2.3) Ein Z-Modul M heifle endlich erzeugt, wenn es eine endliche Teil-
menge X C M mit M = z(X) gibt.

(1) Sei M -2~ M" eine surjektive Z-lineare Abbildung zwischen Z-Moduln. Seien M”
und Kern p endlich erzeugt. Zeige, dafi M endlich erzeugt ist.

(2) Sei £ € Z=g. Sei M C Z®* ein Teilmodul. Zeige, dafl M endlich erzeugt ist.
(Hinweis: Sei M" das Bild von M unter einer Projektion Z®* — Z®(“~1_ Der Kern
von M — M" bettet nach Z ein.)

Aufgabe 14 (§1.2.6) Sei R ein Ring. Sei ein kommutatives Viereck

x—1.y

o

X —Y
von R-Linksmoduln und R-linearen Abbildungen gegeben. Zeige.
(1) Es gibt genau eine R-lineare Abbildung Cokern f —» Cokern f’ mit np = pc.

(2) Aus £ und 7 surjektiv und Kernn C Im f folgt, dal ¢ ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 15 (§1.2.4) Sei R ein Ring. Seien 0 < ¢ < k. Seien M; fiir i € [1,k] und N;
fur j € [1,/] alles R-Linksmoduln. Sei

0 = (6ig)ig + PicpmyMi — Bjepg N
eine R-lineare Abbildung mit §; ; = 0 falls ¢ # j. Zeige, da§
Cokernd ~ @ie[w Cokernd; ; .
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Aufgabe 16 (§1.2.4) Zeige.

(1) Jeder endlich erzeugte Z-Modul ist isomorph zu einem von der Form Gaz‘e[l,ﬂ Z/e;
fiir ein gewisses ¢ > 0 und gewisse e; € Z fiir i € [1,¢], i.e. direkte Summe zyklischer
abelscher Gruppen. (Hinweis: Surjektion von Z® deren Kern, darauf Surjektion
von Z® . Nun Aufgabe 10.)

(2) Jeder endliche Z-Modul ist von der Form P, , 5 Z/e; fiir ein gewisses ¢ > 0 und
gewisse e; € Z, fiir i € [1,/].

Aufgabe 17 (§1.2.9)

(1) Seien k, £ > 0. Seien m; > 2 fiir i € [1,k]. Seien n; > 2 fiir j € [1,{]. Sei F =
(fij)ig € ZF** so, daB m;f;; =, 0 fir i € [1,k] und j € [1,€]. Schreibe N :=
<n1 ) Weise folgendes kommutative Diagramm von Z-linearen Abbildungen

ng

nach.
r P
@iE[l,k] Z/mZ - @je[l,a Z/TL] ——— Cokern F'

al le |
Z&k+0) (F) VAL 5 Cokern (f,)
N

(2) Wieviele Z-lineare Abbildungen gibt es von Z/2 @ Z/16 nach Z/4® Z /87

24
(3) Sei (X—f> Y):=(Z/2® Z/16 <2—2>> Z/4 & Z/8). Bestimme eine Z-lineare Abbil-

dung Y -4+ Z so, daB X oY 9+ 7 rechtsexakt und Z direkte Summe zyklischer
abelscher Gruppen ist.

(4) Wie (3), nur fiir (X -~ Y) := (Z/4® Z/16 (-12) 7/8 & 7./16).

(5) Wie (3), nur fiir (X 2+ Y) = (Z/2® Z/4 & Z/8 <§%‘2‘ Z/AeZ/A6 Z)8).

NN N
NN N
NN N

(6) Wie (3), nur fiir (X L+ Y) = (Z/49 Z/8 ¢ Z/8 <J 748 Z/A0 Z/8).
(Hinweis: Maple, ismith.)

Aufgabe 18 (§1.2.5) Sei R ein Ring. Sei I eine Menge. Sei fiir jedes i € [ ein

R-Linksmodul M; gegeben. Seien M ein R-Linksmodul und (Ml& )ier ein Tupel
von R-linearen Abbildungen derart, dafl fiir jeden R-Linksmodul X und jedes Tupel

(M; 2~ X)) genau eine R-lineare Abbildung M —“~ X mit u;x = x; fiir i € I existiert.
Kurz, es “habe M zusammen mit den p; die universelle Eigenschaft des Coprodukts”.

Zeige, dafl es einen Isomorphismus M S, [;c; M; gibt mit p,; f = ¢; fiir alle i € 1.
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Aufgabe 19 (§1.2.5) Sei R ein Ring. Seien o und § Ringisomorphismen von R nach R.
Sei der R-R-Bimodul ,Rg via s-rx*t:= (sa)r(tf) fir r € Rund s, t € R erklart.

Wann sind die R-R-Bimoduln R und jqRiq isomorph?

Aufgabe 20 (§1.2.10.1,81.2.10.2) Sei R ein Ring. Seien a, 3, 7, § Ringisomorphismen
von R nach R. Wir bilden den R-R-Bimodul ,Rg wie in Aufgabe 19.

(1) Finde Ringisomorphismen ¢ und 9 von R nach R so, da8
HOIHR< ang y ’YR5> ~ sRﬁ
ist als R-R-Bimoduln.

(2) Finde Ringisomorphismen ¢ und ¥ von R nach R so, da8
aRﬁ %} vRé = sRﬁ
ist als R-R-Bimoduln.

Aufgabe 21 (§1.2.10.1,8§1.2.10.2) Seien R, S und T' Ringe.

(1) Seien grMg und grNp gegeben. Zeige, dafl es auf Hompg(M,N) eine
S-T-Bimodulstruktur gibt, fiir welche m(s - f xt) = ((m * s)f) x ¢ ist fir m € M,
se€ S, feHomg(M,N)und t € T.

(2) Seien ¢Mpg und rNr gegeben. Zeige, dafi es auf M ® N eine S-T-Bimodulstruktur
R
gibt, fiir welche s- (m®n)*xt = (sm)® (nt) ist firs € S,me M,ne€ Nundt e T.

Aufgabe 22 (§1.2.10.2) Seien R, S, T, und U Ringe. Seien g Xg, sYr, 2y gegeben.

Zeige, daf} folgender Isomorphismus von R-U-Bimoduln existiert.
X o Y ® Z2) = X Y ® Z

S T s T
T ® (y ® 2) — (z ® y) @ z

Aufgabe 23 (§1.2.10.2) Zeige oder widerlege.

Sei K ein Korper. Seien V' und W endlichdimensionale Vektorrdume iiber K, aufgefafit
als K-K-Bimoduln via A - v * p:= pdv fir \, ¢ € K und v € V, analog fiir .

(1) Esist Vx W -V @W, (v,w) — v ® w surjektiv.
K

(2) Es ist dimpe(V @ W) = (dimy V) (dimyc W).

Aufgabe 24 (§1.2.10.1,8§1.2.10.2) Sei I eine Menge. Seien R, S und T Ringe. Fiir
jedes i € I sei ein R-S-Bimodul M; gegeben. Seien ferner zXr und 7Yy gegeben.

Zeige folgende Isomorphismen.
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(1) Homp(X, [, M;) = [[, Homg(X, M;), f+— (fm):, von T-S-Bimoduln.
(2) Hompg(] [, M;,X) = [[,Homg(M;,X), f+— (¢if);, von S-T-Bimoduln.

(3) Y (}2%) (LI, M) = 1LY %) M;), y ® (m;);— (y ® m;); , von T-S-Bimoduln.

Aufgabe 25 (§1.2.8.2,81.2.10.2) Sei R ein kommutativer Ring. Eine R-Algebra ist ein
Ring A, zusammen mit einem Ringmorphismus R —*~ A so, daB ra := (ry)a = a(ry) =:
ar fiir alle a € A und r € R. Es ist e.g. jeder Ring auf eindeutige Weise eine Z-Algebra;
cf. Beispiel 15.(2). Eine R-Algebra ist via ¢ auch ein R-R-Bimodul.

(1) Seien A und B zwei R-Algebren. Definiere auf A ® B eine R-Algebrenstruktur.
R

(2) Seien S und T Ringe. Sei M eine abelsche Gruppe. Zeige, dafl einer
S-T-Bimodulstruktur auf M eine S ® T°-Linksmodulstruktur auf M entspricht,

Z
und umgekehrt. Kurz, ein S-T-Bimodul st ein S @ T°-Linksmodul.
Z

Aufgabe 26 (§1.2.10.3) Seien RMSiRM’S und N —% pN’ und SX<LSX’ gege-
ben wie in Lemma 62. Zeige, dafl folgendes Viereck kommutiert.

axX M,N

R(RMs<§> sX, rN) = s(sX, r(rMs, rN))
R(f?}%g)l/ \Ls(h)R(fzg))
r(rM's %9 sX', RN —5 o(sX', r(rM's, gRN'"))

Aufgabe 27 (§1.2.10.3,§1.2.10.2)

(1) Sei X' L. X £+ X" eine Sequenz von R-Linksmoduln, fiir welche

R(X',2) B0 (X, 2) B2 (x", 2)

eine linksexakte Sequenz von Z-Moduln ist fiir jeden R-Linksmodul Z. Zeige, dafl
die Sequenz X’ Jo X 90 X7 vechtsexakt ist.

(2) Gegeben sei, &hnlich wie in Lemma 60.(1), eine kurz exakte Sequenz
M'—+ M -2+ M" von R-S-Bimoduln und ein S-Linksmodul N.

Zeige unter Verwendung von (1), daf§ die Sequenz
MeoN S MegN L M oN
5 5 S

von R-Linksmoduln rechtsexakt ist. (Hinweis: Lemma 62.)
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Aufgabe 28 (§1.2.11.1) Sei R ein Ring. Zeige.

(1) Sei A eine Menge. Sei fiir jedes o« € A ein projektiver R-Linksmodul P, gegeben.
Dann ist [, ., Pa projektiv.

(2) Sind X und Y zwei R-Linksmoduln so, dafl X &Y projektiv ist, dann sind auch X
und Y projektiv.

(3) Ein R-Linksmodul X ist genau dann projektiv, wenn es eine Menge B und einen
R-Linksmodul Y so gibt, dafl X &Y ~ [] sep . Insbesondere ist also R®™ projektiv

fir n > 0.

(4) Fir jeden R-Linksmodul M gibt es eine surjektive R-lineare Abbildung P — M
von einem projektiven R-Linksmodul P.

(5) Sei P ein projektiver R-Linksmodul. Sei X’ 1o X 2o X7 eine kurz exakte Sequenz

von R-Rechtsmoduln. Zeige, daff die Sequenz X' ® P B x o P X" @ Pvon
R R R

Z-Moduln kurz exakt ist.

Aufgabe 29 (§1.2.11.2) Sei R ein Ring. Zeige.

(1) Sei A eine Menge. Sei fiir jedes o« € A ein injektiver R-Linksmodul I, gegeben.

Dann ist J], ., 1o injektiv.

(2) Sind X und Y zwei R-Linksmoduln so, dafl X & Y injektiv ist, dann sind auch X
und Y injektiv.

Aufgabe 30 (§1.2.11.1)
Welche der folgenden (‘3 8)-Linksmoduln sind projektiv? Welche injektiv?

(@) . (3). (@)/(%)
Aufgabe 31 (§2.1.3) Zeige oder widerlege.
(1) In (Sets) ist ein Morphismus genau dann monomorph, wenn er injektiv ist.
(2) In (Rings) ist ein Morphismus genau dann epimorph, wenn er surjektiv ist.

(3) In (Sets) ist jeder Epimorphismus eine Retraktion.

(4) Sei R ein Ring. In R-Mod ist jeder Monomorphismus eine Coretraktion.
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Aufgabe 32 (§2.1.3,8§2.1.4,8§2.2) Zeige oder widerlege.

Seien C und D Kategorien. Seien X Ty 4z Morphismen in C. Sei C ", D ein Funk-
tor.

1) Ist fg ein Monomorphismus, so auch f.

2) Ist fg eine Coretraktion, so auch f.

(

(

(3
(4
(
(
(
(

Ist f eine Retraktion, so ist f epimorph.
Ist f monomorph und epimorph, so ist f ein Isomorphismus.

5

Ist f eine Coretraktion und epimorph, so ist f ein Isomorphismus.

6) Ist f epimorph, so ist f eine Retraktion.

7) Sind fg und gh Isomorphismen, so auch f, g und h.

)
)
)
)
)
)
)
)

8

Ist f ein Endomorphismus und eine Retraktion, so ist f ein Automorphismus.

(9) Ist X initial, so ist X Ly monomorph.
st J ein Monomorphismus, so auc .
10) 1 in M hi h F

(11) Ist f eine Coretraktion, so auch F'f.

Aufgabe 33 (§2.1.2)
Dualisiere die Aussagen aus Aufgabe 32 (egal ob zutreffend oder nicht).

Aufgabe 34 (§2.2) Sei R ein Ring. Sei C die Kategorie, deren Objekte die Morphismen
in R-Mod sind, und in der ein Morphismus von (X N Y) nach (X’ Loy ) gegeben ist
durch ein Paar ((X ¢ ), (Y -2~ Y")) von Morphismen in R-Mod so, dal das Viereck

x—1.y

e,

XI 7. Y/
kommutiert. Komposition und Bilden von Identitéten erfolge eintragsweise.

Zeige, daBl die Abbildungen, die einem Objekt (X —f>Y) von C das Objekt

C(X N Y') := Cokern f von R-Mod und einem Morphismus (&, 7) von C den Morphismus

C(XL Y) e C(X’L Y’) von R-Mod mit pC(&,n) = np zuweisen, einen Funktor

C — R-Mod definieren. (Hinweis: Aufgabe 14.)

Aufgabe 35 (§2.3) Sei R ein Ring. Sei A; die teilgeordnete Menge {0,1}. Sei C die
in Aufgabe 34 definierte Kategorie, deren Objekte Morphismen in R-Mod sind. Sei
C : C— R-Mod der in loc. cit. konstruierte Funktor, der einem Objekt in C seinen in
R-Mod gebildeten Cokern zuordnet.
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(1) Begriinde, daf8 die Kategorie C aus Aufgabe 34 mit LAY R-Mod 1 identifiziert wer-
den kann.

(2) Sei F' : C— R-Mod, (X LY) Y, auf den Morphismen entsprechend. Zei-
ge, daf sich die Restklassenabbildungen zu einer Transformation F'— C' zusam-
menfiigen.

Aufgabe 36 (§2.3) Sei C eine Kategorie. Schreibe C := [C°, (Sets)].
Sei F'€ ObC. Sei X € ObC.

(1) Gib eine Bijektion zwischen ;(c¢(—,X), ) und FX an.

(2) Zeige, daB C —C, X > ¢(—, X), mit der naheliegenden Definition auf den Mor-
phismen, ein voller und treuer Funktor ist.

Aufgabe 37 (§2.4,8§2.2)

(1) Sei M = (M, <) eine teilgeordnete Menge.
Zeige, dafl es eine Kategorie M* gibt mit Ob M* = M und | yp(a,b)| = 1, falls
a < b, und | ysx(a,b)| = 0 sonst, wobei a, b € M.

(2) Sei M eine Kategorie, in welcher | r¢(a,b)| € {0,1} fiir alle a, b € ObM und in
welcher alle Isoklassen einelementig sind.

Zeige, dal M derart eine teilgeordnete Menge M" zugeordnet werden kann, dafl
M ~ ./\/ltk.

Zeige, dafl M = M** fiir eine teilgeordnete Menge M.
(3) Seien M = (M, <) und N = (N, <) teilgeordnete Mengen.

Gib eine Bijektion von der Menge der monotonen Abbildungen von M nach N in
die Menge der Funktoren von M¥ nach N¥ an.

Aufgabe 38 (§3.1) Zeige, daB die Kategorie (Rel) der Mengen mit Relationen als Mor-
phismen ein Nullobjekt hat, sowie zwar (Add 1), nicht aber (Add 2) erfiillt.

Aufgabe 39 (§3.1) Sei A eine additive Kategorie.

(1) Seim > 0. Seien Xy, ..., X,, € ObA. Zeige, dafl (X1, ..., X,,) eine direkte Summe
besitzt. (Hinweis: Induktion.)

(2) Seien £, m, n > 0. Seien X; € Ob A fiir i € [1,4], ¥; € Ob A fiirj € [1,m] und
Zy € Ob A fiir k € [1,n]. Seien P,y g X Fualiy icim Yi (ke Drepin Zx in
A gegeben. Zeige, dall (fz,j)z,j (gj,k)],k = (Z]e[l,m fzngjyk)@k;
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(3) Seien k, £ > 0. Seien f1, ..., frre: X — Y in A. Zeige, dafl
(Zie[l,k} fz) + (Zz’e[l,z] fz—k) = Zie[l,k—l—é] fi-

(4) Seien k, £ > 0. Seien f; : X —Y fiir i € [I,k] und g; : Y — Z fiir j € [1,¢] in A.
Zeige, daf3 (Zz‘e[l,k} fi)(zjeu,e] 9j) = Zz‘e[l,k] Zjeu,q figj -

(5) Seien X, Y € ObA. Zeige, daBl (A(X, Y), +) eine abelsche Gruppe ist, mit neu-
tralem Element 0 = Oxy .

(6) Seien m, n > 0. Seien X; € Ob A fiir ¢ € [1,m] und Y; € Ob A fiir j € [1,n]. Seien

(fi,5) ) .
Dictim Xi = Bjepn Vs in A Zeige, dab (fi;)i; + (fi;)ig = (fig + fij)is -

(filyj)i,]

(7) Seien X, Y, Z € Ob A. Gib einen Isomorphismus von (X @ Y)@® Z nach X @Y ¢ Z
in Matrixform an.

Aufgabe 40 (§3.1) Zeige oder widerlege.

ab
Sei A eine additive Kategorie. Sei X @Y <O—d)> X' @Y’ aus A.

(1) Seib=0. Es ist (82) genau dann ein Isomorphismus, wenn a und d Isomorphismen
sind.

(2) BEsist (§ Z) genau dann ein Isomorphismus, wenn a und d Isomorphismen sind.

(3) Falls X = X’ und jede Retraktion von X nach X ein Automorphismus ist, dann ist
(8 Z) genau dann ein Isomorphismus, wenn a und d Isomorphismen sind.

Aufgabe 41 (§3.1,8§1.2.8.2) Sei A eine additive Kategorie. Seien X, Y € Ob A.

Zeige, dafl jeweils in einem geeigneten Sinn End4(X) ein Ring und Homu4(X,Y) ein
End 4(X)-End4(Y)-Bimodul ist.

Aufgabe 42 (§3.2)
Seien A und B additive Kategorien. Sei F' : A — B ein Funktor mit F'0 ~ 0.

Zeige die Aquivalenz folgender Aussagen.

(1) Esist F additiv.

(2) Fir X;, Xy € ObA erfiillt F(X; ® X,) zusammen mit den Morphismen

Fm Frg

F(Xl D XQ) — X1 und F(Xl @D X2> — X2 das Axiom (Sum 1)

(3) Fir X, Xy € ObA erfillt F(X; ® X3) zusammen mit den Morphismen

FX, Fu F(X1 @ X5) und FX, I F(X; @& X5) das Axiom (Sum2).
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F

Aufgabe 43 (§3.2) Seien A und B additive Kategorien. Seien A —% B additive
G

Funktoren. Sei F'— G eine Transformation. Seien X, Y, Z € Ob.A so gegeben, daf

Z~Xa®Y ist in A.

Zeige, dafl aZ genau dann ein Isomorphismus ist, wenn a.X und aY Isomorphismen sind.

Aufgabe 44 (§3.3) Sei A eine additive Kategorie und N/ C A eine volle additive Teil-
kategorie. Sei B eine additive Kategorie. Zeige.

(1) Esist A/N eine additive Kategorie. Es ist AL A/N ein additiver Funktor.

(2) Sei A . B ein additiver Funktor so, daf FX ~0ist fiir alle X € Ob . Dann gibt
es genau einen additiven Funktor A/A 2~ B mit Fo R = F.

F
(3) Seien A —= B additive Funktoren so, dal F'X ~ 0 und GX =~ 0 fiir alle X € Ob .
G

Sei F—*+ @ eine Transformation. Dann gibt es genau eine Transformation F 4G
so, dafl aRX = aX fir X € Ob A.

Aufgabe 45 (§1.2.9,82.4) Sei k > 2. Sei Z/k-mod die volle Teilkategorie der endlichen
Z/k-Moduln in Z/k-Mod C Z-Mod ; cf. §1.2.7 (19).

(1) Zeige, daB der Funktor F := z(—,Q/Z) : Z-Mod® — Z-Mod zu einer Aquiva-
lenz Fy, : Z/k-mod® — Z/k-mod einschrénkt. Zeige hierzu, dafi es eine Trans-

. . T . . . . . .
formation id — F? gibt, fiir welche 7X ein Isomorphismus ist, wann immer

X € Ob(Z/k-mod).

(2) SeiZ /¢ —~7Z/m in Z/k-mod, wobei s € Z. Ersetze F(Z/{ —~ Z/m) isomorph durch
einen Morphismus zwischen zyklischen abelschen Gruppen.

(3) Sei Bicpiy Z/&(M @D,ci1gZ/m; in Z/k-mod, wobei s;; € Z. Ersetze sein Bild
unter F'isomorph durch einen Morphismus zwischen direkten Summen zyklischer
abelscher Gruppen.

(4) Bestimme in Aufgabe 17.(3) eine Z-lineare Abbildung W "+ X so, daB

W "+ X LoV linksexakt und W direkte Summe zyklischer abelscher Gruppen
ist. (Bei der erforderlichen Cokern-Berechnung geniigt die Angabe des Ergebnisses
unter Verweis auf die Methode aus Aufgabe 17.)

(5) Wie (4), nur in Aufgabe 17.(5).

10 Allgemeiner schreibt man R-mod fiir die Kategorie der endlich erzeugten Linksmoduln iiber einem
Ring R; cf. Aufgabe 13.
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Aufgabe 46 (§2.4,84.2) Zeige oder widerlege.

Sei Z-free die volle additive Teilkategorie von Z-Mod der Z-Moduln der Form Z®* fiir ein
k> 0.

(1) Es ist Z-free ~ Z-free®.
(2) In Z-free hat jeder Morphismus einen Kern und einen Cokern.
(3) In Z-free ist jeder Monomorphismus ein Kern.
(4) In Z-free ist jeder Epimorphismus ein Cokern.
(5) Es ist Z-free eine abelsche Kategorie.
Aufgabe 47 (84.3) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei darin X Ty gegeben. Sei

K —+ X ein Kern von f. Sei Y —~ C ein Cokern von f. Sei X — C"’ ein Cokern von 1.
Sei K’ "+ Y ein Kern von 7. Zeige.

(1) Falls f monomorph ist, dann ist f ein Kern von 7.
(2) Falls f monomorph und epimorph ist, dann ist f ein Isomorphismus.

(3) Es gibt ein kommutatives Diagramm wie folgt.

K/

(Hinweis: Warum geniigt es, C§ =~ 0 zu zeigen ?)

Aufgabe 48 (§4.2) Sei A eine abelsche Kategorie.
Sei B C A eine volle additive Teilkategorie.

Fiir jeden Morphismus in B sei ein in .4 genommener Kern und ein in A genommener
Cokern bereits in B enthalten.

Zeige, dal B abelsch ist.

Aufgabe 49 (§4.4) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei X € Ob A.
Zeige, daff der Funktor 4(X,—): . A—Z-Mod linksexakt ist.
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Aufgabe 50 (§3.1,84.2) Sei D eine Kategorie. Zeige.

(1) Ist A additiv, so auch ['D, AT und C(A).
(2) Ist A abelsch, so auch ['D, AT und C(A).

Aufgabe 51 (§4.4) Sei A eine abelsche Kategorie, in der sich das folgende abspiele.
Zeige.

(1) Seien X’ —+ X "+~ X" und Y’ -2+ Y %~ Y Sequenzen. Sei (f', f, ") ein Morphis-
mus von Sequenzen von Y’/ - Y 2+ V" nach X' -~ X —» X" ie. sei fli = jf
und fr = sf”. Sei (¢, ¢9,4") ein Morphismus von Sequenzen in umgekehrter Rich-
tung, i.e. sei ¢'j = ig und gs = rg”. Sei f'g =1, fg =1 und f"¢" = 1. Ist (i,7)
kurz exakt, so auch (j, s).

(2) Sei X' v X o X" eine kurz exakte Sequenz, und sei i ein% Coretraktion. Dann

. . . 10 . .
ist diese kurz exakte Sequenz isomorph zu X’ 49, x eX" (—1> X" vermoge eines

[somorphismus der Form (1x/,a, 1x~).

(3) Sei V"~ U eine Coretraktion in C(A). Ist U azyklisch, so auch V. Ist U split
azyklisch, so auch V.

(4) Seien V, V' € ObC(A). Zeige, dall V & V' genau dann split azyklisch ist, wenn V'
und V' dies sind.

Aufgabe 52 (§4.5.2) Zeige oder widerlege.

Sei A eine abelsche Kategorie. Sei darin folgendes kommutative Diagramm gegeben.

x1l.y 9.7
:| ) v ) |-
X' Yy Lz

(1) Sind (X, X", Y,Y") und (Y,Y’, Z, Z") Pullbacks, dann auch (X, X', Z, Z").
(2) Ist (X, X', Z,Z") ein Pullback, dann auch (X, X', Y, Y”).

(3) Sind (X, X', Z,Z") und (Y,Y’, Z, Z') Pullbacks, dann auch (X, X', Y, Y").
(4) Sind (X, X', Z,Z') und (X, X', Y,Y”) Pullbacks, dann auch (Y)Y’ Z, 7).
(5)

5) Ist (X, X', Z, Z") ein Pullback und (X, X', Y, Y”) ein Pushout, dann ist (X, X', Y, Y”)
ein Quadrat und (Y,Y’, Z, Z') ein Pullback.

(6) Ist (X, X",Y,Y’) ein Pullback und f epimorph, dann auch f’.
(7) Ist z ein Isomorphismus und y monomorph, dann ist (X, X', Y,Y”) ein Pullback.
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Aufgabe 53 (§4.4,84.5.3) Seien A und B abelsche Kategorien.

Sei A"+ B ein Funktor, der kurz exakte Sequenzen in kurz exakte Sequenzen abbildet.

Zeige, dafl F' exakt ist. (Hinweis: Additivitat via split kurz exakter Sequenzen.)

Aufgabe 54 (§4.6) Sei k > 2 eine Primpotenz.

(1) Zeige, daBl Z/k-mod eine abelsche Kategorie ist.
(Hinweis: Z/k-Mod ist als abelsch bekannt. Es ist Z/k-mod ~ Z/k-mod°.)

(2) Zeige, daf fiir X € ObZ/k-mod folgende Aussagen dquivalent sind.

(i) Esist X injektiv.
(ii) Esist X projektiv.
(iii) Es ist X isomorph zu (Z/k)®" fiir ein n > 0.
(3) Ist Z/k injektiv oder projektiv in Z-Mod ?
(4) Zeige, dafl Z/k-mod geniigend Projektive und geniigend Injektive hat.

Aufgabe 55 (§5.2) Sei A eine abelsche Kategorie. Zeige.

(1) Sei X v in C(A). Zeige, daB das Bild von f in K(A) genau dann verschwindet,
wenn es ein Tupel (X* e Y1),z von Morphismen in A so gibt, dafi hid+dh'™! =
ft fiir alle i € Z. Diesenfalls heifit f auch nullhomotop und (h');cz eine Homotopie.

(2) Sei X € ObC(A). Zeige, daf X genau dann in K(A) isomorph zu 0 ist, wenn X
split azyklisch ist.

F
Aufgabe 56 (§4.4) Seien A — B Funktoren zwischen Kategorien A und B.
G

(1) Zeige die Aquivalenz von (i) und (ii).

(i) Es sind g(F(—),=) und 4(—,G(=)) isomorphe Funktoren von .A° x B nach
(Sets).

(ii) Es gibt Transformationen idy — G o F und F o G -1 idg (Coeinheit) mit
(FeX)nFX) =1px fir X € ObA und (eGY)(GnY) = 1gy fiir Y € Ob B.

Gelten (i,ii), so heifit F' linksadjungiert zu G, und G rechtsadjungiert zu F, ge-
schrieben F' 4 G.
Es heifit € eine Finheit und n eine Coeinheit dieser Adjunktion.

(2) Sei Go F~1und FoG ~ 1. Zeige, dal F' 4 G.
(3) Seien G und G rechtsadjungiert zu F. Zeige, da G ~ G.

(4) Seien A und B additiv. Sei F' - G. Zeige, dafi F' additiv ist.
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(5) Seien A und B abelsch. Sei F' 4 G. Zeige, dafi F' rechtsexakt ist.

Cf. auch Lemma 62.

Aufgabe 57 (§4.2, Aufgabe 56)

F
Seien A — B Funktoren zwischen Kategorien A und B. Sei F' - G ; cf. Aufgabe 56.
G

Wir erinnern an die Einheit id4 — G o F und die Coeinheit F o G - idg; cf. Aufga-
be 56.(1.ii).

Zeige.

(1) Ist F voll, so ist fiir X € Ob.A die Einheit ¢X eine Retraktion, sowie eGFX =
GFeX. (Hinweis: Fa =nFX.)

(2) Ist F voll und treu, so ist € eine Isotransformation.

(3) Ist F voll und treu, A additiv und B abelsch, und respektiert G Cokerne ('), dann
ist A abelsch, F' rechtsexakt und G exakt.

Aufgabe 58 (§4.2, Aufgaben 56 und 57)

F
(1) Seien A — B Funktoren zwischen Kategorien A und B. Sei F' 4 G ; cf. Aufgabe 56.
G

Seien 1, 1 : F o G— idg Coeinheiten zu dieser Adjunktion. Zeige, dal es einen

Automorphismus G — G so gibt, daB Fu -7 = 7 ist.

(2) Finde abelsche Kategorien .4 und B und einen vollen, treuen und exakten Funktor

AL B so, dafl F' einen Linksadjungierten und einen Rechtsadjungierten hat, die
beide nicht exakt sind.

(3) Finde eine additive Kategorie A, in welcher jeder Morphismus einen Kern und einen
Cokern hat, eine abelsche Kategorie B, einen vollen und treuen Funktor AC B,

welcher einen Linksadjungierten AL B hat, der Monomorphismen respektiert,
derart, daf§ A nicht abelsch ist, F' nicht Kerne respektiert und G nicht Cokerne
respektiert.

Aufgabe 59 (§5.4.4) Sei
(){/7 )(7 X//) (f,7 f’ f”) (}//7 Y7 Y”)
(xlva:’z/l)l/ \L(y',y,y”)
(X/, X, X//) (Y//7 Y/? Y///)

(fLf 7

11D h. fiir alle Diagramme Y’ 5 Y 2 Y in B mit p Cokern zu i ist auch Gp ein Cokern zu Gi.
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ein kommutatives Viereck von Sequenzen. Sei (X', X, X”) rechts- und (Y, Y,Y”) links-
exakt. Sei (X', X, X") rechts- und (Y’,Y,Y") linksexakt. Verwende bzgl. (f, f, ) alle
Bezeichungen aus Lemma 136 und dessen Beweis; bzgl. (f', f, /") entsprechend. Bemer-
kung 124.(2) gibt uns Morphismen & mit k%' = 4’2/, und k mit ki = iz, und k" mit

E'i" =4"2", und ¢ mit r'd = ¢/, und ¢ mit rc = yr, und ¢’ mit "’ = "'’

Zeige die Kommutativitit von

K/ « B8 /7 Y C/ ) € O//

N i B

K % K B K" v C«/ g 3 éf//
Folgere, dafl v bei fester Wahl von ¢” und " nicht von den wéhrend der Konstruktion
getroffenen sonstigen Wahlen abhéngt.

Aufgabe 60 (§5.4.2,83.2) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei k € Z.
Zeige, daB H* : C(A) —» A ein additiver Funktor ist.

Aufgabe 61 (§5.4.4) Zeige oder widerlege.

Sei A eine abelsche Kategorie.

(1) Sei X’ ev X i+ X" eine kurz exakte Sequenz in C(A). Sind zwei der Komplexe
X', X, X" azyklisch, so auch der dritte.

(2) Sei X —L+ ¥ in C(A). Sind X und Y azyklisch, so auch I, .

Aufgabe 62 (§5.5,85.6)

(1) ZuZ/4 N/ /8 ist in Z/64-mod eine projektive und eine injektive Auflésung anzu-
geben.

@ 2 () /(8) = (§)/(§) - o+ (§) e (§)) e (

projektive Auflosung anzugeben.

oo
Stsls)
LOO

)—Mod eine

(3) ZuZ/2 2.7 /4 N/ /2 ist in Z/8-mod eine injektive Hufeisenauflésung anzugeben.

Aufgabe 63 (§6.1.2.2) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei

X = X —= X"

f/i lf//

X 4> X = X"
ein Diagramm azyklischer Komplexe in C(A), in welchem (i, ) und (7, 7) kurz exakt seien,
(4%, 7%) und (%, 7*) split kurz exakt fir & > 0, und X’*, X* X"k, X% Xk X" null fiir

-1 ~ ~

k < —2 und injektiv fiir & > 0. Sei ferner ein X' L X=1 mit i~'f~! = £~ und
firt =71 f"71 gegeben (Position —1, keine Inversion).
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Zeige, dafl X! I X1 X <L X mit if = fiund fi = rf” ergéinzt werden kann.
Cf. §7.1.1.

Aufgabe 64 (§5.4.4) Sei .A eine abelsche Kategorie. Deﬁmere fir X € ObC(A) den
Komplex X[1] durch (X[1]F Z0b X[1JF1) = (X641 750 Xk42) fiir € 7.

Sei X/ —e» X —o» X" cine punktweise split kurz exakte Sequenz von Komplexen. Zeige, dafl

ok
es einen Morphismus X” — X'[1] so gibt, da (H* X" -2 H1X') = HF( X" — X'[1])
ist fir k € Z.

Aufgabe 65 (§4.5.1,84.5.3, Aufgabe 64) (') Sei A eine abelsche Kategorie.
Sei X Loy % Zin A gegeben.

(1) Zeige, dafl
(o)
XpY —X
(9] |12
Y& L—27
(%)

ein Quadrat ist.

(2) Folgere aus einer Anwendung des Schlangenlemma 136 auf einen Morphismus split
kurz exakter Sequenzen von (X, X @ Y,Y) nach (Y)Y @ Z, Z) unter Verwendung

von (1) das Umfangssequenzlemma 132 fiir X Ty 4z (mit den Standardkernen
und -cokernen).

Aufgabe 66 (§6.1.1,86.1.2.2)

Ext? (Z/16,4)
—_—

(1) Sei A := Z/64-mod. Berechne Ext*(Z/16,Z/4)

Tord @8 1 2 5(2./8,7,/8)
3 ) .

Ext%(Z/16,Z/8).
(2) Berechne Torz/64(Z/8, Z/4)

(3) Sei R := <8QQ> Sei X :=(QQQ)/(0QQ) € ObMod-R.
Sei YV := (?) / (?) € Ob R-Mod. Berechne Tor(X,Y) fiir k > 0.

(4) Sei A =Z/8-mod. Berechne die lang exakte Ext’(Z/4, —)-Sequenz auf
7/2 2 7/4 7).

(Hinweis: Aufgabe 62.)

12Diese Aufgabe stammt von CARSTEN DIETZEL.
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Aufgabe 67 (§4.5.1) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei X € Ob A.

Es gebe keine Kette X =: Xj<«e— X <o X5 <+ ... aus Monomorphismen, die keine
Isomorphismen sind.

Es gebe keine Kette X =: Xy—+> X; 4+ Xy —+> --- aus Epimorphismen, die keine
Isomorphismen sind. .

. f . . . . . . ( (j‘z)')
Sei X — X ein Endomorphismus. Zeige, dafl es ein n > 1 gibt mit Ky @ I — X

(Fittinglemma; Hinweis: Umfangssequenzlemma auf f2* = f* % cf. Lemma 132.)

Aufgabe 68 (§6.3.1) Seien A und B abelsche Kategorien. Sei A -5+ B rechtsexakt.
(1) Sei k € Z. Bestimme eine Transformation von G o H* nach H* o C(G).

(2) Sei X ¥ ein Quasiisomorphismus in C(A). Ist G exakt, so zeige, da8 auch

C(G)X @)y C(G)Y ein Quasiisomorphismus ist.

Aufgabe 69 (§6.3.3) Seien A, A und B abelsche Kategorien. Haben A und A geniigend
Injektive. Sei F' : A x A— B ein biadditiver Funktor so, dafl F'(J, —) exakt ist fiir
J € ObInj A und F(—,J) exakt ist fiir J € ObInj.A.

Sei X € ObA. Sei I € C™(Inj . A) C C(A) eine injektive Auflésung von X.
Sei

Y e ¥V 4 Y
eine kurz exakte Sequenz in A.

Zeige, daB die lang exakte R*F'(X, —)-Sequenz auf (i,r) isomorph ist zur lang exakten
Homologiesequenz auf der kurz exakten Sequenz

Fy')y " gy B Ry

in C(B), welche an Position k € Z durch F(I,, V") "0 p1,, v) "0 pr,, v

gegeben ist.

Aufgabe 70 (§4.5.3, Aufgabe 59) Sei R ein Ring.

Sei (X', X, X") LA, (Y'Y, Y") ein Morphismus von einer rechts- in eine linksexakte
Sequenz in R-Mod.

Sei 2" € Kern f”. Gib eine Beschreibung des Bildes von z” unter dem Konnektor
Kern f” — Cokern f' =Y’/Im f';

cf. Lemma 136.
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Aufgabe 71 (§7.2.1) Sei Z-mod C Z-Mod die volle Teilkategorie der endlich erzeugten
abelschen Gruppen; cf. Aufgabe 13.

Zeige, dal Z-mod eine dicke Teilkategorie von Z-Mod ist.

Aufgabe 72 (§7.2.3, Aufgaben 56 und 57, §2.4)
Seien A und B abelsche Kategorien.

F
Seien A — B Funktoren. Sei F voll und treu. Sei F' 4 G. Cf. Aufgaben 56 und 57.
G

Bilde G Epimorphismen in Epimorphismen ab.
Sei K C B die volle Teilkategorie, die durch

ObK = {Y e€ObB : GY ~0}
definiert ist.
Zeige.
(1) Es ist _IC eine dicke Teilkategorie von B. Es gibt genau einen exakten Funktor
BJK S Amit Go L =G; cf. Definition 217.

(2) Der Funktor G aus (1) ist eine Aquivalenz.

Aufgabe 73 (§4.2,84.4,84.1, Aufgabe 47)

Sei A -+ B ein exakter Funktor zwischen abelschen Kategorien.
Es folge fiir jedes Objekt X von A aus FX ~ 0, dafl X ~ 0 ist.
Zeige, dafl F treu ist.

Aufgabe 74 (§1.2.11.1) Zeige, dal Q kein projektiver Z-Modul ist.

Aufgabe 75 (§3.3,87.2.3) Sei A eine additive Kategorie. Sei N C A eine volle additive
Teilkategorie. Sei an den Restklassenfunktor AL A/N erinnert; cf. Definition 114.

Sei B eine Kategorie, nicht notwendig additiv. Sei AL+ B ein Funktor. Fiir f € Mor A
gelte, dal aus Rf isomorph auch F'f isomorph folgt.

Zeige, dafl genau ein Funktor A/N L Bmit FoR = F existiert.

A—L-B

| A

AJN
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Aufgabe 76 (§4.5.2,85.4.1,85.4.4)

Sei A eine abelsche Kategorie. Sei folgendes kommutative Diagramm in A gegeben.

Z/ ZII
7 —es 7 7"

Ao
/ /!

Y —>Y =Y

A b

X —e= X —=X"
Seien darin (2/,2"), (v',y"), (2',2"), (f',¢’) und (f”, ¢") kurz exakt sowie fg = 0.
Zeige.
(1) Esist (f,g) kurz exakt.

(2) Die Sequenz
«'f (9y")

X —Y—ZaY"
ist linksexakt.
(3) Ist nun vielmehr nur das kommutative Diagramm

/ /1

Y/ ey Aoy

ot

X s X

gegeben mit (y/,y") kurz exakt und (z/, fy”) linksexakt, dann 148t sich dieses Dia-
gramm ergénzen zu einem wie oben.

Aufgabe 77 (Aufgabe 21.(2), Aufgabe 51.(2))
Zeige.

(1) Sei A - E X+ B eine kurz exakte Sequenz endlicher abelscher Gruppen.
Sind |A| und |B]| teilerfremd, dann ist £ isomorph zu A & B.

(2) Seip > 3 prim. Sei k > 1. Als abelsche Gruppen ist U(Z/p*) ~ Z/p* 1 & Z/(p—1).

(3) Sei k > 2. Als abelsche Gruppen ist U(Z/2%) ~ Z/p*2 @ Z /2.
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Das grundlegende Werk iiber Homologische Algebra stammt von HENRI CARTAN und
SAMUEL EILENBERG [3]. CARTAN erinnerte sich wie folgt.

“Samuel Eilenberg died in New York on January 30, 1998, after spending two years in a
state of precarious health. I would like to write here of the mathematician and especially of
the friend that I gradually discovered in the course of a close collaboration that lasted at
least five years and that taught me many things.

I met Sammy for the first time at the end of December 1947 [...]. Of course, Eilenberg
was not unknown to me, because since the end of the war I had begun to be interested in
algebraic topology. Notably I had studied the article in the 1944 Annals of Mathematics
in which Eilenberg set forth his theory of singular homology (one of those theories which
immediately takes on a definitive shape). I had, for my part, reflected on the “Kiinneth
formula”, which gives the Betti numbers and the torsion coefficients of the product of two
simplicial complexes. In fact, that formula amounts to a calculation of the homology groups
of the tensor product of two graded differential groups as a function of the homology groups
of each of them. The solution involves not only the tensor product of the homology groups
of the factors but also a new functor of these groups, the functor Tor. At the time of my
first meeting with Sammy, I was quite happy with telling that to him.
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This was the point of departure for our collaboration, by means of postal mail at first. Then
Sammy came to spend the year 1950-51 in Paris. He took part in my seminar at the Ecole
Normale, devoted that year to cohomology of groups, spectral sequences, and sheaf theory.
Sammy gave two lectures on spectral sequences. Armand Borel and Jean-Pierre Serre took
an active part in this seminar also.

Independently of the seminar, Sammy and I had work sessions with the aim of writing an
article that would develop some of the new ideas born out of the Kiinneth formula. [...] It
was always he who wrote everything up as we went along in precise and concise English.
After the notion of satellites of a functor came that of derived functors, with their axiomatic
characterization. Gradually the theory included several existing theories (cohomology of
groups, cohomology of Lie algebras, in the sense of Chevalley and Eilenberg, cohomology of
associative algebras). [...]

Sammy knew how to put his friends to work. I think I remember that he persuaded Steenrod
to contribute the preface of our book, where the evolution of the ideas is explained perfectly.
He arranged also for other colleagues to collaborate in the writing of the chapter devoted to
finite groups. Our initial project of a mere article for a journal was transformed; it became
a book that we would propose to a publisher and for which it would be necessary to find
a title that captured its content. We finally agreed on the term Homological Algebra. The
text was given to Princeton University Press in 1953. I do not know why the book appeared
only in 1956.” (Interview in Notices AMS, Nov. 1998)

Der in loc. cit. gewdhlte Rahmen der Modulkategorien erwies sich trotz bereits zahlrei-
cher Anwendungen als zu eng gefafit. BUCHSBAUM, in einem Anhang zu [3], und GRO-
THENDIECK [5] entwickelten daraufhin den Begriff der abelschen Kategorie. Fiir weitere
Entwicklungen konsultiere man die Einleitung zu VERDIERs Dissertation [15].

Die Tatsache, dafl Modulkategorien geniigend Injektive haben, geht auf BAER zuriick [1].
Das Yoneda-ext entstammt der Arbeit [14] von YONEDA.

Die Lokalisierungstheorie abelscher Kategorien wurde von SERRE [12] initiiert und von
GROTHENDIECK [5] zum erstenmal explizit ausgefiihrt. In grofilerer Allgemeinheit wird
Lokalisierungstheorie e.g. in der Arbeit [13] behandelt, nach der ich mich weitgehend
gerichtet habe.

Die Freyd-Kategorie einer schwach abelschen Kategorie entstammt der Arbeit [4, §3] von
FREYD. Siehe auch [15, 11.§3].

In den Biichern von MITCHELL [9] und SCHUBERT [11] findet man u.a. die Theorie der
additiven und der abelschen Kategorien in Lehrbuchform. Das neuere Buch von WEI-
BEL [16] ist dhnlich umfassend wie das von CARTAN-EILENBERG [3].
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