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Vorwort

Ein (gerichteter) Graph H besteht aus einer Menge von Punkten Vy (engl. vertices), einer
Menge von Kanten Ey (engl. edges) und zwei Abbildungen, Start sy : Ey — Vg (engl.
source) und Ziel ty : Ey — Vg (engl. target).

Z.B. hat im Graphen
H: (12972 3)
die Kante 3 den Startpunkt fosy = 3 und den Zielpunkt Soty = 2.
Ein Morphismus von Graphen G Iy H besteht aus einer Abbildung Vy : V¢ — Vg und

einer Abbildung E; : Eq — Ep derart, da8 der Startpunkt der Bildkante gleich dem Bild
des Startpunktes ist, dito fiir den Zielpunkt.

Z.B. ist ein Graphmorphismus G Iy H dadurch gegeben, dafl in

1// 2//
7
/
G 1/ 2
as
! 1—2 -2 3

H: (1222 3

alle Kanten und alle Punkte von G senkrecht nach unten abgebildet werden. Auf den
Punkten bildet f also wie folgt ab: 1V, = 1, 'V, = 1, 1"V; = 1, 2Vy = 2, 2'Vy = 2,
2"Vy = 2, 3V; = 3. Auf den Kanten bildet f wie folgt ab: yE; = f1, wE; = i,
azby = B, asBy = B .

Die Graphen und ihre Objekte bilden die Kategorie Gph. Darin kénnen Graphmorphismen
komponiert werden.

GemiB BissoN und TSEMO [1] kann man in Gph spezielle Sorten von Morphismen in
sinnvoller Weise definieren: Faserungen, Cofaserungen und Quasiisomorphismen.

Wir wollen das Verhalten dieser Morphismen im Falle endlicher Graphen mittels Magma
studieren. Insbesondere werden wir versuchen, mit Rechnerunterstiitzung Gegenbeispiele
zu naheliegenden, aber falschen Aussagen zu finden.

Dank geht an JANNIK HESS fiir die Ausarbeitung der meisten Magma-Programme [2], [3].
Dank geht an BERNHARD SPECK, MELANIE R0O0OS, DANNING Liu, CARMEN HEIDRICH,
ANNA DANNECKER, SAVVAS ASLANIDIS fiir Hinweise auf Fehler.

Fiir weitere Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Stuttgart, Herbst 2021

Matthias Kiinzer



1 Konventionen

e Sind X und Y Mengen, ist € X ein Element und X Iy ¥ eine Abbildung, dann
schreiben wir zf € Y fiir das Bild von z unter f.

e Das Kompositum der Abbildungen X Ly % 7 wird X L% 7 geschrieben.
e Ist X eine endliche Menge, so bezeichnet | X| die Anzahl ihrer Elemente.
o Fira, b € Zseila,bl={i€Z: a<i<b} das ganzzahlige Intervall.
e Sein > 1. Wir schreiben Elemente aus
Z/nZ = {i+nZ:i€Z} = {i+nZ:i€[0,n—-1]}

auch als ¢ := i + nZ, wenn aus dem Kontext hervorgeht, dal Elemente von Z/nZ
gemeint sind.

2 Magma

Wir verwenden das Computeralgebra-System Magma [2].
Das Handbuch findet sich unter magma.maths.usyd.edu.au/magma/.

Auf einen stud-Rechner kommt man unter Verwendung des eigenen stud-Accounts mittels
ssh -CX st[Nummer]@stud.uni-stuttgart.de@studl105.mathematik.uni-stuttgart.de

Dies funktioniert so mittels Linux und mittels Windows 10.
Verfiigbar sind dabei: stud105 bis stud116.

Es kann dort Magma aufgerufen werden durch Eingabe von magma in einer Shell auf einem
stud-Rechner.

Man teste einmal 1+1; und dann Enter.
Als Notbehelf kann auch magma.maths.usyd.edu.au/calc/ dienen.

Die Konventionen in §1, was die Schreibung von Abbildungen angeht, sind Magma ange-
pafit.

3 Graphen

Ein Graph G besteht aus

e ciner Menge von Punkten Vg (engl. vertices),

e einer Menge von Kanten Eg (engl. edges)



und zwei Abbildungen,

o Start sg : Eq — Vi (engl. source),

o Ziel t¢ : Eq — Vi (engl. target).

Ein Graph G heifit endlich, wenn Vg und Eg endliche Mengen sind.

Hierbei schreiben wir graphisch @ —*=y fiir eine Kante o € Ex mit Start asg = x und
Ziel atg =v.

Alle Punkte und Kanten zusammengenommen ergeben so das Bild eines Graphen, bei
dem jede Kante noch eine Richtung hat, dargestellt durch einen Pfeil.

Also zum Beispiel wie folgt.

In Magma stellen wir dies wie folgt dar.
G := <[1,2,3,4],[<1,1,2>,<1,2,2>,<3,3,2>]>;

In der ersten Liste stehen die Punkte, in der zweiten Liste stehen die Kanten.
Hierbei haben wir uns von den Kanten nur die Nummern gemerkt.

Eine Kante bekommt immer als mittleren Eintrag diese Nummer, als ersten Eintrag ihren
Startpunkt und als dritten Eintrag ihren Zielpunkt. So z.B. ist die Kante a5 durch <1,2,2>
aufgelistet. Damit sind die Abbildungen sg und tg implizit in den Daten enthalten.

Aufgabe. Geben Sie einen Graphen mit wenigstens zwei Kanten, bei denen Start- und
Zielpunkt iibereinstimmen, in Magma ein. Zeichnen Sie diesen Graphen.

Sein > 1. Sei C,, der zyklische Graph mit

Ve, = {vi: i €Z/nZ},

n

Ec, = {e:i€Z/nZ}

n

und mit isc, =i und ite, =i+ 1 fur i € Z/nZ.

Zum Beispiel wird

Vi Va
Cy = e4< \s e2
Va V3

Dabei ist v4 = vg, v5 = vy, €4 = €, usf.



Via Magma:

CyclicGraph := function(n) // returns cyclic graph with n edges
return <[i : i in [1..n]],[<i,i,i+1> : i in [1..n-1]] cat [<n,n,1>]1>;
end function;

Ein Graph G heifit dinn, falls fir v, w € Vg stets [{e € Eg: es¢g = v,eq = w}| < 1 ist.

4 Graphmorphismen

4.1 Begriff

Seien G und H Graphen.
Ein Graphmorphismus f : G — H besteht aus zwei Abbildungen

o Vi: Vg — Vy,

o Iy :Eq — En
derart, dafl

o Ef-sy=sqg-Vp,

B/ -ty =tg-V;

gelten.

Kurz, das Bild einer Kante lauft zwischen den Bildern ihrer Endpunkte, unter Beibehal-
tung ihrer Richtung.

Also zum Beispiel wie folgt.

a2

2 4
T Nes
G %/
1—2 -3 5

\JG,J

f
B2

H: (1-2-22 =32y
Bs

Hierbei soll alles senkrecht nach unten abgebildet werden. Das ist oft eine bequeme Me-
thode, um nicht alle Kanten und Punkte einzeln abbilden zu miissen, insbesondere dann,
wenn der Zielgraph zwischen je zwei Punkten in eine vorgegebene Richtung hochstens
eine Kante hat.



Einzeln wird hierbei 1Vy = 1, 2V; = 1, 3Vy = 2, 4V, = 2, 5V, = 3, sowie oyE; = fi,
041Ef = B, OézEf = B, OéBEf = S, 064Ef = [, 045Ef = [, OéGEf = (3.

Es wird in der Tat z.B. fiir a3 € Eq

assgVy = 1V = 1 = Bisg = aszBssy
athVf = 4Vf = 2 = 51tH = OégEftH.

In Magma schreiben wir

G :=

<

[1,2,3,4,5],
[<1,1,3>,<2,2,3>,<1,3,4>,<5,4,3>,<5,5,4>,<3,6,5>]

[1,2,3,4],
[<1,1,2>,<3,2,2>,<2,3,3>,<3,4,4>]

[<1,1>,<2,1>,<3,2>,<4,2>,<5,3>],
[<<1,1,3>,<1,1,2>>,
<£2,2,3>,<1,1,2>>,
<<1,3,4>,<1,1,2>>,
<<5,4,3>,<3,2,2>>,
<<5,5,4>,<3,2,2>>,
<<3,6,5>,<2,3,3>>]

5.

)

Aufgabe. Wihlen Sie sich n, m > 1 und geben Sie alle Graphmorphismen von C,, nach
C,, an.

Aufgabe. Sei G ein Graph. Wieviele Graphmorphismen gibt es von G nach C;?
Die Liste aller Graphmorphismen von G nach H erhdlt man mittels der Funktion
ListGraphMorphisms, die noch ein paar Vorbereitungen braucht.

IsRightUnique := function(u)
// u: relation, e.g. u := [<1,3>,<1,4>,<2,3>], or u := {<1,3>,<1,4>,<2,3>}
right_unique := true;



left_elements := {x[1] : x in u};
for y in left_elements do
if #{x[2] : x in u | x[1] eq y} ge 2 then
right_unique := false;
break y;
end if;
end for;
return right_unique;
end function;

RelationOnNodesFromPartialMapOnEdges := function(x);

// x: partial map on edges from graph G to graph H (G, H not required as data)
return {<z[1][1],z[2][1]> : z in x} join {<z[1][3],z[2][3]> : z in x};

end function;

CompletionsToMaps := function(D,C,u)

// D/C: list of elements in the domain/codomain,

// u: right unique relation, e.g.

// D :=[1,2,3,4]; C := [1,2,3,4,5]; u := {<1,3>, <3,5>};
to_be_mapped := [x : x in D | not x in {y[1] : y in u}];

list := [ul;
for i in to_be_mapped do
list_new := [];

for v in list do
for j in C do
list_new cat:= [v join {<i,j>}];
end for;
end for;
list := list_new;
end for;
return list;
end function;

ListGraphMorphisms := function(G,H)

list := [[1];
for z in G[2] do
list_new := [];

for w in H[2] do
for x in list do
x_test := x cat [<z,w>];
if IsRightUnique(RelationOnNodesFromPartialMapOnEdges(x_test)) then
list_new cat:= [x_test];
end if;
end for;
end for;
list := list_new;
end for;



list_mor := []; // da sollen die kompletten Morphismen rein
for y in list do
list_completions_to_maps_on_nodes :=
[Sort (SetToSequence(x))
x in CompletionsToMaps(G[1],H[1],RelationOnNodesFromPartialMapOnEdges(y))];
list_mor cat:= [<x,y> : x in list_completions_to_maps_on_nodes];
end for;
return list_mor;
end function;

Sei GG ein Graph. Es gibt als Graphmorphismus die Identitdit
idg:G— G,

fiir welche Vig, := idy, und Eiq, := idg,, ist.

Via Magma:

Identity := function(G);

return <[<x,x> : x in G[1]], [<x,x> : x in G[2]]>;
end function;

Seien G, H und K Graphen. Seien f : G — H und f : H — K Graphmorphismen. Es
gibt als Graphmorphismus das Kompositum

f-f:G=K,
fir welches Vf,f = V- Vf und Ef‘]; = Ef- Ef ist.

Via Magma:
ComposeGraphMorphisms := function(p,q)
u := []; // u for nodes
for x in p[1] do
u cat:= [<x[1],y[2]> : y in q[1] | x[2] eq y[1]];
end for;
v := [1; // v for edges
for x in p[2] do
v cat:= [<x[1],y[2]> : y in q[2] | x[2] eq y[11];
end for;
return <u,v>;
end function;

Ein Graphmorphismus f : G — H, fiir welchen V; und E; bijektiv sind, heifit Gra-
phisomorphismus oder kurz Isomorphismus. Ein Graphisomorphismus f : G — G heifit
Graphautomorphismus.

Projekt. Die Automorphismen eines Graphen bilden eine Gruppe. Man finde Graphen mit
einer Automorphismengruppe, die weder isomorph zu einer symmetrischen Gruppe noch
isomorph zu einer zyklischen Gruppe ist. Man untersuche jeweils Stabilisatoren von Punkten
und Kanten in der Automorphismengruppe.



Fiir Graphen X und G schreiben wir
(X,G)epn = {X = G : uist ein Graphmorphismus }
Fiir einen Graphen X und einen Graphmorphismus f : G — H schreiben wir

X, p
(X7 G)Gph % (X7 H)Gph

u > u-f

N

f

G H

Fiir einen Graphen G ist (X, idg¢)cpn = id(x,6)q,, - Fiir Graphmorphismen G ENY SN e
ist (Xa f : f)Gph = (Xa f)Gph : (X> .f)Gph .

Aufgabe. Man finde ein n € Z-; und einen Graphmorphismus G ENy , fiir welchen die
Abbildung (C,,, f)gpn nicht injektiv und nicht surjektiv ist.

Fiir einen Graphen Y und einen Graphmorphismus f : G — H schreiben wir

(f,Y)Gph
(G,Y)cph P (H,Y)apn
f-o i v
Y
77N
G 7 H

Fiir einen Graphen G ist (idg, Y)aph = id(q,y)e,, - Fiir Graphmorphismen G ENY N e
ist (f : fa Y)Gph = (fa Y)Gph : <f7 Y)Gph .

Projekt.

(a) Man finde Graphen X, fiir die die Abbildung (X, G)apn XS)gen, (X, H)gpn surjektiv

ist fiir alle Graphmorphismen G Lo B mit V; und Ej surjektiv. Man finde auch
Beispiele fiir Graphen X, die dies nicht erfiillen.

(b) Man finde Graphen Y, fiir die die Abbildung (G, Y )apn 22" (H,Y )gpn surjek-

tiv ist fiir alle Graphmorphismen G Ly H mit V¢ und Ey¢ injektiv. Man finde auch
Beispiele fiir Graphen Y, die dies nicht erfiillen.



Niitzlich kann auch noch sein:

IsEqual := function(f,ff) // returns true if graph morphisms f, ff: G -> H are equal
return (SequenceToSet(f[1]) eq SequenceToSet(ff[1]))

and (SequenceToSet(f[2]) eq SequenceToSet(ff[2]));
end function;

Projekt. Man verallgemeinere Graphmorphismen zu Graphrelationen. Man schreibe ein
Magma-Programm fiir die Komposition solcher Relationen.

4.2 Quasiisomorphismen

Ein Graphmorphismus G Iy H heift Quasiisomorphismus, falls fiir £ > 1 die Abbildung

(C »f) P
(Cry Gaph ——=%  (C, H)ph

bijektiv ist.
Mit anderen Worten, f ist genau dann ein Quasiisomorphismus, wenn es fiir jedes k£ > 1
und jeden Graphmorphismus Cj, — H genau einen Graphmorphismus C, — G gibt mit

u-f=nw.

G
HV lf
C,—=H

Aufgabe. Finden Sie einen Quasiisomorphismus, der kein Isomorphismus ist.

Aufgabe. Finden Sie einen Graphmorphismus f : G — H, der kein Quasiisomorphismus
ist, fiir welchen aber (Cy, f)gpn bijektiv ist fiir k € [1,4].

Frage (Jannik Hess). Sei G I H ein Graphmorphismus. Sei m = max{|Eg|, |[Eg|}. Sei
(Ck, f)cpn bijektiv fir k € [1,m]. Ist f ein Quasiisomorphismus?

4.3 Faserungen

Fiir einen Graphen GG und v € Vg schreiben wir

G(v,*) == {e€Eg:es¢a=0v}.

Sei G L H ein Graphmorphismus. Wir schreiben

E,; = Eﬂgggf)*) : G(v,%) — H(WVp,x) @ e—eE, s :=eE;.

Es heift G L I cine Faserung, falls E, ; surjektiv ist fiir alle v € Vg .



Es heit G & H FEtalfaserung, falls E, ¢ bijektiv ist fiir alle v € Vg .

Aufgabe. Falls G Iy H eine Faserung ist, ist dann E¢ surjektiv? Falls G Iy H eine Faserung
ist mit Vy surjektiv, ist dann E; surjektiv?

Es heifit e € Ey einzielig beziiglich f, falls [{ étq : € € Eq, éEy =e}| =1 ist.

Aufgabe. Man gebe einen Graphmorphismus an, bei welchem eine Kante im Zielgraphen
nicht einzielig ist.

Satz (Jannik Hess). Seien G und H diinne Graphen. Sei G J, H eine Etalfaserung.

Gebe es fiir jedes n > 1 und jeden Graphmorphismus u : C,, — H ein i € Z/nZ mit e; E,
einzielig beziiglich f.

Dann ist G 5 H ein Quasiisomorphismus.

Beispiel. Folgender Graphmorphismus ist dank Satz ein Quasiisomorphismus.

/
H: (12227 23)

Aufgabe. Welche Kanten im Graphen H des Beispiels sind einzielig beziiglich f?

Aufgabe. Man finde eine Etalfaserung zwischen diinnen Graphen, die kein Quasiisomor-
phismus ist. Man iiberlege sich, daf§ fiir diese die Bedingung des Satzes beziiglich Einzie-
ligkeit verletzt ist.

Projekt. Man finde weitere Beispiele fiir Quasiisomorphismen G Ly H unter Verwendung
des genannten Satzes. Man beschreibe dabei fiir geeignete n > 1 die Abbildung (C,,, f)cpn -

IsFibration := function(G,H,f) // G,H: graphs, f: G -> H graph morphism
for x in G[1] do
y := [a[2] : a in f[1] | al1l] eq x][1]; // <x,y> in f[1] Punktabbildung
for b in [h : h in H[2] | h([1] eq y] do
if #[0 : a in G[2] | <a,b> in f[2]] eq O then
return false;
end if;
end for;
end for;
return true;
end function;



IsEtaleFibration := function(f,G,H)
for x in G[1] do
y := [a[2] : a in f[1] | all] eq x][1]; // <x,y> in f[1] Punktabbildung
if not #[e : e in G[2] | e[1] eq x] eq #[h : h in H[2] | h[1] eq y] then
return false;
elif not Sort([al[2] : a in f[2] | a[1]l[1] eq x])
eq Sort([h : h in H[2] | h[1] eq y]) then
return false;
end if;
end for;
return true;
end function;

4.4 Azyklische Cofaserungen

Ein Graphmorphismus G Iy H heiBt azyklische Cofaserung, falls die folgenden Bedingun-
gen (AcC 1-5) erfiillt sind.

(AcC1) Esist V; injektiv.

(AcC2) Esist Ey injektiv.

(AcC3) Firve Vy mit v € VgVyist [{e € Ep: etgp =v}| = 1.
(ACC 4) Fiir e € Ey mit e € EgEf ist ety g VGVf .

(AcC5h) Fir v € Vg mit v € VgVy gibt esn > 1 und e; € Ey fiir i € [1,n — 1] so, daB
eisg € Vo Vy, ety = eipisyg und ety = v ist.

Mustration zu (AcC5) im Falle n = 3:

el €9 es
€1SH [} ° v

Sei Dy der Graph mit Vp, := {0} und Ep, := 0.

Ein Graph G heifit Baum mit Wurzel r € Vg, falls der Graphmorphismus v : Dy — G,
fiir welchen 0V, = r ist, eine azyklische Cofaserung ist.

Aufgabe. Man finde einen Baum G mit |Es| = 3. Man finde noch einen anderen solchen.

Anschaulich ist G L& H eine azyklische Cofaserung, wenn dabei “H aus G entsteht durch
Ankleben von Baumen”.

Jede azyklische Cofaserung ist ein Quasiisomorphismus.



Magma-Werkzeuge (brauchen auch ListGraphMorphisms):

D := function(n)

if n eq O then

return <[0], [1>;

end if;

return <[i : i in [0..n]],[<i,i,i+1> : i in [0..n-1]1]1>;
end function;

AcCofiblto4 := function(G,H,f) // G,H: graphs, f: graph morphism
if #[0 : x in H[1] | #[0 : a in G[1] | <a,x> in f[1]] ge 2] ge 1 then
// asks: is f[1] not inj?
return false;
end if;
if #[0 : x in H[2] | #[0 : a in G[2] | <a,x> in f[2]] ge 2] ge 1 then
// asks: is f[2] not inj?
return false;
end if;
HH1 := [x : x in H[1] | #[0 : a in G[1] | <a,x> in f[1]] eq O0];
HH2 := [x : x in H[2] | #[0 : a in G[2] | <a,x> in f[2]] eq 0];
if #[0 : x in HH1 | not #[a : a in H[2] | a[3] eq x] eq 1] ge 1 then
// asks: does every vertex x not in the image of f have exactly one edge with target x
return false;
end if;
if #[0 : x in HH2 | not x[3] in HH1] ge 1 then
// asks: does each edge of HH have a target vertex in HH 7
return false;
end if;
return true;
end function;

AcCofib5 := function(G,H,f)
HH1 := [x : x in H[1] | #[0 : a in G[1] | <a,x> in f[1]] eq 0];

max := #H[2];
for v in HH1 do
list := [];

for i in [1..max] do

L := ListGraphMorphisms(D(i),H);

list cat:= [1 : 1 in L | not 1[1]1[1]1[2] in HH1 and 1[1] [#1[1]]1[2] eq v];

end for;

if #list eq O then

return false;

end if;
end for;
return true;
end function;



IsAcCofib := function(G,H,f)
return AcCofiblto4(G,H,f) and AcCofib5(G,H,f);
end function;

5 Pullbacks und Pushouts

5.1 Pullbacks

Sei ein kommutatives Viereck von Graphen und Graphmorphismen

f

A——B
I

gegeben, sei darin also f-h =g - k.

Dieses Viereck, kurz (A, B,C, D) geschrieben, heiit Pullback, falls folgende universelle
Eigenschaft (UE) gilt.

(UE) Fiir jedes kommutative Viereck von Graphen und Graphmorphismen

7

—_—

SN

B
|
D

k

s}
-

Q

gibt es genau einen Graphmorphismus w: A — A mit w-g=gund w- f = f.

Aufgabe. Man konstruiere in einer solchen Situation einen Morphismus w, der kein Iso-
morphismus ist.



Sei nun ein kommutatives Diagramm wie folgt gegeben.

A ! B
\ \
g
C k D
b
L — B
RN
gl
' K’ D

Seien darin die Vierecke (A, B,C, D) und (A’, B, C", D") Pullbacks.

Dank der universellen Eigenschaft des Pullbacks (A", B',C’, D’) gibt es genau einen Gra-
phmorphismus A % A’ mita- ' = f-bunda-¢ =g-c.

A B
\ \
g
C k D
a b
p— B
RN
g/
C’ k' D

Projekt. Man finde Beispiele fiir solche Diagramme, in welchen die vertikal eingetragenen
Morphismen b, ¢, d noch Eigenschaften haben, wie Faserung, azyklische Cofaserung, Qua-
siisomorphismus etc. zu sein. Man untersuche in diesen Beispielen, welche Eigenschaften a
dann hat oder eben nicht hat.

Spezialfall: Die Pullbacks (A4, B,C, D) und (A’, B’,C’, D’) kénnen aus Faserungen bestehen.
Oder teilweise aus Faserungen bestehen. Wie ist die Lage mit den genannten Beispielen
dann?

Magma-Werkzeuge:

PullbackSets := function(X,Y,Y2,f,g) // f: X -> Y, g: Y2 -> Y, maps between sets
// (set als Liste umgesetzt), gegeben in der Form
// £ = [<x_1,y_1>,...,<x_n,y_n>], was x_i |-> y_i bedeuten soll
P := Sort([<x,y2> : x in X, y2 in Y2 |
#[<s,t> : s in f, t in g | x eq s[1] and y2 eq t[1] and s[2] eq t[2]] eq 11);
return P;
end function;



PullbackGraphs := function(X,Y,Y2,f,g)
// f: X > Y, g: Y2 -> Y graph morphisms
nodes := PullbackSets(X[1],Y[1],Y2[1],f[1],g[11);
edges := PullbackSets(X[2],Y[2],Y2[2],f[2],g[2]);
N := [i : i in [1..#nodes]];
E := [i : i in [1..#edges]]; // Edges noch ohne Start und Ziel, numeriert
EE := [<Index(nodes,<edges[e] [1][1],edges[e] [2][1]>),
e,
Index(nodes,<edges[e] [1] [3] ,edges[e] [2] [3]>)> : e in E];
// Edges, numeriert, mit Start und Ziel, auch numeriert
PP := <N, EE>;

vE := [<ee,edges[ee[2]][1]> : ee in EE]; // <p,p@v>
uE := [<ee,edges[ee[2]][2]> : ee in EE]; // <p,pCu>
vN := [<n,nodes[n][1]> : n in N]; // <p,p@v>

uN := [<n,nodes[n][2]> : n in N]; // <p,p@u>

v := <vN,vE>;

u := <uN,ukE>;

numnodes := [<i,nodes[i]> : i in [1..#nodes]];
numedges := [<i,edges[i]> : i in [1..#edges]l];

num := <numnodes,numedges>;

return <PP,u,v,num>;
end function;

InducedMorphismGraphsPB := function(X,X2,Y,Y2,u,u2,v,v2)
// u: X->X2, u2: X2->Y2, v: X->Y, v2: Y->Y2

T := <X,v,u>;
P := PullbackGraphs(Y,Y2,X2,v2,u2);
c_uncode_nodes := [<t,<[r[2] : r in T[2][1] r[1] eq t][1],

|
[r(2] : r in T[3]1[1] | r[1] eq t1[11>> : t in T[11[1]1]1;
c_uncode_edges := [<t,<[r[2] : r in T[2]1[2] | r[1] eq t1[1],

[r[2] : r in T[3][2] | r[1] eq t]1[11>> : t in T[1]1[2]];
c_nodes := [<r[1],Index([p[2] : p in P[4]1[11],r[2])> : r in c_uncode_nodes];
c_edges := [<r[1],Index([p[2] : p in P[4][2]],r[2])> : r in c_uncode_edges];

c := <c_nodes,c_edges>;
return c;
end function;

5.2 Pushouts

Sei ein kommutatives Viereck von Graphen und Graphmorphismen

A-1-B
9 h
gegeben, sei darin also f-h =g¢g- k.

Dieses Viereck, kurz (A, B, C, D) geschrieben, heifit Pushout, falls folgende universelle
Eigenschaft (UE) gilt.



(UE) Fiir jedes kommutative Viereck von Graphen und Graphmorphismen

f

A——

B
|
Cﬁb
k

gibt es genau einen Graphmorphismus w : D — D mit k- w = kund h-w = h.

Aufgabe. Sei A = Dy, mit nur einem Punkt und ohne Kanten. Man wéhle Graphen B

und C und Graphmorphismen A Iy Bund A % €. Man bilde den Pushout D. Wie kann
man den Pushout D anschaulich beschreiben?

Sei nun ein kommutatives Diagramm wie folgt gegeben.

A ! B
\ \
g
C k D
a b
U — B
g/
' k' D’

Seien darin die Vierecke (A, B,C, D) und (A’, B’,C’', D") Pushouts.
Dank der universellen Eigenschaft des Pushouts (A, B, C, D) gibt es genau einen Graph-
morphismusDi>D’ mitk-d=c-Kund h-d=0b-h'



A B
h
g
C b D
a b
y (— B
c n d
g’ )
C’ k D

Projekt. Man finde Beispiele fiir solche Diagramme, in welchen die vertikal eingetragenen
Morphismen a, b, ¢ noch Eigenschaften haben, wie Faserung, azyklische Cofaserung, Qua-
siisomorphismus etc. zu sein. Man untersuche in diesen Beispielen, welche Eigenschaften d
dann hat oder eben nicht hat.

Spezialfall: Die Pushouts (A, B,C, D) und (A’, B’,C’, D’) kénnen aus azyklischen Cofase-
rungen bestehen. Oder teilweise aus azyklischen Cofaserungen bestehen. Wie ist die Lage
mit den genannten Beispielen dann?

Magma-Werkzeuge:

RedSeq := function(S); // S: sequence, to be reduced and sorted
return Sort(SetToSequence(SequenceToSet(S)));
end function;

Equivclasses := function(R,M) // R: relation on set M
Rinv := [<r[2],r[1]> : r in R];

Diag := [<m,m> : m in M];

RR := [r : r in R cat Rinv | not r[1] eq r[2]];
equivclasses := [];

Mtodo := [m : m in M];

while not #Mtodo eq O do
k := Mtodol[1];
kclassold := [];

kclassnew := [k];

while not #kclassnew eq #kclassold do

kclassold := kclassnew;

kclassnew cat:= [j[2] : j in RR | j[1] in kclassold];
kclassnew := RedSeq(kclassnew) ;

end while;

equivclasses cat:= [kclassnew];

Mtodo := [u : u in Mtodo | not u in kclassnew];

end while;
return equivclasses;
end function;

DisjointUnion := function(X,Y); // X, Y: Listen
return [<1,x> : x in X] cat [<2,y> : y in Y];
end function;



PushoutSets := function(X,Y,X2,f,g); // £ : X -> Y, g : X -> X2 maps

M := DisjointUnion(X2,Y);

R := [ [k<1, g_elt[2]>, <2, f_elt[2]>> : g_elt in g, f_elt in £

| g_elt[1] eq x and f_elt[1] eq x][1]

equiv := Equivclasses(R,M);

u = [ [<x2,t> : t in equiv | <1,x2> in t][1] : x2 in X2];

v := [ [ y,t> : t in equiv | <2, y> in t][1] y in Y];

return <equiv, u, v>; // Pushout, u : X2 -> Pushout, v : Y -> Pushout

end function;

PushoutGraphs := function(X,Y,X2,f,g); // £ : X -> Y, g : X -> X2 graph morphisms

nodes := PushoutSets(X[1],Y[1],X2[1]1,£f[1],g[1]);

edges := PushoutSets(X[2],Y[2],X2[2],f[2],g[2]);

N := [i : i in [1..#nodes[1]1]];

E := [i : i in [1..#edges[1]]]; // Edges noch ohne Start und Ziel, numeriert

EE := [ < Index(nodes[1], [n : n in nodes[1] |
<edges[1] [e] [1][1] ,edges[1] [e] [1]1[2] [1]> in n][1]),e,

Index(nodes[1], [n : n in nodes[1] |
<edges[1] [e]l [1][1],edges[1] [e] [1]1[2]1[3]> in n][1])> :
e in E];
// Edges, numeriert, mit Start und Ziel, auch numeriert
PP := <N,EE>;
uN := [<x2, Index(nodes[1], [n[2] : n in nodes[2]

| x2 eq nl[1]11[11) > : x2 in X2[111; // <p,p@v>

uE := [<x2, Index(edges[1], [e[2] : e in edges[2]
| x2 eq e[1]11[1]) > : x2 in X2[2]]; // <p,p@v>
// zweiter Eintrag ist nur Nummer der Kante
uEE := [ <x[1], <[ee[1] : ee in EE | ee[2] eq x[2]11[1],x[2],
[ee[3] : ee in EE | ee[2] eq x[2]]1[1]1>> : x in uE]l;
// <p,pQ@u> // zweiter Eintrag bekommt noch source und target dazu
u := <uN,uEE>;
vN := [<y, Index(nodes[1], [n[2] : n in nodes[3]
| vy eq n[1]11[11) > : y in Y[11]; // <p,p@v>
vE := [<y, Index(edges[1], [e[2] : e in edges[3] | y eq e[111[1]) > : y in Y[2]];
// <p,p@v> // zweiter Eintrag ist nur Nummer der Kante
VvEE := [ <x[1], <[ee[1] : ee in EE | ee[2] eq x[2]][1],x[2],
[ee[3] : ee in EE | ee[2] eq x[2]]1[1]>> : x in VE];
// <p,p@u> // zweiter Eintrag bekommt noch source und target dazu
v := <vN,VvEE>;

return <PP,u,v>;
end function;

InducedMorphismGraphsPO

:= function(X,X2,Y,Y2,u,u2,v,v2)

: x in X];

// u: X->X2, u2: X2->Y2, v: X->Y, v2: Y->Y2
T := <Y2,u2,v2>;
P := PushoutGraphs(X,Y,X2,v,u);
x2_nodes := [<i,[t[2] : t in T[2][1] | t[1] in [r[1] : r in P[2][1] | r[2] eq il]> : i in P[1]1[1]];
x2_edges := [<i,[t[2] : t in T[2]1[2] | t[1] in [r[1] : r in P[2][2] | r[2] eq il11> : i in P[1]1[2]1;
y_nodes := [<i,[t[2] : t in T[31[1] | t[1] in [r[1] : r in P[31[1] | r[2] eq ill> : i in P[11[11];
y_edges := [<i,[t[2] : t in T[3]1[2] | t[1] in [r[1] : r in P[31[2] | r[2] eq i]1> : i in P[1]1[2]];
c_nodes := [<r[1],r[2][1]> : r in x2_nodes | not #r[2] eq 0]

cat [<r[1],r[2][1]> : r in y_nodes | not #r[2] eq 0];
c_edges := [<r[1],r[2][1]> : r in x2_edges | not #r[2] eq 0]

cat [<r[1],r[2][1]> : r in y_edges | not #r[2] eq 0];
¢ := <Sort(SetToSequence (SequenceToSet (c_nodes))),Sort (SetToSequence (SequenceToSet (c_edges)))>;
return c;

end function;



6 Homotopie

Wir kennen bereits azyklische Cofaserungen; vgl. §4.4.

Ferner heifle ein Graphmorphismus eine azyklische Faserung, wenn er zugleich eine Fase-
rung und ein Quasiisomorphismus ist; vgl. §4.3, §4.2.

f
Seien nun G und H Graphen. Seien G X H Graphmorphismen.
g

Wir sagen, es ist f homotop zu g, falls es ein kommutatives Diagramm folgender Form von
Graphen und Graphmorphismen gibt, in welchem s, sq und s’ azyklische Cofaserungen,
t, pt und t' azyklische Faserungen sind.

G—G-—toH—n

s
G G 2= H H
V4 q
G G 2= H" @ H
@) @)

Vgl. [4, prop. 5.17.(a)]. Insbesondere sind dann p und ¢ Quasiisomorphismen.

Projekt. Man finde Graphmorphismen, die homotop, aber nicht gleich sind.
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