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Aufgabe 33 Sei G eine endliche Gruppe. Sei p eine Primzahl. Sei |G| ≡p 0.

Wir wollen zeigen: Sylow (Satz 154) impliziert Cauchy (Lemma 151). In der Lösung sollte also
kein direkter Gebrauch von Lemma 151 gemacht werden.

(1) Man zeige: In G gibt es eine p-Untergruppe U mit U 6= 1.

(2) Man folgere aus (1): Es gibt in G ein Element x von Ordnung pc für ein c > 1.

(3) Man folgere aus (2): Es gibt in G ein Element y von Ordnung p.

(4) Man zeige oder widerlege: Sei H eine endliche Gruppe. Sei s ∈ Z>2 . Sei |H| ≡s 0.
Es gibt in H ein Element von Ordnung s .

Aufgabe 34 Seien p und q Primzahlen mit p < q. Sei q − 1 6≡p 0.

Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = p · q.

(1) Man zeige: Es gibt in G eine normale q-Sylowgruppe.

(2) Man zeige: Es gibt in G eine normale p-Sylowgruppe.

(3) Sei H := {
(
1 x
0 y

)
: x ∈ F7 , y ∈ F×

7 , y
3 = 1 } ⊆ GL2(F7).

(a) Man zeige: H ist eine Untergruppe von GL2(F7) mit |H| = 3 · 7.
(b) Man zeige: In H gibt es eine 3-Sylowgruppe, die kein Normalteiler in H ist.

Aufgabe 35

(1) Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = 40, die keine normale 2-Sylowgruppe enthält.

Man bestimme | Syl2(G)| und | Syl5(G)|.

(2) Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = 225, die keine normale 3-Sylowgruppe enthält.

Man bestimme | Syl3(G)| und | Syl5(G)|.

Aufgabe 36 Wir betrachten die Elemente g1 := (1, 2)(3, 4), g2 := (1, 3)(2, 4), g3 := (1, 4)(2, 3)
in S4 . Es ist X := {g1, g2, g3} eine Konjugationsklasse in S4 . Es ist V := {id}tX eine abelsche
Untergruppe von S4 .

(1) Sei ψ : S3 → SX : f 7→ (gi 7→ gf(i)). Man zeige: Es ist ψ ein Gruppenisomorphismus.

(2) Wir haben die Operation von S4 auf der Konjugationsklasse X. Dies liefert einen Opera-
tionsmorphismus ϕ : S4 → SX .

Sei α := ψ−1 ◦ ϕ : S4 → S3 . Man zeige: Es ist α ein surjektiver Gruppenmorphismus.

(3) Man zeige: Es ist Kern(α) = V .
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