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Algebra fiir Lehramt, SoSe 22
L6sung 12

Aufgabe 45 Sei Fy :=HB[X]|/(X3+ X +1),sei B =X + (X3 + X +1) € F.
(1) Man bestimme das Minimalpolynom pgz24 g, (X) € F[X].
(2) Gibt es in Fy einen Teilkérper K mit |K| = 47
(3) Gibt es in Fy ein Element u, dessen Minimalpolynom p,,(X) Grad 2 hat?

Lésung.
Zu (1). Wir schreiben x := B2 4 1. Wir berechnen die ersten Potenzen von z.

2 =1

b= p2+1

2?2 = BP+1 =pr+p+1

2 = BrHRIHPIHRE+B L = BE4P

Wir erkennen, daf (20, 2!, 2%) linear unabhingig ist iiber F, . Ferner erkennen wir, daf
?+2°+1 =0
ist. Folglich ist
ppz1e(X) = X2+ X2+ 1.

Zu (2). Annahme, es gibt in Fg einen Teilkérper K mit | K| = 4.
Esist |, = {0,1} C K. Also ist Fg | K | F; .
Wir schreiben k := [K : F;]. Da K ein k-dimensionaler Vektorraum iiber F, ist, ist 4 = |K| = |]F2k| =2k Also ist
KB =k =2.
Es wird
3 = [FB:FQ] = [FgK][KFQ} = [FgK]2

Da [Fs : K| € Z>1, ist dies aber nicht méglich. Wir haben einen Widerspruch.
Also gibt es keinen solchen Teilkorper K.

Zu (3). Annahme, es gibt in Fg ein Element u, dessen Minimalpolynom p,, g, (X) Grad 2 hat. Wir betrachten
den Teilkorper K :=F(u) C Fs.

Es ist [K : B] = [F(u) : B] = deg(pu,r (X)) = 2. Das ist aber dank (2) nicht moglich. Wir haben einen
Widerspruch.

Also gibt es kein solches Element wu.

Aufgabe 46

(1) Man konstruiere einen Korper Fos mit |Fos| = 25.

(2) Man bestimme in U(IF5) ein Element u, das nicht in Fy liegt, dessen Quadrat aber in Fy
liegt. Ist Syly(U(Fas)) = {{u)}?

(3) Man bestimme in U(Fy5) ein Element der Ordnung 3.

(4) Sind die Ringe Fys und Z/(25) isomorph?



Lésung.
Zu (1). Es ist X? — 2 € F5[X] irreduzibel, da dieses Polynom Grad 2 hat und in F5 = {0,1,2, -2, —1} keine
Nullstelle hat.
Also ist
Fos = F5[X]/(X? —2)
ein Korper mit [Fos : F5] = deg(X? — 2) = 2 und also |Fps| = |F2| = |F5|? = 25.
Wir schreiben y := X + (X? — 5). Es ist py i (X) = X2 —5. In

Fos = F5(y) = {a+by :a,beF}

ist also
5 =0 und v = 2.

Zu (2). Sei u :=y. Dann ist u € Fo5 \ F5. Es ist u? = 2 € Fs.

Es hat u? = 2 in U(F5) < U(I5) die Ordnung 4. Also hat u in U(Fps) die Ordnung 8.

Es ist |[U(Fa5)| =25 —1 =24 =23.3. Esist |[(u)| = 8. Also ist (u) € Syly(U(Fa5)).

Es ist U(Fy5) abelsch. Also ist (u) < U(Fys), da in U(Tys) jede Untergruppe ein Normalteiler ist. Folglich ist
Syly(U(F2s)) = {{u)}.

Alternativ kann man auch anfiihren, da8 in der zyklischen Gruppe U(F25) von Ordnung 24 zu jedem Teiler d von 24
genau eine Untergruppe von Ordnung d existiert. Insbesondere gilt dies fiir d = 8. Also ist Syly(U(Fas)) = {(u)}.

Zu (3). Sei versuchsweise x := 1 +y. Wir berechnen Potenzen von x.

20 =1

2t = 14y
22 = 342y
2 = 2

zt = 242y

Da 2 die Ordnung 4 hat, ist 22 = 1. Es ist 2% # 1, aber (z%)3 = 1. Also hat das Element
zt = 242y
in U(Fy5) die Ordnung 3.

Was man auch durch eine direkte Rechnung bestétigen kann: (2 +2y)3 =8(1+vy)3 =3-2=1.

Zu (4). Es ist Fa5 ein Korper nach Konstruktion als Ring F5[X] modulo dem maximalen Ideal (X2 — 5).
Es ist Z/(25) kein Korper, da in Z/(25) sich 5 -5 = 0 ergibt, obwohl 5 % 0 ist.
Also ist

Fos  # Z/(25) .

Man kann auch char(Fa5) = 5 und char(Z/(25)) = 25 als Grund dafiir anfiihren, daf Fo5 % Z/(25).

Aufgabe 47

(1) Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei Aut(L|K) die Menge der Automorphismen von L
iiber K. Man zeige: Es ist Aut(L|K) eine Untergruppe von Sy, .

(2) Man bestimme Aut(Q(v/2)|Q).

(3) Man konstruiere einen Korper Fy; mit |Fyy| = 27. Man bestimme Aut(Fyr|Fs).

Lésung.

Zu (1). Seien ¢, ¥ € Aut(L|K).
Wir zeigen ¢ o 9 é Aut(L|K).
Esist (pov)(1) = ¢(1) = 1.



Es ist (¢ o ¢)(u+v) = p((u) +9(v)) = o(¥(uw) + ¢((v) = (p o) (u) + (¢ o P)(v) fir u, v € L.
B ist (0 ) (1 v) = p(e(u) - ¥(v)) = $((w)) - () = (90 ¥)(u) - (p 0 ¥)(v) fiir u, v € L.

Es ist (pov)(x) = p(z) =
Wir zeigen ! € Aut(L|K
Es ist o7 (1) = LP‘I(SD(l))
Esist o' (u+v) = o (e () + (0 (v))) = ¢ el (u) +¢ 7 (v) = ¢ (u) + ¢~ (v) fir u, v € L.
Es ist o7 (u-v) = 07 (e M) - (7 (0) = ¢ H (e H(u) - 97 () = o7 H(u) ¢ (v) fir u, v € L.
Esist o~ 1(z) = 71 (2)(p(x)) = z fir z € K.

Also ist Aut(L|K) < Si, gezeigt.

Insbesondere ist Aut(L|K), mit der Komposition (o) als Multiplikation, eine Gruppe.

Zu (2). Es hat uﬁ’Q(X) =X2-2in Q(\@) die Nullstellen v/2 und —+/2.
Folglich haben wir beiden folgenden Elemente in Aut(Q(v/2)|Q).

Q+v2) % Q(v2)
fV2) = f(V2) i f(X) € QX]
QWv2) = QW2
FV2) = f(=V2) fiir f(X) € QX]

Wir behaupten, daf
Aut(@Q(V2)|Q) = {id, o}

ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dal ein Automorphismus ¢ € Aut(Q(v/2)|Q) das Element /2 auf v/2 oder auf
2 schickt. Denn dann schickt er f(v/2) auf f(v/2) oder auf f(—+/2) fiir f(X) € Q[X], ist also gleich id oder
gleich o.

Es geniigt also zu zeigen, da8 ¢(y/2) eine Nullstelle von Hyzo(X) = X? — 2 ist.
Aber es ist

Lso(e(V2) = e(vV2)? =2 = o(V2-2) = o1 50(V2) = ¢(0) = 0.

Zu (3). Es ist X3 — X + 1 € F3[X] irreduzibel, da dieses Polynom von Grad 3 ist und keine Nullstellen in
F; = {0,1, —1} hat.
Also ist

Fyr = B[X]/(X® - X +1)

ein Kérper mit [Foy : F3] = deg(X® — X + 1) = 3 und also |Fyr| = |F3| = |F3|® = 27.
Wir schreiben ¢ := X + (X3 — X +1). Esist e, (X) = X3 = X + 1. In
Fo; = F3(e) = {a+be+ce® :a,bcec Py}

ist also
3 =0 und e =¢e—1.

Es ist der Frobeniusautomorphismus Fr = Fro7 : Foy — Fyy : 2+ Fr(z) = 23 ein Element von Aut(F7|Fs).
Wir behaupten

Aut(For|F) = (Fr) = {Ft®, Fr!, Fr?} .

Es ist Fro(s) ( €) =¢.

Es ist Fr'(e) = ¢® = —1 + €.

Es ist Fr?(e) = ¢° ( 1+epd=(-1pP3+e3=-1+(-1+¢)=1+c¢.

Es ist Fr®(z) = 227 = x fiir # € Fyy, da U(Ffyy) = 27 — 1 = 26 ist und daher 26 = 1 falls = # 0, mithin 227 = 2

in jedem Fall.
Somit ist Fr3 = id.

Alternativ kann man auch anfiihren, daB Fr3(e) = €27 = (1 + €)% = 13 + €3 = ¢ ist, um Fr® = id zu zeigen.



Es ist also tatséchlich Fr ein Element von Ordnung 3 in Aut(Fy7|F;) und somit (Fr) L {Fr°, Fr', Fr?}.
Es bleibt zu zeigen, daf jedes Element ¢ € Aut(Fr|Fs) in {Fr?, Fr', Fr?} liegt.
Es ist
Mem(9(e) = ¢(e)’ —p(e) +1 = p(e® —e+1) = ¢(0) = 0.
Also ist p(e) eine Nullstelle von X3 — X + 1.
Nun ist tatsdchlich

X)X =(-1+e)(X-(1+¢) = X-e)(X—e)+ (X —¢)—1)
= (X-e)((X~-¢?-1)
= (X—¢—(X~—¢)
= X°-&—X+e
X3 —-X+1.

Also hat X® — X 4 1 nur die Nullstellen ¢, —1 4 ¢ und 1 + ¢, also die Nullstellen Fr°(e), Fr'(e) und Fr?(e).
Somit ist ¢(e) = Fr¥(e) fiir ein k € {0,1,2}.

Also st auch ¢(f(¢)) = f(p(e)) = f(Fr*(e)) = Fr*(f(e)) fiir £(X) € F[X].

Somit ist ¢ = FrF.

Aufgabe 48 Wir schreiben ¢ := (5 = exp(2£). Wir betrachten die Korpererweiterung Q(¢)|Q.

Wir verwenden: peo(X) =X*+ X?+ X?+ X +1= ))((5:11 :

(1) Man bestimme eine Q-lineare Basis von Q(¢). Man bestimme [Q(¢) : Q].
(2) Man bestimme pi¢-1,0(X).
(3) Man zeige: pe—1,0(X) = Heo(X + 1). Man bestimme pe_q o(X).

Lésung.
Zu (1). Esist (¢°,¢*,¢?,¢3) eine Q-lineare Basis von Q(¢), da 3 = deg(p¢ (X)) — 1.
Es ist [Q(C) : Q] = deg(p¢,0(X)) = 4.

u (2). Sei x:=(+ (L
DaC*+34+C+¢+1=0,ist —C3 - —-C—-1=¢""
Wir berechnen Potenzen von x.

20 = 1
b o= (+¢1=-1-¢2-¢3
22 = (m1-CC =2 = 144+ +202 4203 +2¢° = 3+ 202203 = 2424+ 3.

Es ist (27, 21) linear unabhingig iiber Q. Es ist 22 + x — 1 = 0. Also ist
Merc-1,0(X) = X2+ X —1.

Zu (3). Es ist pe (X)) € Q[X] irreduzibel. Mit Translation ist also auch p¢ (X + 1) € Q[X] irreduzibel.
Es ist pe,g(X + 1) normiert.
Es ist pe,o((C—1) +1) = neo(Q) =0.
Also ist LLC,LQ(X) = },l.g@(X + 1).
Es ist pe o(X) - (X —1) = X5 — 1.
Alsoist pe (X +1)- (X +1)—1) = (X +1)° -
Mit anderen Worten, es ist pe (X +1)- X = X5+ 5X4+10X% + 10X2 +5X +1— 1.
Also ist
ueo1,0(X) = peo(X+1) = X*+5X°+10X* + 10X +5.

Man kann auch das Eisenstein-Kriterium fiir die Irreduzibilitdt von p¢ (X + 1) heranziehen.
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