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Aufgabe 21
(1) Sei m > 2. Man zeige: U(Z/(m)) ={k+ (m) : k € Z, ggT(k,m)=1}.
Wir machen auch wieder Gebrauch von der Kurzschreibweise k "2 k + (m).
(2) Man bestimme |U(Z/(8))|. Ist U(Z/(8)) zyklisch?

(3) Man bestimme |U(Z/(27))]. Ist U(Z/(27)) = (2) ?

Lésung.

Zu (1).

Zu D. Ist ggT(k,m) = 1, dann gibt es s, t € Z mit sk + tm = 1; vgl. Bemerkung 66. Also ist sk =,, 1. Also ist
k+ (m) € U(Z/(m)).

Zu C. Sei k+ (m) € U(Z/(m)). Dann gibt es ein s € Z mit 1+ (m) = (s + (m))(k + (m)) = sk + (m). Dann
gibt es ein t € Z mit 1 = sk + tm. Also kénnen k£ und m keinen gemeinsamen Primteiler haben. Somit ist
ggT(k,m) =1.

Zu (2). Unter Verwendung der Kurzschreibweise wird
U(Z/(8)) = {1,3,5,7};

vgl. (1). Darin hat 1 die Ordnung 1 und 3, 5, 7 haben die Ordnung 2. Da es in dieser Gruppe also kein Element
der Ordnung 4 gibt, ist U(Z/(8)) nicht zyklisch.

Zu (3). Unter Verwendung der Kurzschreibweise wird
U(Z/(27)) = {1,2,4,5,7,8,10, 11,13, 14,16, 17, 19, 20, 22, 23, 25, 26} ;

vgl. (1).
Darin wird

(2) = {1,2,4,8,16,5,10,20,13, -1, -2, —4, -8, —16, -5, —10, —20, =13} = U(Z/(27)) .

Aufgabe 22 Man zeige oder widerlege.
Sei G eine Gruppe.

Lésung.
Zu (1). Die Aussage ist richtig.
Schreiben wir k := |(z)| und £ := |[(zN)|, dann ist ¥ = 1 und also auch (zN)* = 2N = 1. Dank Bemerkung 94
ist
ke {meZ: (aN"=1} = {Z,



und folglich ¢ ein Teiler von k.

Zu (2). Die Aussage ist falsch. Sei z.B. G = S3 = (S3,0). Sei N ={((1,2,3)) = As. Dann ist N < G.
Sei n:=(1,2,3) € N. Sei z := (1,2) € G.
Dann ist

nox = (1,2,3)0(1,2) = (1,3)

und
zon = (1,2)0(1,2,3) = (2,3).

Folglich ist hier n ox # x on.
Zu (3). Die Aussage ist falsch. Sei z.B. G = S3. Sei U = ((1,2)). Sei V = ((2,3)). Dann wird
UV = {uov:uelUveV} = {idoid, ido(2,3), (1,2) oid, (1,2) 0 (2,3) } = {id, (2,3), (1,2), (1,2,3)} .

Also ist [UV| = 4. Nach dem Satz von Lagrange kann UV keine Untergruppe von G sein, da |[UV| = 4 kein
Teiler von |G| = 6 ist.

Zu (4). Die Aussage ist richtig. Wir wollen U NV < G zeigen.
Esist leUund 1€V alsoleUNYV.
Seienz,y € UNV.Daz,y cULG,istzy ' €¢U.Dax,y €V <G,istzy ' €V. Alsoist zy~t cUNV.

Somit ist U NV eine Untergruppe von G, wie behauptet.
Aufgabe 23 Sei Z := ((59)) < GLy(F;) =: G.
(1) Man zeige: Z < G.
(2) Sei P :=PGLy(F;) := G/Z. Fir (‘;Z) € G schreiben wir auch [fﬁg] = (23) Z €eP.
Man seiger [((2 )1 > ([ 1) > 1
(3) Man bestimme |P|.

(4) Sei U := ([éﬂ> < P.Ist U < P7 Ist P abelsch?

Lésunyg.
Zu (1). Es ist

Z = ((33) = {33, (8% (837, (83} = {(3D). (39), (89, (8%)) = {(82) s ac B}
Folglich ist gz = zg fiir z € Z und g € G. Folglich ist gZ = Zg fiir g € G. Also ist Z < G.

Zu (2). Wir beachen allgemein, daf fiir (ZZ) , (?g) € GLy(F5) genau dann [ZZ} = {‘;g} ist, wenn es ein

z € B gibt mit (2270) = (23).
Bsist (971 = (7178). Bsist (1) = (76_9). Esiist ($71)° = (49). Also ist die Ordnung von (§~}) ein
Teiler von 6. Nach den vorangegangenen Rechnungen folgt

(") = 6.
Esist [971] = ["178] Bsist [ 71 = [76_9] = [49]. Also ist
KDl =3

In der Tat ist 6 > 3 > 1.

Zu (3). Es ist |G| = | GLa(F5)| = (52 — 1)(52 — 5) = 24 - 20 = 480. Es ist |Z| = 4. Also ist

Pl = === = 120.



Zu (4). Es ist [1 1]m = [(IJ '] fiir m € Z, wobei der Matrixeintrag als m + (5) zu lesen ist.
Alsoist U= ([p1]) ={[6F] : z € Fs }.
Wir wollen zeigen, dal U ¢ P ist. Z.B. wird

Also ist i.a. nicht 9U = U fiir g € P. Somit ist U € P.
Als zyklische Gruppe ist U abelsch.

Aufgabe 24

(1) Sei Q(X?) :={ % u(X) € QIX], v(X) € Q[X]* }.

Man zeige: Es ist Q(X 2) ein Teilring von Q(X). Jedes Element in Q(X?)* hat ein mul-
tiplikativ Inverses in Q(X?).

(2) Man finde a, b, ¢ € F5 mit

1 a b c
Yitoxr ~ x Txz T xga € BE)

Sind die Elemente a, b und c in F; dadurch eindeutig bestimmt?

Lésunyg.

u (1). Wir zeigen: Es ist Q(X?) ein Teilring von Q(X).
Esist 1 =1 € Q(X?).
Seien u(X), 4(X) € Q[X] und v(X),d(X) € Q[X]* gegeben.

Dann ist
X% ou(X?)-0(X?) —a(X?) - u(X?)

G,
v(X?) 0(X?) v(X?) - 9(X?)
unter Verwendung des Polynoms u(X) - 9(X) — @(X) - v(X) € Q[X] fiir den Z#hler und v(X) - 9(X) € Q[X]*
fiir den Nenner in Q(X?) enthalten.

Ferner ist

u(X?) a(X?)  u(X?)-u(X?)

(X2) 0(X?)  v(X?)-5(X?)
unter Verwendung des Polynoms u(X) - v(X) € Q[X] fiir den Zéhler und v(X) - 9(X) € Q[X]* fir den Nenner
in Q(X?) enthalten.

Seien schlieBlich u(X), v(X) € Q[X]* gegeben. Wir haben zu zeigen, daf ( (X2;)_1 in Q(X?) liegt. In der Tat

ist

(o) - oo

unter Verwendung des Polynoms v(X) € Q[X] fiir den Zéhler und u(X) € Q[X]* fiir den Nenner in Q(X?)
enthalten.

u (2). Siehe Losung zu Aufgabe 12.(2).
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