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Lösung 13

Aufgabe 49 Seien M |L|K Körpererweiterungen. Man zeige folgendes.

(1) Seien M und L algebraische Abschlüsse von K. Dann ist M = L.

(2) Sei M ein algebraischer Abschluss von K.
Dann ist M auch ein algebraischer Abschluss von L.

Lösung zu Aufgabe 49:

(1) Es genügt, M ⊆ L zu zeigen.

Da M algebraischer Abschluss von K ist, ist jedes Element y ∈ M algebraisch über K.
D.h. für y ∈M gibt es ein normiertes Polynom f(X) ∈ K[X] mit f(y) = 0.

Als algebraischer Abschluss von K ist L insbesondere algebraisch abgeschlossen. D.h.
f(X) ∈ K[X] ⊆ L[X] zerfällt in L[X] in normierte Faktoren von Grad 1. Also ist y ∈ L.

(2) Als algebraischer Abschluss von K ist M insbesondere algebraisch abgeschlossen.

Sei y ∈ M . Dann ist y algebraisch über K, d.h. es gibt ein normiertes Polynom f(X) ∈
K[X] mit f(y) = 0. Da K(X) ⊆ L[X] ist, ist y ∈M ist algebraisch über L.

Somit ist M auch algebraischer Abschluss von L.

Aufgabe 50 Man zeige oder widerlege.

(1) F5 ist algebraisch abgeschlossen.

(2) Sei n ∈ Z>1 und d ein Teiler von n. Sei K ⊆ Fpn ein Teilkörper mit |K| = pd. Dann ist

K = {x ∈ Fpn : xp
d

= x}.

(3) Sei n ∈ Z>1. Es hat Fpn einen Teilkörper mit d Elementen für jeden Teiler d 6= 1 von pn.

(4) Es hat F64 genau 4 Teilkörper.

Lösung zu Aufgabe 50:

(1) Falsch. Sei f(X) :=

( ∏
a∈F5

(X − a)

)
+ 1 ∈ F5[X].

Nach Konstruktion gilt f(a) = 1 für alle a ∈ F5, also hat f(X) keine Nullstelle in F5.
Somit ist F5 nicht algebraisch abgeschlossen.

(2) Richtig. Es ist U(K) = K× ' Cpd−1, daher gilt für alle x ∈ K×, dass xp
d−1 = 1 ist. Somit

gilt für x ∈ K, dass xp
d

= x ist, auch für x = 0. Also ist K ⊆ {x ∈ Fpn : xp
d

= x}.
Das Polynom Xpd − X hat höchstens pd Nullstellen in Fpn , und da |K| = pd ist, folgt

K = {x ∈ Fpn : xp
d

= x}.

(3) Falsch. Es ist [F8 : F2] = 3 und 4 ein Teiler von 8.

Annahme, es gibt einen Teilkörper Z mit |Z| = 4, dann ist F2 ⊆ Z und [Z : F2] = 2. Es
folgt, 3 = [F8 : F2] = [F8 : Z][Z : F2] = [F8 : Z] · 2. Widerspruch.



(4) Richtig.

Wir zeigen, dass es für jeden Teiler d von n einen Teilkörper von Fpn mit pd Elementen
gibt.

Es ist K = Kd := {x ∈ Fpn : xp
d

= x} ein Teilkörper von Fpn mit pd Elementen:

Teilkörper: Es ist 1 ∈ K. Seien x, y ∈ K. Dann ist (x + y)p
d

= xp
d

+ yp
d

= x + y und
(x · y)p

d
= xp

d · ypd = x · y, d.h. x+ y, x · y ∈ K.

Es ist 1p
d

= (x−1 · x)p
d

= (x−1)p
d · xpd , d.h. (x−1)p

d
= x−1, d.h. x−1 ∈ K.

K hat pd Elemente. Es ist |K| 6 pd. Es genügt zu zeigen, dass es pd − 1 Elemente x in
F×pn gibt, die die Gleichung xp

d−1 = 1 erfüllen. Sei c ein Erzeuger von F×pn . Es hat c die
Ordnung pn − 1.

Da d ein Teiler von n ist, gibt es ein k ∈ Z mit n = k · d. Es ist pd − 1 ein Teiler von

pn − 1, da pn − 1 = (pd)k − 1 = (pd − 1)

( ∑
i∈[0,k−1]

pid

)
ist.

Also hat a := c
(pn−1)

(pd−1) Ordnung |〈a〉| = pd−1 und alle Elemente x ∈ 〈a〉 erfüllen xp
d−1 = 1.

Alternativ: Das Polynom Xpn−X zerfällt in Fpn in verschiedene normierte Faktoren von Grad

1, da jedes x ∈ Fpn eine Nullstelle ist. Es ist Xpn −X = (Xpd −X) · (
∑

k∈
[
0, p

n−1

pd−1

]X(pd−1)·k),

wobei pn−1
pd−1 =

∑
i∈[0,nd−1]

pid ist. Daher zerfällt auch Xpd −X in Fpn in verschiedene normierte

Faktoren von Grad 1, d.h. es gibt pd Elemente x in Fpn , die xpd

= x erfüllen.

Nach (2) kann es für jeden Teiler d von n höchstens einen Teilkörper L ⊆ Fpn mit |L| = pd

geben, da jedes x ∈ L auch xp
d

= x erfüllt, also L ⊆ Kd gilt, und wegen |L| = |Kd| also
L = Kd ist.

Sei Z ein Teilkörper von F64.
Es ist 6 = [F64 : F2] = [F64 : Z][Z : F2], d.h. |Z| ∈ {2, 22, 23, 26} = {2, 4, 8, 64}, und also
Z ∈ {K1, K2, K3, K6}.
Somit hat F64 genau die 4 Teilkörper K1, K2, K3, K6, wobei |K1| = 2, |K2| = 4, |K3| = 8
und |K6| = 64.

Aufgabe 51 Sei n ∈ Z>1. Seien K und L Körper mit |K| = |L| = pn Elementen.

(1) Sei a ∈ K mit K = Fp(a). Man zeige: Es gibt ein b ∈ L mit

µb,Fp(X) = µa,Fp(X) .

(2) Sei f(X) ∈ Fp[X] normiert und irreduzibel von Grad n. Dann gibt es ein b ∈ L mit

µb,Fp(X) = f(X) .

(3) Es ist

Xpn −X =
∏

f(X)∈Fp[X]
normiert und irreduzibel

deg(f(X))|n

f(X) .



Lösung zu Aufgabe 51:

(1) Nach Lemma 273 gibt es einen Körperisomorphismus α : K
∼−→ L. Da α(λ ·ak) = λ(α(a))k

für k ∈ [0, n], λ ∈ Fp ist, ist α(a) ∈ L eine Nullstelle des Minimalpolynoms µa,Fp(X). Da
µa,Fp(X) normiert und irreduzibel ist, folgt

µα(a),Fp(X) = µa,Fp(X) .

(2) Nach Lemma 196 ist K := Fp[X]/(f(X)) ein Körper mit pn Elementen, f(X) das Mini-
malpolynom von a := X + (f(X)) und K = Fp(a). Nun folgt die Aussage mit (1).

(3) Es ist (Xpn −X)′ = pnXpn−1 − 1 = −1 und daher

ggT(Xpn −X, (Xpn −X)′) = ggT(Xpn −X,−1) = 1 .

Nach Lemma 228(1) ist das Polynom Xpn −X quadratfrei in Fp[X].

Es genügt also zu zeigen, dass ein normiertes, irreduzibles Polynom f(X) ∈ Fp[X] mit
deg(f(X)) = d das Polynom Xpn −X genau dann teilt, wenn d ein Teiler von n ist.

Zu ⇒. Sei f(X) ein irreduzibles, normiertes Polynom von Grad d, das Xpn −X teilt.

Es zerfällt Xpn −X ∈ Fpn [X] in verschiedene normierte Faktoren von Grad 1, also auch
f(X). Daher hat f(X) eine Nullstelle in Fpn und Z := Fp[X]/(f(X)) ist ein Teilkörper
von Fpn .

Nun ist, n = [Fpn : Fp] = [Fpn : Z][Z : Fp] = [Fpn : Z] · d nach dem Gradsatz, und also d
ein Teiler von n.

Zu ⇐. Nach (2) gibt es ein Element b ∈ Fpd mit f(X) = µb,Fp(X) und Fp(b) = Fpd .

Jedes x in Fp(b) erfüllt xp
d

= x, also auch b. Da f(X) = µb,Fp(X) ist und Xpd−X ∈ Fp[X]

liegt und b als Nullstelle hat, ist f(X) ein Teiler Xpd −X vgl. Lemma 195.

Da d ein Teiler von n ist, gibt es ein k ∈ Z mit n = k · d. Es ist pd − 1 ein Teiler von

pn − 1, da pn − 1 = (pd)k − 1 = (pd − 1)

( ∑
i∈[0,k−1]

pid

)
ist.

Also hat a := c
(pn−1)

(pd−1) Ordnung |〈a〉| = pd−1 und alle Elemente x ∈ 〈a〉 erfüllen xp
d−1 = 1.

D.h. das Polynom Xpd −X hat genau pd Nullstellen. Jede Nullstelle von Xpd −X in Fpn
ist auch Nullstelle von Xpn −X. Somit ist Xpd −X ein Teiler von Xpn −X.

Alternativ: Man zeigt wie oben in Aufgabe 50(4), dass Xpd −X ein Teiler von Xpn −X ist.

Insgesamt ist f(X) somit ein Teiler von Xpn −X.



Aufgabe 52

(1) Man konstruiere einen Körperisomorphismus F5(γ)
∼−→ F5(γ̃), wobei γ2 = 2 und γ̃2 = 3

ist.

(2) Man konstruiere, unter Verwendung von zwei verschiedenen irreduziblen Polynomen, zwei
Körper K und L mit |K| = |L| = 9. Man gebe einen Körperisomorphismus K

∼−→ L an.

(3) Man bestimme für jedes irreduzible Polynom f(X) ∈ F2[X] mit deg(f(X)) = 4 ein
Element b ∈ F16 mit µb,F2(X) = f(X).

(4) Man verifiziere durch direkte Rechnung, dass

X16 −X =
∏

f(X)∈F2[X]
normiert und irreduzibel

deg(f(X))|4

f(X)

ist.

Lösung zu Aufgabe 52:

(1) Es hat X2 − 2 keine Nullstelle in F5 und ist daher irreduzibel in F5[X]. Es ist µγ,F5(X) =
X2 − 2. Wir suchen ein Element c ∈ F5(γ̃) mit µγ,F5(c) = c2 − 2 = 0.

Es ist (1, γ̃) eine F5-lineare Basis von F5(γ̃).

Die Bedingung 2
!

= (a0 +a1γ̃)2 = a20 + 2a0a1γ̃+a21 · 3 liefert a0a1 = 0 und a20 + 3a21 = 2 für

a0, a1 ∈ F5. Ist a1 = 0, dann ist a20
!

= 2 unlösbar. Also ist a1 6= 0 und a0
!

= 0. Wir können
a1 = 2 wählen. Dann ist für c = 2γ̃ die Bedingung c2 = 4 · 3 = 2 erfüllt.

Mit Lemma 202 erhalten wir den Körpermorphismus

α : F5(γ)
∼−→ F5(γ̃) : a0 + a1γ 7→ a0 + a1 · 2γ̃ für a0, a1 ∈ F5. Als Körpermorphismus ist α

injektiv. Da |F5(γ)| = 25 = |F5(γ̃)| ist, ist α auch surjektiv und daher ein Isomorphismus.

(2) Es haben z.B. X2 + 1 und X2 +X + 2 keine Nullstelle in F3 und sind daher irreduzibel in
F3[X]. Sei K = F3[X]/(X2+1) = F3(ι) mit ι := X+(X2+1) und L = F3[X]/(X2+X+2) =
F3(̃ι) mit ι̃ := X + (X2 +X + 2). Es ist ι2 = −1 und ι̃2 = −ι̃− 2 = 2̃ι + 1.

Wir suchen c ∈ L mit c2 + 1 = 0. Es ist (1, ι̃) eine F3-lineare Basis von F3(̃ι).

Die Bedingung −1 = 2
!

= (a0 + a1ι̃)
2 = a20 + 2a0a1ι̃ + a21 · (2ι + 1) liefert 2a0a1 + 2a21 = 0

und a20 + a21 = 2 für a0, a1 ∈ F3. Ist a1 = 0, dann ist a20
!

= 2 unlösbar. Also ist a1 6= 0 und

aus 2a0 + 2a1
!

= 0 folgt a0 = −a1. Z.B. ist für c = 1− ι̃ die Bedingung c2 = 2 erfüllt.

Mit Lemma 202 erhalten wir den Körpermorphismus

α : K
∼−→ L : a0 + a1ι 7→ a0 + a1 · (1− ι̃)

für a0, a1 ∈ F3. Als Körpermorphismus ist α injektiv. Da |K| = 9 = |L| ist, ist α auch
surjektiv und daher ein Isomorphismus.

(3) Wir konstruieren F16 als F16 = F2[X]/(X4 +X + 1) und schreiben δ := X + (X4 +X + 1).
Es ist δ4 = δ + 1.

Die Ordnung von δ ist ein Teiler von 15. Da δ3 6= 1 ist und δ5 = δ2 + δ 6= 1 ist, ist sie 15.

Es sind X4 +X + 1, X4 +X3 + 1, X4 +X3 +X2 +X + 1 alle irreduziblen Polynome in
F2[X] von Grad 4, vgl. Beispiel 272.

Nach Konstruktion ist µδ,F2(X) = X4 +X + 1.



Mit Hilfe des Frobenius-Endomorphismus ergibt sich µδ,F2(X) = µδ2,F2(X) = µδ4,F2(X) = µδ8,F2(X) ,
denn z.B. ist (δ2)4 + δ2 + 1 = (δ4 + δ+ 1)2 = 0.

Es ist δ3 Nullstelle von X4 +X3 +X2 +X + 1, denn

(δ3)4 + (δ3)3 + (δ3)2 + δ3 + 1 = (δ + 1)3 + (δ + 1)2 · δ + (δ + 1)δ2 + δ3 + 1

= (δ + 1)2(δ + 1 + δ) + δ3 + δ2 + δ3 + 1

= (δ + 1)2 + δ2 + 1

= δ2 + 1 + δ2 + 1

= 0 .

Somit ist µδ3,F2(X) = X4 +X3 +X2 +X + 1.

Mit Hilfe des Frobenius-Endomorphismus ergibt sich µδ3,F2(X) = µδ6,F2(X) = µδ12,F2(X) = µδ9,F2(X).

Es ist δ7 = δ4 · δ3 = (δ + 1)δ3 = δ3 + δ + 1 Nullstelle von X4 +X3 + 1, denn

(δ7)4 + (δ7)3 + 1 = δ28 + δ21 + 1

= δ13 + δ6 + 1

= δ(δ + 1)3 + δ2(δ + 1) + 1

= δ(δ + 1)(δ2 + 1) + δ3 + δ2 + 1

= δ4 + δ3 + δ2 + δ + δ3 + δ2 + 1

= δ + 1 + δ + 1

= 0 .

Somit ist µδ3+δ+1,F2(X) = X4 +X3 + 1.

Mit Hilfe des Frobenius-Endomorphismus ergibt sich µδ7,F2(X) = µδ14,F2(X) = µδ13,F2(X) = µδ11,F2(X).

(4) Die Teiler von 4 sind 1, 2, 4.

Nach Beispiel 272 gibt es in F2[X] die irreduziblen Polynome X,X + 1 von Grad 1,
X2 + X + 1 von Grad 2, sowie X4 + X + 1, X4 + X3 + 1, X4 + X3 + X2 + X + 1 von
Grad 4.

Es ergibt sich

(X4 +X + 1) · (X4 +X3 + 1) · (X4 +X3 +X2 +X + 1) · (X2 +X + 1) · (X + 1) ·X
= (X4 +X + 1) · (X4 +X3 + 1) · (X5 + 1) · (X2 +X + 1) ·X
= (X4 +X + 1) · (X4 +X3 + 1) · (X8 +X7 +X6 +X3 +X2 +X)

= (X8 +X7 +X5 +X4 +X3 +X + 1) · (X8 +X7 +X6 +X3 +X2 +X)

= X16 +X15 +X14 +X11 +X10 +X9

+X15 +X14 +X13 +X10 +X9 +X8

+X13 +X12 +X11 +X8 +X7 +X6

+X12 +X11 +X10 +X7 +X6 +X5

+X11 +X10 +X9 +X6 +X5 +X4

+X9 +X8 +X7 +X4 +X3 +X2

+X8 +X7 +X6 +X3 +X2 +X

= X16 + 2 ·X15 + 2 ·X14 + 2 ·X13 + 2 ·X12 + 4 ·X11 + 4 ·X10 + 4 ·X9 + 4 ·X8+

4 ·X7 + 4 ·X6 + 2 ·X5 + 2 ·X4 + 2 ·X3 + 2 ·X2 +X

= X16 −X .
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