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Aufgabe 49 Seien M|L|K Korpererweiterungen. Man zeige folgendes.

(1) Seien M und L algebraische Abschliisse von K. Dann ist M = L.

(2) Sei M ein algebraischer Abschluss von K.
Dann ist M auch ein algebraischer Abschluss von L.

Losung zu Aufgabe 49:

(1) Es geniigt, M C L zu zeigen.

Da M algebraischer Abschluss von K ist, ist jedes Element y € M algebraisch iiber K.
D.h. fiir y € M gibt es ein normiertes Polynom f(X) € K[X]| mit f(y) = 0.

Als algebraischer Abschluss von K ist L insbesondere algebraisch abgeschlossen. D.h.
f(X) € K[X] C L[X] zerféllt in L[X] in normierte Faktoren von Grad 1. Also ist y € L.

(2) Als algebraischer Abschluss von K ist M insbesondere algebraisch abgeschlossen.

Sei y € M. Dann ist y algebraisch tiber K, d.h. es gibt ein normiertes Polynom f(X) €
K[X] mit f(y) = 0. Da K(X) C L[X] ist, ist y € M ist algebraisch iiber L.

Somit ist M auch algebraischer Abschluss von L.

Aufgabe 50 Man zeige oder widerlege.

(1) F;s ist algebraisch abgeschlossen.

(2) Sei n € Z>; und d ein Teiler von n. Sei K C Fyn ein Teilkdrper mit |K| = p?. Dann ist
K ={zeFyu:a" =z},

(3) Sein € Zs;. Es hat F,» einen Teilkorper mit d Elementen fiir jeden Teiler d # 1 von p".
(4) Es hat Fsy genau 4 Teilkorper.

Losung zu Aufgabe 50:

(1) Falsch. Sei f(X) := (H (X —a)) +1 e F5[X].

a€lFs
Nach Konstruktion gilt f(a) = 1 fiir alle a € Fs, also hat f(X) keine Nullstelle in F.

Somit ist 5 nicht algebraisch abgeschlossen.

(2) Richtig. Esist U(K) = K* ~ C,a_;, daher gilt fiir alle x € K*, dass 27"~ = 1 ist. Somit
gilt fiir € K, dass 2?" = z ist, auch fiir z = 0. Also ist K C {z € Epn : 2 = x}.
Das Polynom X?* — X hat hochstens p¢ Nullstellen in ., und da |K| = p¢ ist, folgt
K ={z € Fy:a" =z},

(3) Falsch. Es ist [Fg : 5] = 3 und 4 ein Teiler von 8.

Annahme, es gibt einen Teilkorper Z mit |Z| = 4, dann ist F;, C Z und [Z : 5] = 2. Es
folgt, 3 = [Fs : ] = [Fs : Z][Z : |y) = [Fs : Z] - 2. Widerspruch.



(4) Richtig.

Wir zeigen, dass es fiir jeden Teiler d von n einen Teilkérper von Fy» mit p? Elementen
gibt.

Esist K = Ky:={z € Enn: ' = z} ein Teilkérper von F,» mit p? Elementen:

Teilkorper: Es ist 1 € K. Seien z,y € K. Dann ist (z + y)*" = 2?' +y*" = 2 + y und
(a:-y)pd ="y =gy, dh. s +y,z-y € K.

Esist 17 = (7' - 2)? = (¢7)" - 2?’ dh. (x7 ) =27, dh. 2! € K.

K hat p? Elemente. Es ist |K| < p?. Es geniigt zu zeigen, dass es p? — 1 Elemente z in
. gibt, die die Gleichung 2?'~1 = 1 erfiillen. Sei ¢ ein Erzeuger von Fy.. Es hat ¢ die
Ordnung p" — 1.

Da d ein Teiler von n ist, gibt es ein k € Z mit n = k - d. Es ist p? — 1 ein Teiler von

-1, dap”—l—(pd)k—l—(pd—l)< > pid) ist.

1€[0,k—1]

(p"-1)
Also hat a := ¢ Ordnung |(a)| = p*—1 und alle Elemente = € (a) erfiillen 27"~ = 1.

Alternativ: Das Polynom X?" — X zerfillt in [F,» in verschiedene normierte Faktoren von Grad
1, da jedes x € F,n eine Nullstelle ist. Es ist XP" — X = (X" — X).( .  X@"-D#k)

ke [o,f)gj]

oon_ _— . d . . . .
wobei f; d*} = Y p'dist. Daher zerfillt auch X?" — X in F,» in verschiedene normierte
i€[0,% —1]

Faktoren von Grad 1, d.h. es gibt p? Elemente x in F,n, die 2P = 7 erfiillen.

Nach (2) kann es fiir jeden Teiler d von n héchstens einen Teilkorper L C Fy» mit |L| = p?
geben, da jedes z € L auch 27* = z erfiillt, also L C K gilt, und wegen |L| = |K,| also
L= Kd ist.

Sei Z ein Teilkorper von Fgy.

Esist 6 = [Foy : |] = [Fsq : Z][Z : By, d.h. |Z] € {2,22,23,20} = {2,4,8,64}, und also
RS {K17K27K37K6}'

Somit hat gy genau die 4 Teilkorper Ky, Ky, K3, K¢, wobei |K7| =2, |Ky| =4, |K3| = 8
und | K| = 64.

Aufgabe 51 Sei n € Z-;. Seien K und L Korper mit |K| = |L| = p" Elementen.
(1) Sei a € K mit K = F,(a). Man zeige: Es gibt ein b € L mit
Ho5, (X) = Mo, (X) -
(2) Sei f(X) € F,[X] normiert und irreduzibel von Grad n. Dann gibt es ein b € L mit
Hb,]Fp(X) = f(X) .
(3) Esist

X" - X = I rx.

F(X)€eR[X]
normiert und irreduzibel
deg(f(X))|n



Losung zu Aufgabe 51:

(1)

Nach Lemma 273 gibt es einen Korperisomorphismus o : K = L. Da a(\-a*) = Aa(a))*
fir k € [0,n], A € I, ist, ist a(a) € L eine Nullstelle des Minimalpolynoms p,, (X). Da
ok, (X) normiert und irreduzibel ist, folgt

H’a(a),]Fp (X) = ua,Fp (X> .

Nach Lemma 196 ist K := F,[X]/(f(X)) ein Kérper mit p” Elementen, f(X) das Mini-
malpolynom von a := X + (f(X)) und K = F,(a). Nun folgt die Aussage mit (1).

Es ist (X?" — X)) = p"X?"~! —1 = —1 und daher
geT(XP" — X, (XP" — X)) = ggT(X?" — X, -1)=1.

Nach Lemma 228(1) ist das Polynom X?" — X quadratfrei in F,[X].

Es geniigt also zu zeigen, dass ein normiertes, irreduzibles Polynom f(X) € E,[X] mit
deg(f(X)) = d das Polynom X?" — X genau dann teilt, wenn d ein Teiler von n ist.

Zu =. Sei f(X) ein irreduzibles, normiertes Polynom von Grad d, das X?" — X teilt.

Es zerfillt X?" — X € F,.[X] in verschiedene normierte Faktoren von Grad 1, also auch
f(X). Daher hat f(X) eine Nullstelle in F,» und Z := FE,[X]/(f(X)) ist ein Teilkérper
von [Fyn.

Nun ist, n = [Fpn : F)] = [Fpn 2 Z][Z : F,] = [F» : Z] - d nach dem Gradsatz, und also d
ein Teiler von n.

Zu <. Nach (2) gibt es ein Element b € F,« mit f(X) = w5, (X) und F,(b) = F.

p

Jedes z in F,(b) erfiillt 27" = z, also auch b. Da f(X) = Wk, (X) ist und X" - X e F,[X]
liegt und b als Nullstelle hat, ist f(X) ein Teiler X P" — X vgl. Lemma 195.

Da d ein Teiler von n ist, gibt es ein k € Z mit n = k - d. Es ist p? — 1 ein Teiler von

pr—1, dap”—lz(pd)’“—lz(pd—l)< > p"d) ist.

i€[0,k—1]

(" -1
Also hat a := ¢ Ordnung |(a)| = p*—1 und alle Elemente z € (a) erfiillen 27"~ = 1.
D.h. das Polynom X »" — X hat genau p? Nullstellen. Jede Nullstelle von X P — X in Fon
ist auch Nullstelle von X?" — X. Somit ist X?* — X ein Teiler von X?" — X.

Alternativ: Man zeigt wie oben in Aufgabe 50(4), dass X?" — X ein Teiler von X?" — X ist.

Insgesamt ist f(X) somit ein Teiler von X?" — X.



Aufgabe 52

(1)

(2)

(3)

(4)

Man konstruiere einen Kérperisomorphismus Fs(y) = F5(y), wobei y* = 2 und y? = 3
ist.

Man konstruiere, unter Verwendung von zwei verschiedenen irreduziblen Polynomen, zwei
Kérper K und L mit |K| = |L| = 9. Man gebe einen Kérperisomorphismus K — L an.

Man bestimme fiir jedes irreduzible Polynom f(X) € F[X]| mit deg(f(X)) = 4 ein
Element b € Fig mit p, 5 (X) = f(X).

Man verifiziere durch direkte Rechnung, dass

X0 —X = I rx
F(X)eR[X]

normiert und irreduzibel
deg(f(X))l4

ist.

Losung zu Aufgabe 52:

(1)

Es hat X2 — 2 keine Nullstelle in F5 und ist daher irreduzibel in F5[X]. Es ist p, 5 (X) =
X2 — 2. Wir suchen ein Element ¢ € F5(y) mit p, g (c) = ¢ —2 = 0.

Es ist (1,7) eine Fs-lineare Basis von F5(7y).
Die Bedingung 2 = (ap+ary)? = ad +2apary + a3 - 3 liefert apa; = 0 und a3 + 3a? = 2 fiir

ag,a; € Fs. Ist a; = 0, dann ist a? < 2 unlésbar. Also ist a; # 0 und ag < 0. Wir kénnen
a; = 2 withlen. Dann ist fiir ¢ = 2y die Bedingung ¢® = 4 - 3 = 2 erfiillt.

Mit Lemma 202 erhalten wir den Korpermorphismus
a:F5(y) = F5(Y) @ ap + ary = ag + ay - 2y fiir ag, a; € F5. Als Kérpermorphismus ist o
injektiv. Da |F5(y)| = 25 = |F5(y)| ist, ist  auch surjektiv und daher ein Isomorphismus.

Es haben z.B. X2 +1 und X2+ X + 2 keine Nullstelle in F; und sind daher irreduzibel in
F3[X]. Sei K = F3[X]/(X?+1) = F3(v) mit ¢ := X+(X?+1) und L = F[X]/(X*+X+2) =
F3(0) mit t:=X + (X?+ X +2). Esist *=—-1und ®?=—-1—-2=20+1.

Wir suchen ¢ € L mit ¢* + 1 = 0. Es ist (1,1) eine Fs-lineare Basis von F(1).

Die Bedingung —1 = 2 = (ap + a11)? = a2 + 2apa11 + a? - (2t + 1) liefert 2apa; + 2a? = 0

und a% +a? = 2 fiir ag,a; € Fs. Ist a; = 0, dann ist ag L 2 unlosbar. Also ist a; # 0 und
|

aus 2ag + 2a; = 0 folgt ay = —a;. Z.B. ist fiir ¢ = 1 — 1 die Bedingung ¢* = 2 erfiillt.

Mit Lemma 202 erhalten wir den Kérpermorphismus
a:K = L:iag+a—ag+a-(1-1)

fir ap,a; € Fs. Als Kérpermorphismus ist « injektiv. Da |K| = 9 = |L] ist, ist a auch
surjektiv und daher ein Isomorphismus.

Wir konstruieren Fig als Fig = 5[ X]/(X* + X + 1) und schreiben § := X + (X* + X +1).
Es ist 8* =6+ 1.
Die Ordnung von § ist ein Teiler von 15. Da 8% # 1 ist und 8° = 62 4 & # 1 ist, ist sie 15.

Essind X* +X +1, X* + X3 +1, X* + X3 + X2 + X + 1 alle irreduziblen Polynome in
F>[X] von Grad 4, vgl. Beispiel 272.

Nach Konstruktion ist s g, (X) = X* + X + 1.



Mit Hilfe des Frobenius-Endomorphismus ergibt sich ps g, (X) = ez 5, (X) = tsa g, (X) = tss 5, (X)),
denn z.B. ist (82)* + 82+ 1= (6*+86+1)2=0.

Es ist 8% Nullstelle von X% + X3 4+ X2 + X + 1, denn
()P + ()P +(8%)2+8°+1 = (041 4+(B+1)*-6+(0+1)*+8°+1
= (0+1)0+1+8)+8+8*+8+1
= (0+1)*+8+1
= ¥ +1+8+1
= 0.
Somit ist pgs (X) = X+ X3+ X2+ X 4 1.
Mit Hilfe des Frobenius-Endomorphismus ergibt sich wss g, (X) = pss g, (X) = Hsi2 g, (X) = 1o g, (X).
Es ist 87 = 6%- 8% = (8§ +1)8% = 8 + & + 1 Nullstelle von X* + X3 + 1, denn
BN+ @) +1 = ¥ +8*+1
= P +80+1
= §(0+1)0°+8%(d+1)+1
= {30+ 1)(*+1)+8+8+1
= M+ ¥+ +0+84+86+1
= 0+14+0+1
= 0.
Somlt 1st H53+5+1’F2 (X) = X4 —+ X3 —+ 1.
Mit Hilfe des Frobenius-Endomorphismus ergibt sich psz g, (X) = psia g, (X) = tsis g, (X) = g1 g, (X).

Die Teiler von 4 sind 1, 2, 4.

Nach Beispiel 272 gibt es in Fy[X] die irreduziblen Polynome X, X + 1 von Grad 1,
X%+ X +1von Grad 2, sowie X* 4+ X +1, X4+ X3 +1, X* + X3+ X2+ X + 1 von
Grad 4.

Es ergibt sich
(X*+X4+1) - (X*+XP4+1) (X' + X+ X2+ X +1) - (XP+X+1)- (X+1)- X
= (X*+X+1) - (X*4+X341)-(X°4+1)- (X?+X+1)- X
(X' 4+ X+1) - (X +X3+1) (X 4+ X"+ X0+ X3+ X2+ X)
X8+ X"+ X0+ X+ X3+ X +1)- (X3 + X7+ X+ X34+ X2+ X)
— X16+X15+X14+X11+X10+X9
+X15+X14—|—X13+X10+X9+X8
+X13—|—X12+X11—|—X8+X7—|—X6
—|—X12+X11+X10+X7+X6+X5
+ X1 X104 X9 4 X6 4 X5 X4
+X9+ X8+ X7+ X4+ X3+ X2
+X8+ X"+ X+ XP 4+ X2+ X
= X642 . XP42. XM 42 . XB 2. X244 X1 44.X1044.X%44. X84
4-XT4+4- X042 X542 X442 X34+2. X2+ X
= X0 _X.
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