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Algebra fiir Lehramt, SoSe 21
Losung 10

Aufgabe 37

(1) Man konstruiere einen Korper Fg mit 8 Elementen.

(2) Man bestimme eine Fy-lineare Basis von Fy und den Grad [Fg : Fy] der
Korpererweiterung Fg|F,.

(3) Man erstelle die Additionstafel von F.

(4) Man erstelle die Multiplikationstafel von F.
Man gebe zu jedem Element in Fg* das multiplikative Inverse an.

Losung zu Aufgabe 37:

(1) Wir konstruieren uns einen Korper Fy als Kérpererweiterung von .

Esist z.B. m(X) = X? + X +1 € [ X] irreduzibel, denn eine Zerlegung in einen Faktor
von Grad 1 und einen Faktor von Grad 2 hétte eine Nullstelle in [, zur Folge, die dieses
Polynom aber nicht hat.

Dank Lemma 196 gibt es den Korper Fy := B[ X]/(X?+ X +1). Sei f := X +(X?*+ X +1).
Dann ist Fg = () und B3 =B + 1.

Es liegen in der Tat 8 Elemente in F>(f3).

(2) Dank Lemma 195 hat () die Fy-lineare Basis (B, B, p?).
Insbesondere ist [F>(P) : Fy] = 3.

Es ist also

Fs =F(B) = {a+bB+cB*: a,b,c € B} ={0,1,B,1+p,B* 14+p* B +B* 14+ +p*}.

(3) Wir erhalten folgende Additionstafel von Fs.

(+) 0 1 B 1+B B2 1+ B2 B+p% 1+pB+pB2

0 0 1 B 1+ p2 1+ B2 B+p2 1+p+p2

1 1 0 1+ B 1+ B2 B2 1+ B+ B2 B+ B2

B B 1+ 0 1 B+p> 1+p+p2 B2 1+ B2

1+ 1+ B 1 0 1+p+p? B+ B2 1+ B2 B2

2 2 1+ B2 B+p> 1+p+p2 0 1 B 1+B

1+ B2 1+ B2 B2 1+ B+ p2 B+ B2 1 0 1+ B
B+ B2 B+p> 1+p+p2 B2 1+ B2 B 1+ 0 1
L+B+R2|[1+PB+PB2 B+ B2 1+ B2 R2 1+ B 1 0



(4) Wir erhalten folgende Multiplikationstafel von Fs.

()10 1 B 1+ B2 1+ B2 B+p> 1+p+p2

0]0 0 0 0 0 0 0 0

1]0 1 B 1+ B2 1+ B2 B+pR2 1+p+p?

B0 B B2 B+ B2 B+1 1 1+p+p? 1+ B2

1+B 10 1+p B+ B2 1+B2 1+B+p2 B2 1 B

B2 10 R? B+1 1+pB+p2 B+ B2 B 1+ B2 1
1+B2|0 1+ B2 1 p2 B 1+p+p2 1+B B+ B2
B+pB2|0 B+p2 1+p+p2 1 1+B2 1+ B B2
1+B+p2|0 1+pB+p2 1+ B2 B 1 B+ B2 B2 1+p

Insbesondere haben wir folgende Inverse.

e |1 B 1+p B2 1+pB> B+B> 1+p+p>
c e |1 14+B2 B4BE 1+B+ P B 1+ B

Es gibt nur zwei irreduzible Polynome von Grad 3 in F»[X]. Namlich X3+ X +1 und X3+ X2 +1.
Wenn wir X2+ X241 zur Konstruktion benutzt hétten, hitten wir einen Kérper mit 8 Elementen
F>(y) mit 3 = y2 + 1 erhalten, der isomorph zu F(B) ist. Es gibt den Kérperisomorphismus
Fo(y) = Fo(B) : B+ 1+ . Esist 1+ B Nullstelle von X3+ X2 +1,da (1+B)3+(1+B)2+1=
(1+B)2(1+B+1)+1:B+\Bi+1:0. Vgl. §3.9.

1+

Aufgabe 38 Sei L ein Korper und « : L — L ein Kérpermorphismus.
Sei Fix, (L) := {z € L : a(x) = x} die Menge der Fixpunkte von L unter a.

(1) Man zeige: Es ist Fix, (L) ein Teilkorper von L.
(2) Man konstruiere einen Korper Fo; mit 25 Elementen.

(3) Wir erinnern an den Frobenius-Endomorphismus Fr : Fos — Fos : 2+ 2°.
Man bestimme Fixg (IFo5).

Losung zu Aufgabe 38:

(1) Wir zeigen zunéchst, dass Fix, (L) ein Teilring von L ist.
Esist 15, € Fix,(L), da a ein Kérpermorphismus ist und daher (1) = 1, ist.
Seien z, 2" € Fix,(L).
Esist a(r —2') = a(z) — a(2’) = x — 2/ und daher auch z — 2’ € Fix,(L).
Esist a(z - 2') = a(z) - a(z’) = x - 2/ und daher auch = - 2’ € Fix,(L).
Somit ist Fix, (L) ein Teilring von L.

Fiir x € Fix,(L)* ist 17 = a(l1z) = a(z-z7') = a(z) - a(z7') = z - a(z7!) . Da das
Inverse von z in L eindeutig festliegt, folgt 27! = a(x™!) und daher 27! € Fix,(L).

Also ist Fix, (L) ein Teilkérper von L.



(2) Wir konstruieren uns einen Korper o5 als Korpererweiterung von Fs.

Es ist z.B. m(X) = X? — 2 € F;[X] irreduzibel, denn eine Zerlegung in einen Faktoren
von Grad 1 hétte eine Nullstelle in F5 zur Folge, die dieses Polynom aber nicht hat.

Dank Lemma 196 gibt es den Korper Fo5 := F5[X]/(X? —2). Sei y := X + (X? —2). Dann
ist F25 = F5(Y) und YQ = 2.

Dank Lemma 195 hat F(y) die Fs-lineare Basis (1,7v).

Insbesondere ist [F5(y) : F5] = 2 und |F5(y)| = 5% = 25. Daher nennen wir auch
F25 = F5('Y>

Es ist also
F%:{a—i—by: a,bGE;} .

(3) Sei a+ by € Fys. Es ist a + by € Fixp(Fos) genau dann, wenn Fr(a + by) = a+by.
Esist {z € F5: 2° =2} = Fs.
Zu erfiillen ist
Fr(a+by) = (a+by)’
& + by
a® — by
a—by
a+by.

Koeffizientenvergleich liefert b = 0.
Daher fOlgt FiXFr(Fgg)) = Er) Q F25

Aufgabe 39 Sei b := /5. Wir betrachten die Kérpererweiterung Q(b)|Q.

(1) Man zeige mittels Descartes, dass X? — 5 € Q[X] irreduzibel ist.
Man folgere, dass pyq(X) = X3 — 5 ist.

(2) Man schreibe (1+b)~! als Q-Linearkombination in der Q-linearen Basis (1, b, b*) von Q(b).
(3) Man bestimme alle Kérpermorphismen von Q(b) nach C iiber Q.
(4) Man bestimme alle Kérpermorphismen von Q(b) nach Q(b) iiber Q.

Liosung zu Aufgabe 39:

(1) Wir zeigen mithilfe des Satzes von Descartes (Satz 10), dass m(X) := X?® — 5 keine
Nullstelle a € Q besitzt.

Eine Nullstelle a € Q muss von der Form * sein, wobei u,v € Z teilerfremd sind, u ein

Teiler von 5 ist und v ein Teiler von 1 ist, d.h. es geniigt * € {—5,—1,1,5} als mogliche
Kandidaten zu betrachten.

Es ist m(—5) = —130, m(—1) = —6, m(1) = —4 und m(5) = 120. Somit hat X3 — 5 keine
Nullstelle @ € Q, und kann folglich nicht in einen Faktor von Grad 1 und einen Faktor
von Grad 2 zerfallen. Also ist X® — 5 irreduzibel in Q[X].

Esist 8 —5 =5 —5 = 0, d.h. b ist Nullstelle von m(X). Da m(X) irreduzibel und
normiert ist, folgt pyo(X) = m(X) = X? — 5.



(2)

Wir suchen ein Element ag + a1b + a2b? € Q(b) mit ag, ar,as € Q so, dass

!

(1+0) - (ag + arb+ axb®) =1
ist. Es ist
1= (14b) - (ag + arb + asb?) = ag+ aib + ash® + aghb + a1 b® +ay b*

=5
= ag—+ 5(12 + (Cl() + al)b + (CL1 + CLQ)bQ .
Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem
(I)  ap+ basy
(II) ap+a; = 0
(III) a +ay = 0.
Aus (II) folgt ap = —ay. Aus (III) folgt as = —a;. Damit folgt aus (I), dass —6a; = 1 ist,
d.h. ap = —%, ap = Qg9 = é
Insgesamt ist
1

(1+0b)7' = 6<1 —b+b?).
Das Element b € Q(b) erfiillt die Gleichung b*> — 5 = 0. Fiir einen Kérpermorphismus
a: Q(b) — C iiber Q muss daher

0=a(0)=a®—5)=a®)® -5

gelten.
Da also 0 = a(b)® — 5 ist, folgt c(b) € {b, b- 3, b- (3}, wobei (3 = exp(35*) ist.
Da w,o(X) = X? — 5 ist, gibt es nach Lemma 202 eindeutige Kérpermorphismen
ay,ag, az : Q(b) — C mit a;(b) = b, az(b) = b3 und az(b) = b(3.

Es sind
a;: Qb)) — C
ap + a1b 4+ asb® —  ag+ a1b + asb?
Q9 . Q(b) — C
ap + arb+ axb® = ag + a1bCz + axb*C
und
Qs . Q(b) — C

ap+ arb + axd® —  ag+ a1bC + axb’*Cs

wobei ag, a1, as € Q.

Jeder Kérpermorphismus a : Q(b) — Q(b) liefert durch Komponieren mit der Einbettung
Q(b) — C auch ein Kérpermorphismus von Q(b) — C. Es geniigt also, die in Teil (3)
ermittelten zu betrachten.

Es ist Q(b) C R. Es ist ax(Q(b)) € R, da as(b) = b(s3 € R. Es ist a3(Q(b)) € R, da
az(b) = b3 ¢ R. Daher schrinken as,asz nicht zu einem Automorphismus von Q(b)
ein. Der Kérpermorphismus «; hingegen schrankt zur Identitat auf Q(b) ein, ist also der
einzige Korpermorphismus von Q(b) nach Q(b) iiber Q



Aufgabe 40 Wir betrachten die Kérpererweiterung Q(v/2)|Q.

(1)
(2)
(3)
(4)

Man bestimme alle Kérpermorphismen von Q(v/2) nach Q(+v/2) iiber Q.
Man bestimme alle Kérpermorphismen von Q(v/2) nach Q(i) iiber Q.

Man bestimme 3, 5 o (X).

Man bestimme {deg(p, (X)) : y € Q(v/2)}.

Losung zu Aufgabe 40:

(1)

Da V2 & Q ist, ist X* —2 irreduzibel in Q[X] und also it 54(X) = X2 —2. Esist (1,v/2)
cine Q-lineare Basis von Q(v/2), vgl. Aufgabe 7. Das Element /2 erfiillt die Gleichung
(v/2)? — 2 = 0. Fiir einen Korpermorphismus o : Q(v/2) — Q(v/2) muss daher

0=a(0) =a((v2)’ -2) = a(v2)’ -2

gelten.
Damit 0 = a(v/2)? — 2 ist, muss a(v/2) € {—v/2,v/2} sein.
Dap 50(X) =X 22 ist, gibt es nach Lemma 202 iiber Q eindeutige Kérpermorphismen

a1, a0 Q(vV2) = Q(v2) mit a1(v2) = v2 und ay(v2) = —v2.

Jedes Element x € Q(\/ﬁ) ldsst sich eindeutig schreiben als © = ag+ a1 v/2 mit ag, a; € Q.
Wir erhalten die folgenden Darstellungen fiir aq, as.

(113@(\/5) — Q(ﬂ)
a0+a1\/§ — ag+a1\/§

ar: Q(vV2) — Q(V?2)
ap+aV2 = ag—a;V?2

Das Element /2 erfiillt die Gleichung (v/2)?> — 2 = 0. Fiir einen Kérpermorphismus
o : Q(v2) — Q(i) muss daher

gelten.

Esist (1, 1) eine Q-lineare Basis von Q(i). Wir zeigen, es gibt kein Element ag+a,1 € Q(I)
mit (ag + a;i)? = 2.

Es ist (ao+ a11)? = a2 + 2a0a1i — a2 = a2 — a2 + 2apa1i = 2+ 0 - i. Koeffizientenvergleich
liefert 2apa; = 0, d.h. ag = 0 oder a; = 0. Dann folgt aber a2 = 2 oder —a} = 2, aber
beides ist unlosbar in Q.

Somit kann es keinen Kérpermorphismus Q(v/2) nach Q(i) iiber Q geben.



(3) Schreibe z := 3 4 /2.
Esist 22 = (3 +v2)2 =9+ 612+ 2 =11+ 6v2.
Es ist 22 — 62 = 11 + 62 — 6(3 +v/2) = —7.
Somit ist X2 — 6X + 7 ein Polynom, welches z als Nullstelle hat.
Es ist X2 — 6X + 7 irreduzibel in Q[X], da z ¢ Q.
Also folgt Wy, 50(X) = X* —6X + 1.

(4) Esist z.B. deg(p,50(X)) = 2 und z.B. deg(p1,0(X)) = deg(X — 1) = 1. Also ist
{deg(py0(X)) 1y € Q(V2)} € {1,2}.
Angenommen, es gibt y € Q(v/2) so, dass deg(i, (X)) = 3 ist. Dann gibt es einen
Teilkérper Q(y) € Q(v/2) mit [Q(y) : Q] > 3. Da [Q(v/2) : Q] = 2 ist, ist das nicht
moglich. Widerspruch.
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