
EinWürfel mit einbeschriebenem Tetraeder,
das Ikosaeder und das Dodekaeder

Markus Stroppel

Ein Polyeder (d.h.: die konvexe Hülle einer endlichen Punktmenge im dreidimensionalen eu-
klidischen RaumE ) heißt regulär vom Typ (n, k), wenn alle seine Seitenflächen regelm̈aßige
n-Ecke sind und jede Ecke zuk Seitenfl̈achen geḧort.

Es ist sehr leicht (etwa durch Angabe in Koordinaten), reguläre Körper anzugeben, bei denen die
Anzahl der Seitenfl̈achen einen der Werte 4 (Typ (3,3): so genannteTetraeder), 6 (Typ (4,3):
Hexaederbzw. Würfel) oder 8 (Typ (3,4): Oktaeder) annimmt. Im Folgenden sollen — mit
Hilfe elementarer Gruppentheorie — reguläre Körper konstruiert werden, bei denen Anzahl der
Seitenfl̈achen 12 (Typ (5,3): Dodekaeder) oder 20 (Typ (3,5): Ikosaeder) betr̈agt. Die Namen
dieser K̈orper sind von den griechischen Namen für die jeweilige Anzahl der Flächen abgeleitet.

Wer sich f̈ur die regelm̈aßigen K̈orper interessiert, findet Lesenswertes zum Beispiel im 10. Ka-
pitel des scḧonen Buchs von H.S.M. Coxeter [4], oder in Chapter 12 bei M. Berger [3]. Viele
der scḧonen Illustrationen, die in [3] reproduziert werden, stammen aus dem̈uberaus̈astheti-
schen Band von H. Weyl [10]. Schließlich darf hier das klassische Werk von F. Klein [8] nicht
unerẅahnt bleiben.

Eine elementargeometrische Konstruktion des Dodekaedersfindet man schon bei Euklid (im
Buch X), vgl. [2] 29.4. Ziel dieser Notizen ist es, erste Erfahrungen und Kenntnissëuber Gruppen
und Gruppenwirkungen anzuwenden und damit einzuüben.

1. Gruppentheoretische Vorbereitungen.

Die folgenden Argumente sollten auf der Grundlage erster Erfahrungen mit Gruppentheorie
zug̈anglich sein. Alles (und weit mehr), was manüber Gruppen hier braucht, findet man im Lehr-
buch von K. Meyberg [9] oder im Standardwerk von B. Huppert [7] in hoffentlich ausreichender
Breite dargestellt.
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Wir betrachten Untergruppen der GruppeB+ aller eigentlichen euklidischen Bewegungen (Dre-
hungen um beliebige Achsen sowie Translationen) vonE. Die Multiplikation von Elementenα, β
dieser Gruppe wird durch Nebeneinanderschreiben bezeichnet:αβ(x) = α(β(x)).

SeiA eine endliche Menge von Punkten des dreidimensionalen euklidischen RaumesE. Mit B+A
werde die Menge all der eigentlichen Bewegungen bezeichnet,die die MengeA invariant lassen.
Da B+A das Neutralelement id und mit je zwei Elementen auch deren Produkt und die Inversen
entḧalt, bildet B+A eine Untergruppe der Gruppe aller euklidischen Bewegungen.Zunächst ist
nicht klar, ob man den Ursprung so legen kann, dass er von allen Elementen vonB+A fixiert wird1.
Dies liefert jedoch das erste Lemma:

1.1 Lemma. Für jede endliche TeilmengeA vonE gilt:

(a) Jedes Element vonB+A fixiert denSchwerpunktmA := 1
|A|
∑

v∈A v.
(b) Fixiert ein Elementβ ∈ B+A außer dem SchwerpunktmA noch zwei Punktex, y ∈ E derart,

dassx−mA undy−mA linear unabḧangig sind, so giltβ = id.
(c) Ist A nicht in einer Geraden enthalten, so ist die Wirkung vonB+A auf A treu (d.h. nur die

Identiẗat fixiert alle Punkte vonA).

Beweis: Jede euklidische Bewegungβ ist eine affine Abbildung, l̈asst sich also darstellen in der
Formβ =

(

v 7→ λ(v) + w
)

, wobeiλ eine lineare Abbildung undw ein fester Translationsvektor
ist. Für mA ergibt sich

β(mA) = β
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=
1
|A|
∑

v∈A
β(v).

Daβ ∈ B+A eine Bijektion der MengeA induziert, ist damit die erste Aussage bewiesen.

Jedes Element vonB+A fixiert mA, ist also eine Drehung um eine Achse, die durchmA geht. Fixiert
β ∈ B+A den Punktx ∈ Er {mA}, so ist die Achse festgelegt als Verbindungsgerade vonmA undx.
Fixiert β außerdem einen Punkty derart, dassx−mA undy−mA linear unabḧangig sind, so sind
die entsprechenden Verbindungsgeraden verschieden. Die einzige Drehung mit mehr als einer
Achse ist die Identiẗat: Damit ist auch die zweite Aussage bewiesen. Die letzte Aussage folgt
direkt aus der zweiten. �

Für jede UntergruppeΦ der euklidischen Bewegungsgruppe und jeden Punktx in E bezeich-
netΦx :=

{

ϕ ∈ Φ
∣

∣

∣ ϕ(x) = x
}

die Standgruppe. Ordnet man der NebenklasseϕΦx den Punkt
ϕ(x) zu, so erḧalt man bekanntlich eine Bijektion vonΦ/Φx auf die BahnΦ(x); vgl. [9] 2.1.5
oder [7] 5.10. Insbesondere gilt:

∣

∣

∣

∣

Φ
/

Φx

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣Φ(x)
∣

∣

∣ . (∗)

Wir werden diese Tatsache im Folgenden wiederholt verwenden.

1Dies ḧatte den Vorzug, dass alle Elemente vonB+A dann durchlineareAbbildungen beschrieben werden.
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1.2 Korollar. Sind x, y ∈ A so geẅahlt, dassx−mA undy−mA linear unabḧangig sind, so gilt
|B+A| ≤ |A| ·

∣

∣

∣

∣

{

z ∈ A
∣

∣

∣ ‖x− z‖ = ‖x− y‖
}

∣

∣

∣

∣

.

Beweis: Die Bahn vony unter der Standgruppe vonx in B+A ist enthalten in der MengeK :=
{

z ∈ A
∣

∣

∣ ‖x− z‖ = ‖x− y‖
}

. Daher folgt (mit Aussage (∗))
∣

∣

∣B+A
∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

B+A
/

(B+A)x

∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣(B+A)x

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣B+A(x)
∣

∣

∣ ·
∣

∣

∣

∣

(B+A)x
/

(B+A)x,y

∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣(B+A)x,y

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣B+A(x)
∣

∣

∣ ·
∣

∣

∣(B+A)x(y)
∣

∣

∣ ·
∣

∣

∣{id}
∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣B+A(x)
∣

∣

∣ · |K| ≤ |A| · |K| ,
wie behauptet. �

1.3 Korollar. Für |A| = 4 gilt
∣

∣

∣B+A
∣

∣

∣ ≤ 12, wennA nicht in einer Geraden enthalten ist. �

Im Folgenden wird die MengeA stets so geẅahlt sein, dass der SchwerpunktmA mit dem Ur-
sprung des Koordinatensystems zusammenfällt. Dadurch wird auch erreicht, dass die Gruppe
B+A eine Untergruppe der Drehgruppe SO3R (aller Drehungen mit Achsen durch den Ursprung)
bildet, deren Elemente leicht durch Matrizen beschrieben werden k̈onnen.

Ab jetzt wird ein kartesisches Koordinatensystem gewählt und beibehalten, und lineare Abbil-
dungen werden bezüglich der zugeḧorigen Basis mit Matrizen beschrieben.

2. Das Tetraeder und das Hexaeder.

Wir beschreiben ein (regelm̈aßiges) Tetraeder als BahnT unter einer geeigneten Untergruppe∆
der Bewegungsgruppe. Dabei erhalten wir gleich eine Beschreibung vonB+T .

Es sei s :=
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und σ :=





















−1 0 0
0 −1 0
0 0 1





















, δ :=





















0 0 1
1 0 0
0 1 0





















.

Man sieht leicht, dassσ und δ das TetraederT :=
{

s, σ(s), δσ(s), δ2σ(s)
}

in sich überf̈uhren.
Damit liegt die vonσ undδ erzeugte Gruppe inB+T ; diese Gruppen stimmen sogarüberein:

2.1 Proposition. Die vonσ und δ erzeugte Untergruppe∆ := 〈{σ, δ}〉GL3R
der Matrizen-Gruppe

GL3R hat12Elemente. Genauer gilt:

∆ =



















id, σ, δσδ−1, δ2σδ−2,

δ, σδ, δσ, δ2σδ−1,

δ2, σδ2, δσδ, δ2σ



















=



















id, σ, δσδ2, δ2σδ,

δ, σδ, δσ, δ2σδ2,

δ2, σδ2, δσδ, δ2σ



















.

s

σ(s)

δσ(s)
δ2σ(s)

Dies sind genau die eigentlichen Bewegungen des dreidimensionalen euklidischen Raumes, die
das TetraederT invariant lassen. Mit anderen Worten: Es gilt∆ = B+T .
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Beweis: In der Tat sind dies 12 verschiedene Drehungen, die alleT invariant lassen. Andererseits
entḧalt∆ höchstens 12 Elemente; vgl. 1.3. �

2.2 Lemma. (a) Die Elementeδ, σδ, σδσ haben Ordnung3.
(b) Die Gruppe∆ wird erzeugt von den Elementenδ undσδσ.
(c) Es gilt∆ � Alt(4).

Beweis: Man rechnet einfach nach, dass (σδ)3 = id. Das Elementσδσ = σδσ−1 hat dieselbe
Ordnung wieδ. Wegen id= (σδ)3 gilt σ = σ−1 = δ(σδσ)δ ∈ 〈δ, σδσ〉GL3R

. Damit gilt ∆ ≤
〈δ, σδσ〉GL3R

, die umgekehrte Inklusion ist offensichtlich.

Nach 1.1(c) wirkt die Gruppe∆ treu auf der 4-elementigen MengeT, ist also isomorph zu einer
Untergruppe von Sym(4). Unter jedem solchen Isomorphismuswerdenδ undσδσ auf Elemente
der Gruppe Alt(4) abgebildet (weil sie Ordnung 3 haben). Damit liegt auch das Bild von∆ als
Erzeugnis dieser Bilder in Alt(4). Wegen|∆| = 12= |Alt(4)| folgt jetzt die Behauptung. �

2.3 Korollar. Der einzige nicht triviale Normalteiler von∆ ist Θ := {id, σ, δσδ2, δ2σδ}. Alle
Elemente von∆r Θ haben Ordnung3.

Beweis: Dieses Ergebnis folgt zwar auch direkt aus der Struktur von∆ � Alt(4), wir nutzen
hier aber die geometrische Realisierung für einen direkten Beweis. Da∆ transitiv auf der Menge
T operiert (sonst ḧatte nach dem Beweis von 1.2 die Gruppe∆ weniger als 12 Elemente), sind
je zwei Standgruppen von Elementen vonT in ∆ zueinander konjugiert: In der Tat gilt∆α(x) =

α∆xα
−1. Jede dieser Standgruppen hat|∆|/|T | = 3 Elemente. Die Standgruppe vons entḧalt mit

δ auchδ2 undδ3 = id, fällt also mit dem Erzeugnis vonδ zusammen.

Je zwei dieser Standgruppen schneiden sich trivial, weil 3 eine Primzahl ist. Die Gruppe∆ entḧalt
also wenigstens 4· (3− 1) = 8 Elemente der Ordnung 3. Darüber hinaus gibt es nur noch die 4
Elemente vonΘ. Man rechnet leicht nach, dassΘ eine Untergruppe ist. Da diese Untergruppe
neben dem Neutralelement genau die Elemente der Ordnung 2 enthält, ist sie normal.

Entḧalt ein NormalteilerN von∆ ein Element der Ordnung 3, so ist dieses konjugiert zuδ oder
zu δ2. Damit entḧalt N die Elementeδ undσδσ = σδσ−1. Daraus folgtN = ∆, siehe 2.2(b).
Entḧalt dagegenN kein Element der Ordnung 3, so istN in Θ enthalten. �

2.4 Proposition. Der Würfel W := T ∪ −T wird von∆ und außerdem noch von der Drehung

γ :=





















0 −1 0
1 0 0
0 0 1





















invariant gelassen — und damit von allen12 Elementen der Nebenklasseγ∆. Die Teilmenge
Γ := ∆ ∪ γ∆ von B+W hat 24Elemente. Es giltΓ = B+W.

Beweis: Nur die Behauptung, dassB+W nicht gr̈oßer alsΓ sei, ist nicht offensichtlich. Wir wen-
den 1.2 aufs und−σ(s) an: Es ist

{

z ∈W
∣

∣

∣ ‖s− z‖ = ‖s+ σ(s)‖
}

=
{

−σ(s),−δσ(s),−δ2σ(s)
}

und damit|B+W| ≤ 8 · 3 = |Γ|. Wegen der offensichtlichen InklusionΓ ⊆ B+W folgt damit die
behauptete Gleichheit. �



Würfel & Co. 5

2.5 Proposition. Es gilt B+W � Sym(4).

Beweis: Wir werden verwenden, dass bei jeder Drehung Eigenvektorenzu verschiedenen Ei-
genwerten zueinander senkrecht stehen. Die GruppeB+W wirkt auf der 4-elementigen Menge der
Raum-Diagonalen des Ẅurfels. Dies liefert einen Homomorphismusψ von B+W nach Sym(4).
Um einzusehen, dassψ injektiv ist, nehmen wir an, dass im Kern vonψ ein Elementα , id
liegt. Dann sinds,σ(s) undδσ(s) Eigenvektoren vonα, und zwar zu Eigenwerten vom Betrag 1.
Wegen detα = 1 müssten zwei dieser Eigenwerte negativ sein. Die so entstehende Abbildungα
ist aber keine Drehung, weil die Eigenräume nicht zueinander orthogonal sind.

Damit haben wir nachgewiesen, dassψ ein injektiver Homomorphismus ist, wegen|B+W| = 24=
|Sym(4)| ist ψ auch surjektiv. �

Nur vergleichsweise wenige Punkte des euklidischen Raumes haben nicht triviale Standgruppe
in ∆: Es sind dies gerade die Punkte auf den Raumdiagonalen des Würfels (also den Geraden
sR, σ(s)R, δσ(s)R und δ2σ(s)R ) sowie die Punkte auf den Koordinatenachsen (denn diese 7
Geraden bilden die Achsen der nicht trivialen Elemente von∆). Außer diesen hat jeder Punktp
in E eine Bahn∆(p) mit 12 Elementen.

3. Das Ikosaeder.

Nun betrachten wir den Punkt2 a :=





















0
t
1





















für t :=
1+
√

5
2

.

Die Bahn∆(a) besteht aus den Punkten

a =
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t
1





















, b :=
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t





















= δ(a), c :=
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1
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= δ2(a),

d :=





















0
t
−1





















= δ2σδ(a), e :=





















−t
1
0





















= δ2σ(a), f :=





















−1
0
t





















= σδ(a), sowie

−a = δσδ2(a), −b = δ2σδ2(a), −c = σδ2(a), −d = σ(a), −e= δσδ(a), − f = δσ(a).

Um die geometrische Gestalt der Bahn∆(a) zu verstehen, bestimmen wir die Abstände‖x − y‖
zwischen Punktenx, y ∈ ∆(a). Da t eine Nullstelle des PolynomsX2 − X − 1 ist, gelten die
Beziehungent2 = t + 1, (t + 1)2 = 3t + 2 und (t − 1)2 = −t + 2.

Diese Beobachtung erleichtert die Rechnungen, mit denen man den Inhalt folgender Tabelle
verifiziert:

2Wer sich fragt, wie man darauf kommt, den Punkta gerade auf diese Art zu ẅahlen, findet Lesenswertes bei
M. Berger [3] 12.5.5.3.
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x ‖a− x‖2 x ∈ ∆(a) ‖a− (−x)‖2 −x ∈ ∆(a)
a 0 id(a) 4t2 + 4 = 4t + 8 δσδ2(a)
b 1+ t2 + (1− t)2 = 4 δ(a) 1+ t2 + (t + 1)2 = 4t2 δ2σδ2(a)
c t2 + (t − 1)2 + 1 = 4 δ2(a) t2 + (1+ t)2 + 1 = 4t2 σδ2(a)
d 4 δ2σδ(a) 4t2 σ(a)
e t2 + (t − 1)2 + 1 = 4 δ2σ(a) t2 + (1+ t)2 + 1 = 4t2 δσδ(a)
f 1+ t2 + (1− t)2 = 4 σδ(a) 1+ t2 + (t + 1)2 = 4t2 δσ(a)

3.1 Lemma. Für allex ∈ {b, c,d,e, f } gilt:

‖a− x‖ = 2 und ‖ − a− x‖ = ‖a− (−x)‖ = 2t. �

Wir schließen aus 3.1, dass die PunktmengeF := {b, c,d,e, f } im SchnittkreisK zweier Spḧaren
mit Mittelpunkten beia bzw−a und damit in einer zuaR senkrecht stehenden EbeneEF liegt.
Ebenso liegt die Punktmenge−F in einer zuaR senkrecht stehenden EbeneE−F. Da jeder Punkt
ausF in der Bahn∆(a) von a unter einer aus abstandstreuen Abbildungen bestehenden Gruppe
liegt, kommen unter den Abständen zwischen Punkten vonF nur die Werte 0, 2 und 2t vor
(die MengeF entḧalt keine Paare zueinander entgegengesetzter Punkte). DaF im Kreis K liegt,
haben ḧochstens zwei Punkte ausF von b den Abstand 2, und ḧochstens zwei den Abstand 2t.
Dies liefert, dass genau zwei Punkte ausF Abstand 2 vonb haben. Analoges gilt für die anderen
Punkte inF. Damit erhalten wir, dass die Elemente vonF als eine Ketteb = x0, x1, x2, x3, x4, x5 =

b derart angeordnet werden können3, dass f̈ur alle j ∈ {0,1,2,3,4} gilt: ‖xj − xj+1‖ = 2. Weil F
in einem Kreis enthalten ist, zeigt dies:

Die MengeF bildet ein regelm̈aßiges F̈unfeck in der EbeneEF.

Da der Mittelpunkt dieses F̈unfecks gerade der Mittelpunkt des KreisesK und damit der Schnitt-
punkt der EbeneEF mit der (zuEF senkrechten) GeradenaR ist, bleibtF unter jeder F̈unfteldre-
hung mit AchseaR invariant. Entsprechendes gilt für die Menge−F. Wir erhalten also:

Die Gruppe aller Drehungen des euklidischen Raumes, die die Bahn∆(a) invariant lassen, enthält
neben der Menge∆ auch eine F̈unfteldrehungϕ.

Nach dem Satz von Lagrange teilen sowohl 12= |∆| als auch 5= ord(ϕ) die Ordnung der Gruppe
B+
∆(a). Es gilt also

∣

∣

∣B+
∆(a)

∣

∣

∣ ≥ 60. Aus 1.2 ergibt sich andererseits

∣

∣

∣B+∆(a)

∣

∣

∣ ≤ |∆(a)| ·
∣

∣

∣

∣

{

z ∈ ∆(a)
∣

∣

∣ ‖a− z‖ = ‖a− b‖ = 2
}

∣

∣

∣

∣

= 12 · |F| = 60.

Damit haben wir bewiesen:

3.2 Proposition. Die Gruppe all der eigentlichen Bewegungen, die∆(a) invariant lassen, hat60
Elemente. Sie wird erzeugt von der Menge{σ, δ, ϕ}, oder auch von{σδσ, δ, ϕ}. �

3In der Tat istb, c,d,e, f ,b eine solche Kette.
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Es bleibt noch festzustellen, dass die Punkte in∆(a) tats̈achlich die Ecken eines regelmäßigen
Körpers bilden. Dies folgt bereits daraus, dass∆ auf dieser Punktmenge transitiv wirkt (und aus
Bewegungen besteht). Die GruppeB+

∆(a) leistet noch wesentlich mehr:

3.3 Proposition. Die GruppeB+
∆(a) wirkt jeweils transitiv auf jeder der folgenden Mengen:

(a) E := ∆(a) ,
(b) K> :=

{

(x, y) ∈ E2
∣

∣

∣ ‖x− y‖ = 2
}

, K :=
{

{x, y} ⊂ E
∣

∣

∣ (x, y) ∈ K>
}

,

(c) D :=
{

{x, y, z} ⊂ E
∣

∣

∣ ‖x− y‖ = ‖y− z‖ = ‖z− x‖ = 2
}

.

Beweis: Nach Konstruktion wirktB+
∆(a) aufE, und schon die Untergruppe∆wirkt transitiv aufE.

Als Untergruppe der Bewegungsgruppe wirktB+
∆(a) damit auch auf den MengenK>,K undD.

Um einzusehen, dassB+
∆(a) transitiv aufK> wirkt, betrachten wir ein beliebiges Paar (x, y) in

K> und suchen ein Element vonB+
∆(a), das (x, y) auf (a,b) abbildet. Dazu benutzen wir zuerst

die Transitiviẗat der Wirkung aufE: Es gibt alsoα ∈ B+
∆(a) mit α(x) = a. Dann gilt‖a− α(y)‖ =

‖α(x)−α(y)‖ = ‖x−y‖ = 2 und deswegenα(y) ∈ F. Eine geeignete Potenzϕd der F̈unfteldrehung
ϕ bildet alsoα(y) aufb ab. Wegenϕ(a) = a leistet das Elementϕdα ∈ B+

∆(a) das Geẅunschte.

Transitiviẗat aufK folgt sofort aus der Transitivität aufK>.

Sei jetzt{x, y, z} ∈ D. Wegen der schon bewiesenen Transitivität aufK> gibt es ein Element
β ∈ B+

∆(a) mit β(x) = a und β(y) = b. Dann ist aberβ(z) ein Element vonF, das auch vonb
Abstand 2 hat. Es gibt genau zwei solche Elemente, nämlichc und f (wie man leicht ausrechnet).
Eine geeignete Potenz der Fünfteldrehungϕ bildet jetzt noch{a,b, f } auf {a, c,b} ab, falls n̈otig.

�

Die GruppeB+
∆(a) wirkt übrigensnicht transitiv auf der Menge

D> :=
{

(x, y, z) ∈ E3
∣

∣

∣ ‖x− y‖ = ‖y− z‖ = ‖z− x‖ = 2
}

der (geordneten) Dreiecke, weil durch Drehungen um den Ursprung der Orientierungssinn eines
Dreiecks nicht gëandert werden kann — also (a,b, c) nicht auf (a, c,b) abgebildet werden kann.

3.4 Definition. Die konvexe Ḧulle I der PunktmengeE = ∆(a) heißt Ikosaeder. Die Gruppe
B+
∆(a) heißtIkosaeder-Gruppe, wir schreiben ab jetztB+I := B+

∆(a).

Wer ein Modell des Ikosaeders herstellen möchte, kann den folgenden Schnittbogen verwenden:
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Nach 3.3 ist das IkosaederI in der Kugel mit Radius‖a‖ =
√

t2 + 1 =
√

t + 2 =
√

3+
√

5
2 einbeschrieben: Die Ecken liegen

auf dem Rand dieser Kugel. Die KantenmengeK des Ikosaeders
besteht aus den Verbindungsstrecken zwischen Eckpunkten mini-
malen Abstands. Die Begrenzungsflächen des Ikosaeders sind die
zwanzig Dreiecksfl̈achen, die jeweils durch Elemente vonD defi-
niert werden. Jedes der zugehörigen Dreiecke ist gleichseitig, und
wegen der Transitiviẗat vonB+I geḧort jede Ecke zu gleich vielen
(nämlich 5) Seitenfl̈achen. Also gilt:

3.5 Satz. Das IkosaederI ist ein regelm̈aßiger K̈orper, und zwar vom Typ(3,5). �

4. Das Dodekaeder und das Oktaeder.

4.1 Bemerkung. Hat man ein regelm̈aßiges Ikosaeder erst einmal konstruiert, so erhält man ein
regelm̈aßiges Dodekaeder mitgeliefert: Man betrachtet die MengeD∗ :=

{

mD

∣

∣

∣ D ∈ D
}

aller
Schwerpunkte der Seiten des Ikosaeders. Die konvexe Hülle I∗ dieser Punktmenge heißtDode-
kaeder. Weil die Ikosaeder-Gruppe transitiv aufD wirkt, bildet auch die MengeD∗ eine Bahn
unterB+I. Paare minimalen Abstands inD∗ geḧoren zu Paaren von Seiten des Ikosaeders, die
eine Kante gemeinsam haben. Transitivität der GruppeB+I auf der MengeK aller Kanten des
Ikosaeders impliziert damit Transitivität auf der Menge aller Kanten des Dodekaeders.

Jede Eckex des Ikosaeders gehört zu 5 Fl̈achen, die von
einer 5-Sylow-GruppeΦx der Ikosaeder-Gruppe zyklisch
permutiert werden. Entsprechend bilden die Schwerpunk-
te dieser Fl̈achen eine BahnBx von 5 Punkten unterΦx.
Da alle Elemente der zyklischen GruppeΦx eine gemein-
same Achse haben, liegtBx in einer Ebene, und bildet
ein regelm̈aßiges F̈unfeck. Auch die konvexe ḦulleI∗ der
PunktmengeD∗ ist also ein regelm̈aßiger K̈orper, und zwar
vom Typ (5,3).

Das Dodekaeder hat 20 Ecken (entsprechend den Seiten-
flächen des Ikosaeders) und 12 Seiten (entsprechend den
Ecken des Ikosaeders).
Die Anzahl der Kanten stimmẗuberein: Es sind jeweils 30.

4.2 Bemerkung. Eine geeignete Auswahl von Ecken des Dodekaeders werden wir gleich als
Eckenmenge eines Ẅurfel erkennen. Zur Veranschaulichung dieses Würfels auf dem Dodeka-
eder mag das Schnittbogen-Modell dienen:
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Der Schwerpunktm= 1
3(a+ b+ c) des Dreiecks (a,b, c) ∈

D> ist eine Ecke des Dodekaeders. Seine Bahn unter der
Tetraeder-Gruppe∆ ist die Menge t+1

3 T, bildet also die
Eckenmenge eines regelmäßigen Tetraeders, das ausT
durch Skalierung entsteht. Zusammen mit der Bahn des
Schwerpunkts−mdes Dreiecks (−a,−b−,−c), der auch ei-
ne Ecke des Dodekaeders bildet, erhalten wir den Würfel
t+1
3 W. Von einem solchen Ẅurfel ausgehend hat Euklid das

Dodekaeder konstruiert; vgl. [2] 29.4.

Analog zu 4.1 erḧalt manübrigens ein (regelm̈aßiges)Okta-
eder:

Die Ecken sind die Schwerpunkte der Seiten eines Würfels.

Das Oktaeder, das aus dem oben betrachteten Würfel W auf
diese Weise entsteht, hat eine besonders einfache Darstel-
lung: Es ist die konvexe Ḧulle W∗ der Menge aller Standard-
Basisvektoren und deren Inversen.

Jedes Oktaeder hat 6 Ecken, 8 Seiten und 12 Kanten. Es liegt
ein regelm̈aßiger K̈orper vom Typ (3,4) vor.
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5. Der Isomorphie-Typ der Ikosaeder-Gruppe.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Ikosaeder-Gruppe isomorph ist zur alternie-
renden Gruppe Alt(5). Neben der Parallelität zur Tatsache, dass die Tetraeder-Gruppe zu Alt(4)
isomorph ist (siehe 2.2), ist dies vor allem deshalb interessant, weil die Gruppe Alt(5) eineeinfa-
che Gruppe4 ist. Einen direkten und an der Anschauung orientierten Beweis der Einfachheit der
Ikosaeder-Gruppe gibt Artmann in [1].

5.1 Satz. Die Ikosaeder-Gruppe ist isomorph zuAlt(5).

Beweis: Um eine Wirkung auf einer 5-elementigen Menge (und damit einen Homomorphismus
vonB+I nach Sym(5)) zu finden, betrachten wir zum Schluss wieder dasTetraederT = ∆(s). Auf

der MengeF :=
{

β(T)
∣

∣

∣ β ∈ B+I
}

aller Bilder vonT unter der Ikosaeder-Gruppe wirkt letztere
naẗurlich transitiv. Wir wissen aus 2.1, dass die Standgruppe von T ∈ F mit ∆ zusammenf̈allt.
Also gilt |F | =

∣

∣

∣

∣

B+I
/

∆

∣

∣

∣

∣

= 5.

Die Wirkung aufF liefert einen Homomorphismusψ: B+I → Sym(5). Die Elementeδ, σδσ
undϕ haben jeweils ungerade Ordnung, werden vonψ also in die alternierende Gruppe Alt(5)
abgebildet. WegenB+I = 〈∆ ∪ {ϕ}〉GL3R

= 〈δ, σδσ, ϕ〉GL3R
gilt auchψ(B+I) ≤ Alt(5).

Nun bleibt zu zeigen, dassψ bijektiv ist. Wegen|B+I| = 60 = |Alt(5)| gen̈ugt es, die Injektiviẗat
nachzuweisen. Jedes Element des Kerns fixiert jedenfalls das ElementT vonF , und liegt deshalb
in B+T = ∆. Damit wird klar, dass der Kern vonψ ein Normalteiler von∆ ist. Jeder nicht triviale
Normalteiler von∆ entḧalt die 2-Sylow-GruppeΘ, siehe 2.3.

Wäre der Kern vonψ nicht trivial, so ẅurdeσ zum Kern vonψ geḧoren. Dann giltσϕ j(T) =
ϕ j(T), alsoϕ− jσϕ j ∈ B+T = ∆, für jede ganze Zahlj ∈ Z. Dies bedeutet, dass die ganze Bahn
{

ϕ− jσϕ j
∣

∣

∣ j ∈ Z
}

in der normalen 2-Sylow-GruppeΘ von∆ enthalten ist. Weilσ die Achse von
ϕ nicht fest l̈asst, giltσϕ , ϕσ, und die Bahn ist nicht trivial. Da aber|〈ϕ〉| = 5 eine Primzahl ist,
hat diese Bahn die L̈ange 5. Dies geht nicht, weilΘ überhaupt nur vier Elemente hat. �

5.2 Bemerkungen. Das Ikosaeder enthält insgesamt 10 solche Tetraeder; diese bilden zwei Bah-
nen unterB+I. Die Punktspiegelung am Schwerpunkt vonI fusioniert die Bahnen.

Es gibt übrigens gerade 5 M̈oglichkeiten, dem Dodekaeder wie in 4.2 einen Würfel einzube-
schreiben: Die Eckenmenge eines solchen Würfels bekommt man als Vereinigung der Ecken-
menge eines der eben betrachteten Tetraeder mit deren Bild unter der Punktspiegelung am Schwer-
punkt. Die Wirkung der Ikosaeder-Gruppe auf dieser 5-elementigen Menge k̈onnte man ebenfalls
benutzen, um einen Isomorphismus auf Alt(5) zu konstruieren.

5.3 Bemerkung. Man könnte die Gruppe Alt(5) auch schon daran erkennen, dass sie von drei
Elementenι, κ, λ der Ordnungen 2, 3 bzw. 5 erzeugt wird, die den Relationenι2 = κ3 = λ5 = id
undλ = ικ gen̈ugen; siehe [6], [5] 6.4 oder auch [7] 19.9. In unserem Fall könnten wirι := σ
undλ := ϕ wählen, dann findet manκ in der Menge

{

ϕ jδsϕ− j
∣

∣

∣ s ∈ {1,2}, j ∈ {1,2,3,4}
}

.

4Das heißt: Außer{id} und Alt(5) hat die Gruppe Alt(5) keine Normalteiler. In der Tat ist Alt(5) die kleinste unter
den nicht kommutativen einfachen Gruppen.
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6. EinWort zur Abschreckung.

Wer lieber mit Matrizen rechnen m̈ochte, darf gern einmal versuchen, die Matrix für eine F̈unftel-
drehung um die AchseaR aufzustellen. Das geht etwa so, dass man eine Fünfteldrehung

ϕ̃ =





















c −s 0
s c 0
0 0 1





















um die Achse





















0
0
1





















R

mit der Drehung

α =
1
√

t + 2





















√
t + 2 0 0
0 1 t
0 −t 1





















konjugiert (wobeic eine der Nullstellen von 4X2 + 2X − 1 unds= ±
√

1− c2 ist):
Dann istαϕ̃α−1 ein Kandidat f̈ur ϕ.

7. Spiegelungen.

Wir haben in 2.1, 2.4 und 3.2 die GruppenB+T , B+W = B+W∗ undB+I = B+
∆(a) = B+D∗ bestimmt. Um

die GruppenBT , BW = BW∗ und BI = B∆(a) = BD∗ zu verstehen,̈uberlegt man sich zunächst,
dass

∣

∣

∣BX/B+X
∣

∣

∣ ≤ 2 für jede TeilmengeX des euklidischen Raumes gilt: In der Tat istB r B+ ja
die Menge all der Bewegungen, die die Orientierung des Raumes umkehren. Weil das Produkt
orientierungsumkehrender Abbildungen die Orientierung wieder erḧalt, hatB+X in BX höchstens
noch eine Nebenklasse außerB+X.

Nach dieser Bemerkung genügt es, f̈ur X ∈ {T,W,∆(a)} jeweils ein ElementσX ∈ BX r B+X
anzugeben: Dann giltBX = B+X ∪ σXB+X. Offenbar haben

σT :=





















0 1 0
1 0 0
0 0 1





















undσW = −id = σ∆(a)

die verlangten Eigenschaften. Wegen〈σX〉 = {id, σX} gilt jeweils BX = 〈σX〉B+X.

7.1 Satz. Es gilt

BT = 〈σT〉∆ � Sym(4),

BW = 〈−id〉B+W � Z/2Z × Sym(4)

und B∆(a) = 〈−id〉B+∆(a) �
Z/2Z × Alt(5) .

Beweis: Die Wirkung der GruppeBT auf der 4-elementigen MengeT liefert einen Gruppen-
HomomorphismusψT : BT → Sym(4). DaBT aus linearen Abbildungen besteht undT eine Basis
fürR3 entḧalt, ist id das einzige Element vonB, das alle Punkte inT fixiert. Also istψT injektiv,
und wegen|BT | = 2 · |B+T | = 24= |Sym(4)| auch surjektiv.
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Sei jetztX ∈ {W,∆(a)}. Die Gruppe〈σX〉 = 〈−id〉 ist isomorph zuZ/2Z . Weil −id mit jedem
Element vonB+X (sogar mit jedem Element von GL3R) vertauscht, ist die durchµX(α, β) = αβ

definierte AbbildungµX: 〈−id〉 × B+X → BX ein Gruppen-Homomorphismus. Offenbar istµX sur-
jektiv, und (aus Ordnungsgründen) damit auch injektiv. Nach 2.4 und 5.1 giltB+W � Sym(4) und
B+
∆(a) � Alt(5), und der Beweis ist vollständig. �

Es gilt übrigens auchσT ∈ BW, man k̈onnte also auchσW durchσT ersetzen. F̈ur das Versẗandnis
der Struktur der GruppeBW ist aberσW = −id viel günstiger.
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