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Anmerkungen zur Korrektur: Aufgabe 1.3.a: Andere Formen der Darstellung
bzw. Abschitzung des Restglieds werden auch akzeptiert.
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Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 1.1 ein:

Aufgabe 1.1 || Ergebnis

1.1.a i

1.1.b %

Aufgabe 1.1 Ja Nein
1.1.c Die Reihe > 7, nAv2H1)" konvergiert O
1.1d Die Reihe } > 2e=n konvergiert. X O
1.1.e Die Reihe } >, % konvergiert O

Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 1.2 ein:

Aufgabe 1.2 Ergebnis
1.2.a lim,, _,, 2 (nrtl)e —2
1.2.b lim,,_o 1=eophe -3

Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 2.1 ein:

Aufgabe 2.1 Ergebnis
2.1.a [ zedx ze® —e” +C
2.1.b [ S5 dy — +C

cosxT




Aufgabe 1 (15 Punkte)

1.1 (5 Punkte) Bestimmen Sie Konvergenzradien folgender Potenzreihen
und tragen Sie diese in die Tabelle auf Seite 1 ein:

1.1.a S AHCE® n

n=1 n?

Die Formel von Cauchy-Hadamard ergibt:

S O i ) L T/ el /0 Y
n—00 n n—00 n
2

1.1.b S, (1+4)% gm
Die Formel von Cauchy-Hadamard ergibt:

R~' = lim

n—oo n—oo

n2 1 n
= lim (l—l-—) =e.

Sind desweiteren folgende Aussagen wahr? Markieren Sie Ihre Antworten in
der Tabelle auf Seite 1. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

1.1.c Die Reihe >~ | w konvergiert.
Da
a3 (V2 + 1) 2+1 n 241
lim n (\/:;:L ) = \/_3+ lim Vvn3 = \/73+ <1,

konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

2

1.1.d Die Reihe ) - | 2eo=nt konvergiert.
Da
ncos’n _ n
< —
A AL
und
n 1
1 (= ==-<1
e on T2

konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.



1.1.e > \/ﬁ}r{frﬂ) konvergiert.

Fiir n > 1 gilt

sin®n 1

< .
Vn(l+n2?) = 1+ n?
Da Y 7, ﬁ konvergiert, so konvergiert nach dem majoran-
2

tenkriterium auch die Reihe Y > \/ﬁSI(?J::L 2y

1.2 (4 Punkte) Bestimmen Sie folgende Grenzwerte und tragen Sie Ihre
Antworten in die Tabelle auf Seite 2 ein. Eine Begriindung ist nicht erforder-
lich.

1.2.a

z+1 _
lim & (nz+1)—=z
z—1 1—=x
Nach der Regel von I'Hospital gilt

" lnzr+1)—z (nz+ 2 2" (Ine + 1) + 2277 — 1

lim = lim =-2.
z—1 11—z z—1 -1
1.2.b
1 —coshz
lim ——.
z—0 1’2
Zweifache Anwendung der Regel von 1’'Hospital ergibt
. 1—-coshz . —sinhz . —coshzx 1
lim——=lm—=lim— = ——.
z—0 x? =0 2z z—0 2 2
1.3 (6 Punkte)
1.3.a Formulieren Sie den Satz von Taylor fiir Funktionen einer reellen

Variablen mit Angabe des Restgliedes.



Sei f: R — R im Punkt zq (m + 1)—fach stetig differenzierbar. Dann gilt

m

1
f(xo+h) = flzo) + Z 2l FO (o)W + (w0, h)
k=1
wobei
m—+1 1
T (0, h) = FHD (2o + th)(1 — )™ dt .
m! J,
1.3.b Beweisen Sie, dass

In(z+1) <z, Vo >0.
Aus aus dem Satz von Taylor angewandet auf die Funktion In(z + 1) im
Punkt xq = 0 folgt, dass
In(l1+2)=Inl+z+r(0,z).

Da

(In(zx +1))"(z) = — <0 Vz>0,

(14 x)?
findet man, dass r,(0,z) = z? fol f"(tx)(1 —t)dt < 0 und damit

In(l4+z)<lnl4+z==x.

Alternative Losung:

1
|(In(z +1))| = T <1 Vz>0.
T

Also folgt mit Hauptsatz der Differentialrechnung, dass

In(z+1)=In(z+1)—Inl1 <z Va>0.

Aufgabe 2 (15 Punkte)

2.1 (4 Punkte) Bestimmen Sie folgende Integrale und tragen Sie Ihre
Antworten in die Tabelle auf Seite 2 ein. Eine Begriindung ist nicht erforder-
lich.



2.1.a

/ ze* dx.

Partielle Integration ergibt:

/xexd$:$ex—/exd$+C:xex—ex—l—C.

2.1.b

sin x
/ 5 dzx.
cos?
Nach der Substitution ¢ = cos z bekommen wir

[

cos? x 12 t COS T

2.2 (6 Punkte) Untersuchen Sie die Funktion
fl@)=@*-1)e™, z€eR

auf lokale und globale Extremwerte. Wie verhilt sich die Funktion fiir x —
+oound . — —o0?

2 2

Flla) =2z —20(2® — 1) e =22(2— ) e™™ .
Kritische Pukte: 1 =0, x5 = \/§, T3 = —/2.

Aus
10y >0, f'(vV2)=f"(-v2) <0,

folgt, dass im Punkt z; = 0 ein lokales Minimum angenommen wird und
dass in den Punkten z, und x3 lokale Maxima sind. Ausserdem gilt nach
I’Hospital, dass

. . z?—1 ) 2z
:cl—l}:iloo f(ﬂ?) - :(:1—1>I:Eloo exz o xl—l}’:iloo 2% exz =0.

Also ist f(0) = —1 auch globales Minimum und f(v/2) = f(—v/2) = e~2 sind
globale Maxima der Funktion f.



2.3 (5 Punkte) Finden Sie die kritischen Punkte der Funktion
flay)=a"+y' —a2" — 2oy —y*, z,yeR

und entscheiden Sie, ob sie in diesen Punkten ein lokales Minimum bzw. ein
lokales Maximum annimmt.

Gleichungen fiir die kritischen Punkte:

of = 42° — 21 -2y =0,
ox
or _ 4o — 20 — 2y =0.
dy

Daraus folgt 423 — 4y3 = 0, also # = y. Damit findet man aus 42> — 4x = 0
drei Losungen:

P =(0,0), P,=(1,1), P3=(-1,—-1).
Die zweiten partiellen Ableitungen von f sind durch

Pf L, Pf ’*f Pf
@_1233 _2’0—y;2_12y _2’0x8y_0y8x_

gegeben. Fiir die Hesse-Matrix H (z,y) erhalten wir

1222 — 2 —2

Die Spur und die Determinante der Matrix

H(-1,-1) = H(1,1) = ( f% I(? )

sind positiv, also sind auch die Eigenwerte von H(—1,—1) und H(1,1) pos-
itiv. Es folgt, dass die Funktion f in den Punkten P, = (1,1) und P3 =
(—1,—1) jeweils ein lokales Minimum annimmt.

Auf der anderen Seite ist die Determinante der Matrix
-2 =2
H(O,O)—(_2 _2)

gleich Null und deswegen ist auch ein Eigenwert von H(0,0) gleich Null.
Folglich nimmt die Funktion f im Punkt (0,0) keinen Extremwert an.



